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Kozel 2t R ®s sz
sz8m2t 8sok hal

1. el RadS§8s
Ortogons8li s transz



Ortogons8l i1 s m8§
ortogons8lis tra



Ortogonsgl i1 s m

Def i nAQIR"Y . ortoqgohagdt
QQ' =1.
P®l dha. al §bbi mS§tri xok
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Ortogonsgl i1 s m

ACsakr e gu Ing8rtirsi x | ehet «

( K°vetkezi k a det-er mi
t ®t el ®b RI . )

AOr t o g on § linverze mégegyazik a
transzpdwnsgl t

Q-l :QT



Ortogonsgl i1 s m

AOrtogon8lis m8trix oF¢
or t on ovekid@réentdszert alkotnak.

eLhai—j

=d =
% B4 |Oha| ]

AKompl ex m8tr i ook oegsoent
mel |l ettt hasnomn@RMtewy e Za
IS.



Ortogonsgl i s tr

Def i nA@IiR" orto
megadott R". R

X: QX
| ek ®p eoz®tg,on 8|l I s nak ans z

nevezzi¢Kk.

Az ortogons8li s transzfor
gyakor | ati al kal maz 8suk
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Ortogonsgl i s tr

Ortogons8li s m8tri xok tgv
l nduk8Il nak.

T®t AQI.R™"ortogon8l isx|l R8tr.i

vektorra |, =X,
Bi zony2t §s.

O = () (@) =X QQx=x' (Q"Qx = x"x =[x

Megj egWz®®t el megford2t §
ha minden x| R"vektorra |QX|, =], akkor Q
ortogons8l 1 s.
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Ortogonsgl i s tr

Hason!l -

| S |, ha m8§tri xok
Frobeni us nor ms§

az2es ®s a

TRtLEeEEt szRAIEGges

ortogonsl
a)
b) |

S

QA =
QA =

AhosszmegRrzRO tu

ortogon§sl

QI’ Rn3n

m8tri xr a

A
A

2

e



Bi zony2t 8s

a)
A = 7 (A (@A)=r (v [Q"Q)A)=
=r(ATIA) = r (A"A) =|| Al

" 1A} =4 (oA = otae ) -

n
=4 llAe IB=]A
j=1



Meg)] egy z ®s e k

AMi vel t eBISRFRI eges

Vizsgs8lt n
igazoltuk, hogy

AQ

AQ

ATet szRl ege
f orm8ci - e
Q'AQ

Q'AQ

ofBHYB Y4 teljes,
, = A;

F :HA“F

s ortogons8lis
set ®n

,=[1AL

- =IA
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Ke°vetkezm®nYy

ATet szRAIB§es QI R™
ortogons8li s m& L, mimdx r a

a Frobeni us nor mshoz
sz8mokr a

cond QA =cond A)
cond Q' AQ) =cond A).
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Meg] egy z ®s

AA AhosszmegRr zRO
hogy minden Qv a
®rt ®kei ne
| ehet nek kompl ex
P®I da. 21 0 08
22 0
Q=0 0 -1
0
c0 1 032
ortogons8li s m8tri X

[, =-11,=i, I,

aj] d

S ortogonsgl| 1
K abszol 4t ®r t (
t ®t

tul aj

saj 8

saj 8§t ¢
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Gram-Schmidt-f ® 1 e or t og
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Ortogenslainsgul 8r |

Def | nAzAI R Or t og-o nng
tri angul 8mBins-nakdegy b o n't

A=0R

al ak¥% dekompoz?2ci -] 8§
ortogons8li s, R felsR
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Gram-Schmidt-f ®1 e or t og

L e g yaAe m°" t et
AzA=QRegyen|l Rs®get oszl
, . . |
gy I S me gﬁldIr12 q r{k U\,,k r 5
@ r22 3 r2k 3 r2n(:?
0V 06 43 4°9
L L L .3 40
® 03 6 6 1,9
0 03 3 0 r,?2

=
(62



Gram-Schmidt-f ®1 e or t og

AzAmStri x |l 1 ne8ri1 san f ¢ggt
al §8bbi l 1 ne8ri1 s Kk omb iQrooe |
gons8li s m8tri x ortonor ms§l

a =,

a, = 1,0, + 1,0,

4

a, =, +r,0, +2 +r,Qq,

4

a'n = IFlnql T ranz +2 T rnnqn'
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Gram-Schmidt-f ®1 e or t og

Az el sR
A =IO
egyenl| Rs ®g bR
aial_llqlql_rll
k°vetkezi k, 29gy v§8l as:

def 1
r11:+\/afa1 ®s (= —a.

rll

17



Gram-Schmidt-f ®1 e or t og
Fel t ®ve=12.k-a0y agd ol weicj) <
a2=12..k-1 a-t balr. | it ®]

G 8 =My O+l @ & +2 +1, QG +2 +1,8'q,
0 0) 1 0)

Innen

r. =qd'a =12 k-1
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Gram-Schmidt-f ®1 e or t og

Meghat 8rozva a
def

bk = - (rlkql T PR t... 71 I 1,qu- 1)

vekt Ot{Fr,kqua
ad-di k

def 1
rkk:+\/blrbl< ® S O :r_bk
k k
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Az al gori tmus n

Andarab n®gyzetgy®°kvon
Aaz aritmetikai mTvel e

é (2n(k - D +2n+2n(k- 1)) =

k=1

:2n'a?_ (2k - 1) =0O(n%)
AA gyakor a m- d
| dt t has

20
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Mapl e Kk -fde lab ocQWR
meghat 8r oz 8 sSchnadt- a
f ®l e ortogonall

3 GramSchmidt-QR:= proc( A :: ’Matrix’ (shape=square))

4 local Q; B; by 1; jy ki 1; n; # lokalis valtozodk

5 #option trace;

6 use LinearAlgebra in # felhasznaljuk a LinearAlgebra
csomagot

7 n := RowDimension(A); # az A matrix sorainak a szama

8 Q = Matrix(n):

9 R := Matrix(n, shape=triangular [upper]);

10 b := Vector(n);

21



14 for j from 1 ton do

12 for 1ifrom 1 to j-1 do # az R matrix j. oszlopanak
kiszamitasa

13 Rli,j] := DotPreduct(Qll..n.i],All..n,3]1);

14 end do;

15 b := Vector(A[l..n,jl);

16 for k from 1 to j-1 do

17 b :=b - R[k,jI*Q[1..n,k];

18 end do;

19 R[j,j] := sqrt(DotProduct(b,b));

20 for i from 1 ton do

Shl Qli,j] := 1/R[j,jI*b[i];

22 end do;

23 end do;

24 return Q,R; # visszaadjuk a Q és R matrixot

25 end use;

26 end proc: # az eljaras veége
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Meg) egy z ®s

Ha a kil ndul §8si m8tri X O
f¢ggetl enek, az el Rbbi e |
Al R""® sn2 m esetre is
Ha AR 0s-z|l opt
k ® p pné m ), akkor
ol yQIR™ RI R™" A=K

() Qoszl opvektorai ortono

alkotnak,

() Rolyan felsR triangul 8
>0 mindeni=1,...m -re.

23



El emi t ¢kr©zR
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El emi t ¢kr°zR

Defi nAc@Q - -kvadrat iekemi m$t,KkKir R at
nak mondj uk, ha Q=1 vagy fel:*:

Q=1-2qq’
alakban, ahol g olyan vektor, amelyre
2
q'q = df, =1.

Az el emi t ¢ kr©zR mS8nm&tirxioxkoakt n al
nevezik.
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El emi t ¢kr°zR

Az el nevez®s onmMmah ad

eset bexn Qx az n-

di menzi -s eukl iqghe®s mg | 1
vektorral megadott- 0]
s2kra val - t¢kr°z®s ®t

Q=1-2q9' .
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< X O O O o

P®I| da

rjué‘%?’-f?éél a

rirg-n 8tmenR egyenes.|
zol g8l tat- - el emi t ¢k
z8mol juk ki a seg?2t s
oordin8t8) % pontnak
al - t¢k°rk®p®nek a ki
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El emi t ¢kr°zR

TRt B®IInden el emi t¢kr©°zR
®s ortogons8li s.

Bi zony2t §s.

Legyen Qe | e mi t ¢ kr°zR m8gtri»
a) Q szimmetrikus, mert

Q =(1-2qq") =1"- 2{q"J " =1 - 209" =Q
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El emi t ¢kr°zR

Qortogonglis, mert
Q'Q=QQ=( - 2qq" I - 2aq' )=
=1-2q9 - 299 +4qqd'qq =

- 4qq" +4q(a"a)g” =1

f el haszn?8Qsvzai, mmeotgryi KkKus @

g'q=1.
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El emi t ¢kr°zR

T®t keégyenek xXx ®s y azc
de k¢l °nb?®zRRPvekt or ok
t ®r ben. Ekkor a

X-Yy
. X,
Q=1-2qq
f or mul 8k kal me g adetyt

ba VviIszI.
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El emi t ¢kr°zR
Bi zonykR°n8nsy.en | 8t hat -
lal, =a"a=1.

lat 8r 02z z Wk vekiaty a

HX i sz 32



A bi zony?2t 8s

X'X- y'X
=X- 2(X-Y) =
(x- y)' (x- )
X'X- y'X
=X- 2(X- Y)— ;

X'X- y'X- xTy+yTy_
Hasznsg8l juk fel, hogy

X'X=y'y @s Xy=y'x
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A bizony?2t §s

X'X- y'X
X'X- y'X- xy+yy

o v 20X X- YY)
= X- (X y)z(xx_yx) y.

=X- 2(X-y)—=

Ezzel igazoltuk, hogy

QX=Y.
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Meg|] egy z ®s

AA k®sRbbiekben t°bbs:
az el RzR trangzxer m§

specli 8l 1 s esetben, ar
axvektor (el sRtRI ke ¢ |
seinek kinull 8z8sa.
q=—
1X- ylk

vekt or gl t al def i1 ni §I
alkalmazzuk.
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Meg|] egy z ®s

ATet szRQelgemi t ¢krA zR
m8trixx e®s$ or Qs (Hatv®dR) a
transzf or @&)mT veel ket Qore
(i1 IA®Qt ve OoM?) tr e
mTvel ettel meghat §r o:
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Gyakor !l - f el a



Gyakor |l - f el e

AHS8ny ol Qo r3txa3gon 81l i s
van, amelynek minden komponense 0, 1
vagy -17?

Al gazolja, hogy az eqg\
kel onm@d Rr endT el e mi
m8tri xnak @&l)-széressazls m (
pedi g egyszeres mul t |

38



Gyakor |l - f el e

AHat 8rozza meg az al §t
f el bont §s-Schmidkf &Ir @ m
ortogonal i z8ci - -s el j &

2 -1 1 -2§
2 O
2 -1 1 2¢
» 0 -2 109

%-22 o§
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|l rodal omj] egy

A John H. Mathews, Numerical Methods for
Mathematics, Science, and Engineering,
Second Edition, Prentice Hall, Englewood
Cliffs, 1992.

AMi h8Il yk - TVCs &lgd KP&red &
®s szimbolikus s-z8m2t
gy T] t elm@iex 2011.

AVi r 8 g h NairBerikossmatematika,
JATEPress, Szeged, 1997.
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Kozel 2t R ®s sz
sz8m2t 8sok hal

2. el Rad§s

M8t ri xok damti@anagmglsi
fel bont 8s a



A Householder-algoritmus
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Part2ci ong§glt el enmr

T®t eé gy R e (
Ekkor az al 8bbi par-t 2.
adott m8trix 1 s .el emi

0.
T = | R™M
o QY
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Bi zony2t 8s

HaQegys®9m§trix, akkor

| S egys®gm§tr|x, 2 gy az
HaQ=1-299",aholge gy s ®gnyi hossz
akkor vezess¢g¢k be a

q' =(0,0.,...0,q,,0,,...,d.)

mkomponensT vektort.
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Bi zony2t 8s

K°nnyen | S§tglbats's,zahagy egy
T=1I-29q",

t ehl3ts el emi t ¢¢kr°®zR mS8Str
Meg] egVAn@3 - g m-don, az a
m&8trix is elemi QtRkr°zR |

t ¢ kr°zR _ng§(5ri6<6,

mm
T_E%T Igl R
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Householder-algoritmus

T®tMrddenAnedrendT, val -
m8tri xhoz mega®dyn.ad - k

el emi t¢kr°zR m8tri xol
A=A
A =QALL

rekurzi -vaA sz8m?2ddbt:Ht

osz|l op8ban minden f RS§:
Speci 81 Asan 2 gy
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Householder-algoritmus

Bi zony2t 8§8s.

A b1 z opsyzéetr8isntt | |l ndukci -val v
AjFleset ben hasznsgl juk fel azt
t ¢ kr°zR m8tri x seg?ts®g®vel |
m8sodi k komponens®t RI kezdve
k°zben a vektor hossza nem V¢
jel °]l ®seket haszn8lva | egyen
x=Ag =a y=|al,e:
C g yQAa Szorz8s el v®gz®:

oszl op8bhan a m8sodi k el emt RI
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Householder-algoritmus
Bi zony?2t1 §
Tegy¢é¢k foe
esetre! Az A, m§ t

s (folyt.)
| hogy azj 8I1 1 21
rir xot 2rjuk f el

i T
part2cions8lt alakban, ah:

U1 R", B R™D,

J
ori R™7i, ¢ R™P®D,
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Householder-algoritmus

Bi zony2t8s (folyt.)
| s M®t fel haszngl va az el |
van oflyrai’

SZOr ozg/ca az mgt-r 1|
di kt - | kezdve minden el el
A part2cions8lt el emi t ¢ ki
t ®t el szeri At op

Qj+l:é%}l' 818

szint®n el emi t¢¢¢kr°®zR m8§H

49



Householder-algoritmus

Bi zony?2t8s .(befe]ez®s)
Teh§8t az

| Bg U ng
s, & ¢ 8% sc o

é
C

al

- QJ+1AJ %J J
G

m8&t mB rj+l-diko s z | o psSolyann
t ul aj dtesrzm@ggé/ZA f R §adlakti elemei
rendre0®r t ®k T e k

DD
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Ortogenslainsgul 8r |

A fenti t®tel bizony2t §s
val -ban dekompoz2ci -t ad,
Ah—l:Qn—lQn—Z"'QlA’
ahdl=A_, Q..9.6.1% R
ortogons8l i s ®@verze (vagyisazmi n ¢
el Rbbi szorzatm8tri x tral

> gy

A=QR.
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P®I| da

Hat 8r ozzuk me g -agoritthossas ¢

az al 8bbi m8§¢ttrriixa nogrutl o8
fel bont 8s8t .
a3 20
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Megol d§s

Most c¢csak egy el emi t
sz¢,ks®g, arra, amely

Mm8&sodi k el em®t ki nul | |
x=(34)" ®s y=(50"

C
gy %3 48
8 1 29 _ 5 G
q= , ®s Q= Q
TR
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1 # Az A=Q.R ortogondlis triangularis felbontéast

2 # tikrézd matrixokkal eldallitd eljaras

3

4 QR_HOUSEHOLDER := proc(A::’Matrix’ (shape=square))
B loecal R, Al; nm; j; @9, B _ji Hhat J;

6 #option trace;

7 use LinearAlgebra in

8 n := RowDimension(A);

9 Al := evalf(Copy(A)); #lemasoljuk az A matrixot
10 Q := Matrix(IdentityMatrix(n));

11 for j from 1 to n-1 do

12 a_j := Vector(Al[j..n,jl);

13 h_j := a_j - sign(a_j[1])*VectorNorm(a_j,2)*UnitVector(1,n+1-j’
14 Hhat_j := HouseholderMatrix(h_j);

15 AL LYl &= HEar 5. ALY -0l

16 QL] -emsj--nl <= QLF.-m,].m] Haas 3

17 if j > 1 then

18 QL1..J~1.]«m] = Q.. J=1,.3.:0] . Hoat. 3

19 end if;

20 end do;

21 return Q,Al;

22 end use;

23 end proc:
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Fel sR Hessenbe

Def I nAHfiel sR Hessembe

=0
bs8r mel yre.jhi1<i

P®I| da:

VRS BB
bW
R, NN R
N
o
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Fel sR Hessenber
transzfor msgl

Me gj e g ¥ & t®ssz.RAle RE"s

I
"
,
I

@ —~F — O

He
He

emi t¢kr°zR m8tri xszal v®g
anszform8ci - seg?ts®g®vel
anszform8l hat -, va@yi,s,Qmeg

e mi t ¢ckr°zR m8tri xok, hogy

A=A A=QAQ;

Kur zi - vall, 2s-deBk2 o9kt op8ban
ssenberg alakVA]_ZSpeci§Iisa
ssenberg alak¥% m8trix | esz

[
A



Regul 8r i s nmi&tlrbioxna
a Cholesky-f ®1 e dekomp
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El j §r § s

HaAr egul 8r i BsA'Aakkor a
def i1 ni t, B-mekli@&tonkus®t ez 1 |

Cholesky-f el bont §s a.
LegyenQ=AR" Ekkoraz A=QRor t 0 g o n
triangul 8ris RBEéebsRt §:

triangul 8ri s @&t troxon §
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Q ortogonal It §8s¢

Q(Q:) (AR )((AR))( (R;)TATARl:
- (r) 'R fRR)=0 =

A Cholesky-f ®1 e f el bont &fselnb ar
numerikusan instabil.



P®I| da

Hat 8r ozzuk mefgelab&€mto§ s

al apul - el | 8r 8§8ssal a z
ortogam8laingul 8ri1 s f el
a3 2§

_%5
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Megol d§s

a3 4m3 20 a25 265

B=AA % 5%1 58 %6 298

B Cholesky-f el bont §8s a:
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Cgy

Megol d8s

Q=AR'1:%Q: é% T
)

Te h 8§t

-dae

al 260 a3

> o 3

C [ + C 5 =
k@bRmpoz2ci - :
a3 4@ 260
0_25 5% 5
Q% §f@ Zg
C 5‘—:(; 5+
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¥sszehason!| 2

Hasonl 2t suk ©° s s algoritmusHO u s «
®s a Chfo®lees kfyel bont 8son a

el j8r8s eredm®nyeit.
a3 4@ 260
. 83 26_%% g% 5 9
Householder-algoritmus: % 58: & 0
¢S g - -

s agg 269
Cholesky-f ®1 e felb%n §8 0Bge 54
al apul -: el ] §r & 5‘% §8£’ Z8

C 5 ¢ 5 = 64




A fel bont s ur

T®t BRégul 8ri' s A m8tri X
triangul ari z8ci -] a Q
soralnak el Rjel ®t RI el

Bi zony2t §8s.
Teki nAtks®&tk f el bont §s 8t .

A=QR =QR,
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Bi zony?2tg8gs (f

Mivel Ar egul 8ri1 s, 2gy a det ¢
t ®t el e miatt, a fel bont §
m8tri x regul 8ri s, ez®rt

QQ=RR".

|l tt a balol dalon ortogon
oldal on viszont felsR tr
29y | ehet, ha Mdndig®n8bl
m8tri xszal azonos.
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Bi zony2t8s (b
Mivel V egyszerre di agoné&

ortogons8lis m8trix 1
csak +1 8®sl hat, val am

Q,=QV R =VR

ami a t®tel bizony?2t
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E |

e mi

f orgat -
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El e mi f or gat

Def i nFetisz Rtpeqdne s 0¢gC2p
eset ®n az

3(p,a,q) =

| +(cosg- 1)(ee, +ee ) +sing(ee - ee)

al akban megadhadm m8§t
forgat - mg@8krnewvw&zz ¢ k.

( M8si k szok8s oGiverrsi n e\
m8tr.) xok
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S(p,q,d)

« (p)
« (Q)

OGO :0:0:0:0:0:0:0:0:0:0 81__

(o)

sing
cosg

cosg
sing

(o)

TEEEEEEEE BB Wo-
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Tul aj donss8gc

TetszRl eglpselSémi, gf orgat - m8t r i
eset ®n

a) azS(p,d m8trix ortogon8li s,

b) az ASp-glH) mStri x oszl opvekto
Imén-re A oszlopvektoraib-|
sz8mol hat - ak

€ a, ,ham, pésm, g
m:i cos@, +singa,, ham=p
t- singa, +cosga,, ham=g

a
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f el

trans zf

QR-f el bont §s,

akr a

a l

NN - D= 0 B
V. T O — >
O—C 0 O — 2 g
VW o O EWWD
|n2t|en®a

X-o—_— o X—_ o wn g
L S

NOe—e — N OO+~ 0

nmw ow b n OZm

._I.._I.R.,V - g%

QO o e(n\re%
Foowo&EFFOownwI
o<t o<t
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QRf el bont 8§8s

P®| ddat 8r ozzuk meg az
QR-f el bont 8s8t el e mi f c

_a3 20
A= Eﬁ 5@
Megol d§8s
cosa = 3 ::—3 sina = 4 _4
J32+42 5 VF +47 D
a 3 ﬂ(N)o N % 260 a3 ﬂ% 260
et S8 Hw 2o ag a5
T £ Bt



MI ®r t oOf or gat

AHaaz (xy) koor di nb&tz®jg¥ tp
beazx-t engel |l yel ®s -dzt
sz°ggel el forgat | uk,
pont(xbyp) koor di n8t §i

(zcod b - a),zsin(b - a))

a h @=hx®+y? ={x?+y?

X'=z(cosa cosb +sinasinb) = z(cosa +sina
Z

y)_

= XCc0sa + ysina

y'=2z(sinbcosa - cosbsing) = z(%cosa - Esincar) =

Z
74

= yC03 - XSina



Meg|] egy z ®s

A HaismertazA=QRdekompoz2ci -,- k°nn:
KaphladatAli s . Ehhez el ®g meggol
ortogons8li s m8trix de-ilehetmi n
Ekkor viszont

detA = O|ru|

A HaismertazAx=al i ne§ris egyenletre

m8&tri ABQRdl | bont 8sa, akkor t
Qy=a
Rx=y

egyenletrendszereketyk ©° nny e meghat 8§r c
ki has zQo8rltvoag o n & IFQT §s 8t (
Sszok8so0os visszahsl megkkaphaa®
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Gyakor !l - f el a



Gyakor !l - f el ¢

AL ®t eeziokl yan el emi t ¢k
egys®gk°rt az egys®gr

77



Gyakor !l - f el ¢

Alehet-e egy m8tri x egysz
t ¢ckr°ezR ®s el eml f or

78



Gyakor |l - f el e

AHat 8rozza meg az al §t
fel bont §8s 8t -algottrougsale h «

22 -2 0 -15
e O
el 0 0 05
€y -1 2 -29
&2 -2 1 1§
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|l rodal omj] egy

A John H. Mathews, Numerical Methods for
Mathematics, Science, and Engineering,
Second Edition, Prentice Hall, Englewood
Cliffs, 1992.

AMi h8Il yk - TVCs &lgd KP&red &
®s szimbolikus s-z8m2t
gy T] t elm@iex 2011.

AVi r 8 g h NairBerikossmatematika,
JATEPress, Szeged, 1997.
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Kozel 2t R ®s sz
sz8m2t 8sok hal

3. el Rads§s

A saj SprRaltl®&xma nume
megol d8s a



Sa] 8t ®rt ®k, s

Def i nkegyen-An-ed rendT m§
/I Csz8&mots ajz8 tB&retk®k 2 v j
| ®t ez i W Co]0y an

Av=/vV.

Ekkorv-ta/-hoz t @smratf &2 wmak kt o
mondjuk.

82



Saj 8t ®rt ®k e

AEgyAmS8tri x saj 8t ®rt ®K e
P.(/)=det(A- /1)

karakteriszti kus pol |

Aq - / A, A5 3 A,
Ay Ay, - / A3 3 A,
det(A- /1)=| 4 4 6 6 4

a,. 11 an-l,z 3 a,. 1,n-1" / a,. 1,n
Ay d,, 3 an,n-l A, - /

83



Saj 8t ®rt ®k e

ATriangul 8ris m8trix saj!

f R§tl -j 8ban 8lI1 .- el emei
AA karakterisztikus pol it
alakban 1s fel?2rni:

Pal/)=(-D"(/"- a/ ™" - .- a4, - a,)

AEgp./) pol i nomho:
megadhat -, amel ynek az :
karakteriszti kus pol il not

K¢l °n®sen f onkt2oss®raR .pnoSltirt

84



Karakterisztikus polinom
k2 s®r R m8tr i

Az al 8bbi
p.(/)=C-D"(/"-a/" - ..-a _,l-a))
pol i nomhok?2 4d@mr R omStr i X

ad, a, a, 3 a,0

e (0]
=l 0 0 3 045
C,=%0 1 6 6 492
a2 O
& 6 6 O OQ
geo 3 0 1 0°9
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¥sszef ¢gg®s a ms§t
determi ng§gnsa ®s

a) a,-qa, =trA=g/,

J=1 J=1

A
b) (-D)™a,=detA=Q/,

J=1

86



Bi zony2t 8s

a) ¢rj ukt f el e
karakteri szti kus
val amint a gy°kt®

(D'Ca)=(D"Aa,=(D"(DA/

> O Q

y
0
y

M — ¢

Szorozzuk meg az el F
(- 1)"-nell |

N
a=ay=a/,
j:]_ J:]_

87



Bi zony2t 8s

b) Tekints¢gk a karakt
/[ =0hel yen vett helyet

(-D"(-a,) =det(A- O) = (1)0(/)
EbbRI k°vetkezRIeg
(- D" a, =detA= O/

l nnen r°gt°n | 8t hat
akkor ®s c¢csak akkor
saj 8t ®rt ®k e -



P®I| da

A—é12 10 Sajatertélek: /. =1 /., =4
(E:% 3@ | Ly 5 .

Karakterisztikus polinom: pP.(/)=/?-5/ +4
tr(A)=2+3=5=/,+/,=1+4
det(A)=4=/,/,=1&

A karakteriszti kus %o



Hasonl - s8gi1 tr e

Def il nEegyen A tetszRI e
nedi g tetszRl eges reg!l

A: T'AT
hozz8rehdeb®st s8qgli tro
nak nevezz¢gk., Azhasoni

B-hez, ha | ®t ezi1 k ol yal
hogy B=T *AT. Jele: A~ B.

90



Hasonl - s8¢

Cl | 2Ha8sso.nl - m8tri xok k
pol i1l nomjal k megegyezn
®rt ®kel k I's azonosak.

Bi zony2t §8s.
Legyen B=T *AT.
0,(/) =det(A- /1) =det(T (T *AT - /)T
= detT det(T *AT - /1)detT*
= detT detT *det(B- /1)
=P (/) o1



Az 8l | 2t 8s me

AAz 811 2t8s megford2t ¢

A

al 8AmM8t ri x saj 8t ®rt ®k

az egys®gm8trix saj 8§t
m8tri x m®gsem hasonl

Al 15
A—é% 1@
a1 15 _ a1 0g
§ 078 0

92



Hasonl - s8¢

Cl | 2Ha8sSA~B ®s A egy- s a
s z elt. ..U} _
szere flewa%hat -

v, :T'luj (1¢ j ¢ n).
Bi zony2t §8s.
Legyqun az A tets.
Ekkor

-1 —T-1 -1
B(T 'u,) =T *AT(T u))

93



Bi zony?2t8s (

-1 —T-1 -1 —T-1
B(T 'u ) =T *AT(Tu) =T *Au,

=T/ u, =/ T,
A fent. egyenl Rs®@g a
sajJ] 8tvektorai, ponto

megfogal mazott m- don

94



A saj Spr®xhltl®Ema
numeri kus mego

95



Fel adatt 2 pus

AHat 8rozzuk meg egy mé
saj] 8t ®rt ®k ®t .

AHat 8rozzuk meg egy mé
saj] 8t ®rt ® k®t ®s mi nde
egy-egy Ssaj 8§tvektort.

AHat 8rozzuk meg egy mé
' ' 8l 1 s/ maxi m8I| 1 s ¢
®rt ®k ®t ®s hozz¢
vektort

96



A numeri kus m- c
f ont oss 8ga

MIi vel egy m8tri x saj !
meghat§roz§s§nak pr ol
egy al gebr a egyenl et
megad8s8val ,-Abgy & ®R
miatt, nincs olyan v ®gesef fekt 2 v

amel |l yel a ga@&jtS$tz®R te@l|
m8tri X pensosan®pr g t udn 81
hat 8r oz ni
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Saj 8tvektor
t ov8bbi akbamag 8hadr

AA

W/ I'N W) V/) o e—
N .— 0 O O
O © .- © X W
> N X
L w @© © O
o - oL —
T N C — -~ .-

O .— QO >
®© +— — 0 C
— _ ® w»m
S._I.®V2._l
w0 oD — @©
— N O n O C
~ O E W N
E C 0OTo N
o N e
N ® O O
N+~ >0 > >
—_ = OO0 O C
x® 0 £ o .—
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P®I| da

_% ;g Sajatértélek: /, =1, /,=4.

Al-hez tartoz- saj §tve
olyanav svektor, amelyre v, +v, =0 ,ahol% .

Al-h°z tartoz- sajg§tve
olyang svektor, amelyre v.=2v,ahol v; , Q

99



Saj] 8t ®rt ®kek k-
QR-t ranszf or mS8Sc
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QR-t r anszf or ms

Tet szRl eges A mS8Stri X
al 8bbi m8tri xsorozat:

A = QR
A<+1 = Rka

Qor t onsgl il s mS§

0(g t ri X
Rfel sR triangul 8r1 s

101



T®t el

AV, =QQ,..Q U =RR.,2 R
fel sR triangul 8ri s m§i

a) A< — (Q1Q22 Qk-1)T Al(Q1Q22 Qk-1)
=V 1AV,
b) A“=V.U,.

102



Bi zony2t 8s

A bl zokhyZ2eBist | l ndukci - v

k=1-r e az 8l 2t8&8s igaz.

a) MiQel a ortogon:
A<+1:Q;-Aka

y
A<+1 = QII A<Qk
=Q(QQ2 Q.)' A(QQR2 Q. )Q,

azindukciosfeltevesalapjan

=(QQ,2 Q, )T A(QQ,2 Q)
= VkT AV,.
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Bi zony2t 8s

b) Aikﬂ — Al'Alk
= AV U,
=AQGQ,2 Q)RR 12 R)
=(QRQ,2 Q)ALIRR 12 R)

=(QR:2 Q)RR (RR.12 R)
:Vk+1Uk+1

fel hasz W& . .vaAV

104



Parlett klasszikus
konvergencia-t ®t e | ealg@aitmskiR

AHa ARR™ m&tri xr
al kal masan [/d>H.pelkl20kz v e

A-et diagonakKmggilixol gmal | ye
X *AX =D =diag(/,,...,/ )
®s | ®t XZFKkR az

>*
*
*

&/, 3 0
xa 0]
@ , * 3 *O
i = |i — O lim =1.
imA =lmR =50 0 /, 6 43 ®s [MQ
e 6 * 0
0 0 3 0 /.2
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AQR-al gor i1t mus
AMi ndi g al kal mazhat- -, mert I
QRf el bont §8s a.

AMegRrzi a szimmetri 8t .
Ha A, szimmetrikus, akkor

A<+1 = Rka = Ql;r A<Qk
(A<+1)T — (QII A<Qk)T = A<+1

AA kerek2t ®si hib8kkal szemt

106



El t ol §slgostmu@R

AAQR-al gori t mus konverg
a saj 8t®rt®kek el hel

[/;1/1/;In8nyadosok nagysS§
AA konvergencia jelent
el tol 8abgoQRt mMmus seqg:+

MIi nden | ®p®s el Rtt me
al k abkdnRa s k onst

k®pl et p8rokkal dol go:
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El t ol §slgostmu@R

Az eltolt m8trix ortogon§8l |

A - st =QR

Ford2t ottt sorrendben ©°9sszes
— +
A<+1 Rka Skl

108



# Az eltolésos Q.R transzformacidt megvaldsitd Maple eljaras
# Az A=(Q.R felbontast a beépitett (QRDecomposition eljaras adja

ELTOLT_QR_TRAFO := proc(A::'Matrix’(numeric), kMAX::posint, epsilon::positive)
local A1, Q1, R1, MaxElem, i, k, j, n, feps, signmak;
#option trace;
use LinearAlgebra in
Al := evalf(A); # lemasoljuk az A matrixot
feps := evalf(epsilon);
n := RowDimension(A);
for k from 1 while k<kMAX do
MaxElem := 0;
for 1 from 2 ton do
for j from 1 to i-1 do
if (abs(A1[1,j]) > MaxElem) then
MaxElem := abs(A1[i,]3]);
end if;
end do;
end do;
#print(k, MaxElem);
if MaxElem > feps then
sigmak := Ai[n,n];
Q1,R1 := QRDecompesition(Al-sigmak*IdentityMatrix(n),fullspan);
Al := R1.0Q1 + sigmak*IdentityMatrix(n);
else return Al;
end if;
end do;
return Al;
end use;
end proc:
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Saj 8t ®rt ®k ek p



Saj 8t ®rt ®kek p

Feladat: Jel Amgerax saj 8t
/ol
a DA m8§tri AsDAal Ape

saj §t ®h,t..®k ei t

Adjunk felsR korl 8tot
/-1,

el t ®r ®s ekr e.

111



Saj 8t ®rt ®kek p

(Ostrowski-t ®t e | )

ALegyenAkR4dz
/1,...,/n.Ek kor b&10ihelzy megadh

ol ya&>0 DAl R™", hogy ha
nor m§j‘%‘“r<€n’ [y
hez megadlha2t, &ega®s z e k),-0,l),y a
per mut 8ci -ja, amellyel t
max/, - /,|¢e
1¢i¢n

egyenl|l Rtl ens®g.
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Saj 8t ®rt ®kek p

Egy explicit felsR ko

/,- 7| n(|Al, +A+ DA DAl

Abs z ol Yt nNor ma.

A tovs8bbi akban feltes:
Ddi agons8lis m8trixra:

|Df = ma>4djj ‘

1¢j¢n



Saj 8t ®rt ®k ek

P

(Bauer-F1 ke t ®t e

AHa &RZR™
vagyis T 'AT =D =diag(/,,...,/,)| C™"

aTl C™" regul

t et sz  FDAR8 s

a ZA+DA pEjr t u

saj 8t ®rt ®k ®r e 1 gaz

mini/; - /j‘ ¢ cond(T)DA.

egyenl|l Rt l ens®g.

114

d

f



Saj 8t ®rt ®kek p

AHa AlzR™ m §
t et sz DAleRJ? s
A+DAperturb§/|t m8§t r i X

min
1¢icn

/- /1‘¢HDA“2-

Szi mmetri kus mS8S8tri xok
] - kond?2cionsgl tak.
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Gyakorl - f el :



Gyakor !l - f el ¢

AMut assa meg, hogy ha
saj] 8t ®rt ®kei megeqgye:
m8tri x diagonal 1l z38I| he

117



Gyakor |l - f el e

AK° zel 2tse az al 8bbi
QR-algoritmussal.

anl 3 -50
o> O
$4 - 2 2(’)

Q

® :
L4 3 -18
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Gyakor |l - f el e

AHat 8rozza me@i Rz exD§ !
esetbenB@ahmsdri x saj 8t ¢
saj 8tvektorait. MiIt t
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|l rodal omj] egy

A John H. Mathews, Numerical Methods for
Mathematics, Science, and Engineering,
Second Edition, Prentice Hall, Englewood
Cliffs, 1992.

AMi h8Il yk - TVCs &lgd KP&red &
®s szimbolikus s-z8m2t
gy T] t elm@iex 2011.

AVi r 8 g h NairBerikossmatematika,
JATEPress, Szeged, 1997.
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Kozel 2t R ®s sz
sz8m2t 8sok hal

4. el Rads§s
Cltal 8nos2tott |
SVD-f el bont §s



A Moore-Penrose inverz

122



M8t ri xok | nv

AKvadrati kus m8trix bal ®s |

AX =1 YA=|

AMStrix inverze
(X=Y) AA'=A'A=]

ACsak regul 8ris m8trixok inv

C®I : Szingul 8ri's m8tri xokr a,
m8trixokra I s vezess¢ignk be e

§l tal 8nos2tott inver z
fogalmat.

123



Rang-f akt ori z 8c

Def i nEggmxn-es m8 mmaixx ontg |
rannga’k nevez¢nkmin(ima) a

Ha a m38t rm, akkorsarft ¢ejga hak, r
ha n, akkor oszlop-r e g u hak monduk.

Mi n dAe @ m8tri X
rang¥% m8tri xAsBCor zBt al
oszlop-r egulCsor+r & gul 8r1 s m
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P®I| da

Arang-f akt ori z8cl - nem e

elOlze10ze101ﬂ

O 11 P 1 1y
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Cltal 8nos2t ot

Def i nAzAl -R™ Al R™ r
8l tal 8nos?d okAvetnwezrz RIBR®p [
defini 81 ) uk.

HaA, O f@ktArBCZ8e ()

A" :=C*B*=C"(CC") (B"B) B’

Ha A z®r - m8tri x, akkor 11
Az 8l tal 8nos2tott -Penreseinverenekiss :
nevezni . A teljes rang¥ felob
(1891-1 958) magyar matemati kugt -



A fogal om Dbeve
moti vsg8cl -] 8§
Alu-®s t Y%l hat 8rozott | i nes§

vVizsg8lata azt mutatta, |
esetekben az 8ltal 8nos?2t ¢
bevezetni:

Ha rang(A) =n ¢ m akkor
Ha rang(A) = ma n akkor
A =AT(AA)!
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Meg|] egy z ®s

Ha rang(A)=m=n,vagyisAr egul 8§r i
akkor

A+ :AT(AAT)-].:AT(AT)-lA-le-l
®s hasonl - kK®ppen
A+ :(ATA)-].AT :A-l(AT)-lAT :A-ll

128



A fogal om Dbeve
moti vs8cil -] 81
A =CB =C"(CC"Y(B"B)'B’
Oszlop-r egul 8ri s eset:
A+:(AT14)_1AT
Sorregul 8ri1 s eset:

A=A (A4 Y
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P®I| da

a2
A= AzAmS8t sor-x e g u l, rAmja: &.
6‘% 1 2@ g ng|

A=A A4y &l 12
0

(o oy
2
A =)
e
e
ad)
G

grlNNO -
1O:0:0: O

130



d a

P®I

T
m
O m
)
—
O
—i
M/ﬁu_.@\
o : PY._IP__V
L LE
&%@ﬁ%@%
1 1
< < i
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Az 8l tal 8nos?2t
tul ajdons&8ga

AAA ® A'A szimmeg§ikusakx o k
vagyis
(AA) = A" (ATA) = A'A
Val - ban, hiszen

AA* = BCC'(CC") Y(B"B) 'B" =B(B"B) !B’
A*A=CT(CC")Y(B"B)'B"BC=C"(CC")'C.
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Az 8l tal 8nos?2t
tul ajdons&8ga

A AA"A=A

AATAAT = AT

Val - ban, hil Szen

AA"A=B(B'B)'B'BC=BC=A

A'AA"=C'(CC")*CC"(CC")*(B'B)'B' =
:CT(CCT)-l(BTB)-lBT — A+

133



Az 8l tal 8nos 2t
t ul ajdons8g.

AAzAAT  AA idmpotensek,
vagyis
(AA")? = AA" (A"A)° = A'A

Valdéban, hiszen
(AAY)? = (AATA) A" = AA"
(A*A)? = A" (AA'A) = A"A
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Az 8l tal 8nos 2t
t ul ajdons8g.

A Vannak olyan nxn-es U ® snxm-es V

m8tri xok, amel yekkel
A" =UA" = A'V
Val - ban, hl szen

A" = AT(AAT) = AT(AAT)T = AT(A)T AT =UAT
A =(ATAA = (ATATA = AT(AN)TA = ATV
ahol

U=A"(A) V=(A) A"
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Uni ci1 t §s

Mivelarang-f akt ori z8cil - ner
2gy nem nyilvs8nval -, |
§l tal 8nos2tott i nver z

T®t €ét szRA dges
kor 8bbi tulajdonsAgoki
m8trix egy®rtel mTen m

136
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A bl zony?2t 8g8s |

Vezess¢k be a k°vet ke

D=A - A

U:=U,-U,
Ekkor V=V, - Vg

ADA=0

D=UA"=A'V

138



A bl zony?t8s |

Vegy¢k ®szre, hogy

D' =(AV) =VTA
(DA)' (DA) = A'D'DA=A'"V'(ADA) =0
Mi XeX =0 XX'=0

h 0 gxy=0 , 0y a
ad-d- an

DA=0.
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A bizony?2t §s

Mivel
D" =(UA") = AU"
DD' =(DAUT =0
gy
D=0
vagyis

A=A
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N®h &8ny tov8bbi

A (AN = A
Val - ban, hil szen
A+(A+)+A+:A+
A'AAT = A",
Cgy

(A)" =A



N®h &8ny tov8bbi

A(A)" =(A")'

Ha A=BC rang-f a kt o rakkor@'c=iC"B'

szi nt ®n az. Ez ®rt

(A")"=(B") (B"(B")' ) ((C")'C")y (C")' =
- B(B"B) }(CC")"'C = (A*)".

Az utols- egyenl|l RBBY .

®s(CC'")™" Sszi mmetr
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Li ne8ri s egyenl
az 8|l tal 8nos?2

Def i nARz i Ax=b | ines8ris
pszeudo mMengadkl drosn d u n k
olyan x vektort, amelyre
2 _ T
| AX- bl;=(Ax- b)’ (Ax- b)
mi ni mgl i s. Azt a amalyzee |
az

2_ T
[ X]lz= X" X
mi ni mBdr mM§ | nreagko | mMe8vse z
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Li ne8ri1 s egyenl

az 8|l tal 8nos?2{
ATet szRl eges |l ine8ris
eset®nN a nor m8l|l | M eal

e gy ®rt.el mT

AAzAx=bl i ne8ri s egyenl et
egyetlen nor m§| me g o |

X=A'b.

144



2%, + X, + 2%, =3 a2 1 26, a30
X+ X, =4 A:% 1 18 b‘%B
2 3 g — (; —_—
" AY N 8 | 1IYd §
é 120 or m me&zzq S
At=% =0 x=A'b=%_0
& 50 &5 0
e 2 0 28 0
a — 0 e 0
(; 5 - (5‘,5 —_
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SVD-f el bont 8s
(Singular Value Decomposition)
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SVDf el bont §s

Singular Value Decomposition

Mi n did R™ m§
A=USV'

alakban, ahol

Ul R™®d eR™ or

esetben g RM™M ®r) ,
di agongl iSs mstrix.(S)
azAszingul 8riu s ®rt ®kei
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P®I| da

31 2 -15
x 0
A==l 1 14
® -1 29

A=USV' =

304338 08925 - 0122631801 O 0 g 04641 05928 - 06581
= 201254 -01946 - 0972&e 0 22558 0 0.8425 05247 - 01214
® 08922 04066 - 0.1964%F 0 0 16727802733 - 06108 - 0.7432

AzAmS8tri x szingul 8ris ®rt ®ke.i
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SVDf el bont §s

AA szingul 8ris Uf®aM bont
m&trixok A&Nndr &' Az

ortonocrams8Blttvekt or ai t
AAZAMStrix szingulN&ris
m8trix saj 8t ® Mt ®kei ne

s, =\r (A'A) =|A],
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Szi ngul 8ri1 s ¢

n 1
| X1
Val - ban, hl szen

s, IxIL=s, 1y ILell AL, =JUSV " x||,=
ISy |L,¢ s, Il yl,=s, I x]l;

ahol
y=V'x
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Li ne8ri1 s egyenl
azSVD-f el bont §=¢

AX=D A=USV'
eSy =c

y=V'Xx

c=U"'b

—— ——)



Li ne8ri1 s egyenl
azSVD-f el bont §=¢

_ T
X=VS'U'b
ahol
S"=(s;)l R™™
, €él/s,hai=jeéss , O
Si =i

i 0, kulonben
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Kapcsol at
Inverzzel

AA szingul 8ri ¥
nem egy®rtelm
de ennek Al 1| e

az 8§

® Veeleneo n t
Ten megh
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Meg)] egy z ®s e k
a Sszlingul 8r i1 s

AA szingul 8ris felbont

mondhat ni mi ndent | ST
m8trixr - | .

AEl sRsorban el m®l et i
AK¢l °n°sen rosszul kot

megol d8s8ban szokt 8k
m8ssal nem megy a mec
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SVD-f el bont 8s meg
a Mapl e seg?t

A A Maple-rendszerbenas zi ngul 8§r |
fel bonbwWbEgage®ny seg?
kaphatjuk meg.

AH2 v § s a levalff ¢agzgv ®nny el
alkalmazzuk.

evalf(Svd(A))
evalf(Svd(A,U,V))
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Gyakor |

f

e |
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‘ak



f el ¢

az al 8§t
|l NV er z
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Gyakor |l - f el e

AHat 8rozza meg az -al §t
fel bbont 8s8t a Mapl e

al 2 -1§
e O
el 1 1p

e 0
92 -1 2=
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Gyakor |

AMut assa meg,
nor m8j a ki f ej
®r t ®keil nek se

Q O =

f

n o
@

Q g @
@
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|l rodal omj] egy

AMi h8l yk -iVCs &lgd KP&med &
®s szi mboli kus s-z8m2t

gy Tj t eTy@iex 2011.
AM-ricz Rememnickus m- ds

al gebr 8ban ®s,6 Palyggoman al
Szeged, 1997.

A Stoyan Gisberti T a k - G BUmerikus |

m- dszerekypgaot ex Ki ad:-
2002.
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Kozel 2t R ®s sz
sz8m2t 8sok hal

5. el Rad§s

|l nterpol 8ci - s
f¢ggv®nyk®°zel 21t



Cltal 8nos2tott

162



Probl ®maf el v

A A Lagrange-i nt er pol 8ci -s form
P(X)‘é'lf (X)

ahol L (x) = X %) - X)X X (- X,)
(% = %)% = %)% = K)o - %)

AHogyan 2rhat - f
feggv®nyek CJ

a ,
< 0,(X),0,(X),....09,(X)>al t e
hasonl - k°%zel 2t

a megqg
t er ®n ¢

|
]
®ben ker
R fé¢ggv®t

e
b
r
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Cltal 8nos2tott

polinom meghat &
Tekints¢gk az al 8bbii mtSeropkl®ad
| tokat -
TR X % x 1 [, b]
®sf, f,,.... f, f¢goe

Hat 8r ozzunk me g ol yan
p(x) = & a,9, (%)
i=1

§l tal 8nos2tott i nt emagyxrldtdaszas
p(x)=f 1=12,...n

Il nterpol 8ci s felt®tel eknek.
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Speci 8l 1 s e:s

AAz el Rbbi probl ®maf el vet
Il nterpol 8ci - annak a sp:¢
meg, amikor a legfeljebbn-1-ed f ok ¥ pol

<1 X..x"t>

al ter ®ben keress¢k a mec

AMi Il yen tul ajdons8gok | el
alkalmas altereket?
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Haar-al t ®r

Defil nAcG - n di me nHaar-as t ®Ir inh ¢

nevezze¢gk, RaIGb8r mel y
8l tal 8nos2tott polin®musaH

van [a,b]-ben.

AHaar Al f y1938) mégyad rBafematikus, a
szeged] mat emat i k al | S K ¢

VOlIt.
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Csebisev-f ®1 e f ¢ggv ®n )\

Def I nAHKaar-al t ®r Gsgldsevd aril te
fcagv®nyranpsnevekz¢ Kk

P®l da Cde&®diesdwy,ggv®nyrend
A a Z{l x,...,x”‘l} -rendszer, h
A a Z{:Lex ----- e(n-l)x} e )

A az {1,sinx,cosx,....sin(n- 1)x,cosh- 1)x} trigonometrikus
f¢ggv®nyr Bdszer a
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Ctfogal maz§:

AAHaar-al t eret Ygy is defin
GHaar-al t ®ha tetszRI|l eges

< 0,(X), 95(X),---,9,(X) >
b§8zi1I s8t v®ve az ezzel f e
azonosan O N
pP(x) =a &:9;(x)
=1

al ak%% 8l talg8nos?2tottl pol
Z®r ushel ydenvan [ a, b]
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Haar-mSt r I X

®s #,2%,...% | [ab] Haar-
m8trax on

geql(xl) 0,(%) 2 qn(xl)g
H:a@ll(xz) G(X) 2 0,(%)06
x4 4 6 4 9
Rx) G(x) 2 6(x)S

m8trixot ®rtj¢k.
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Az 8l talg8gnos?tot
fel adat megol &g ¢ &

T®t AGI.C[ab] n di
h8§rom 8l 1 2t8s ekvival ens:
() GHaar-al t ®r .

(i) G b §r Mm® b ..9,00

t et sz RA,%,0.&49 [aD]
tart ozm8§tMHmaiax regul 8ri s.

a l §n032tott i nt er
Rl ege al appont ok
®ny®rt®kek eset ®n
dhat - .
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Bi zony2t 8s

Bi zonyij®i§ s .
L egy dA),8:(x)....9,(X}

P =8 a9 (¥
§ltal §nos?2t okt gmlbicr®mz®k us h
Xy X5y X, ekkor n _

p(x)=a a,g9,(x;) =0. (1¢ J ¢n)

=1

A megfel-eBRrHaat Na®&We, 29gy a
|l ine8ris egyefldaitfendszernek
azonban 1) miatt c¢csak a trivi
val -ban regul 8ri s.
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A bl zony?2?t8s m¢

i)Y ii) Adott alappontokhoz ®s f ¢
tartoz- 8§ltal8nos?2tott 1 nter |
ekvivalens az al 8bbi |l ines8ri:

megol d§8ss8val:
a,0,(x) +a,09,(x) +2 +a,g,(x)=f,

a,g,(x)+a,g,(x,)+2 +a,g,(x,) = f,
A

a,0,(x,)+a,0,(x,)+2 +a.,g,(x,) =1,

Mi vel az egye¢tthat- - m8tri x i1 )
megol d§8s egy®rtel mTen | ®tezi l
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A bizony?2t §s

i)Y i) Hap(x)=0 a |
X, X;,--, X, helyeken, akkorp(x) me go | d 8 s a
ezen al apponfo®h=d2..Rs az

®rt ®kekhez tartoz-:- 1 nter)|
Vi szgihx)ptO S
mi v el Il 1 1) szerint a meg:«

p(x)* 0
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Cltal 8nos2tott 1in

Haar-al t er ek eset ®ben 1 s f e
I nterpol 8ci -s poW® eom a |
b8zisfcéiggv®nyeh(Xs@® l2(x)s ®g ¢

=1
40.0)  6(x) 2 6,(%)Q
2 4 4 4 4 5
(%) Q%) 2 0,(%.)3
deteg,(x) 9,0 2 9,0 6
(%) %(Xa) 2 9,03
& 4 4 4 4 O

ae o)
C gl(xn) gZ(Xn) 3 gn(xn) - 174

1

L. (X) =
() detH




Raci onsgl i1 s 1 ni

Adottak az nnmt er m®s z et es sz 38mol

Xg, Xpeor X L [@,0]i Nt er pol 8§ci - s a
fo, fnf . féggv®NyYy®rt ®kek. Haf

1T n+m

olyan (%) = p.(X)  ax"+ax"+..+a_,x+a,
~ q.(X) b X"+ bX"H+..+b_ X+ b
raci ons8l i1 s 1 nter panlel§ @eaget s

tesz az
m(X%)="1 i=01.n+m
l nterpol 8ci -s felt®t el ek
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Raci onsgl i1 s 1 ni

AAz interpol §ci-s felt®t:e
sz¢s,¢ks®ges, hogy

pn(xi)' f.qm(X,) =0 i=01..n+m

legyen.

A Az a;,b; ismeretlenekre ez egy n+m+1
egyenl etnanrI12 gIlsimer et | ene
|l T ne8ri1 s egyenl etrendsz:c¢
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Trigonometri Kus

Adottaz n=2m+1t er m®s zet es sz8m, a ([

K¢l °nXyXz.BX, .1 [0,20)
®s dzf,..,f

olyan
S, (X) = > +a (g, codx +D sinix)

trigonometr.i kus | nt eamelpdleget | -

tesz az Sn(xl) p— fi 1=01,...n-1

Il nterpol 8ci s felt®tel eknek.
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Trigonometri Kus

AEkvidi szt 8ns al appont ok:
v =2 k=012,...n-1

n

AAZS(X) meghat 8r oz
0,0 = b, + b + b ..+ by, "

anf. 8z 1 sploén eaos®s ®r e, amely
az al 8bbi felt®tel eket:

o (x)=f k=012..n-1
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Her mite |1 nter
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Her mite | nter

Adottaznpozi t2v eg®sz sz8m, a pé&

{x1,>r<]2,...,xn}alappontok, az D

m=gmkonstans ®s az egyes al a

(£, F...f" 1 ®r t ®k e k .

Hat 8rozzunk meg olleydanf olke/gf el |
H (X)=a,x" ' +ax™*+..+a_.x+a_,

Hermite-f ® e 1 nter pol §amelyadeggiol I n

tesz a

1=12,...,n, j=01..m-1
Il nterpol 8ci s felt®tel eknek.
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Speci 8l i1 s es

A Alagrange-i nt er pol §ci -
m=m=..=m =1 (m=n)

ATaylor-pol i mom ( kor ¢l i)
n=1
A Hermite-Fej ®r i nterpol §ci -

m =2

181



Egy |l i ne8ris eg

— m-1 m- 2
H. (X)=aXx ~+ax “+..+a_.,X+a,,

P S 77—
ae™ t d aEl Y ety = i
m—1 o om—2 - 0
aoz, oz, 4t ome1 = f,
(m =1zl *+ (m -2z >+ 4 apoa = fi

m—1—(mp—1)

- ' -n_l
('7’7’2‘-71 = 1)!(}'011’,1 N— f}r)n

AAz interpol 8ci-s probl ®ma m
mxm-es egy¢tthat - -m8trix¥ | ine
megol d§s§val. -



Uni cli1 t 8s ®s edg
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Uni ci1 t §s

T®t €ét szRl egesen megadott

szerhez | egfel)jebb efg®l a.
Il nterpol 8ci s polinom | ®I
Bi zony2t §s.

Tegy¢k fel, hogy van ol y:
amel yhez KO®H, (X ¢IHXM®Db® zR

| ®t ezi k. Tekints¢gk az al

S(X) = Hm(X) - Hm(X)
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A bizony?2t §s

Az S(x) kél °nbs®gpol 1 nomi

Z®r ushelye, sRt minden 2z«
| egam8bb

S(J)(Xl) H(J)(Xl) H(J)(Xl)_fj '—O
O¢cjetm-1

SX)-nek teh8t multiplicits$s
mz®r ushelye van. 38sr ®s z-

fokszg8ma Imelgf &gy ebdm | ®t ¢
k¢l °nb°z R Blleeg minteer pol 8c i
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Egzisztencia

T®t eéeét szRl egesen megar
szerhez | ®t ezi k d&2zBtl ek |
Il nterpol 8ci -s polil nom,
Bi zony2t 8§8s.

Az unicitsg8st®tel al ap]
egy®rtel mT, ha olvyan
vesz¢gink, aHamed yhez a
egyenletrendszer tartozik.
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A bl zony?21t 8

Az egy®rtel mTs®g mi at 't
egyetl en megol d8sa a t
a=n0.

Ez viszont azt jelenti, hogy az egyenletrendszer
egy¢édtthat - mgtri xa regu

detH , O.

Ekkor azonban az egyen
j obbol dali1 ®rt ®kekkel
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Hermite-F e ] ®r 1 nt e

ASpeci 8§l m=s2nep=e2 :
pontban a f¢iggve®ny®rt ®K
®rt ®ke van megadyva.

Fe)] ®r L I -p959) magyhr8ratématikus, az
el sR magyar matemati kalil |
a budapesti tudom8nyegyel
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Hermite-F e ] ®r 1 nt e

ACIl | 2AHemsnite-polinom a Lagrange-f ®1 e
b8zi spoli nomok seg?ts®gga(
alakban 2rhat - f el

H2n(x):
a f*(L- 20 )L OIL () +a f7(x- X)L ()
A bi zony?t8s behelyettes

189



P®l da az-FEp®mMI |
i nt er pol 8ci
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P®I| da

Tekintsg¢gk az -Fad j8@rb | t

l nterpol 8ci -s fel adat

a hozzsg8 tartoz- 1 nter
X | -1 1 2

191



Megol d§s
m=06

ao(’ 1)5 +a,(- D) +a,(- 1)’ +a,(- D) +a,(- D+a, =1
al+al*+a,l’+al’+ad+a.=-1
a,2’+a,2"+a,2’+a,2’°+a,2+a. =- 29
5a,(- 1)' +4a,(- )* +3a,(- )*+2a,(- ) +a, =5
ba, 1" +4a,1’+3a,1° +2a,l+a, =-7
ba, 2" +4a,2° +3a,2° +2a,2+a, =- 43
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Megol d§s

-a,ta,-a,ta,-a,+ta:. =1
a,ta,ta,ta,ta,+ta.=-1
32a,+16a, +8a, +4a,+2a,+a. =-29
5d, - 4a,+3a,- 2a,+a, =>5
ba,+4a,+3a,+2a,+a,=-"7
80a,+32a,+12a,+4a,+a, =-43

Megol d8sd& §l(2,-06,~. 491 - 3).
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Megol d§s

A keresett Hermite-Fe ] ®r 1 nt er pol 8ci - s
H.(X) =2X°- 6x* - 4X> +9x* + X- 3

X | -1 1 2

y |1 -1 -29

Vi| 5 -7 -43
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A megol d8s el RS§-I |
f ®l e bszi spol |

H2n(x)_
af (1- 2(x- X)L’ (X))LZ(X)+a fr(x- %)L (X)

Ll(X)=(X l)éx- 2) L2(X):(x+l_)(;<- ) L?)()():(x+1)3(x.1)
Wteed L=ty LKsl
L(=c@cd LK) Li9=32

(X+2)°(x- 1)°

T

()=




Gyakorl - f el :
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Gyakor !l - f el ¢

Mut assa meg, hogy ha a g
monoton [a,b]-n, akkor a

<1,9(x),g(¥)*....g(x)"* >

Haar-al t ®r -mz [ a, b]
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Gyakor |l - f el e

Adjuk meg az al §S§bhbi pont
l nterpol 8ci -s poli nomot

X | -1 1 2
y |1 -1 -29
Vi| 9 -7 -61
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Gyakor |l - f el e

K®sz2tsen olyan el j 8r
ool i nom el Rg§l I 2t 8s8§8t
par ame®t Harmeimt(®pyd)al a k Y

egyen, ahol az x ® sy vektor az adott

oont ok x ®s y Kkoxdazd/i n:
derivs8lt koordin8t it

199



|l rodal omj] egy

A John H. Mathews, Numerical Methods for
Mathematics, Science, and Engineering,
Second Edition, Prentice Hall, Englewood
Cliffs, 1992.

AMi h8Il yk - TVCs &lgd KP&red &
®s szimbolikus s-z8m2t
gy T] t elm@iex 2011.

AVi r 8 g h NairBerikossmatematika,
JATEPress, Szeged, 1997.
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Kozel 2t R ®s sz
sz8m2t 8sok hal

6. el Rad§s

Ko zel 2t ®sek nor ms§
terekben



Alapfeladat

Teki ntVngok mB81 t | 1 neBr i
di men@Gal ser ®t ®G-nekégy z 2
{9,,9,,.,0.}Pb8zi s8t. Tedgyvwk

Feladatunk f-nek a legjobb p-= aag al af Y4
k°zel 2t ®s ®t meghat 8r o.
k°zel 2t ®&si rii n&EQyss

|t- pH¢|f- p
b 8r me G ye.
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Al apk®r d®s el

Vezess¢k be a kENfetinK|e-2|Ri ¢gel © |

Teh®gt pontosan akkor | esz a |
£ (D) =]t - ]

A kitTz°ott feladattal kapcsol
A Van-e olyan p*i G, amelyreE,(f)=|f - p*|?

A Egy®r te@i2mT

A Milyen tul ajdoptst8gok jelle
A Hogyan bee@®¢ !l het R ?
A Praktikusan, milyen pr?2don
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Egzl sztencl a @

204



A | egjobban k?©°z
egzi sztenci §]
T®t AI'Y nor m81 t | 1 ne8ri1 s t

hez | ®heki BzVn di menz-et- s
| egj obban k°zel 2tR p* el

Bi zony2t §s.
Es(f)def i n2ci - ) 8b-I k°vet ke
oyanG-bel i el emmik bRI §1 |

m [T - p || =E (f)-
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A bizony2t 8s f

A hSromgz®en!l Rtl ens®get f

In B NFI+]IT -p -

ami bRI k°vegplkezRIl eg a
Vegywkaﬁ) {b.}
@®§MJMKorI§tos vekt orsor c
sorozat kokW§gos, me r t
hat §8r oz me& 2 gy a vekt ol

eKV|vaIenC|§Jagnnatt v.an
h o g&a/b“) g ¢ |n. | {pk} (
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A bi zony?2t 8s

A{b,} sorozat korl 8t o:

bel Rl e egy konvergens 1 ®:
n bkl-l:’i

Teki ntp’?@l@i & {p}

r ®s zsorozatr a
Ip, - P*lI- C, 2 gy
IT-p*ll¢lf B Il [ Pl E (1

ahonnan a d - d hofy, p* az f-et legjobban
k © z edlemt R
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Az 8l talg§nos esetben az
el Rfordul hat, hogy egy el
| egj obb k°zel 2t ®se van

PRl d&.gyvweRrR G=R'=<> f=¢g
Jvekt ornor m§8t haseaelk SV ®atke
sok | egjobb k°9zel 2t ®se V:

\a\ ¢ 1 mellett igaz, hogy

|f - ae|. =1=E;(f).
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Szi gor Y2an nor ms

Def il nAcVY -nor m81| ts zliignmoe &
nor mg8lhta t et szR|l eges a
kel °nb2zR f ®s h el emd

[f+h]=]f]+[n

egyenl|l Rs®gbRI k°vet ke:
l 1T ne8ri1 san f ¢ggR.
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A | eg]jobban k°zel

T®t A& . a V |1 neS8ri1 s t ®r S 7z

t et s z R-hee lggiefeblf egy G-beli legjobban
kezel 2tR p* | ®tezi k.

Bi zony2t §s.

Tegy¢k fédlez Kka®dy kfe | ©° nb?©° z

k°zel 2t R ef®p* Ekidtae z 1 Kk
q*=1/2(p*+p**)

Il s | egjobban k°9zel?2tR el

210



A bl zony?t8s |

Val - ban, fglyamets laeg] obbeé
elemekaGal t ®r konvex r ®s zha
k°nnyen I§th|a1|"0,q mi vel , |

If-(p +@ )p)IEI/(F-p)+@-/)f-p)le
C/Nf-plI+@ HIf-p IF
=/Es(1)+@- /)Es (1) =Eg(T).
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