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Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

1. eléadas
Ortogonalis transzformaciok



Ortogonalis matrixok,
ortogonalis transzformaciok



Ortogonalis matrixok

Definicio. A QeR™ matrix ortoqgonalis, ha

QQT = 1.
Példa. Az alabbi matrixok ortogonalisak.
)
N (0 0 10
5 1 0 0
V31 00 0 1
¢ 2 01 0 0




Ortogonalis matrixok

« Csak regularis matrix lehet ortogonalis.

(Kovetkezik a determinansok szorzas-
tetelebdl.)

* Ortogonalis matrix inverze megegyezik a
transzponaltjaval.

Q—l _ QT



Ortogonalis matrixok

* Ortogonalis matrix oszlopvektorai
ortonormalt vektorrendszert alkotnak.

1, hai=]

T
g =05 =
q| qj ] 10’ hai?ﬁj

« Komplex matrixok eseten a H-ortogonalis
mellett hasznalatos az uniter elnevezés
IS.



Ortogonalis transzformacio

Definicio. A Q e R™" ortogonalis matrixszal
megadott R" _y R"
X — QX

leképezest, ortogonalis transzformacionak
nevezzUk.

Az ortogonalis transzformacioknak szamos
gyakorlati alkalmazasuk van.



Ortogonalis transzformacio

Ortogonalis matrixok tavolsagtartd transzformaciot
indukalnak.

Tétel. A Q e R™ ortogonalis matrixra és X cR"
vektorra Qx], =,

Bizonyitas.
x|} =(Qx) (Q)=X"Q"Qx = X" (Q"Q)x = x"x = |-,
Megjegyzés. A tetel megforditasa is igaz, vagyis

ha minden x e R" vektorra |Qx|, =|Xx|,, akkor Q
ortogonalis.



Ortogonalis transzformacio

Hasonlo ,hosszmegorz4™ tulajdonsag teljesul akkor
IS, ha matrixok ortogonalis transzformaciojat tekintjuk,
a 2-es es a Frobenius normaban.
Tétel. TetszOleges A<R™ matrixra €s QeR™
ortogonalis matrixra
a) ‘Q'A‘Hz =||A 2
b) QA=A




Bizonyitas
a)
QAL = pl(QAT (QA))= p(AT(Q"Q)A)=
= p(ATIA) = p(ATA) =| Al

b) 2 s 2 < 2
oA =30k [ - Sforee [ -

Nn
=2l e I A,



Megjegyzesek

* Mivel tetszGleges B € R™ matrix eseten mindket
vizsgalt normara teljesul | B|=| B" |, igy azt is
igazoltuk, hogy

AQ[, =[|Al,
AQ F :HAHF
« TetszOleges ortogonalis hasonlosagi transz-

formacio esetén
Q' AQ|, =|Al,
Q' AQ|_ =]Al-
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Kovetkezmeny

» Tetsz6leges AcR™" matrixra és QeR™
ortogonalis matrixra mind a 2-es, mind

a Frobenius normahoz tartozo kondicio-
szamokra

cond(QA) =cond(A)
cond(Q' AQ) = cond(A).
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Megjegyzeés

* A ,hosszmegorz6” tulajdonsagbol kovetkezik,
hogy minden Q valos ortogonalis matrix sajat-
értékeinek abszolut erteke 1. (De ettdl meég
lehetnek komplex sajatertékei is a matrixnak.)

Példa.

(-1 0 0
Q=/0 0 -1

ortogonalis matrix sajatéertékei

A=-1 A =i, A, =i
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Gram-Schmidt-féle ortogonalizacio

13



Ortogonalis-triangularis felbontas

Definicio. Az AcR™ matrix ortogonalis-
trianqularis felbontasan, A-nak egy

A=0R

| B 40N Y 4

ortogonalis, R felso triangularis matrix.
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Legyen AcR™ tetszOleges regularis matrix.
Az A=QR egyenloseget oszlopokra bontva

igy Is megadhatjuk: r o
117 'z 77 he 7T 1n
0 r22 r2k r2n
0 O : :
(88, 8.8, )= (- G- 0] . r
' y kk
O O | rn—ln
\O 0 0 r'nn )
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Az A matrix linearisan fuggetlen oszlopvektorai az
alabbi linearis kombinaciokkal fejezhetok ki a Q orto-
gonalis matrix ortonormalt oszlopvektorrendszerével:

a, = 1,0,
d, =I,0; + 1,0,

aq =1,09, +,0, +...+ 1,0,

a‘n — rlnql T ranZ Tt rnnqn'
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Az elso

d =I;G
egyenlosegbol ; > T 5
a a =00 ¢ ="

kovetkezik, igy valaszthato

det 1
r11:"'\/a1Ta1 es qlzr_al'
1

1
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Feltéve, hogyj=12,..k-1-ig adottq; ésr; (1< i<j)
azi=12...k -1 értékekre a, -t balrol beszorozva ¢ -
tal:

O 8 =y O G + M Gy Gy + . +rkq. g +. +w. 0

— —
0 0 1 O

Innen

.
ik =0 &, 1=12..k-1
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Gram-Schmidt-fele ortogonalizacio

Meghatarozva a
def

bk = — (r1kQ1 +0,0, +...+ rk—l,qu—l)

vektort, a b, =1, 0, 6sszefiiggést felhasznalva
adodik
- def 1
i =+ bkbk és Oy :_bk'
ek

19



Az algoritmus muveletigénye

* n darab negyzetgyokvonas,
* az aritmetikal muveletek szama

Zn:(Zn(k ~1)+2n+2n(k 1)) =

k=1

= ZnZn:(Zk ~1) =0(n?)

» A gyakorlatban a modositott Gram-
Schmidt eljarast hasznaljak.

20



Maple kdd a QR-felbontas
meghatarozasara a Gram-Schmidt-
fele ortogonalizacio alapjan

3 GramSchmidt-QR:= proc( A :: ’Matrix’ (shape=square))

4 local Q; B; by 1; jy ki 1; n; # lokalis valtozodk

5 #option trace;

6 use LinearAlgebra in # felhasznaljuk a LinearAlgebra
csomagot

7 n := RowDimension(A); # az A matrix sorainak a szama

8 Q = Matrix(n):

9 R := Matrix(n, shape=triangular [upper]);

10 b := Vector(n);

21



14 for j from 1 ton do

12 for 1ifrom 1 to j-1 do # az R matrix j. oszlopanak
kiszamitasa

13 Rli,j] := DotPreduct(Qll..n.i],All..n,3]1);

14 end do;

15 b := Vector(A[l..n,jl);

16 for k from 1 to j-1 do

17 b :=b - R[k,jI*Q[1..n,k];

18 end do;

19 R[j,j] := sqrt(DotProduct(b,b));

20 for i from 1 ton do

Shl Qli,j] := 1/R[j,jI*b[i];

22 end do;

23 end do;

24 return Q,R; # visszaadjuk a Q és R matrixot

25 end use;

26 end proc: # az eljaras veége

22



Megjegyzeés

Ha a kiindulasi matrix oszlopvektorai linearisan
fuggetlenek, az elobbi eljaras kiterjeszthet6 az
AeR™ és n>=m esetre is.

Ha az A R™™ oszlopregularis (s igy szUkség-
keppenn = M), akkor egyertelmien megadhatok
olyan Q e R™ és R e R™"matrixok, hogy A=QR, és

() Q oszlopvektorai ortonormalt rendszert
alkotnak,

(i) R olyan felsd triangularis matrix, amelyben
>0 mindeni=1...,m -re.
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Elemi tukrozo matrixok

24



Elemi tukrozo matrixok

Definicid. A Q kvadratikus matrixot elemi tikro6zé matrix-

nak mondjuk, ha Q=I vagy felirhato

Q=1-2qq’
alakban, ahol g olyan vektor, amelyre
2
q'q=|af, =1.

Az elemi tiikrozé6 matrixokat Householder-matrixoknak is
nevezik.

25



Elemi tukrozo matrixok

Az elnevezés onnan adodik, hogy Q= I
esetben, az x - Qxtranszformacioé az n-
dimenzios euklideszi ternek egy g normal-
vektorral megadott, origon atmeno hiper-
sikra valo tukrozesét adja, ahol

Q=1-2qq'.

26



Peélda

Irjuk fel a |2~ | normalvektorral megadott,

origon atmeno egyenesre valo tukrozest
szolgaltato elemi tukrozo matrixot, és
szamoljuk ki a segitségevel az (5,3)
koordinataju pontnak az el6bbi egyenesre
valo tukorkepenek a koordinatait.

27



Megoldas

EATEY:

oY 95 2 (V2 V2

9=l —ﬁo 1]‘2_@ [7 ‘7)‘
. 2 )

{0 HS TG

A megadott pont tukorkepenek koordinatai:

(X



Elemi tukrozo matrixok

Tétel. Minden elemi tlikrozo6 matrix szimmetrikus
es ortogonalis.

Bizonyitas.
Legyen Q elemi tukrozo matrix.
a) Q szimmetrikus, mert

Q =(1-2q9") =1"=2(q"J " =1 -2qq" =Q.

29



Elemi tukrozo matrixok

b) Q ortogonalis, mert
Q'Q=QQ=(I-2qq" I -2qq" )=
=1-299" —2qq’ +4q9'qq’ =
| —4qq” +4q(a"q)g" = |

felhasznalva, hogy O szimmetrikus és

g q=1.

30



Elemi tukrozo matrixok

Tétel. Legyenek x és y azonos hosszusagu
de kilonb0zo vektorok az R" euklideszi

terben. Ekkor a (- X—y
, HX_ sz
es

Q=1-2qq’

formulakkal megadott elemi tlikrbzes x-et y-
ba viszi.

31



Elemi tukrozo matrixok

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy
lafl, =a’a =1.

Hatarozzuk meg a Qx vektort!

Ox=|1-22—Y ( x—y] X =
x=yl, {x=l,

)@_yyxz
2
‘V_ym 32

=X-2(X-Y



A bizonyitas folytatasa

X'X—y'X
=X—2(X-Y) =
(x=y) (x=y)
T T
X 2(x—y) X' X—y' X

Hasznaljuk fel, hogy

X'X=y'y & XYy=Vy'Xx

X' X—y' x=x'y+y'y -

33



A bizonyitas vege

X'X—Yy' X
=X—2(X— =
( y)xTx—yTx—xTeryTy
2(X"'x=y"x)
=X —(X— =Y.
( y)Z(XTx—yTx) y

Ezzel igazoltuk, hogy

Qx=Y.

34



Megjegyzeés

* A késObbiekben tobbszor hasznalni fogjuk
az el6zd transzformaciot az y=|x| e

specialis esetben, amikor a tukrozeés célja

a X vektor (elsotol kulonbozo) komponen-
seinek kinullazasa. Ekkor a

X_
q= XY
I X=Yl,

vektor altal definialt transzformaciot
alkalmazzuk.

35



Megjegyzeés

* TetszoOleges Q elemi tukroz6 matrix, A
matrix és x vektor esetén a Qx (illetve x'Q)
transzformalt vektor O(n) muvelettel, a QA
(illetve A'Q) transzformalt matrix O(n*)
muvelettel meghatarozhatok.

36



Gyakorlo feladatok



Gyakorlo feladatok

* Hany olyan 3x3-as Q ortogonalis matrix
van, amelynek minden komponense 0, 1
vagy -17?

* lgazolja, hogy az egysegmatrixtol
kulonbozo n-ed rendl elemi tukrozo
matrixnak a +1 szam (n-1)-szeres, a -1
pedig egyszeres multiplicitasu sajatértéke.
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Gyakorlo feladatok

« Hatarozza meg az alabbi matrix QR
feloontasat a Gram-Schmidt-féle
ortogonalizacios eljaras segitsegevel.

2 -1 1 -2
2 -1 1

0 0 -2 1
0 -2 2 o0,




lIrodalomjegyzek

 John H. Mathews, Numerical Methods for

Mathematics, Science, and Engineering,
Second Edition, Prentice Hall, Englewood

Cliffs, 1992.

* Mihalyko Csaba — Viragh Janos, Kozelito
es szimbolikus szamitasok. Feladat-
gyljtemény, Typotex, 2011.

* Viragh Janos, Numerikus matematika,
JATEPress, Szeged, 1997.

40



Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

2. eldbadas

Matrixok ortogonalis-triangularis
felbontasa



A Householder-algoritmus

42



Particionalt elemi tukroz6 matrixok

Tetel. Legyen Q sR™ eqgy elemi tiikr6zb matrix.
Ekkor az alabbi particionalt formaban meg-
adott matrix is elemi tikrozo matrix.

1 O)
T=| - e R™"
O Q)

43



Bizonyitas

Ha Q egysegmatrix, akkor

I O \ Mxm
T = . eR
O Q:I)

IS egységmatrix, igy az allitas ekkor igaz.
HaQ=1-2qq", ahol g egységnyi hosszusagu,
akkor vezessuk be a

g' =(0,0....,0,0,,q,,....,)

m-komponensu vektort.

44



Bizonyitas
Konnyen lathato, hogy g’ hossza is egysegnyi €s

T=1-29'q",

tehat T is elemi tukroz6 matrix.
Megjegyzés. Analdog modon, az alabbi particionalt
matrix is elemi tukrozd matrix, ha Q e R™ elemi

tukroz6 matrix. / Q O\

T: : ERmxm
O 1

45



Householder-algoritmus

Tétel Minden A n-edrendi, valos, kvadratikus
matrixhoz megadhatok olyan Q,,Q,,...Q. .
elemi tikrozo matrixok, hogy az

AO A

QJ -1

rekurzioval szam/tott A, matrix 1,2,...,J-diK
oszlopaban minden foatlo alatti elem O.
Specialisan igy A, , felso triangularis alaku.

46



Householder-algoritmus

Bizonyitas.

A bizonyitast | szerinti indukcioval végezzuk.

A J=1 esetben hasznaljuk fel azt a tételt, amely elemi
tukrozo matrix segitsegevel kinullazza egy vektornak a
masodik komponenseétol kezdve az elemeit ugy, hogy
kozben a vektor hossza nem valtozik. A korabbi tételbel

jeloléseket hasznalva legyen
X=Ae, =a y =|al|, .

lgy a Q,A,szorzas elvégzése utan kapott matrix elsé
oszlopaban a masodik elemtol kezdve minden ertek 0.

47



Householder-algoritmus

Bizonyitas (folyt.)
Tegyuk fel, hogy az allitas teljesul az elso |
esetre! Az A; matrixot irjuk fel

A U, B,
1o C,

J

particionalt alakban, ahol
R 1% RjX(n—j)

Of eR"DI, ¢ eRODD

48



Householder-algoritmus

Bizonyitas (folyt.)

Ismét felhasznalva az eldbb mar alkalmazott tételt,
van olyan S, e R" " Velemi tukrozo matrix,amellyel
szorozva az s,C, matrix elso oszlopaban a maso-
diktol kezdve minden elem O.

A particionalt elemi tukrozo matrixokra vonatkozo

tetel szerint 1. O,
o s
szinten elemi tukroz6 matrix.

49



Householder-algoritmus

Bizonyitas (befejezes).
Tehat az

Ij Oj Uj BJ' Ui BJ
Aj+1:Qj+1Aj = O-T S Q_T C. - O.T S.C.
j j j j i

J

matrix mar a j+1-dik oszlopaban is olyan
tuIaJdonsggLf Icfsz, hogy az Aj+1foatlo alatti elemeil
rendre 0 erteklek.

50



Ortogonalis-triangularis felbontas

A fenti tétel bizonyitasaban szerepl6 eljaras
valoban dekompoziciot ad, hiszen igy

Ah—l — Qn—lQn—Z"'QlA’

ahol R = A _,felsé triangularis matrix,Q,,Q,_,..Q,
ortogonalis matrix, aminek Q inverze (vagyis az
elObbi szorzatmatrix transzponaltja) is ortogonalis,
gy

A=0QR.

51



Peélda

Hatarozzuk meg a Householder-algoritmussal
az alabbi matrix ortogonalis-triangularis
felbontasat.

(3 2)
4 9

52



Megoldas

Most csak egy elemi tukrozo matrixra van
szukség, arra, amely az elso oszlop

masodik elemet kinullazza. Legyen
x=(34)" és y=(50)

gy

q:(— 1 ZJT és Q=
J5 /5

( )

4

5
_3|
5,

gl W

\
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Megoldas

(3 4 ) (26\
- oa |5 53 2)_|° s
" 3l s)7, 7
\5 5/ N 5 )

Tehat a QR dekompozicio:
(3 4. 26)

5_
3 2) |5 5 5
4 5) |4 S|4 _1]|

D 5/\ 5)




1 # Az A=Q.R ortogondlis triangularis felbontéast

2 # tikrézd matrixokkal eldallitd eljaras

3

4 QR_HOUSEHOLDER := proc(A::’Matrix’ (shape=square))
B loecal R, Al; nm; j; @9, B _ji Hhat J;

6 #option trace;

7 use LinearAlgebra in

8 n := RowDimension(A);

9 Al := evalf(Copy(A)); #lemasoljuk az A matrixot
10 Q := Matrix(IdentityMatrix(n));

11 for j from 1 to n-1 do

12 a_j := Vector(Al[j..n,jl);

13 h_j := a_j - sign(a_j[1])*VectorNorm(a_j,2)*UnitVector(1,n+1-j’
14 Hhat_j := HouseholderMatrix(h_j);

15 AL LYl &= HEar 5. ALY -0l

16 QL] -emsj--nl <= QLF.-m,].m] Haas 3

17 if j > 1 then

18 QL1..J~1.]«m] = Q.. J=1,.3.:0] . Hoat. 3

19 end if;

20 end do;

21 return Q,Al;

22 end use;

23 end proc:

55



FelsO Hessenberg matrix

Definicio: A H fels6 Hessenberqg matrix, ha

h. =
barmely j+1<i-re. | 0
Példa:
(1 1 1 4)
2 3 2 2
0 -1 2 1
0 0 1 2

56



FelsO Hessenberg alakra
transzformalas

Megjegyzés. Tetszéleges A € R™" matrix véges sok
elemi tukroz0 matrixszal végzett ortogonalis hasonlosagi
transzformacio segitsegevel felsd6 Hessenberg alakra
transzformalhato, vagyis megadhatok olyan Q,,Q,,..., Q.
elemi tukrozo matrixok, hogy az

A=A  A=QAQ;

rekurzioval szamitott 71,2,...,/-dik oszlopaban mar fels6
Hessenberg alaku. Specialisan az Ah_z matrix felsd
Hessenberg alaku matrix lesz.

57



Regularis matrixok QR-felbontasa
a Cholesky-féle dekompozicioval

58



Eljaras

Ha A regularis, akkor a B = A" A matrix pozitiv
definit, tehat létezik B-nek kanonikus

Cholesky-felbontasa.
LegyenQ = AR, Ekkor az A=QR ortogonalis

triangularis felbontas, hiszen R fels6
triangularis matrix, masreszt Q ortogonalis.

59



Q ortogonalitasanak bizonyitasa

Q'Q=(AR*J(AR*)=(R*J ATAR* =
(T e (RR -
(R RTRR )= 11 =1

A Cholesky-féle felbontason alapuldo QR-felbontas
numerikusan instabill.



Peélda

Hatarozzuk meg a Cholesky-felbontason
alapulo eljarassal az alabbi regularis matrix
ortogonalis-triangularis felbontasat

(3 2)

A= |
4 9




Megoldas

B—ATA—3432—
- |2 5)\4 5)

B Cholesky-felbontasa:

,
5 0)5
B=R'R=|26 7

5 5)0

N
(@)
_/

|

25 26
26 29

J
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Megoldas

gy ; 2/1 26) (3
_Ap-l 5 35|_|5
o ‘£4 5)0 5 |7|4
\ { ) \b

Tehat a QR-dekompozicio:
(3 4Y_ 26)
[3 2]: 5 5|° 5
4 5) 14 314 7|
5 5N 5




Osszehasonlitas

Hasonlitsuk 0ssze a Householder-algoritmus
és a Cholesky-fele felbontason alapulo
eljaras eredmenyeit.

(3 4\ _ 26)
. 32) |5 51° 5
Householder-algoritmus: = .
4.5) |4 3|y _1
\5 b5A 5)
(3 _4\g 26)
Cholesky-féle felbontason (3 zj: 5 5 5 |
alapulé eljaras: 4 5) 14 3|4 1
5 95 /A 5

64



A felbontas unicitasarol

Tétel. Regularis A matrix ortogonalis
triangularizacioja Q oszlopainak és R
sorainak elgjeletol eltekintve egyertelmd.

Bizonyitas.
Tekintsuk A két felbontasat.

A= Q1R1 — Qsz

65



Bizonyitas (folytatas)

Mivel A regularis, igy a determinansok szorzas-
tetele miatt, a felbontasban szereplé minden
matrix regularis, ezert

QzT Ql — Rz Rl_l'

Itt a baloldalon ortogonalis matrix all, a jobb
oldalon viszont felsd triangularis matrix, ami csak
ugy lehet, ha mindket oldal egy V diagonalis
matrixszal azonos.

66



Bizonyitas (befejezes)
Mivel V egyszerre diagonalis és

ortogonalis matrix is, igy a féatlgjaban
csak +1 és -1 allhat, valamint

Q, =QV R, =VR,

ami a tétel bizonyitasat jelenti.

67



Elemi forgatomatrixok

68



Elemi forgatomatrixok

Definicié. Tetszélegesl<p<(q<n es 0<0<2r
esetén az

S(p,q,0) =

| +(cos@-1)(e e, +e,e,)+sind(e e, —e.e,)
alakban megadhato matrixokat elemi
forgatomatrixoknak nevezzUk.

(Masik szokasos elnevezesuk: Givens-
matrixok.)

69



sin @ <« (p)

cos O <~ (q)

A
(9) 70



Tulajdonsagok

Tetszlleges S(p,q,0) elemi forgatomatrix €s A matrix
eseten

a) az S(p,q,6) matrix ortogonalis,

b) az A'=AS(p,q,0) matrix oszlopvektorai tetszbleges
1<m<n -re A oszlopvektoraibdl az alabbi képlettel
szamolhatoak

a, ,ham=pesm=(

a',=4 Coséa,+sinda,ham=p
—Sinda, +cosfa,, ham=q

\

71



QR-felbontas, fels6 Hessenberg-
alakra transzformalas

* TetszOleges valos, kvadratikus matrix
ortogonalis triangularis felbontasa
el6allithatd elemi forgatd matrixokkal O(n3)
muvelettel.

» TetszOleges valos, kvadratikus matrix
O(n?) elemi forgatomatrixszal végzett
ortogonalis hasonldsagi transzformacio
segitségével O(n3) mivelettel fels6
Hessenberg-alakra transzformalhato.
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QR-felbontas

Példa. Hatarozzuk meg az alabbi matrix
QR-felbontasat elemi forgatdé matrixokkal

A:G gj

Megoldas.
3 3 . 4 4
cosa = == sina = =
J32 442 5 V32 +4% O
3 4 5 26 S _4Yg 26
sa_| 5 5[3 2|_|" 5 A=|5 5] 5
5 § 5 5 5 5
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Miert ‘forgatd’ matrix?

* Ha az (x,y) koordinataju pont 3 szoget zar
be az x-tengellyel és azt az origd korul -a
szoggel elforgatjuk, akkor az igy kapott
pont (Xx',y’) koordinatai

(zcos(B - a), zsin(B - a))
ahol z=yx*+y* =x?+y” _ gy

X'=z(CoSa Ccos B +Sinasin f) = z(cosa +Sina
Z

y)_

= Xcosa + ysina

y'=z(Sin fcosa —cos fsina) = z(%cosa ~Xsin a) =

V4
74

= yCOSa — XSIinax



Megjegyzeés

« Haismert az A=QR dekompozicio, konnyen meg-
kaphato |det A| is. Ehhez elég meggondolni, hogy egy
ortogonalis matrix determinansa csak +1 vagy -1 lehet.
Ekkor viszont ,

detAl=] [Ir; |

 Haismert az Ax=a linearis e'gﬂyenletrendszer egyutthato-
matrixanak A=QR felbontasa, akkor tekintve a

Qy=a

Rx=y
egyenletrendszereket y konnyen meghatarozhato,
kihasznalva Q ortogonalitasat (y=Q'a ), majd a
szokasos visszahelyettesitéssel x is megkaphato.
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Gyakorlo feladatok



Gyakorlo feladatok

» Letezik-e olyan elemi tukrozes, amely az
egysegkort az egysegnegyzetre kepezi le?
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Gyakorlo feladatok

» Lehet-e egy matrix egyszerre elemi
tukrozo és elemi forgatd matrix is?
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Gyakorlo feladatok

« Hatarozza meg az alabbi matrix QR
felbontasat a Householder-algoritmussal.

(2 -2 0 -1
1 0 0 O
0 -1 2 -2

-2 -2 1 -1,
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lIrodalomjegyzek
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Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

3. elbadas

A sajatertek-problema numerikus
megoldasa



Sajatertek, sajatvektor

Definicio. Legyen A n-ed rendl matrix. A
A e C szamot az A sajatértekének hivjuk, ha
létezik olyan veC",v=0 vektor, amellyel

AV = AV.

Ekkor v-t a 4 -hoz tartoz6 sajatvektomak
mondjuk.
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Sajatertékek

* Egy A matrix sajatertekei pontosan a

P,(A)=det(A-Al)

karakterisztikus polinomjanak a gyokei.

det(A-Al) =

a11 —A a12 a13 aln
a21 a22 —A a23 a2n
an—l,l an—1,2 an—l,n—l -4 an—1,n
anl anZ a‘n,n—l ann —A
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Sajatertékek

* Triangularis matrix sajatértékei a matrix
foatlojaban allo elemei.

* A karakterisztikus polinomot szokas az alabbi
alakban is felirni:

PA(1)=(-D"(A' —a A~ — oAty

« Egy p,(A4) polinomhoz tébb olyan matrix is
megadhato, amelynek az adott polinom a
karakterisztikus polinomja. Ezek kozul
kulonosen fontos a polinom kiséré matrixa.
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Karakterisztikus polinom
Kiserd0 matrixa
Az alabbi
p,(A)=-)" - A" ~...—a,_A—a,)
polinomhoz tartozo kiseré matrix

‘o a, a, - a
1 0 0 - 0
C,=|0 1 . "
L, 0
0 - 0 1 0,



Osszefliggés a matrix sajatértékei,
determinansa e€s nyoma kozott

a) Q= Zn:ajj =1tr A= Zn:/lj
j=1 j=1

b) (-1)"a, =detA= 1_[/1j
j=1
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Bizonyitas

a) Iirjuk fel J1egyltthatojat, felhasznalva a
karakterisztikus polinom elobbi ket,
valamint a gyoktenyezos alakjat!

(D)= (D", = (' (D4

Szorozzuk meg az elobbi egyenldseget
(—1)"-nel!

N N
=) 8= A
i1 =1
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Bizonyitas

b) Tekintsuk a karakterisztikus polinomnak a
A = 0helyen vett helyettesitesi erteket!

(-)"(~a,) =det(A-01)=(-1)"[ | (-2))
j=1
EbbdGl kovetkezoleg
()", =det A=] [ 4.
j=1

Innen rogton lathato az is, hogy egy matrix
akkor és csak akkor regularis, ha nincs 0O
sajaterteke. =



Peélda

2 1
A:(2 3) Sajatertekek : 4, =1, 4, =4.

Karakterisztikus polinom: P,(A4) = A —B51+4
tr(A)=2+3=5=4+4,=1+4
det(A)=4=14,=1-4

5 —4
A karakterisztikus polinom kiser6é matrixa: [1 0 j
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Hasonlosagi transzformacio

Definicio. Legyen A tetszbleges matrix, T

pediqg tetszoleges reqularis matrix. Az
AT AT

hozzarendelést hasonlosaqi transzformacio-

nak nevezzlk. Azt mondjuk, hogy A hasonlo

B-hez, ha létezik olyan reqularis T matrix,

hogy B=T “AT. Jele: A~ B.
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Hasonlosag

Allitas. Hasonld matrixok karakterisztikus
polinomjaik megegyeznek és igy sajat-
ertekeik is azonosak.
Bizonyitas.
Legyen B=T *AT.
P, (1) =det(A—Al)=det(T(T AT — AT )

=det T det(T AT —Al)detT

=detT detT "det(B-Al)

= Pg(4)
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Az allitas megforditasa

» Az allitas megforditasa nem igaz. Az
alabbi A matrix sajatertekei megegyeznek

az egységmatrix sajatertekeivel, a ket
matrix mégsem hasonloak.

N
T
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Hasonlosag

Allitas. Ha A~B és A egy sajatvektorrend-

szere {U;,U,...,U .}, akkor B sajatvektorrend-

szere felirhat6 {1,V V,} formaban, ahol
v,=T" uj (1< J1<n).

Bizonyitas.

Legyen U j az A tetszOleges sajatvektora.

Ekkor B P P
B(T "u;)=T AT (T "u;)
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Bizonyitas (folyt.)

-1 -1 -1 -1
B(T uj):T AT (T uj):T Auj
-1 -1
=T /Ijuj:/le u,

A fenti egyenloség azt mutatja, hogy B
sajatvektorai, pontosan az allitasban
megfogalmazott moédon irhatok fel.
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A sajaterték-probléma
numerikus megoldasa
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Feladattipusok

Hatarozzuk meg egy matrix osszes
sajaterteket.

Hatarozzuk meg egy matrix osszes
sajatertekét es minden sajatertekehez
egy-egy sajatvektort.

Hatarozzuk meg egy matrix
minimalis/maximalis abszolut erteki
sajaterteket és hozza egy hozza tartozo
sajatvektort.
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A numerikus modszerek
fontossaga

Mivel egy matrix sajatertekeinek a
meghatarozasanak problémaja ekvivalens
eqgy algebrai egyenlet gyokeinek
megadasaval, igy a Ruffini-Abel tetel
miaftt, nincs olyan veéges, effektiv eljaras,
amellyel a sajatertekeket tetszoleges
matrix esetén pontosan meg tudnank
hatarozni.
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Sajatvektorok

* A tovabbiakban a hangsulyt a sajatertekek
Kiszamitasara helyezzuk. Adott sajat-
értéekhez tartozo sajatvektor, megkaphato
egy homogen linearis egyenletrendszer
megoldasaval. (Ha a sajatvektornak ismert
eqgy kozelitese, akkor a hatékonyabb
iInverz hatvanyiteracio is alkalmazhato.)
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Peélda

A:@ ;j Sajatertékek: 4, =1, 4, =4.

A 4-hez tartozo sajatvektor lehet minden
olyan|; |vektor, amelyre v, +v,=0 ahol¥ #0.

A 4,-hOz tartozd sajatvektor lehet minden
olyan|; Jvektor, amelyre v.=2v,ahol v, =
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Sajatertekek kozelitese
QR-transzformacioval
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QR-transzformacio

TetszOleges A matrix eseten kepezheto az
alabbi matrixsorozat:

A = QR
A1 =RQ,

Q, ortogonalis matrix
R, felsoO triangularis matrix.
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Tétel

AV, =QQ,..Q ortogonalis és azu, =R R, ,...R,
felsé triangularis matrixokat bevezetve

a) A =(QQ,.--Q4) AQQ,--.Q,)
:VkT—lAlvk—l
b) A“=V.U,.
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Bizonyitas

A bizonyitast k szerinti indukcioval vegezzuk.

k=1-re az allitas igaz.
a) Mivel a Q, ortogonalis matrix regularis és

i Ak+1 = QII Aka
gy

Ak+1 — QII Aka
— Q; (Qle X -Qk_l)T A1(Q1Q2 X -Qk_l)Qk

az indukcios feltevésalapjan:

— (Qle---Qk)T Ai(QlQZQk)
:VkTAivk'
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Bizonyitas

b) A1k+l _ A1A1k
= AV .U,
= Al(QlQZ"'Qk)(Rk Rk—1°--R1)
— (QlQ2~~~Qk)Ak+1(RkRk—1--°Rl)

— (Qle X -Qk )Qk+1Rk+1(Rk Rk—l e Rl)
:Vk+1U k+1

felnasznalvaa V|, A, = AV, 6sszefiiggést.
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Parlett klasszikus
konvergencia-tetele a QR-algoritmusra

« Ha az A € R™ maétrixra teljesul, hogy sajatértékeit
alkalmasan indexezve |4]>|4|>..14,|>0 és megadhaté az
Al -et diagonalizald olyan X matrix, amellyel

XA X =D =diag(4,,..., 4.)

és létezik az X ' = LR felbontas, akkor

lim A,

kK—o0

=limR, =

k—>o0

és limQ, =1.

k—o0
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A QR-algoritmus elonyel
* Mindig alkalmazhatd, mert minden matrixnak van
QR-felbontasa.

* MegOrzi a szimmetriat.
Ha A, szimmetrikus, akkor

A =RGQy = QII AQ,
(A1<+1)T — (QJ Aka )T — A1<+1

* A kerekitési hibakkal szemben stabilisan viselkedik.
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Eltolasos QR-algoritmus

* A QR-algoritmus konvergenciaja dontoen
a sajatertékek elhelyezkedésetol, a

| 4 [/ 4; |hanyadosok nagysagatol fugg.
* A konvergencia jelentOsen javithato az
eltolasos QR-algoritmus segitsegevel.

Minden Iépés elott meghatarozunk egy
alkalmaso, e Rkonstanst, eés a kovetkezo

képletparokkal dolgozunk:
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Eltolasos QR-algoritmus

Az eltolt matrix ortogonalis triangularis felbontasa:

Forditott sorrendben 0sszeszorzas és korrekcio:

Ak+1 — Rka T le
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# Az eltolésos Q.R transzformacidt megvaldsitd Maple eljaras
# Az A=(Q.R felbontast a beépitett (QRDecomposition eljaras adja

ELTOLT_QR_TRAFO := proc(A::'Matrix’(numeric), kMAX::posint, epsilon::positive)
local A1, Q1, R1, MaxElem, i, k, j, n, feps, signmak;
#option trace;
use LinearAlgebra in
Al := evalf(A); # lemasoljuk az A matrixot
feps := evalf(epsilon);
n := RowDimension(A);
for k from 1 while k<kMAX do
MaxElem := 0;
for 1 from 2 ton do
for j from 1 to i-1 do
if (abs(A1[1,j]) > MaxElem) then
MaxElem := abs(A1[i,]3]);
end if;
end do;
end do;
#print(k, MaxElem);
if MaxElem > feps then
sigmak := Ai[n,n];
Q1,R1 := QRDecompesition(Al-sigmak*IdentityMatrix(n),fullspan);
Al := R1.0Q1 + sigmak*IdentityMatrix(n);
else return Al;
end if;
end do;
return Al;
end use;
end proc:
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Sajatertekek perturbacioja



Sajatertekek perturbacioja

Feladat: Jelolje az A matrix sajatertekeit

By 2y

a AA matrixszal ,perturbalt” A+ AA matrix
sajatértékeit 4,,..., 4. .
Adjunk felso korlatot a

-4

eltéresekre.
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Sajatertekek perturbacioja
(Ostrowski-tetel)

 Legyenek az A € R™" matrix sajatértékei

ﬂl,..., /In .Ekkor barmely ¢ > 0-hoz megadhato
olyan & >0 ,hogy ha a AA € R™"perturbaléd matrix
normajara ||AA| <&, akkor a A, ..., sajatértékei-
hez megadhato az 1,2,...,n egészek olyan };,---y ],
permutacioja, amellyel teljesul a

ﬂ,l—zji‘ﬁg

Max

1<i<n

egyenlotlienseg.
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Sajatertekek perturbacioja
Egy explicit felsO korlat a valtozasra:

~ 1 1
=4, <n(|A], +]A+An], } o |an;

Abszolut norma.

A tovabbiakban feltesszuk, hogy tetszoleges
D diagonalis matrixra:

|D|| = max(d

1<j<n

Il ‘
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Sajatertekek perturbacioja
(Bauer-Fike tétel)

» Ha az Ae R™ matrix diagonalizalhato,
vagyis T AT =D =diag(4,..., 4,) €C™"

a T € C"" regularis matrixszal, akkor
tetszb6leges AAe R™" perturbacié esetén
az A+ AA perturbalt matrix minden A
sajatertekere igaz a

min|A — Zj‘ < cond(T)|AA].

1<i<n

egyenlotlenséq.
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Sajatertekek perturbacioja

e Ha az Ae R™ matrix szimmetrikus, akkor
tetsz6leges AA e R™ perturbacio esetén az
A+ AA perturbalt matrix A; sajatértékeire

A _ZJ‘SHAA‘L'

Szimmetrikus matrixok sajatértékei mindig
ol kondicionaltak.

min

1<i<n
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Gyakorlo feladatok



Gyakorlo feladatok

 Mutassa meg, hogy ha ket matrix
sajatertekei megegyeznek és mindket
matrix diagonalizalhatd, akkor hasonloak.
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Gyakorlo feladatok

« Kozelitse az alabbi matrix sajatertekeit a
QR-algoritmussal.

(0 3 -5

4 -2 2
-4 3 -1,
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Gyakorlo feladatok

« Hatarozza meg az alabbi B(¢) e R*“*és £ =0
esetben adodo B(0) matrix sajatéertekeit es
sajatvektorait. Mit tapasztal?

0
B(¢) = (1 gj
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Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

4. eldadas
Altalanositott inverz,
SVD-felbontas



A Moore-Penrose inverz
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Matrixok inverze

« Kvadratikus matrix bal és jobb oldali inverze

AX =1 YA=I

« Matrix inverze
(X=Y) AA"=A"A=1

« (Csak regularis matrixok invertalhatok.

Cél: Szingularis matrixokra, valamint nemcsak négyzetes
matrixokra is vezessunk be egy

altalanositott inverz matrix
fogalmat.
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Rang-faktorizacio

Definicio. EQy mxn-es matrixot maximalis
ranqunak nevezink, ha a rangja min(m,n).

Ha a matrix rangja m, akkor sor-regularisnak,
ha n, akkor oszlop-regularisnak mondjuk.

Minden A = 0 matrix el6allithaté két maximalis
rangu matrix szorzatakent A= BC , ahol B
oszlop-regularis, C sor-regularis matrix.
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Peélda

A rang-faktorizacio nem egyertelma.

1 1 0f1 0 1
0 0 100 1 1

0
1

.
1_

125



Altalanositott inverz

Definicié: Az Ae R™" matrix A" e R™"

altalanositott inverzet a kbvetkezbkeppen

definialjuk.

Ha A # 0 és A=BC eqgy rang-faktorizacio, akkor
A"=C'B*=C"(CC")*(B"B)'B’

Ha A zéromatrix, akkor inverze a transzponaltja.

Az altalanositott inverzet szokas Moore-Penrose inverznek is
nevezni. A teljes rangu felbontas itt eredetileg Egervary Jen6
(1891-1958) magyar matematikustol szarmazik. 126



A fogalom bevezetésének
motivaciojarol
Alul- és tulhatarozott linearis egyenletrendszerek

vizsgalata azt mutatta, hogy az alabbi specialis

esetekben az altalanositott inverzet célszerul igy
bevezetni:

Ha rang(A) =n<m akkor
A+ _ (AT A)—l AT
Ha rang(A)=m < n, akkor

A-I— _ AT (AAT)—l
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Megjegyzeés

Ha rang(A) =m=n, vagyis A regularis,
akkor

A-I— _ AT (AAT)—]. _ AT (AT)—lA—l _ A—l
és hasonloképpen

A-I— _ (AT A)—].AT _ A—l(AT)—lAT _ A_l.
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A fogalom bevezetésének
motivaciojarol
A =CB =CT(CC"Y(B'B) ' BT
Oszlop-regularis eset:
A+ :(AT14)_1AT
Sor-regularis eset:

A=A (A4 Y
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Peélda

2 1 2
A= (O . 2) Az A matrix sor-regularis, rangja: 2.

A =A"(A44)™ (1D
2 2

A=lo 2

5

0 2
N S
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Peélda

>
I
7~ N\
e
e

j Az A matrix szingularis, rangja: 1.

A:G ﬂ:@(l 1)=BC

C-I—B-l- _ CT (CCT )—l(BT B)—l BT
(1) 1 1)

c_l2(11Y |4 4
A‘ltzzj‘l

1 1
\ 2/ \4 4) 131

+
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Az altalanositott inverz
tulajdonsagai

. AATésA" A matrixok szimmetrikusak.
vagyis
(AA+)T = AAT (A+A)T =A"A
Valoban, hiszen

AA* =BCC™(CCT)Y(B"B)'B" =B(B"B)'B"

A"A=C"(CCT)(B"B)'B"BC =CT(CC")'C.
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Az altalanositott inverz
tulajdonsagai

- AATA=A

o A+AA+ — A+

Valéban, hiszen

AA*A=B(B'B)'B'BC=BC = A

A'AA" =C'(CC")*CC'(CC")*(B'B)'B' =
_ CT (CcT)—l(BT B)—l BT _ A+
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Az altalanositott inverz

tulajdonsagal
« Az AA" és A"A matrixok idempotensek,

vagyis

(AA")? = AAY (A*A)" = A*A
Valoban, hiszen

(AA+)2 — (AATA)A" = AAT
(ATA)? = A" (AATA) = A"A
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Az altalanositott inverz
tulajdonsagal

* Vannak olyan nxn-es U €és mxm-es V
matrixok, amelyekkel fennall, hogy

A" =UA" = AV
Valoban, hiszen
A+ :A+(AA+):A+(AA+)T :A+(A+)T AT :UAT
A" = (ATA)A" = (AA)T A" = AT(A)T A" = ATV
ahol

U _ A+(A+)T V :(A+)T A-I—
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Unicitas

Mivel a rang-faktorizacio nem egyertelma,
Igy nem nyilvanvalo, hogy a bevezetett
altalanositott inverz fogalom jol definialt-e.

Tétel. Tetszbleges A # 0 matrix esetén a
korabbi tulajdonségoknak eleget tevd A
matrix egyértelmien meghatarozott.
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Bizonyitas

Tegylk fel, hogy A" és A) egyarant eleget
tesz az elobb felsorolt tulajdonsagoknak, igy

AA A= AATA=A
A =U,A = ATV,
A =U,AT = ATV,
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A bizonyitas folytatasa

Vezessuk be a kovetkezo jeloleseket:

D=A - A

U:=U,-U,
Ekkor V=V, -V

ADA =0

D=UA' =A'V
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A bizonyitas folytatasa

Vegyuk eszre, hogy
D' =(A'V)" =VTA
(DA)' (DA)=A'D'DA=A'V' (ADA)=0

MivelX' X =0, ill. XX' =0Omaga utan vonja,
hogy X =0, igy a fenti egyenlosegbdl

adodoan
DA =0.
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A bizonyitas vege

Mivel
D" =(UAT) = AU
DD" =(DAWU' =0
gy
D=0
vagyis

A=A
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Nehany tovabbi tulajdonsag

. (A-I—)—I—:A

Valoban, hiszen
A+(A+)+ A—I— — A+
ATAAT = A"

(A) = A



Nehany tovabbi tulajdonsag

. (AT)+ _ (A+)T

Ha A = BC rang-faktorizacio, akkor A" =C'B'
szinten az. Ezert

(AT)" =(B")"(B"(B")")*((C)' C)*(C")" =

=B(B'B)*(CC")"'C=(A")".

Az utols6 egyenléség azért igaz, mert (B'B)™
és(CC")*szimmetrikus matrixok.
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Linearis egyenletrendszerek es
az altalanositott inverz

Definicio. Az Ax=b linearis egyenletrendszer
pszeudo megoldasanak mondunk minden
olyan x vektort, amelyre

| Ax—bll;=(Ax—b)" (Ax D)

minimalis. Azt a pszeudo megoldast, amelyre
az

| xlI2=x"x

minimalis, normal meqoldasnak nevezzlUik.
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Linearis egyenletrendszerek es
az altalanositott inverz

* TetszOleges linearis egyenletrendszer
esetén a normal megoldas mindig létezik
és egyerteimu.

* Az Ax=D linearis egyenletrendszer
egyetlen normal megoldasa:

X = A"D.
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Pelda
2X, + X, +2X, =3 A (2 1 2] b:(s

&l 1) 1)
9 9 Normal megoldas: _E
A+ — O l X = A+b — ﬂ
5 5
0o 2 8
. 9 \ 9
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SVD-felbontas
(Singular Value Decomposition)
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SVD-felbontas

Singular Value Decomposition
Minden Ae R™" matrix felirhat6

A=UzV'
alakban, ahol
U e R™ és e R""ortogonalis (komplex
esetben unitér), Y ¢ R™" téglalap alaku
diagonalis matrix. 2 f6atldjanak elemei (o)
az A szingularis értékei.
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Peélda

(1 2 -1
A=[-1 1 1
2 -1 2

A=UzV' =

04338 0.8925 -0.1226)3.1801 O 0 -04641 05928 -0.6581
= 01254 -0.1946 -09728] 0 22558 O 0.8425 0.5247 -0.1214
-0.8922 04066 -0.1964) O 0 16727) 02733 -0.6108 -0.7430

Az A matrix szingularis értékei: 3.1801, 2.2258, 1.6727
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SVD-felbontas

* A szingularis felbontasban az U es V
maétrixok rendre az AA' ésaz A' A

ortonormalt sajatvektorait tartalmazza.
+ Az A matrix szingularis értékei az A' A
matrix sajatertekeinek gyokei, specialisan

=Jp(ATA) =|Al.
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Szingularis ertekek

A
X1,

Valoban, hiszen

o, | X, =0, yl,<Il AXl,=] UZVTXHZZ
|2y |,<o ||l yl,=0, [ x|,

ahol

y=V'x
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Linearis egyenletrendszerek es
az SVD-felbontas

Ax=b A=UxV'

Yy =cC
I y=V'x
c=U'b




Linearis egyenletrendszerek es
az SVD-felbontas

T
Xx=VX'U'Db
ahol
z—l— — (GI-JI—) = Rnxm
. [l/o,,hai=jéso, #0
Gij = 9 oy
0, kiilonben
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Kapcsolat az altalanositott
Inverzzel

AT =VZU'

» A szingularis felbontasban U es V elemel
nem egyertelmien meghatarozottak,
de ennek ellenére A" csak egy van.
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Megjegyzesek
a szingularis felbontasrol

» A szingularis felbontas segitsegevel
mondhatni mindent ismerhetunk egy
matrixrol.

» ElsOsorban elmeéleti eszkoz.

» Kulonosen rosszul kondicionalt feladatok

megoldasaban szoktak hasznalni, ha
massal nem megy a megoldas.
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SVD-felbontas meghatarozasa
a Maple segitsegevel

* A Maple-rendszerben a szingularis

felbontast az Svd fuggveny segitsegével
kaphatjuk meg.

» Hivasakor az evalf fuggvennyel egyutt
alkalmazzuk.

evalf(Svd(A))
evalf(Svd(A,U,V))
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

* Hatarozza meg az alabbi matrix
altalanositott inverzet.

10 1 1
10 -1 0
11 0 1,
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Gyakorlo feladatok

« Hatarozza meg az alabbi matrix SVD-
feloontasat a Maple segitsegevel.

(1 2 -1
-1 1 1
2 -1 2,
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Gyakorlo feladatok

* Mutassa meg, hogy egy matrix Frobenius
normaja kifejezhet6 a szingularis
értékeinek segitségevel.
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lIrodalomjegyzek

* Mihalyké Csaba — Viragh Janos, Kbzelito
es szimbolikus szamitasok. Feladat-
gyUjtemeny, Typotex, 2011.

* Moricz Ferenc, Numerikus modszerek az
algebraban es az analizisben, Polygon,
Szeged, 1997.

» Stoyan Gisbert — Takdé Galina, Numerikus
modszerek I., Typotex Kiado, Budapest,
2002.
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Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

5. elbadas

Interpolacios
fuggvenykozelitések



Altalanositott interpolacié
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Problémafelvetés

¢« A Lagrange-interpoléciés formula:

P (X) = Zf (%)

(X Xl) (X XI 1)(X X|+l) (X X )
(Xi - Xl)"'(xi - Xi—l)(xi - Xi+1)"'(xi - Xn)

ahol L (x) =

 Hogyan irhato fel a megoldas, ha a folytonos
fuggvenyek Cla,b] terének egy véges dimenzios
< ¢,(x),9,(x),..., 9, (X) > alterében keresunk
hasonlo kozelit6 fuggvenyt?
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Altalanositott interpolacios
polinom meghatarozasa

Tekintsuk az alabbi paronként kulonboz6 interpolacios
alappontokat

X;, X5, X €]a,D0]

és T, f,,..., T fliggvényértékeket.
Hatarozzunk meg olyan

p(x) =Y e,

altalanositott interpolacios polinomot, amely eleget tesz a
p(x) =T, i=12,...,n

interpolacios felteteleknek.
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Specialis eset

* Az el6bbi problemafelvetésben a Lagrange-
Interpolacio annak a specialis esetnek felel
meg, amikor a legfeljebb n-1-ed foku polinomok

<1 X... X"t >

alterében keressuk a megoldast.

* Milyen tulajdonsagok jellemzik az interpolaciora
alkalmas altereket?
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Haar-altér

Definicio. A G n dimenzios alteret Haar-altérnek
nevezzlk, ha barmely p(x) G, nem azonosan 0
altalanositott polinomnak legfeljebb n-1 zérushelye

van [a,b]-ben.

« Haar Alfred (1885-1933) magyar matematikus, a
szegedi matematikai iskola egyik megalapitoja
volt.
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Csebisev-fele fuggvenyrendszerek

Definicio. A Haar-altér bazisait Csebisev-féle
fliggvenyrendszereknek nevezzik.

Péelda Csebisev-féle fliggvényrendszerekre:
* az {1 x,...,x”‘l} hatvanyfuggveny-rendszer,

figgvényrendszer a [0,27) intervallumon.
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Atfogalmazas

« A Haar-alteret ugy is definialhattuk volna, hogy
G Haar-alter, ha tetszoleges

< 0,(X), 95(X),.., 9, (X) >
bazisat véve az ezzel felirt tetszOleges nem

azonosan O L
p(x) = Zaigi (X)
=1

alaku altalanositott polinomnak legfeljebb n-1
zerushelye van [a,b]-ben.
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Haar-matrix

Definicid. A G altér{q,(x),q,(x)...., q,(x)}fliggvényeihez
és az X, X,,..., X, €[a,b] pontokhoz tartoz6é Haar-

matrixon a

(a(X)  G(%) ..o Gy(%))
0,(%) 0, (%) ... q,(x,)

\ql(xn) qZ(Xn) qn(xn))
matrixot ertjuk.

169



Az altalanositott interpolacios
feladat megoldasa és a Haar-alter

Tétel. AG cCla,b] n dimenziés altérre a kbvetkezbd
harom allitas ekvivalens:

() G Haar-alter.

() G barmely {g,(x),9,(x).., 9,(x)} bazisahoz és
tetszéleges X, X,,..., X. €[a,b] alappontokhoz
tartozo Haar-matrix reqularis.

(1) Az altalanositott interpolacios feladat
tetszOleges alappontok es tetszoleges

fliggvéenyertekek eseten egyertelmiien
megoldhato.
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Bizonyitas

Bizonyitas. i)=ii)
Legyen a{9.(x), 9,(x).... 9,(X)} bazisban felirt
PO =Y & g;(X)

altalanositott polinomnak n kiilénbdzé zérushelye
X1y X5,y X0 ekkor N _

p(x) :;aigi(xj) =0. (1S )= n)
A megfeleld Haar-métrixcl)t véve, igy aHa =0 homogén
linearis egyenletrendszernek (@, .- @,) megoldasa. Ez
azonban i) miatt csak a trivialis megoldas lehet, igy H
valoban regularis.
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A bizonyitas masodik resze

1) = 1i1) Adott alappontokhoz és fliggvényértékekhez
tartozo altalanositott interpolacios polinom meghatarozasa
ekvivalens az alabbi linearis egyenletrendszer

megoldasaval:
o, 0,(X) +a,9,(X) +...+,0,(X) = 1,

o, 0,(X;,) +a,9,(X,) +...+ e, 9, (%) =T,
algl(xn)+a2g2(xn)+'”+angn(xn) = fn

Mivel az egyutthatomatrix ii) alapjan regularis,igy a
megoldas egyertelmien letezik.
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A bizonyitas vege

iii)=i) Ha p(x,) =0 a paronként kulonboz6

X1, Xy Xy helyeken, akkor p(x) megoldasa az
ezen alappontokhoz és az f. =0 1=12,...,n
ertekekhez tartozo interpolacios feladatnak.
Viszont g(x) =0 is megoldas. Igy azonban,
mivel iii) szerint a megoldas egyeértelmu:

p(x)=0
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Altalanositott interpolacios polinom

Haar-alterek esetében is felirhatd az altalanositott
interpolacios polinom a Lagrange-fele
bazisfliggvények segitségével: p(x)=>_ f,L;(x)

1=1
( gl(xl) gz(xl) gn(xl) \
gl(xi—l) gz(xi—l) gn(xi—l)

detl 0,(x)  G(X) ... 9,(X)
gl(Xi+l) gZ(Xi+1) gn(xi+1)

L, (X) =

det H

\ gl(xn) gz(xn) gn(xn)) 174



Racionalis interpolacio

Adottak az n,m természetes szamok,
Xos Xi5--s X €8, 0] interpolaciés alappontok és
f, f f fuggvenyértékek. Hatarozzunk meg

17°**7 "n+m
olyan (0= p,(X)  aX"+a X" +..+a, X+a,
" Qm (X) ﬂoxm +181Xm_1 T ... +/Bm—lx+18m
racionalis interpolacios polinomot, amely eleget
tesz az

rL(%)="1 i=0L..n+m

iInterpolacios feltételeknek.
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Racionalis interpolacio

* Az interpolacios feltételek teljesulesehez
szukséges, hogy

Pn (Xi) — fiqm (Xi) =0 i=01.,n+m

legyen.

- Az @;, 3; ismeretlenekre ez egy n+m+1
egyenletbdl allo n+m+2 ismeretlenes homogén
linearis egyenletrendszert hataroz meg.
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Trigonometrikus interpolacio

Adott az n=2m+1 természetes szam, a paronként
KUIONbEZO Xy s Xy 5.y X4 €[0,277) interpolaciés alappontok
esaz f,,f,,.. f _, fuggvényértékek. Hatarozzunk meg

olyan m
s (X) = a—zo + (& coslx +b; sinlx)
=1
trigonometrikus interpolaciés polinomot, amely eleget

tesz az Sn (XI) — fi 1=01...,.n-1

interpolacios felteteleknek.
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Trigonometrikus interpolacio

« Ekvidisztans alappontokat veve
x =% k=012,..,n-1

n
« AzS, (X) meghatarozasa visszavezethetd olyan

pn (X) — /Bo +ﬁleix +182€2ix ... +ﬂn—1e(n_l)ix

un. fazispolinom keresésere, amely teljesiti
az alabbi feltételeket:

pn(xk): fk k=0L12,...,n-1
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Hermite interpolacio
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Hermite interpolacio

Adott az n pozitiv egész szam, a paronként kulonb6zo
{x, Xgpenes X.} alappontok, az pozitiv egész szamok, az
m=> m konstans és az egyes alappontokhoz tartozo

{£0,'F1 ..., £." '} értékek.

Hatarozzunk meg olyan legfeljebb m-1-ed foku

H (X)=a X" +a, X" +..+a, X+a,

Hermite-féle interpolacids polinomot, amely eleget
tesz a

1=12,..,n, J=01..,m -1

interpolacios felteteleknek.
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Specialis esetek

* A Lagrange-interpolacio
m1:m2:"':mn:1 (m=n)

« Taylor-polinom ( X, koruli)
n=1

* Hermite-Fejér interpolacio
m =2
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Egy linearis egyenletrendszer

H (X)=a, X" +a X" +.+a, X+a,

7 — ] PP ) ) )

Q'OI"IIN l T all"’ln' Tepiteepiay = f?

m—1 om—=2 — 0

aoz, oz, 4t ome1 = f,

(m—=1Dagz] *+ (m -2z >+ +amao = fi
. m—1—(1mn—1 s
(M — Dlogzy 1 m D g = fma-l

Az interpolacios probléema megoldasa ekvivalens egy
mxm-es egyutthatomatrixu linearis egyenletrendszer
megoldasaval. 189



Unicitas es egzisztencia
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Unicitas

Tétel. Tetszblegesen megadott feltételrend-
Szerhez legfeljebb eqgy azt kielegité6 Hermite-féle
Interpolacios polinom letezik.

Bizonyitas.

Tegyuk fel, hogy van olyan feltételrendszer,
amelyhez két kulonb6zd H,, (x) és H_(x) polinom
letezik. Tekintsuk az alabbi kulonbségpolinomot:

S(X) — Hm(X)_ Hm(X)
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A bizonyitas vege

Az S(x) kulonbségpolinomnak minden alappont
zerushelye, sot minden zerushely multiplicitasa
legalabb m; .

S(j)(xi) = Hrguj)(xi)_ Hé}j)(xi) = fij - fij =0
0<j<m -1

S(x)-nek tehat multiplicitassal szamolva legalabb
m zérushelye van. Masréeszt azonban S(x)
fokszama legfeljebb m-1, igy nem létezhet ket
kulonboz6 Hermite-féle interpolacios polinom.
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Egzisztencia

Tétel. Tetsz0legesen megadott feltetelrend-
szerhez letezik azt kielégitd Hermite-féle
Interpolacios polinom.

Bizonyitas.

Az unicitastetel alapjan a megoldas akkor is
egyértelmu, ha olyan feltételrendszert
veszunk, amelyhez a Ha =0homogén linearis
egyenletrendszer tartozik.
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A bizonyitas

Az egyertelmuség miatt az egyenletrendszer
egyetlen megoldasa a trivialis megoldas:
o =0.
Ez viszont azt jelenti, hogy az egyenletrendszer
egyutthatomatrixa regularis, vagyis
det H = 0.

Ekkor azonban az egyenletrendszer tetsz6leges
jobboldali ertekekkel is megoldhato.
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Hermite-Fejér interpolacio

« Specialis eset: m =2n, m. =2, vagyis minden
pontban a fuggvenyérték és az elsd derivalt
értéke van megadva.

Fejér Lipot (1880-1959) magyar matematikus, az
elsO magyar matematikai iskola megalapitoja volt
a budapesti tudomanyegyetemen.
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Hermite-Fejér interpolacio

- Allitas. A Hermite-polinom a Lagrange-féle
bazispolinomok segitségevel a kovetkezo
alakban irhato fel.

H 2N (X) —

D FP@=2(x=x)L ()L () + D FH(x=x) L (x)
=1 1=1

A bizonyitas behelyettesitéssel elvegezheto.
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Pelda az Hermite-Fejer
interpolaciora
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Peélda

Tekintsuk az alabbi Hermite-Fejér
interpolacios feladatot és hatarozzuk meg
a hozza tartozo interpolacios polinomot.

. | -1 1 2

y. | 1 -1 -29
v | 5 -7 —43
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Megoldas
m=0

oy (-1 + o, (-D* + o, (-1 + (1) + o, (1) + o, =1
a,1® +al* + o, +a,’ +al+a, =-1
0,2° +o, 2" +a,2° + a4, 2° + a2+ oy = —29
5a,(—1)" +4a,(-1)° + 3, (-1)* + 2a, (1) + o, =5
5a,1" +4a, 1’ +3a,1° + 2a,1+ a, =7

5c,2* + 4, 2° + 30,2 + 2a, 2+ o, = —43
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Megoldas

—Qyta,—0,+o,—o,+a: =1
o, +a, +o,+o+o, o =-1
32a, +16a, +8a, +4a, + 2, + ;. =—29
Sa, —4a, +3a, — 20, +a, =5
ba, +4a,+3a, + 20, +a, =—1
80a, +32a, +12a, + 4a, + ) = —43

Megoldasvektor: & = (2,—6,—4,9,1,—3).
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Megoldas

A keresett Hermite-Fejer interpolacios polinom:
H.(x) = 2x> —6x* —4x> +9x° +x -3

. | -1 1 2

yv. | 1 -1 -29
v | 5 -7 —43
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A megoldas eloallitasa Lagrange-
fele bazispolinomokkal

H2n(x)_
Zf (1-2(x—x)L' (x))LZ(x)+Zf (X — X)L (x)

(1) (x—1)éx—2) LX) = (X +1z(2x—2) ()= (x+1)3(x 1)
L0=(x-)  LW=—(x-) (=22
6 2 3
(1) - (x-1*(x-2)° 201 = (x+1)*(x-2)° 2(0) - (x+D)*(x-1)°

36 Ty



Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

Mutassa meg, hogy ha a g(x) fuggveny szigoruan
monoton [a,b]-n, akkor a

<1,9(x),9(x)..., g(X)" " >

Haar-alter az [a,b]-n.
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Gyakorlo feladatok
Adjuk meg az alabbi pontokhoz tartozo Hermite
interpolacios polinomot

yv. | 1 -1 -29
v | 5 -7 -61
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Gyakorlo feladatok

Készitsen olyan eljarast, amely Hermite
polinom eloallitasat valositja meg! Az eljaras
parameterezés Hermint(x,y,yd) alaku
legyen, ahol az x és y vektor az adott
pontok x és y koordinataibadl all, és xd az y
derivalt koordinatait tartalmazza.
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Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

6. eldadas

Kozelitések normalt linearis
terekben



Alapfeladat

Tekintsuk a V normalt linearis téernek egy n
dimenzios G alteret és rogzitsuk G-nek egy
{0,,9,,.., g, | bazisat. Tegyik fel, hogy f ev .

Feladatunk f-nek a legjobb p-= Zag alaku p*
kozeliteset meghatarozni, amelyre a
kozelités hibaja minimalis, vagyis

[t —p<|f - p|
barmely peG -re.
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Alapkerdesek

Vezessiik be a kdvetkezd jeldlést: E, (f) =inf{|f —p|| peG}.

Tehat p* pontosan akkor lesz a legjobb kozelités, ha
Ec(f)=]f-p*"

A kituzott feladattal kapcsolatos alapveto kérdések:
« Van-eolyan p*eG, amelyreE;(f)=|f —p*?

. Egyértelmu-e p*?

. Milyen tulajdonsagok jellemzik p*-ot?

. Hogyan becsulhetd E;(f)?

. Praktikusan, milyen mdédon hatarozhaté meg p*?
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Egzisztencia es unicitas
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A legjobban kozelito elem
egzisztenciaja
Tétel. A V normalt linearis tér tetszéleges f eleme-

hez léetezik V-nek az n dimenzios G alterében f-et
legjobban kbzelitd p* elem.

Bizonyitas.
E;(f) definicidjabdl kovetkezik, hogy megadhato
olyan G-beli elemekbdl allé {p, } sorozat, amelyre

Iim|[IT—py |=Eg(F)
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A bizonyitas folytatasa

A haromszog-egyenlotlenséget felhasznalva
[P [T +IIT =Py I
amibdl kovetkezoleg a {p, {sorozat korlatos.
Vegylk a p. = B9 eldallitast, és igy a {B,} =
(B, B,.... YY) Korlatos vektorsugrozatot, (a
sorozat korlatos, mert (ZBEK’Z vektornormat
hataroz meg, igy a vektornormak
ekvivalenciaja miatt van olyan y konstans,
hogy (i”zlmk>2jmﬂ||pk | és a {p, } sorozat korlatos).
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A bizonyitas vege

A {p. } sorozat korlatossaga miatt kivalaszthato
belble egy konvergens részsorozat:

By, —B*
Tekintsik a p*=» Big <G elemet! Mivel a {p }
részsorozatra

[Py, —P*[[=> 0, igy

1T =p*lI<[[T =py, [[+] Py, =P*[l=> Eo(T)

ahonnan adodik, hogy p* az f-et legjobban
kozelito elem.

207



Unicitas

Az altalanos esetben az unicitas nem garantalt, igy

elofordulhat, hogy egy elemnek vegtelen sok
legjobb kozelitése van.

Példa. LegyenVv =R%2 G=R'=<¢e,> ésf =€, Ha a
|| vektornormat hasznaljuk, akkor f-nek vegtelen
sok legjobb kozelitese van, hiszen tetszoleges
a| <1 mellett igaz, hogy

|f—oe)| =1=E(f).
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Szigoruan normalt linearis ter

Definicid. A V normalt linearis tér szigoruan
normalt, ha tetszoleges a zero elemtol
kiilbnbozo f és h elemére az

[ +h|=]f]+[h

egyenlosegbdl kbvetkezik, hogy a ket elem
linearisan fliggo.
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A legjobban kozelitdo elem unicitasa

Tétel. Ha a V lineatris tér szigortan normalt, akkor

tetszbleges f-hez legfeljebb egy G-beli legjobban
kozelitd p* letezik.

Bizonyitas.
Tegyuk fel, hogy f-hez ket kulonbozo legjobban

kozelitb elem létezik p* és p**. Ekkor a
q*=1/2(p*+p**)
IS legjobban kozelito elem lenne.
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A bizonyitas folytatasa

Valoban, ugyanis az f elemet legjobban kozelito
elemek a G altér konvex réeszhalmazat alkotjak. Ez

konnyen lathato, mivel, ha ), ¢

| f—(Ap"+(@-2)p™) = A(f -

0,1], akkor

D7) +(@-A)(f -p7) <

<Al f-p [+@-D)| f-p" =
=AE; (1) +(A-A)Es () =E;(T).
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A bizonyitas folytatasa

Ekkor 1
Ec(f)<| f—q =] f—g(p*+ P |I<

1 %* 1 %k
SEII f—p ||+§|| F—p7)l=Es(T)
ami azt jelenti, hogy teljesul az
1 1 1 1
_f_* _f_ **:_f_* _f_ * %
||2( p)+2( pP**) I ||2( p)||+||2( p**) |
egyenloseqg. A ter szigoru normaltsaga miatt

1 1
“(f-DX=a=(f —p**
2( p*) 0t2( p**)
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A bizonyitas vege
1 *\ _ E _ N**
S (F=p%) =a=(f=p™)

(1-a)f =p"—ap”
A fentl egyenlosegbol kovetkezolleg
a=1
vagyis P =p,

ami ellenkezik kiindulasunkkal.
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Negyzetes kozelitések
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Euklideszi tér

Definicio. A V linearis teret euklideszi térnek
(vagy linearis belsészorzat-ternek) nevezzlk,
ha ertelmezve van a téer tetszdleges f,h
elemeinek [f,h] belsb szorzata, azaz van olyan
...]:V xV — R leképezés, hogy

(i) [f.f]=0és ha [f, f]=0, akkor f=0,

() [f,h]=[h,1],

() [t+g,h]=[f,h]+[g,h],

(Iv) [of ,h]=a[f 0] tetszOleges CXskalarra.
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Cauchy-Schwarz-Bunyakovszki
egyenlotlenseg

Teétel. Euklideszi terben tetszbleges f és h

elemekre
[f.h][<VIf, f1V[hh]

Bizonyitas.

0<|f —th, f —th|=[h,h|t> —=2t[ f,h]+[f, f]

Az elOobbi egyenlotlenség minden t-re teljesul,
ami csak ugy lehetséges, ha a t-re masodfoku
fuggveny diszkriminansa nem pozitiv. 216



A bizonyitas vege
A([f,h])? —4[f, f][h,h] <O
[f,h]? <[f, f][h,N]

[f,h] <JIf, f1JIhh]




Norma szarmaztatasa
belsd® szorzatbdl

Tétel. Az |[f|=+If.f1definicioval adott ||:v —>R’
lekepezessel V normalt vektorter.

Bizonyitas.

a)|f]=o
(1) tu
D)o | =

. és halfl=0, akkor f=0 a bels0 szorzat

ajdonsaga miatt,
o|f| a (iv) tulajdonsag miatt,
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A bizonyitas vege

c) a haromszog-egyenl6tlenseg a Cauchy-
Schwarz-Bunyakovszkij egyeni6tlenseg
segitsegevel bizonyithato.

| +h|" =[f +h, f+h]=[f, f]1+2[ f,h]+[h,h] <

<[f, £1+2f[Jh[+Th,h1= (| ]+ ]

[f+h] < f(+h]|
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Euklideszi tér

Teétel. Minden euklideszi téer szigoruan normailt.

Bizonyitas. Ha f és g a ter ket tetszdleges 0-tol
kulonbozo eleme, akkor az alabbi egyenlosegek es
egyenlotlenségek teljesulnek:

| f+gl°=[f +qllf +gl=[f, f1+2[f,g]+[g,g]<
I +210F gll+l gl <A Fl+1gD”

Itt vegig egyenlosegek viszont csak ugy allhatnak,
ha f és g linearisan fuggok.
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,Geometriai’ jellemzés
a legjobban kozelito elemre

« Euklideszi terekben a p* legjobban kozelito
elemre ,geometriai’ jellemzes adhato. Az
euklideszi vektornormaval ellatott vektorter
esetében ez annak a szemléletes tenynek felel
meg, hogy f-et legjobban éppen a G altérre valo
meroleges vetulete kozeliti.

Tétel. Legyen V tetszbleges euklideszi ter, G a V
altere és f V-beli. A G-beli p* akkor és csak akkor
lesz f legjobb kbzelitése, ha

[f-p*,g]=0 barmely G-beli g-re.
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Bizonyitas/Szuksegesseg

Indirekt uton bizonyitunk. Legyen p* legjobban
kozelité elem. Tegylk fel, hogy van olyan JeG |,

amelyre [f -p* g]=f#0. Tegyuk fel, hogy | g[=1.

Legyenp™ =p +f-g. Ekkor

| f—p™I° <l f—p" — o=
=[(f-p")-B9.(f —p") -] =
= f—p"|I* -28[f - p", 9]+ B’

Ami ellentmondas, hiszen ak
kozelités lenne.

glI* =l f—p" | -p°

KOr p** meg jobb
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Bizonyitas/Elegsegesseg

Tegyuk fel, hogy [f-p*,g]=0, barmelyg € G. Legyen
g=p*+h, valamilyen alkalmas G-beli h elemmel.

Ekkor

| f-g|
= [(f -

= f - pr ==

) —h, (f —

=[f-p", f-p']+[

Tehat valoban p* adja a legjobb kozelitest.

0")—h]=

L hl= f=p P +Ih
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Ket kovetkezmeny

Kovetkezmeény. Eqy euklideszi ter (linearis
belsbszorzat-ter) tetszbleges elemenek pontosan
eqgy legjobb kozelitese letezik.

Kovetkezmeny. A p* elem pontosan akkor
lesz f legjobb kbzelitése, ha

[f-p,0.]=0 (i=12...,n)
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Gram-matrix

Ha p —Zakgk akkor az el6bbi feltétel ekvivalens
azzal, hogy az (a,a,..,a,) vektor az alabbi
normalegyenletek megoldésa'

Zak[gk gl=[f.g]1 (i= ,n)
A rendszer alabbi matrixat a (9l 92 ----- gn) bazishoz
tartozo Gram-matrixnak nevezzuk.

[91’91] [92’g1] [gn’gl]
[0:,9,] [9,.9,] - [9,,9,]

[0.,9.] [9..9.] ... [9,.9,]
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Eszrevételek

« Valos V tér esetén a bels6 szorzat szimmetriajabal
kovetkezik, hogy G szimmetrikus, sot az is bizonyithato,
hogy pozitiv definit matrix. A kozelités hibajara ekkor az
alabbi adodik: (E ()2 =[f-p’][f-p’]=

=[f, f1-[F, > a9 )=l F I -2 el 0]

« Ha G valamely ortonormalt bazisara irjuk fel a
normalegyenleteket, akkor az egyutthatomatrix az
egységmatrix lesz. Ekkor «; =[f,9;]. (i=12,...,n)

« Ha G egy ortogonalis bazisara irjuk fel a
normalegyenleteket, akkor

o =00 G112 n)
[9;,0;]
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Eszrevételek

* Véges n dimenzios euklideszi terekre a legismertebb
példakat az R" terek adjak, s6t barmely n dimenzids
euklideszi tér izomorf R"™-nel.

« Az alkalmazasok szempontjabol legfontosabbak azok a
fuggvényterek, ahol a tartohalmaz elemei adott
tulajdonsagu fuggvenyek. Itt a bels6 szorzat fogalmat
legtobbszor valamilyen integralfogalombdl vezetik le.

Példa. Vegyuk az [a,b] intervallumon Lebesgue szerint
négyzetesen integralhato fiiggvényekL,[a, b]terét. Két elem
belsO szorzatat az alabbi integral adja:

[f (0, 9001 = f()g(x)dx
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Egyenletes konvergencia

Teétel. Ha folytonos fliggvényekbdl allo f.(x)
fliggveénysorozat egyenletesen tart f(x)-hez
[a,b]-n, akkor teljesil az euklideszi terbeli

konvergencia Is: '
[f -1, = [(F (0 - f,(x))*dx >0

* (Emlékezteto: (f,) sorozatra azt mondjuk
egyenletesen konvergal f-hez, ha minden
pozitiv £-hoz letezik egy n,e N Ugy, hogy
minden xeD; és mindennxn,-ra |f,(x)-f(x)|<e .)
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Egyenletes kozelitesek
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Csebisev-approximacio

* Az f eC[a,b] folytonos fuggvenyt kozelitjuk
egy rogzitett 6=<g,(x.9.(....9,(0 > alterben
felirhatorm =20 alaku altalanositott
polinomokkal.

* AC[a,b]-t azonban mint normalt linearis
teret tekintjuk a

l903)].,, = max | g(x)]
maximum- vagy mas neven Csebisev-
normaval. Ezt a kozelitést egyenletes vagy

Csebisev-approximacidénak nevezik. 230



Unicitas

Példa. Az f (x)=1és g(x) = x fuggvények a C[-1,1]
ter elemel. Konnya latni, hogy

2=[fx)+g)| =|f )| +|lg(x)|| =1+1
viszont az f és g megsem linearisan fuggok, hiszen
nem teljesul az f(x)=ag(x) , vagyis a tér nem
szigoruan normailt.

Az unicitas pontosan a Haar-alterek eseteben
teljesul.

231



Alternalo sorozat

Definicio. Aza<Xx <X, <..<X, <X, <b értékek az
f(X) fuggvényp(x) € G kézelitésének (n+1) tagu alternald
sorozatat alkotjak, ha

sgn e(x;,,) = —sgn e(x,)
barmelyl <1< n, vagyis az e(x)= f(x)-p(x) hibafiiggvény
a szomszedos helyeken mindig ellentetes elgjeld. Az X; -k
optimalis alternalo sorozatot hataroznak meg, ha meg

[e(x;) I=ll e(x) ..

is igaz minden 1<i<n+1-re.
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Korlat a legjobb kozelités hibajara

Tetel (de la Vallée-Poussin). Legyen a p(x)
kOzelites eqgy tetszoleges alternalo sorozata

lkor a<X <X <..<X <X.,<h
min [e(x)|< Eq(f)<|e().
<i<n+l

* |tt kUlonosen az also korlat igen hasznos, mivel
a segitsegevel meg tudjuk itelni, hogy mennyire
jO az adott kozelito fuggveny. A felso korlat
kovetkezik E; () definiciojabal.
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Csebisev tétele

Tétel. A p"(x) eG fliggveny pontosan akkor
kbzeliti egyenletesen legjobban f(x)-et, ha
megadhato hozza olyan a<x <x,<..<x <X ., <b.
alternalé sorozat, hogy | e(x) I=ll e(X) .. minden
1<i1<n+1-reés

sgn e(X;,;) =—sgne(x;) 1<i<n
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Peélda

Példa. Mi lesz az f(x) eCla,b] folytonos fluggvényt az
[a,b] intervallumon egyenletesen legjobban
kozelité konstans fuggveny?

Megoldas.

Csebisev tetele szerint az

1( min £ (x)+ max f (x))

2 xe[a,b] xe[a,b]

konstans fuggveny, ugyanis ennek van ket
optimalis alternal6 pontja: a és b.
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

 Igazoljuk, hogy egy normalt linearis ter
akkor és csak akkor euklideszi ter, ha
barmely f és h elemeére teljesul a

| f+h1"+1f=h*=2( f1*+]h]°)

egyenloséqg.
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Gyakorlo feladatok

 lgazoljuk, hogy az

||x||p=r\>/i|x,- ’ 0>1

normaval ellatott R" linearis tér akkor és csak
akkor linearis belsbszorzat-tér, ha

p=2.
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Gyakorlo feladatok

« Hatarozzuk meg az f(x)=In(x+1) valos
fuggvenyt a [-0.5,0.5] intervallumon
egyenletesen legjobban kozelito elsofoku
polinomot.
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lIrodalomjegyzek
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Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

/. elobadas
Linearis egyenletrendszerek
megoldasa iteracioval,
relaxacios modszerek



Matrixok regularis szetvagasai

Definicié. Az A matrix egy reqularis szetvagasan,
A-nak egy

A=R-S
alakban valo felbontasat értjik, ahol R regularis
matrix.

A tovabbiakban feltesszuk,hogy A erésen regularis
matrix, vagyis olyan regularis matrix, amelynek a
féatlojaban nincs 0.
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Ekvivalens atalakitas

Alapotlet: A kiindulasi
Ax=a

linearis egyenletrendszert ekvivalens modon
hozzuk

X=Bx+Db
alakra. EbbOl a celbdl tekintsuk a kiindulo
egyenletrendszer A egyutthatomatrixanak
egy R-S alaku regularis szétvagasat.
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Ekvivalens atalakitas

AX = a
(A=R-5)
(R-S)x=a
RX=SXx+a

X=R"'Sx+ R™"a



Ekvivalens atalakitas

X=R'Sx+R"a B=R'S
X=Bx+Db b=R™"a

R és S meghatarozasat az A=D-L-U alaku eldallitasban
szerepld D diagonalis, L also triangularis és U felso
triangularis matrixok segitségével hatarozzuk meg.
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o an2
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Jacobi-iteracio

Tekintsuk az
R=D, S=L+U
regularis szétvagast. Ekkor
B, = D (L+U)
b, =D"a

lteracios formula:
x =D7(L+U)x_,+D™a
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Gauss-Seldel-iteracio

Tekintsuk az
R=D-L, S=U
regularis szétvagast. Ekkor
B, =(D - L) U

b, =(D-L)"a

lteracios formula:
x =(D-L)"Ux_,+(D-L)"a
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Gyakorlati szamitasok

Jacobi-iteracio:

e (S S

j=i+1

Gauss-Seidel-iteracio:

1
k+1 k+1
AN =T X Za”xj —4

)= j=1+1
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Relaxacios modszerek

250



Relaxacios parameter

A=D-L-U

o {2

) > O valos parameter, az un. relaxacios parameter

251



Jacobi-fele relaxacios modszer
» A Jacobi-iteracio kiterjeszteése.

Tekintsuk az

RziD
@
1
S=L+U+(—— jD
@

regularis szetvagast.
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Jacobi-féle relaxacios modszer

By (0) =wD1(L+U : (1 1ij
4,

-1
b, =wD "a

lteracios formula:

Xn — BJ (w) Xn—l T bJ (w)
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Szukcessziv tulrelaxacios modszer

* A Gauss-Seidel-iteracio kiterjesztese.

Tekintsuk az 1
R=—D-L
Q)
S=U +(£— jD
0,

regularis szetvagast.
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Szukcessziv tulrelaxacios modszer
Bs/.) =(D—al) (el +(1-w)D)
s, =(D—Lw) a

lteracios formula:

Xn — BS(a)) Xn—l T bS(a))
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Elnevezések

Jacobi-iteracio: J-moédszer
Gauss-Seidel-iteracio: S-modszer
Jacobi-féle relaxacios modszer: JOR-
modszer

Szukcessziv tulrelaxacios modszer: SOR-
modszer
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Konvergencia-kriteriumok
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Konvergencia-kriterium

Erosen regularis egyutthatomatrixu Ax=a
linearis egyenletrendszerre a JOR- vagy
SOR-modszer akkor és csak akkor
konvergens, ha 0o(B) <1.(B az iteracios
formulaban szerepl6é matrix.)

A spektralsugarra vonatkozo feltétel azzal is
helyettesitheto, hogy van olyan matrixnorma,
amelyben a B matrix értéke 1-nél kisebb.
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Relativ konvergencia-kritérium

Tétel. Legyen

AXx=a

egy erosen reqularis egyutthatomatrixu linearis

egyenletrendszer.
akkor tetszbleges

la a J-modszer konvergens,

O<w<l

relaxacios parameéterre a JOR-modszer Is

konvergens lesz.
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Bizonyitas

Azt fogjuk megmutatni, hogy
(B, )<1.

Nem nehéz belatni, hogy
B, =@B; +(1-w)l.
Ha B sajatértékei 4,,4,.... 4, . akkor viszont
B,., 44 (1=i=n)sajatértékei felirhatok
U, =i +1-w
alakban. 260



A bizonyitas vege

lgy azonban

‘,ui‘:‘a)ﬂ, +1—a)‘£‘a)ﬂi‘ | ‘1 a)‘
:a)‘ﬂi‘+1—a)<a)-1+1—a):1

vagyis B, spektralsugara 1-néel kisebb,
iIgy a JOR-modszer is konvergens.

261



A relaxacios parameéter

Tétel. Minden o > 0relaxacios paraméter
eseten
1- o} < p(B, () )

Bizonyitas. Vegyuk eszre, hogy B,
féatlojaban minden elem 1-w, hiszen

B, =®B; +(1-w)l
B, =D (L+U).
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Bizonyitas
Ekkor viszont, ha B, sajatertekei 4,,4,.... 4,

akkor
tr(B;.,)) =n(l—w)
és ez azt jelenti, hogy

i w\<ZM <np(B,,))

amibol a blzonyltando egyenlotlenseg n-nel
valo leosztassal kovetkezik.
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A relaxacios parameéter

Tétel. Minden o > 0relaxacios paraméter
eseten
1-o) < P(BS(w))

Bizonyitas. Hatarozzuk meg a B, matrix
karakterisztikus polinomjanak a 0 helyen
felvett ertéket.

pBS(w) (0) = det(BS(a)))
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Bizonyitas
P, (0) = det(Bs,,)) =det(D - L) det(wU + (1— w)D)
1
detD
Mivel p,, (0)egyben a Bg,, sajatértékeinek

szorzata s, igy .
[T4=0-o)

(1-w)"detD=(1-w)

Ebbdl i
1- a)\ = HM‘ = (P(BS(w)))n
=1

kovetkezik, amibol n-dik gyokot vonva a
bizonyitando egyenlotlenseget kapjuk. s




Egy szukséges feltetel a
konvergenciahoz

Az el6bbi tetelek folyomanya, hogy a relaxacios
modszerek esetén a konvergencia szukséges

feltetele, hogy a relaxacios parameter 2-nél kisebb
pozitiv szam legyen.

1-| < p(BJ(w)) 1-o0|< P(BS(a))) p(B) <1
1-w|<1

O<w<?2
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Konvergencia-tételek
specialis matrixokra
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Konvergencia-tételek diagonalis
dominans matrixok eseten

 Ha az A egyutthatomatrix diagonalis
dominans, akkor mind a J-modszer, mind
az S-modszer konvergens.

* Hasonlo feltétel mellett a JOR-modszer is
minden 1-nel kisebb pozitiv relaxacios
parameterre konvergens.
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Konvergencia-tetelek pozitiv definit
egyutthatomatrix eseten

» Ha az A egyutthatomatrix pozitiv definit,
akkor az S-modszer mindig konvergens.

« Hasonlo feltetel mellett a SOR-modszer is
mindig konvergens lesz, 2-nél kisebb
pozitiv relaxacios paraméterrel.
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Optimalis relaxacios parameter

Tétel. Tegylik fel, hogy a B, matrix minden

sajatérteke valos és 1> A4, 24, =2...2 4.

Ekkor az 5

T2 (A +4,)
ertekre a JOR-modszer konvergens.

Ha @ # @ ~akkor

P(B; ) < P(By()-
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Megjegyzeés

®*-ra is teljesiil a relaxaciés paraméterre vonatkozo
azon szukseges feltétel, miszerint az csak 2-nél kisebb
pozitiv szam lehet. Ehhez elég azt meggondolni, hogy a
B, féatlojaban minden elem 0, igy a matrix nyoma, és
egyben a sajatertekek osszege is O kell, hogy legyen.

Osszevetve ezt a tételnek a sajatértékekre vonatkozo
feltételevel, kovetkezik, hogy

A, >0 L, <0

n
Ekkor viszont all az is, hogy

A <1—Mk, vagyis @< 2



Bizonyitas
Mivel
igy a B;,, matrix
Hi = ok +(1- o)
sajatertekeire
2y 2 2
IS teljesul.

lgy  p(B,,,,) =max(|z||))
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Bizonyitas
2 g2 ok
2_(7\’1+7\‘n) 2_(7\‘1+7\‘n) 2_(7\‘1+7\“n)

2 2 A, — A,
A, +1- = .
2— (A, +2A,) 2—(A+A,) 2—(A,+A,)

*

W=

*

Moo =

*

= —Ml

Tehat

MRy 2a=(ythy) 2=hy =Dy
“2 0

PBuon) =M bl = oy T 20, + ) -

vagyis a JOR-modszer konvergens.
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Bizonyitas
Definialjuk az
f,(@) 9 (4 ~Do+1

fuggvenyeket, minden 1<i<n -re.
Az optimalis o™ ertéket, vagyis ahol a B,
spektralsugara minimalis az

o* =minmax( f,(w), f. (w))

>0

keplet hatarozza megq. Itt a maximum akkor
lesz minimalis, ha f.(o)=f,(®) .
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A bizonyitas vege

(4 -Do+1) = (4 ~Do+1
B 2
U2 ()
la w* < w ,akkor p(BJ(a))) =T, (0) > T (0*) = IO(BJ(a)*))

Ha «o<o* ,akkor IO(BJ(a))) = f (@) > T (™) = IO(BJ(a)*))
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

* Vizsgalja meg a negy iteracios modszer
konvergenciajat az o valos parameter
kulonboz0 értekeire az alabbi egyutthato-
matrixu linearis egyenletrendszerekre.

(2 1 a)
1 2 «o
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Gyakorlo feladatok
 |gazoljuk, hogy
B () =@B; +(1-w)l.
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Gyakorlo feladatok

lgazoljuk, hogy ha B, sajatertekel

As Aoy A

akkor B, sajatertekei eloallnak a kovetkezo
alakban:

i =wl +1-w (1<i<n)
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lIrodalomjegyzek
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Kozelitd es szimbolikus
szamitasok haladoknak

8. eléadas
Nemlinearis egyenletrendszerek
megoldasa, fixpontiteracio és a
Newton-modszer valtozatai



Nemlinearis egyenletrendszerek
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Nemlinearis egyenletrendszer

F (X, X, ,.0..,X ) =0
F, (X, X,,...,X. ) =0

F (X, X,,...;X. ) =0

F:R" >R (1<i<n)
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Nemlinearis egyenletrendszer
+ Témédrebb irasméd
F(x)=0
F:R" >R
F(x)=(F(x), F,(X),.., F,(X))
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Hany megoldasa lehet egy
egyenletrendszernek?

* Linearis egyenletrendszer eseten 0,1 vagy
vegtelen sok.

* Nemlinearis esetben akarmennyi.

Példa. Az alabbi egyenletrendszernek a
parameterek alkalmas megvalasztasaval
barmennyi gyoke lehet (0,1,2,3,4,...végtelen

SOK). ox, + X, +y =0
sin X, — X, =0
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Nemlinearis egyenletek

gyokeinek kozelitése
* Newton-modszer (erinto-modszer)

f(x) =0
()
n+1 n fl(Xn)

* A Newton-modszer iteracios formulaja
nemlinearis egyenletrendszerek
megoldasara is hasznalhato. Ehhez
azonban szukségunk van a derivalt
fogalmanak egy altalanositasahoz.
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Derivalt

Definicié. AzF :R" — R" leképezés
(Frechet-)differencialhato az x* helyen, ha
létezik olyan A € R™" matrix, amellyel

IImH F(X +h)_F(X )_AhH —0
-0 (i

Az A matrixot az F faggveny x*-bell
derivaltianak nevezziik es F’(x*)-gal jelOljUk.

287




Derivalt fuggveny

Definicio. Az F faggveny differencialhato az
O

D < R" halmazon, ha barmely x* « Dhelyen

létezik F'(X") .Ekkor az

O
F'(X):DcR" — R™

az (elsé) derivalt figgveny.
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Megjegyzeés

Az m=n=1 specialis esetben a differencial-
hatosag szokasos definiciojaval ekvivalens
fogalomhoz jutunk.

'hi”@“ F(x” +h)—|‘:r(]>‘<*)—F'(X*)h\ _

0

* A bevezetett derivalt szorosan kapcsolodik
a parcialis differencialhatosaghoz.
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Megjegyzeés

« Ha F’(x”) letezik, akkor egyertelmd, és
megegyezik a parcialis derivaltak
helyettesitesi értékeibdl allé Jacobi-

matrixszal (m=n esetén):

a, = ok (X")
b ox

J
1<1,)<n
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Peélda

Hatarozzuk meg az alabbi fuggveéeny derivaltjat.
X + X
FIRP SR R[S
A derivalt fuggveny:

E () — £2x1 1 Oj

0 11
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Fixponttetelek, fixpontiteracio
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Fixpont

Az F(X) =0 egyenletrendszert hozzuk
ekvivalens modon a kovetkezo alakra:

. X=G(x).
A fenti egyenletrendszer megoldasai a G
fuggveny fixpontjal.

Az eredeti egyenletrendszer megoldasanak
problemajat fixpontok meghatarozasara
vezethetjuk vissza.
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Kontrakcio

Definicio. Legyen D < R"nem dres halmaz.
A G:R" > R" leképezes kontrakcio D-ben,
ha létezik olyan O < x <1 kontrakciés
konstans, hogy barmely u,v € D -re

IGU)=G(v) [=x|lu=v].

A kontrakcios konstans valasztasa nem
egyertelmu és fugghet a normatal is.

* A kontrakciobol kovetkezik a folytonossag,,




Kontrakcio es fixpont

* Ha G kontrakcio D-ben, x, € D es az

n+1 _G(X )

képlettel definialt {x_}sorozat minden tagja
D-ben van, akkor {x_} Cauchy-sorozat.

+ Legyen D — R" nem iires zart halmaz és a

G : D — D fliggvény kontrakcio D-ben. Ekkor

G-nek pontosan egy x* fixpontja van D-ben.

(Banach-féle fixponttétel véges dimenzios vektorterekre

vonatkozo specialis esete.)
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Brouwer-fele fixponttetel

* LegyenD c R"nem ures korlatos zart halmaz

és a G: D — D fliggvény folytonos D-ben.
Ekkor G-nek van x* fixpontja D-ben.

* Az egyertelmlUség meg az egydimenzios
esetben sem all fenn. PI. a[0,1] —[0,1]

identikus leképezesre minden [0,1] pont
fixpont.
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Egyenletrendszer megoldasa
fixpontiteracioval
Feladat: Az F(x)=0 x* gyokenek kozelitese.

Eljaras: Hozzuk ekvivalens atalakitasokkal
az egyenletrendszert x=G(x) alakra,
valasszunk alkalmas X, kezdoeértéket és
képezzik az X, , = G(X.) iteracios
sorozat tagjait.

A G fuggvényt iteracios fuggvenynek
nevezzuk.
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Globalis es lokalis konvergencia

» Az iteracio globalisan konvergens, ha
tetszOleges kezdoerteket valasztva a
megoldashoz tart az iteracio sorozat.

* Az iteracio lokalisan konvergens, ha a
gyoknek van olyan kornyezete, hogy abbadl
tetszOleges kezdoelemet valasztva, az
iteracio sorozat nem lep ki es tart a
megoldashoz.
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Ostrowski-tétel

Legyen G:R" — R"leképezes, x*a G
fixpontja. Ha G differencialhato x*-ban és a
G’(x*) derivalt matrix spektralsugara kisebb
mint 1, akkor az iteracio lokalisan
konvergens.

* A tetel kétfele ertelemben is lokalis: 1)
lokalis konvergenciat mond ki, 2) csak
lokalis differencialhatosagot kovetel meg.
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A Newton-modszer és valtozatal
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Newton-modszer

* Tekinthet6 ugy, mint a fixpont-iteracio
specialis esete, amikor a G iteracios
fuggvenyt igy definialjuk:

G(x) = x~(F'(x)) "F(x)
* A Newton-modszer iteréciéslformuléja:
Xn+1 — Xn _(F (Xn)) F(Xn)
* A modszer akkor alkalmazhato, ha
F(X)

nem szingularis. 301



Peélda

» Kozelitsuk a Newton-modszerrel az
alabbi egyenletrendszer egyik megoldasat
a (-0.6, 0.6) pontbadl kiindulva.

x> —3xy° =1
3X°y—y° =0
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Megoldas

Xr?_yr? _2Xnyn)

A Jacobi-matrix és inverze: J (Xn, yn) = 3[ 5 9
2Xn yn Xn o yn

_ 1 X2—y2  2Xy
J 1 X | )= n n nsn
o) 36y [—anyn xr?—yﬁ]

(-0.6000,0.6000) A kezdbertektbl fuggden az eljarassal kozelithetbk
(-0.4000,0.8629) az egyenletrendszer megoldasai:
(-0.4998,0.8660)

(-0.5000,0.8660) ( 1 \@J[ 1 \Ej (1,0)

(-0.4999,0.8660)
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Megjegyzeés

« A gyakorlatban az invertalast elkerulik az
alabbi modon:

Sn = Xn+1 o Xn
F'(x,)s, =—F(X,) (lin. egyenletrend.)
Xn+1 — Xn T Sn

Vesd 0ssze a fentieket az iteracios keplettel:
Xn+1 — Xn o (F|(Xn))_1 F (Xn)

304



Lokalis konvergencia tetel
(Baluev tetele)
Legyen F: R" — R" leképezés és X~ az
F(x) =0 egyenletrendszer megoldasa.
Tegylk fel, hogy megadhaték olyan £,7,0,0>0

konstansok, hogyo =p8y/2, o<1, F
folytonosan differencialhaté S (x™)-ban,

tovabba

a) || (F'(x))™||< B, barmelyx € S, (X")-ra

b) || F'(u)—F"'(V) ||< 7 ||u—V|| barmely
u,veS;(x") -ra. .




Lokalis konvergencia tetel
(folytatas)

Ekkor tetszéleges X, € S;(X") kezd6értéket
valasztva képezheto az

Kns1 = Ay _(FI(Xn))_lF(Xn)

keplettel definialt iteracios sorozat, és a
kdvetkezdket teljesiti barmely n > 1 -re:

az iteracio lokalisan konvergens, azaz
() Xn € S55(X)

(i) X, > X és X 'az F(x)=0 egyetlen
megoldasa az S;(X") kérnyezetben, o6



Lokalis konvergencia tetel
(vege)

tovabba erveényesek az alabbi
hibabecslések (€, = X —X 3 hibavektor):

iy Je, I<ole, |’
1

iv) e l<=(clel?”
O

307



Megjegyzesek

* A konvergencia rendje legalabb 2.

* A Newton-modszer intervallumos valtozata
(intervallum aritmetikan alapul6
Kiterjesztése), hasznalhato matematikai
allitasok szamitogeéepes bizonyitasara,
ahogyan mas fixpontiteracidos modszerek is.

« Szamitdogépes bizonyitasok (négyszin tétel,
Kepler-probléma, korpakolasi feladatok)
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Globalis konvergencia tétel

Legyen az F:R" —» R" fuggvény folytonosan
differencialhato és konvex R" -ben. Tegyik
fel, hogy az F(X) =0 egyenletrendszernek
létezik X* € R" megoldasa, F'(X) regularis

S (F'(x))*>0

R"“ben mindeniitt.
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Globalis konvergencia tétel
(folytatas)

Ekkor az x* megoldas egyértelm(, és
tetsz6leges X, € R" kezdéértéket valasztva

a Newton-modszerrel szamolt

Knsg = Xy — (FI(Xn))_l - (Xn)
iteracids sorozat X -hoz konvergal.
A konvergencia monoton:

X <X ,,<x (=1

n+1 —
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A Newton-modszer valtozatal

« Egyszerusitett Newton-modszer. A Jacobi-matrix minden
elemének minden Iépésben szukseges ujraszamolasat
kerulhetjuk el vele, mivel csak az indulaskor szamitjuk ki a
parcialis derivaltakat. Az egyszerUsitett Newton-modszer
konvergencia tétele alapjan a konvergencia rendje legalabb

linearis.
Xn+1 — Xn - (F'(XO))_1 F(Xn)

« Kvazi-Newton modszerek. Felfogathatok ugy is, mint a
nemlinearis egyenletek gyokenek a szel6-maodszerrel torténd
kOzelitésének egyfajta altalanositasai.
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Derivalas szamitogéppel

* Derivalas ,kezzel”, vagy szimbolikus
szamitasokat segitd programmal (pl.
Maple, Mathematica, Matlab)

* Numerikus derivalas ( o kicsi)
f(x+0)— f(X)
o

« Automatikus derivalas

F'(X)
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Automatikus derivalas

« Egyutt szamoljuk az adott fuggvényre
Ismert kiszamitasi eljarast az egyes
muveletekhez tartozo derivalasi
szabalyokkal.

« A valtozohoz egy elempart rendellnk,
amelynek elso0 komponense a
fuggvenyeérteknek, a masodik a derivalt
értékenek felel meg.
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Példa
f(x)=(x=1)2 f'(2)="

Az x valtozoéhoz hozzarendeljuk a (2,1)

szampart. Itt 2 a helyettesitesi ertek, 1 az x-
nek x szerinti derivaltja.

(2,1)-(1,0)=(1,1) (Az (1,0) az 1-es értékhez tartozik.)
(1,1)x(1,1)=(1,2) az eredmeény.

(Itt a masodik komponens kiszamitasanal
hasznaltuk az (fg)'= f'g+ fg' 0sszefuggest.)

314



Fuggvenyminimalizalas

» Tobbvaltozos f fuggvény stacionarius
pontjainak meghatarozasahoz nemlinearis
egyenletrendszert kell megoldanunk.

Stacionarius egyenletrendszer:
F(x)=Vf(x)=0

A Newton-modszerben szereplo F derivaltja,
f Hesse-matrixaval egyezik meg:

F1(0) = VE F () =| S0
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

 Mutassa meg, hogy az alabbi lekepezes
kontrakcio a megadott halmazon.

(1 ey
<
G(Xl’xz): 1, ,
— (X, —X;)
6?7

D = {(%,, X,) [ 0< X, X, <1}
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Gyakorlo feladatok

« Kozelitse Newton-modszerrel az alabbi
nemlinearis egyenletrendszer megoldasat.

sin(