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0 Altalanos tudnivalék

9 Alapismeretek, szoftverek
@ TpXcsomagok

@ Elsnyodk, hatranyok

@ Telepités

@ Szerkeszt§ programok
@ Ajanlott oldalak

Alap dokumentum elemek
@ Hell6 vilag
@ Csomag, blokk, kérnyezet

Dokumentum elemek

@ Bekezdés

@ Tabulatorok

@ Felsorolasok, listak

@ Szél-, labjegyzet, idézet
@ Tablazatok

@ Dobozok

@ Hasabok

e Dokumentum felépitése
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Altalanos tudnivalk

Félév felépitése

o Matematikai dokumentumkészités IATEX nyelven.
o Matematikai dokumentumok webes megjelenitése.

o Matematikai feladatmegoldas Maple segitségével.
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

Szovegszerkesztés TEX nyelven

e A TgX a nyomdaszat "assemblere".
@ Nagyon j6l makrézhaté.
o El6re elkészitett makrécsomagok.
e plain TEX
o AMS-TEX
o WTEX
Altalanosan elfogadott a IATEX lett. Jelenleg az 1994-ben meg-
jelent IATEX2, hasznéljuk. Azéta tobb csomaggal béviilt.
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

Elénydk
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Professzionalis tipografia.

Egyszerii, kdnnyen megjegyezhetd nyelv.
Platformfiiggetlen.

Kis méreti forraskéd.

Ingyenes.
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

Hatranyok

Hibak javitasa nehéz, sok "alhiba".
Az elsé néhany dokumentum elkészitése hosszi id6be telhet.
Készités kdzben nem lathatd, mit is csinalunk.

Uj stilus kialakitasa bonyolult.
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

Telepités

@ Windowsos kdrnyezetben a legaltalanosabban elterjedt TEX prog-
ramcsomag a MikTeX. Letdlthets:
www.miktex.org

o Telepitése kétféleképpen lehetséges, Basic, illetve Complete mé-
don. Javasolt a Complete (Net installer). Ut6bbihoz €16 halézati
kapcsolat sziikséges a telepités soran.

o TEX/IATEX file-ok mar fordithaték ekkor.

o A TEX/IATEX file-ok szerkesztésére tobb eszkoz is rendelkezésre
all.
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

Telepités Linuxos kdrnyezetben

Barmelyik disztibacidban telepithets.
Telepité cd-n, dvd-n rajta vannak a telepité csomagok.

A TEX/IATEX file-ok szerkesztésére itt is barmelyik szévegszer-
keszt6 hasznalhaté.

@ A népszer(i emacs program TgX-es verzidja.
http://www.xemacs.org/
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

TEX szerkeszt6k

Onmagukban nem forditanak, csak szerkeszteni lehet a fajlokat.
o Szbveges fajlok, szerkeszthetsk akar Jegyzettdombben is.
o A MikTeX sajat szerkesztéke a TeXwords.

@ Kannyen, j6l hasznalhaté program a TexnicCenter. Letdlthetd:
http://www.texniccenter.org/

o Telepitését a MikTex telepitése utan javasolt megtenni.
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

A LyX szerkeszté

o Masik lehetdség TEX fajlok szerkeztésére a Lyx. Letdlthets:
http://www.lyx.org/

o Ez a szerkeszt6 WYSIWYM tipust, de nem tex file-okat hoz
|étre, hanem lyx projekteket.

o Képes tex fajlokat is megjeleniteni.
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TeXcsomagok
Alapismeretek, szoftverek Elénydk, hatranyok

Telepités

Szerkeszt8 programok

Ajanlott oldalak

Ajanlott oldalak

o TgX linkgydjtemény
http://latex.lap.hu

@ Mini tanfolyam
http://www.komal.hu/forum/forum.cgi?a=tk

e BME math IATEX
http://www.math.bme.hu/latex/
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek Csomag, blokk, kdrnyezet

Alap IATEX dokumentum

\documentclass[opcid] {dokumentumosztaly neve}}
deklaracidés rész

\begin{document}}

dokumentum torzse
\end{document}}
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek Csomag, blokk, kdrnyezet

Elsé IATEX dokumentum

A Hell6 vilag! minden formazas nélkiil:

\documentclass{article}
\begin{document}
Helld vilag!

\end{document}
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek g, B, (&

Csomagok

Amennyiben az alaputasitasokon kiviil szeretnénk hasznalni ajabb
utasitasokat, akkor sokféle csomagot vehetiink igénybe.
@ Deklaraciés részben kell megadni a hasznalni kivant csomagokat
a kovetkez§ utasitassal:
\usepackage [opcidk] {csomag nevel}
@ Opciébdl lehet tobb is, ekkor vesszével elvalasztva soroljuk fel
Sket.

o A { és a } kozotti részt hivjuk a parancs argumentumanak.
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek g, B, (&

Blokk, kérnyezet

Ha egy utasitast érvényességét egy adott szOvegrészre szeretnénk
alkalmazni, akkor a kdvetkezét tehetjiik:

\textsl{Ez dolt szoveg lesz.}

A kapcsoszaréjelpar kozotti részt nevezzik blokknak.
Hasonl6é eredményt ériink el a kdvetkezd utasitassal:

\begin{textsl} Ez dolt szdveg lesz. \end{textsl}
Ezt egy kornyezetnek nevezziik. Sok formai elemet tudunk

megvalésitani kdrnyezetek segitségével (felsorolasok, szamozasok,
keretek).
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek g, B, (&

Kommentek

@ Egysoros komment elhelyezése: a % jel mogotti sz6veget nem
veszi figyelembe a fordité.

@ To&bbsoros komment megvalésitasa: a comment csomag comment
kornyezetével torténik.
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek g, B, (&

Dokumentumosztalyok

o article - cikk

@ report - jelentés

@ book - kdnyv

o letter - levél

@ slides - prezentacié
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek g, B, (&

Foglalt karakterek

Foglalt karaketerek: Megjelenits parancsok
\ - parancsok kezdete \textbackslash

% - kommentek \%

{} - blokkok, parancsok \{, \}

$ -matematikai méd \$

& -tablazatok \&

# - parancsok definidlésa \#

_ - als6 index \_

~ - felso index \textasciicircum
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Hells vilag

Alap dokumentum elemek g, B, (&

Magyar IKTEX

Ha magyar szoveget szeretnénk némi tipografiaval, akkor a kovetkezg
beallitasokra lesz sziikségiink:

\documentclass[adpaper, 12pt]l{article}
\PassOptionsToPackage{defaults=hu-min}{magyar.ldf}
\usepackage [magyar] {babel}

\usepackage{tlenc}

\$usepackage[latin2] {inputenc}

A babel csomag magyar opciéja a magyar.|df fajlt hasznalja. A Mik-
TeX nem mindig a legijabb valtozatat hasznalja. A legfrissebb val-
tozat letdlthetd:

http://www.math.bme.hu/latex/
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Bekezdések

o Uj bekezdés készitése a \par utasitassal.

o Behtzasok szabalyozasa a \indent illetve \noindent utasita-
sokkal.

o Bekezdések igazitasa alapértelmezetten sorkizart, ha ettdl el sze-
retnénk térni, akkor a kdvetkez8 kdrnyezetekkel tudjuk meg-
tenni:

o balra: flushleft kérnyezet
o jobbra: flushright kdrnyezet
o kozépre: center kornyezet
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Tabulatorok

Tabbing kdrnyezetben valésithaté meg.
\= - 0j tabulator elhelyezése a sorban.

\> - ugras a kdvetkezd tabulatorpozicidba.

\\ - 0j sor kezdése.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Felsorolasok

o Itemize kérnyezetben.
o \item utan kovetkezik egy-egy felsorolaselem.

o Négy szintig dgyazhaté egymasba.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Szamozott lista

@ Enumerate kdrnyezetben.
o \item utan kovetkezik egy-egy felsorolaselem.

@ Opcidként megvéltoztathaté az alapértelmezett szamozas.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Széljegyzet, labjegyzet

Széljegyzet készitése: \marginpar{széljegyzet szdvegel.
Alapértelmezésben a bal margéra keriil.

Labjegyzet készitése: \footnote{labjegyzet szovegel}.

A labjegyzet szamozasa fejezetenként folyamatos.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

|dézetek

o Egysoros idézet: \verb+ idézet szdvege +.

@ A verb utéani + jel helyett barmilyen hataroléjelet hasznalhatunk
(kivéve a foglalt karakterek).

o Tobbsoros idézet: verbatim kdrnyezetben.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Programkéd

o Programkédok megjelenitésére a listings csomagot hasznalhat-
juk.
o A kédot magat az Istlisting kdrnyezetben adhatjuk meg.

o LehetSségiink van kiilonb6z6 programozasi nyelvek szintaxisa-
nak megfelels kiemelésére.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Tablazatok

Tablazatok

o Tablazatok készitése az egyik legbonyolultabb és legnehezebb
feladat.
o Alapesetben a tabular kdrnyezetben valésithaté meg.

o Altalanos szintaxisa:

\begin{tabular}{bedllitasok}
a &b & c\\

d&e&f

\end{tabular}

A beéllitasok lehetnek igazitasok, szélesség, de itt lehet megadni
egyéni tablazatformatumot is.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Tablazatok

o Oszlopok elvalasztéjele a &.

o Uj sor nyitasa: \\.

o lgazitasok lehetnek | (balra), r (jobbra) , c (kdzépre)
o Szegélyek:

o Vizszintes: \hline utasitassal
o Fiiggbleges: Tabulator argumentumaban | jellel.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Tablazatok példa

A bal oldalon lathaté kéd az

alabbi tablazatot hozza létre:
\begin{tabular}{|1llrrr|}

\hline
Gipsz Jakab & 40 & 38 & 10\\ [ Gjpsz Jakab | 40 38 10

\hline Kerek Elek | 23 24 10
Kerek Elek & 23 & 24 & 10\\

\hline
\end{tabular}
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Tablazatok

Egy kicsivel bonyolultabb tablazat:
Ennek a tablazatnak az elkészi-
téséhez mar be kell tdlteniink a

\begin{tabularH{lclc|} multirow csomagot.

\hline

\multirow{2}*{a}& b\\

\cline{2-2} b
& c\\ a

\hline d

\multicolumn{2}{lcl}{dF\\

\hline

\end{tabular}
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Tablazatok

Bonyolultabb bablazatok elkészitéséhez tovabbi csomagok allnak a
rendelkezésiinkre.

@ multirow
@ booktabs
@ supertabular
o longtable

o colortbl
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Dobozok

A dobozok olyan részei a dokumentumnak, melyet egy egységként
kezel a TEX, tartalma nem tdrhetd meg.

@ LR dobozok (egysoros doboz)
o Bekezdésdoboz

@ Vonaldoboz
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

LR dobozok

\makebox [doboz szélessége] [szdveg pozicidjal{szdveg?

\framebox [doboz szélessége] [szbveg pozicidjal{szdveg}

\mbox{széveg} = \makebox{szdveg}

\fbox{széveg} = \framebox{szdveg}

\raisebox{emelés}{szoveg?t
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Bekezdésdoboz

o \parbox[dpoz] [magassag] [szpoz]{szélesség}r{szbveg}
o Minipage kdrnyezet segitségével:
\begin{minipage} [dpoz] [magassag] [szpoz] {szélesség?

szoveg
\end{minipage}

o Minipage esetén példaul labjegyzet is hasznalhaté.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Dobozok egymasba 4gyazasa

A dobozokat természetesen egymasba is agyazhatjuk. Ez még olyan
egyszer(i esetben is j6l jOhet, mint a dobozok szegélyezése. Tekintsiik
a kovetkezg példat:

Ennek a tablazatnak az elkészi-

téséhez mar be kell tdlteniink a
\fbox{\parbox{3cm} multirow csomagot.
{Ez egy bekeretezett

doboz lesz.}}

Ez egy bekerete-
zett doboz lesz.
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Vonaldoboz

Tomor téglalap rajzolasara hasznalhaté a vonaldoboz is.
Szintaxisa: \rule[emelés]{szélesség}{magassag}
Ahol

o emelés: alapvonaltél ennyivel lesz feljebb
@ szélesség: vonaldoboz hossza

@ magassag: vonaldoboz magassaga.
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Bekezdés
Tabulatorok
Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok
Hasabok

Tovabbi dobozkészitési lehetéségek

Tovabbi dobozkészité utasitasok talalhaték kiilonb6zé csomagokban.

@ Szines dobozok - xcolor csomag
\colorbox{keretszin}{hattérszin}{szovegt

o Elforgatott dobozok - graphix csomag
\rotatebox[origin=forgatascentrum] {sz6g}r{szoveg?t

o Elnydjtott dobozok - graphix csomag
\scalebox{x} [yl {szoveg}
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Bekezdés

Tabulatorok

Felsorolasok, listak

Szél-, labjegyzet, idézet
Dokumentum elemek Tablazatok

Dobozok

Hasabok

Hasabokra tagolas

Kéthasabos szedést a multicol csomag segitségével tudunk Iétrehozni.
Szintaxisa:

\begin{multicols}{n}
szdveg
\end{multicols}

ahol n a hasidbok szama.
A hasabok kdzotti tavolsag szabalyozasara hasznalhaté a
\setlength{\columnsep}{tav} utasités.
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Dokumentum felépitése

Dokumentum tagolasa

cim
kivonat (kivéve book osztaly)
tartalomjegyzék
sz6 objektumok jegyzéke
fészdveg szintjei

o részek
fejezetek (kivéve article osztaly)
szakaszok
alszakaszok
paragrafusok
alparagrafosok

o barmelyiken beliil tételszer(i bekezdések

@ fliggelék
@ bibliografia
@ targymutatd
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Dokumentum felépitése

A dokumentum torzsében a kdvetkezék adhatdk meg:

\title{cim}
\author{szerzo}
\date{d&tum}
\maketitle

Az aktualis datum automatikus beirasara hasznalhatjuk a
\date{\today} parancsot.

Ezen adatok megadasa utdn ha a \documentclass titlepage
opciét bekapcsoljuk, a \maketitle utasitas elkésziti a cimoldalt.
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Dokumentum felépitése

Eléfej és élslab

@ Book osztalynal automatikusan megjelenik

o Article, report osztalynaal a kdvetkez6képen adhaté meg:
\pagestyle{headings}

o Adott oldalon a stilus megvaltoztatasa:
\thispagestyle{stilus}
ahol a stilus lehet headings, myheadings, empty, plain
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Dokumentum felépitése

Tartalomjegyzék

Tartalomjegyzék készitsét automatikusan a \tableofcontents uta-
sitassal tudjuk elvégezni. A dokumentumban megadott szintek és
cimeik keriilnek be.

A forditast tobbszor is el kell végezni.

Els6 forditaskor a szintcimek és a hozzajuk tartozé oldalszamok egy
.toc kierjesztésii fajlba irodnak ki.

Kovetkez6 forditaskor ebbdl a fajlbol olvassa ki a fordité a sziikséges
adatokat és helyezi el ténylegesen a dokumentum adott pontjan a
tartalomjegyzéket.
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Dokumentum felépitése

Tablazatok, abrak jegyzéke

Tablazatok cimeibdl is készitheté jegyzék. Ahhoz, hogy a tablazat
bekeriiljon a jegyzékbe, a table kérnyezet \caption{név} mezé-
nek kitdltottnek kell lennie. A jegyzék a \listoftables utasités
hatasara késziil el.

Hasonléan a tartalomjegyzékhez itt is legalabb két forditasra lesz
sziikségiink. Az elsg elkészit egy .1lot kierjesztésii fajlt, a masodik
helyezi el ténylegesen a dokumentumban.

Abrajegyzék készitése a \1istoffigures utasitassal lehetséges. Az
eddigiekhez hasonloan a figure kdrnyezet \caption{név} mezének
kitoltottnek kell lennie. Itt az elsé forditasnal egy .1lof kiterjesztésii
fajl kesziil, amibdl a tényleges jegyzéket késziti a dokumentumba a
kovetkez8 forditaskor a forditéprogram.
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Dokumentum felépitése

Bibliografia

A bibliografia neve a report és a book oszalyban
"Irodalomjegyzék", a article oszilyban "Hivatkozasok".
Létrehozasa:

\begin{thebibliography}{példacimke}
\bibitem[cimke]{kulcs} elemleiréas

\end{thebibliography}
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Dokumentum felépitése

Elektronikus publikacié

A deklaracids részben az adjuk ki az alabbi utasitast:

\usepackage [unicode] {hyperref}

Ennek a hatdsara a dokumentumunkban a hivatkozasok és a kdnyv-
jelzék atalakulnak linkekké.

Ha hasznaljuk a setspace csomagot is, akkor annak meg kell elézni
a hyperref csomagot a deklaraciés részben. Ellenkezé esetben a
labjegyzetek linkjei hibasan mikddhetnek.

A csomag néhany opcidja:

colorlinks= true, false

(]

pdfpagemode=FullScreen
pdfstartview=FitH
pdfstartview=FitV
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Matematikai programcsomagok

Matematikai formulak készitése

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas

2014. majus 2.
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Matematikai méd

Matematikai képletek szerkesztéséhez sziikségiink lehet specialisan
erre a célra kialakitott csomagok betoltésére. A két leggyakrabban
hasznal csomag a amsmath és az amssymb. Matematikai sz6vegek
készitésekor kiildnleges betiiket is hasznalhatunk, hiszen masképp je-
lenik meg egy "a" betli, ha nével6 és masképpen, ha egy valtozd
neve.
AlapvetSen két kiilonbozs képletszerkesztési médod kiilonbdztetiink
meg:
@ Soron beliili matematikai méd

o Kiemelt matematikai méd
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Matematikai méd

Sz6vegkdzi matematikai méd megadasa:

o $ formula $

o math kérnyezetben
Kiemelt matematika méd megadasa:

o \[ formula \]

o displaymath kdrnyezetben

@ equation kdrnyezetben
Emlitést érdemel még a \ensuremath{formula} utasitas is,
aminek az argumentuma mindenképpen matematikai médban lesz,

fliggetleniil attdl, hogy az utasitast normal szévegként, vagy
matematikai médban hasznaljuk.
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Szoveg matematikai médban

Kétféle lehetSségiink van ra, hogy szveget helyezziink el a
formulainkban:
o \text{szoveg}

o \mbox{szdveg?

Tekintsiik a kovetkez& példat:

\[

\text{Legyen } f(x)=\mathrm{e}"x \quad
\text{minden}\quad x\in\mathbb{R}\quad \text{esetén.}
\]

X

Legyen f(x) =€¢* minden x € R esetén.
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Betstilusok matematikai médban

A normal szvegben megszokott karakterformazé kdrnyezetek helyett
a kovetkezGket hasznélhatjuk matematikai médban:

o \mathbf{szdéveg}
\mathit{szdveg}

\mathrm{széveg}

°
°

o \mathtt{széveg}
o \mathsf{széveg}
°

\mathnormal{szdveg}
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Matematikai jelek vastagon szedése

Az el6z6 dian bemutatott \mathbf{szdveg} utasitas csak a szdve-
get szedi vastagon, ha formula is szerepel benne, akkor azt nem. A
formulak vastagon szedésére a kdvetkezs lehetségeink vannak:

@ \boldmath és \unboldmath kdzott

o \boldsymbol{karakter}

o \pmb{karakter}
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Gorog betik

Gorog betiiket gyakran hasznalunk matematikai formulakban. Tobb-
nyire a neviikkel hivatkozunk rajuk, néhany esetben kétféleképpen is:

Gorog kisbetiik Gorog nagybetiik
@ « - \alpha o [ - \Gamma
@ ¢ - \epsilon @ Y - \Sigma
o m-\pi o Q- \Omega
@ ¢ - \phi o I" - \varGamma
@ ¢ - \varepsilon o II - \varPi
@ - \varphi o (2 - \varOmega
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Matematikai ékezetek

Léteznek specialis matematikai ékezetek, amiket példaul bizonyita-
soknal hasznalhatunk:

@ ¢ - \hat{c}

o ¢-\tilde{c}

o C - \bar{c}

e C-\vec{c

o ¢ - \dot{c}

@ ¢ - \mathring{c}
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Miveleti jelek

e +-\pm ° A - \wedge
o F - \mp o V- \vee

o - - \cdot @ x - \star

@ X - \times @ o-\circ

o + - \div o o - \bullet
e \ - \setminus e @ - \oplus
@ N-\cap @ ©® - \odot

@ U-\cup ® ® - \otimes
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Relaciéjelek

o = - \equiv
o ~ - \sim

o ~ - \simeq
@ ~ - \approx
@ = - \cong

o <-\le

o >-\ge

- \legslant
- \gegslant

\in

1
/
=]
H.

- \subset

N N W m WV A

- \subseteq
| - \parallel
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Relaciéjelek negélasa

Altalaban a relacis jeleket a \not utasitassal lehet. Néhany jelnél
azonban nemvirt eredményt kapunk. Példaként tekintsiik a kovet-

kezGket:

A \not\subset B AZ B
3 \not\mid n 3/n
3 \nmid n 3¢n
e \not\parallel f elff
e \nparallel f el f
a \not\legslant b aghb
a \lneqq b ash
A \not\subseteqq B AYB
A \subsetneqq B AGCB
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e — \rightarrow o 1 \uparrow

@ — \longrightarrow o | \downarrow

o <+ \leftrightarrow @ — \mapsto

0 +—— o — \longmapsto
\longleftrightarrow e ' \nearrow

o = \Rightarrow o \, \subseteq

e — \Longrightarrow o ./ \swarrow

o < \Leftrightarrow e X \nwarrow

0 —
\Longleftrightarrow
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Feliratos nyilak

abc

— \stackrel{abc}{\rightarrow}

éf \stackrel{abc}{\leftarrow}

abc

< \stackrel{abc}{\leftrightarrow}

)

*)
abc \stackrel{\rightarrow}t{abc}

“—
abc \stackrel{\leftarrow}{abc}

And
abc \stackrel{\leftrightarrow}{abc}

Szebb megoldas valtozé hosszi nyilakkal:

&2 \xleftarrow{abc} 0 22, \xrightarrow{abc}
— ° —

abc abc
\xleftarrow[abc]l{} \xrightarrow[abc]{}
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Egyéb matematikai jelek

e V- \forall o () - \emptyset

e J- \exists @ oo - \infty

o 7 - \nexists o A - \triangle

o 1 - \Re o [J- \square

o &-\Im o B - \blacksquare
o V - \nabla @ # - \sharp
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Matematikai szovegekben gyakran hasznalunk harom pontot. Ennek
a hasznalatara tébb lehet8ségiink is van.

o \dots o ...
o \ldots @ ..., alapvonalra igazitva
@ \cdots @ - -, kizépre igazitva
° \vdots e :, fiiggblegesen
o \ddots L
@ ., atlésan
o \dotsc .
@ ..., vessz8k kozé
@ \dotsb o L
@ ---, binaris miveletek kozott
@ \dotsm .
. @ - -, szorzasjelként
o \dotsi ) . -
@ - -, integraljelek kozdtt
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Teljes sort pontokkal kitolteni a kévetkez6 médokon tudunk.

\dotfill szbveg
sz6veg \dotfill SZOVEE .ttt
szoveg \dotfill sz0veg SZOVEZ .............ccovevni..

Matrixokban tovabbi lehet&ségként megadott szami oszlopot tudunk

kipontozni a kdvetkez8 utasitassal.

\hdotsfor [slirliség]l {oszlopszam}

Matematikai programcsomagok Matematikai formulak kész
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Matematikai zaréjelek

A zaréjeleket matematikai médban némileg masképpen hasznaljuk,
mint normal szdvegben. Emellett sziikségiink van olyan jelek megje-
lenitésére, melyek a TEX-ben mas szerepet jatszanak (példaul a {,}
zaréjelpar).

o (( °))

o [ \lbrack e | \rbrack
o { \lbrace e } \rbrace
o [ \lceil o | \rceil

e | \1floor e | \rfloor
o | \vert o || \Vert
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Matematikai zaréjelek

A metematikai zaréjelektébbféle szempontbdl is kiildnlegesen visel-
kednek. Fontos a megfelel6 méretezés, az Sket megel6z6 és kdvets

térkozok nagysaga. A nyit6 és a zaré zardjeleknél ez eltérs. Nyit6 za-
réjelszerepet a left, zard szerepet pedig a right utasitassal adunk

meg.
$\left [0,1\right]$ zart interv. [0, 1] zart interv.
$\left|-x\right|=x$ |—x| = x
$\left\{\,2n\mid n\ {2n| negész }

\text{egész}\,\right\}$
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Adott méreti matematikai zaréjelek

Abban az esetben, amikor az autématikus méretii zar6jel nem meg-
felels, lehetéségiink van megadott méretii zardjeleket hasznalni.

A left( helyett A right) helyett
(\bigl( ) \bigr)
° (\Bigl( ° ) \Bigr)
( \biggl ( > \biggr)
< \Biggl ( > \Biggr)
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Adott méreti matematikai zaréjelek

Abban az esetben, amikor az autématikus méretii zar6jel nem meg-
felels, lehetéségiink van megadott méretii zardjeleket hasznalni.

A left( helyett A right) helyett
(\bigl( ) \bigr)
° (\Bigl( ° ) \Bigr)
( \biggl( > \biggr)
< \Biggl ( > \Biggr)

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Matematikai formulak kész



Lathatatlan zaréjelek

Abban az esetben, amikor az egyik zaréjelre nincs sziikségiink, latha-
tatlan zardjelet hasznalnunk.A méretek igazitdsa miatt minden eset-
ben sziikséges a zardjelpar mindkét tagjat megadnunk. Lathatalan
nyité zardjelet a \left ., zar6 zardjelet a \right . utasitassal tudunk
megadni.Tekintsiik a kdvetkez8 példat:

1+x)* =1
L+
Forraskddja:

\[

\left.\left (1+x\right) ~3\right|_{x=0}=1
\]
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Esetszétvalasztasos fliggvény

Az esetszétvalasztasos fliggvény szép példajat adja a lathatatlan zardje-
leknek. Tombok segitségével megoldhaté a filiggvény definialdsa, azonban
lehetSségiink van szebb megoldast is elkésziteni a cases kornyezetben.

—1 hax <0,
f(x):=4¢0 hax=0,
1 ha x > 0.
Forraskédja:
\[ £(x):= 0 & \text{ha $x=0$,}\\
\begin{cases} 1 & \text{ha $x>0$.}
-1 & \text{ha $x<0$,}\\ \end{cases} \]
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Vizszintes jelek

abc - \widehat{xabc}

abc - \widetilde{abc}

abc - \overline{abc}

abc - \underline{abc}

%
abc - \overleftarrow{abc}

abc - \underleftarrow{abc}

—
abc - \overrightarrow{abc}

ab¢ - \underrightarrow{abc}

abc - \overleftrightarrow{abc}
gb¢ - \underleftrightarrow{abc}
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Vizszintes jelek

111111 \overbrace{xxxzzz}
n

100...0 1\overbrace{00\ldots 0} n
111111 \underbrace{11111}

100...0 1\underbrace{00\ldots 0O}_n

{
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Vizszintes matematikai térkozok

Normal szévegben vizszintes térkoz a \hspace{hossz} utasitassa
készithets. Matematikai médban lehet8ségiink van el6re definialt
térkozoket hasznalni.

\ ill. \space normal sz6kdz (\hspace{0.33333em})
\enskip \hspace{0.bem}
\quad \hspace{lem}
\qquad \hspace{2em}
\hfill \hspace{\fill}
\thinspace \hspace{3/18em}
\medspace \hspace{4/18em}
\thickspace \hspace{5/18em}
\negthinspace \hspace{-3/18em}
\negmedspace \hspace{-4/18em}
\negthickspace \hspace{-5/18em}
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Egymasra helyezett matematikai jelek

Az eddig ismertetett lehetSségek (nyilaknal illetve az \overbrace
stb. utasitasok) végeredménye egy relaci6 volt. Ha ettél el szeret-
nénk térni, akkor hasznalhatjuk a kdvetkezd utasitasokat:

o \overset{mit}{mire}

o \underset{mit}{mi ala}

Ezeknek az utasitasoknak a tipusa megegyezik a masodik argumen-
tumba irt jel tipusaval. Tekintsiik az alabbi példat:
*

a\overset{*}{/}b a/b
a\underset{/}{*}b 37 b
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Egymasra helyezett matematikai jelek

Abban az esetben, amikor matematikai jeleket t6bb sorban, a kdvetkezé
két lehetéségiink adédik:

@ \substack{sori\\ sor2\\ ...}
@ subarray kornyezet

Tekintsiik az alabbi két példat:
\[\lim_{\substack{x\to x_O\\y\to y_0}}\]

lim

P
\[\lim_{\begin{subarray}{1}
x\to x_0\\ y\to y_0
\end{subarray}}\]

A

Y=o
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Indexelés

Alsé illetve felss indexek készitésekor figyelniink kell arra, hogy az
indexel6 utasitas csak a mogotte allé karakterre vagy utasitasra
érvényes. Ha tobb jelet szeretnénk az indexbe elhelyezni, akkor
hasznaljuk az indexelést kérnyezetszeriien.

@ X @ x_n

® Xpi1 o x_{n+1}
@ Xpi1 o x\sb{n+1}
o x" @ X"n

o x™1 o x~{n+1}

o x"tl e x\sp{n+1}
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Nagy operatorok

Ezeknek az operatorjeleknek &ltaldnos jellemz8je, hogy szovegkdzi
matematikai médban mas méretben jelennek meg, mint kiemelt méd-
ban.

@ > - \sum e () - \bigcap

o []- \prod o |J- \bigcup

o [-\int o & - \bigotimes
o [[-\iint o @ - \bigoplus
o § - \oint e |4 - \biguplus
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Nagy operatorok indexelése

Szovegkozi médban ezeknek az operatoroknak az indexei a jel mel-
lett jelennek meg, kiemelt médban pedig felette illetve alatta. A
kovetkez6 példaban lathaté a kiilonbség.

A $\sum_{n=1}"\infty a_n$ szOvegkdzi médban megadott for-
mula a kdvetkez6képpen kezeli az indexeket:

> ey @n

Ugyanez a formula kiemelt médban:
\[\sum_{n=1}"\infty a_n\]
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Nagy operatorok indexelése

Amennyiben szerenénk megvaltoztatni az indexelés formajat, akkor

a\limits és a \nolimits parancsokkal tehetjiik ezt meg. Azonban
o0

sz6vegkdzi médban nem biztos, hogy jobban mutata > a, formula,

n=1
mint az eredeti >, ap.
Az el6z6 mondatban a megvaltoztatott formula forraskédja:
$\sum\limits_{n=1}"\infty a_n$
Kiemelt médban az indexek a szdveg mdgé keriilnek a \nolimits
hatasara:
\[\sum\nolimits_{n=1}"\infty a_n\]

>
a
n=1 n
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Tételszer(i bekezdések

A tételek, definiciék, bizonyitasok specialis formatumot igényelnek.
Adott esetben ezeket a bekezdéseket szamozni is szeretnénk. llyenkor
hasznalhatjuk a \newtheorem paranccsal |étrehozott kdrnyezeteket.
Ezeket a definicickat a definiciés részben kell megtenniink. Harom-
féleképpen hozhatunk létre ilyen kérnyezetet:

@ \newtheorem{tételnév}{tételcim}
@ \newtheorem{tételnév}i{tételcim}[szdml1416]

o \newtheorem{tételnév} [egylittnév]{tételcim}
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A newtheorem paraméterei

@ tételnév: a létrehozott kdrnyezet neve.

o tételcim: a létrehozott kdrnyeet tipuscime (pl. tétel, definicid,
példa)

@ sz&ml4l6: egy, mar korabban definialt szamlalé. Akkor haszna-
latos altalaban, ha tobbszintli szamozast szeretnénk elérni (2.1.
tétel).

o egyiittnév: masik tételszerii kornyezet neve. Ekkor a tételnév
és az egyiittnév szmamlaléi egyiitt ndvekednek
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Tételszer(i bekezdések példa

\begin{tetel}

Legyen E az emberek halmaza.
\end{tetel}

\begin{tetell} [Euklidesz\label{eukl}
Minden test

\end{tetel}

\Aref{eukl}. tételbdl kdvetkezden\dots

1. tétel. Legyen E az emberek halmaza.
2. tétel (Euklidesz). Minden test ...
A 2. tételbdl kdvetkezgen. . .
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A proof kdrnyezet

A matematikai bizonyitasok létrehozasara egy el6re definialt kornyezet, a
\proof ad lehet8séget. Ez a kdrnyezet az amsthm csomagban talalhaté.

\begin{proof}
A bizonyitas szdvege.
\end{proof}

Bizonyitds. A bizonyitas szovege. O
A Oaz an. Q.E.D. jel. Ezt atdefinidlhatjuk pl. A jelre az alabbi médon:
\renewcommand{\qgedsymbol}{\triangle}

Ha nem akarunk Q.E.D. jelet, akkor a \quedsymbol utasitasnak iires pa-
ramétert adjunk:

\renewcommand{\gedsymbol}{}
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A proof kdrnyezet

A bizonyitas vége jel (Q.E.D.) egy sorral lejjebb keriil, mint a bi-
zonyitas utolsé sora, ha ez a sor kiemelt matematikai médban van.
Ennek elkeriilésére a kovetkez6t tehetjiik:

\begin{proof}

\[0=0. \gedhere\]
\end{proof}

Bizonyitas. . ..
0=0. O

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Matematikai formulak kész



A proof kdrnyezet

Jobban attekinthetévé tesz ia dokumentumunkat,h a bizonyitas kez-
detekor hivatkozunk a bizonyitandé tétel sorszamara.

\begin{tetel}\label{bf}

A tétel szovege.

\end{tetel}

\begin{proof} [\Aref{bf}. tétel bizonyitésal
A bizonyitas szdvege.

\end{proof}

1.1. tétel. A tétel szGvege.
Az 1.1. tétel bizonyitasa. A bizonyitas szbvege. O
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Beépitett fiiggvények

A beépitett fliggvényeket két részre oszhatjuk. Tobbségében a fligg-
vényeknél az indexek kiemelt matematikai médban is a fiiggvény
mogé keriilnek (\nolimits mddon lettek definidlva).

tan(x) \tan(x)
tanh(x) \tanh (x)
cot(x) \cot (x)
coth(x) \coth(x)
log(x) \log(x)
lg(x) \1g(x)
In(x) \1n(x)

sin(x) \sin(x)
sinh(x) \sinh(x)
cos(x) \cos(x)
cosh(x) \cosh(x)
arccos(x) \arccos(x)

arcsin(x) \arcsin(x)

® 6 6 6 o o o
e 6 6 66 o6 o o

arctan(x) \arctan(x)
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Beépitett fiiggvények

Tekintsiink néhany olyan fliggvényt, amelyek \1imits mdédon lettek
definialva.

det(A) \det (4)

min(H) \min (H)

max(H) \max (H)

lim(f(x)) \1im(£(x)))
limsup(f(x)) \limsup(f (x)
liminf(f(x)) \liminf (£(x))

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Matematikai formulak kész



Fliggvény definialasa

T&bb olyan fiiggvény is talalhatd, melyeket masképpen nevez a ma-
gyar szokas (tangens, cotangens, hiperbolikus fliggvények). Lehets-
ségiink van definialni fiiggvényt. Példaként lassuk a tangens fligg-
vényt:

\newcommand{\tg}{\mathop{\mathrm{tg{}}}\nolimits}

Ezen utasitas hatasara a $\tg~2(x)$ hatésa a kdvetkez6 lesz: tg2(x).
Masik lehetSség a deklaracids részben definialni a fliggvényt:
\DeclareMathOperator{\tg}t{tg?}

Harmadik lehet8ség, amikor a \tan utasitast definialjuk Gjra:
\renewcommand{\tan}{\mathop{\mathrm{tg{}}}\nolimits}
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Gyokfliggvény

Gyok, illetve négyzetgyok fliffvényat a \sqrt [n]{x} utasitassal le-
het. Tekintsiik a kdvetkezé példakat:

o /x \sqrt{x}

@ /x4 v/x \sqrt{x+\sqrt{x}}

o /x \sqrt[nl{x}

o /x+/y \sqrt{x}+\sqrt{y}

o /x ++/y \sqrt{x}+\sqrt{\smash[bly}
Az utolsé két példa kozotti kiilonbség a |/y megjelenitésében van.
Az elsé példaban lathato, hogy a két gydkjel nincs egy

magassagban, nem helyes az igazitds. Ezt korrigalja a \smash [b]
utasitas, ami az y mélységét 0-nak tekinti.
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Tortek, binomialis egyiitthaté

Gydk, illetve négyzetgydk fiiffvényat a \sqrt [n]{x} utasitassal lehet. Tekintsiik
a kovetkezd példakat:

@ \frac{szamlalo}{nevezd}

("]
\dfrac{szamlalo}{nevez8} = \displaystyle\frac{szamlalé}{nevezd}

@ \tfrac{szamlalé}{nevezd} = \textstyle\frac{szamlaldé}{nevezd}

A kiilonbség a fiiggvények kdzott a méretezésben van. Szdvegkdzi médban a
tortek megjelenitése kisebb.

Hasonléképpen harom lehetéségiink van a binomialis egyiitthaték megjelenitésére
is:

@ \binom{n}{k}
@ \dbinom{n}{k} = \displaystyle\binom{n}{k}
@ \tbinom{n}{k} = \textstyle\binom{n}{k}
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Sajat tortfiggvény

Lehetéségiink van a \genfrac utasitas segitségével sajat formatuma tort fligg-
vény létrehozasara. Altalanos szintaxisa:
\genfrac{balz}{jobbz}{vastagsag}{stilus}{feliil}{alul}
A paraméterek jelentése:
@ balz: a tért nyité zargjele (ha iiresen marad akor nincs).
@ jobbz: a tort zar6 zardjele (ha tiresen marad akor nincs).
@ vastagsag: a tortvonal vastagsaga, alapértelmezett a 0, 4pt.
@ stilus:
tres: alakalmazkodik a kérnyezethez
0: \displaystyle
1: \textstyle
2: \scriptstyle
3: \dscriptscriptstyle

Példaul egy zardjelezett tort:
\newcommand{\tort}[2] {\genfrac () {}{1}{#1}{#2}}
A \[\tort{x+1}{x-1}\] utasitas hatasa:

=)

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Matematikai formulak kész



Lanctortet létrehozhatunk a torteket készits utasitassal is, azonben ekkor a tértek
egyre kisebbek lesznek. Helyes megoldast a \cfrac utasitas adja. Altalanos
szintaxisa:

\cfrac[igazitas]{szamlalo}{nevezs}

ahol az igazitas a szamlalé igazitasat jelenti, alapértelmezésben kdzépre igazit,
de lehet jobbra (r) illetve balra is (I).

Tekintsiik az alabbi példat kétféleképpen:

\frac{1}{1+\frac{1}{1+ \cfrac{1}{1+\cfrac{1}{1+
\frac{1}{1+\dots}}} \cfrac{1}{1+\cdots}}}
1 1
1+1+ 11+.A 1
1
+ ) 1
+ 1+--
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o Matrixok, vektorok
@ Matrixok
@ Vektorok

© Képletek
@ Torés, illesztés

o Sziveg képletek kdzott
© Tiblazat

@ Mintafeladatok
o Osszetett fiiggvény
o Hatarértékszamitas
o Derivalas, fiiggvényvizsgalat
o Integralszamitas
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Matrixok, vektorok
Matrixok
Vektorok

Matrixok

Matrixokat alapesetben tdmbok segitségével tudunk létrehozni.

\[ A=

\left(

\begin{array}{cccc}

1&2&3&4\\ 1 2 3 4
1 &4&9 & 16 \\ A— 1 4 9 16
1 &8 & 27 & 64 \\ 1 8 27 64
1 & 16 & 81 & 256 1 16 81 256
\end{array}

\right)

\]
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Matrixok, vektorok
Matrixok
Vektorok

Matrixok

Az amsmath csomag egyszerdisiti a matrixok létrehozasat a
kdvetkez6 utasitasokkal:

1 2 \begin{matrix} 1&2\\ 3&4 \end{matrix}
(1 4> \begin{pmatrix} 1&2\\ 3&4 \end{pmatrix}
B ﬂ \begin{bmatrix} 1&2\\ 3&4 \end{bmatrix}

{ Z} \begin{Bmatrix} 1&2\\ 3&4 \end{Bmatrix}
; \begin{vmatrix} 1&2\\ 3&4 \end{vmatrix}

2
4
2

H; 4H \begin{Vmatrix} 1&2\\ 3&4 \end{Vmatrix}
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Matrixok, vektorok
Matrixok
Vektorok

Matrixok

Normal sz6vegben a (1 2) szebb, mint a <; i). Ez az

ugynevezett \smallmatrix kdrnyezet.

$\left(
\begin{smallmatrix?}
1 & 2\\
3& 4
\end{smallmatrix}
\rigth)$
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Matrixok, vektorok
Matrixok
Vektorok

Egységmatrix

Altalanos n x n-es matrix definialasa:

1 0 ... 0 \begin{pmatrix}
01 0 1 & 0 & \ldots & 0 \\

0 & 1 & \ldots & O \\

\vdots & \vdots & \ddots & \vdots\\
00 ... 1 0 & 0 & \1dots & 1

\end{pmatrix}
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Matrixok, vektorok
Matrixok
Vektorok

Matrixok

Abban az esetben, mikor egynél tobb oszlopban szeretnénk pontsorozat-
tal kitolteni, a harom pont egymas uténi elhelyezése nem ad szép képet.
Helyette hasznalhaté a \hdotsfor[d]{oszlopszam}, ahol d a pontok
siirlisége, oszlopszam pedig a pontozott oszlopok szama.

1 2 3 n
2 3 o n n+1
n .... 2n—=2 2n—-1 2n
\begin{pmatrix}

1 & 2 & 3 & \hdotsfor{2} & n\\

2 & 3 & \hdotsfor{2} & n & n+1\\
\vdots & \vdots & & & \vdots\\

n& \hdotsfor{2} & 2n-2 & 2n-1 & 2n
\end{pmatrix}
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Matrixok, vektorok
Matrixok
Vektorok

Vektorok

A vektorok, mint specialis matrixok hasonlé médon jelenitheték
meg. Természetesen egy oszlopuk, illetve egy soruk van.

1

2
Sorvektor (1 2 3 ... n) Oszlopvektor | 3
Forraskédja: :

n
$\begin{pnatrix) Forrsskodja:
1&2& 3 & \ldots & n
\end{pmatrix}$\\ $\begin{pmatrix}

1A\ 2 \\ 3 \\ \vdots \\ n
\end{pmatrix}$\\

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Osszetett formulak készités



Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

Képletek torése

Hosszi képleteket ha tobb sorba szeretnénk szedni, akkor amultiline
kornyezetet kell hasznalnunk. Amennyiben a képletet nem akarjuk
szamozni, akkor a multiline* kornyezetet.

\begin{multline*}\label{cimke}
1+8+27=\\

=1+3+5+7+{}\\

+9+11

\end{multlinex*}

1+8+27=
=1+3+5+7+
+9+11
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

Képletek torése

Masik lehetGségiink a split kdrnyezet.

\begin{equation*}
\begin{split}
1+8+27=\\
=1+3+5+7+{}\\
+9+11\end{split}
\end{equation*}
14+8+27=
=1+3+5+7+
+9+11
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

Képletek egymas alatt

Egymas ala irt képletek irasara a kdvetkezg lehet8ségeink vannak:

gather illetve gather*
gathered [poz]

align illetve align*
aligned[poz]

flalign illetve flalign*
alignat{n} illetve alignat*{n}

e 6 6 6 o6 o o

alignedat [poz]{n} illetve alignedat [poz] {n}*

Ahol a [poz] lehet t vagy b (top vagy bottom), n pedig az
oszlopparok szama (egymas mellé illesztett képletek leirasara
hasznaljuk).
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

Gather* kornyezet

Ebben a kdrnyezetben igazitds nélkiil adhatunk meg tobb képletet.
A képleteket kozépre igazitja.

\begin{gather*}
x+y=6\\

X" 2+2xy+y=16
\end{gather*}

xX+y=656
X2 +2xy+y=28
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

Gathered kornyezet

Tobb sorbél all6 részformulak egymas mellé igazitasat tudjuk elvégezni
vele.

\[
\begin{gathered}
x+y=6\\

X" 2+2xy+y=28
\Rightarrow
\begin{gathered}
x=2\\

y=4
\end{gathered}
\]

xX+y=6 x =2
9 =
x“+2xy+y=28 y=4
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

align* kornyezet

Egymas ala igazitottan elhelyezni képleteket az align illetve az
align* kornyezetekben tudjuk megtenni.

\begin{align*}
1+8+27&=\\
&=1+3+5+7+9+11\\
&=36
\end{alignx}

14+8+27=
=1+3+5+7+9+11
=36
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

align* kornyezet

Atalakitas sorozat mellé megjegyzések irasara is hasznalhaté ez a
kornyezet.

\begin{align*}

x_172-1&=x_2"2-1 && \text{/ +1}\\
x_172&=x_2"2 && \text{/ gydkdt vonunk}\\
Ix_11&=1x_2| && \text{/ mivel }x_1;x_2>0\\

x_1&=x_2
\end{alignx}
F-1=x2-1 / +1
X} = x3 / gyokdt vonunk
Ix1] = |x2| / mivel xq;x2 >0
X1 = X
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

aligned kornyezet

Hasonléan miikdédik, mint az align#* kornyezet,azonban szdvegkdzi médban is
hasznalhaté. A poz paraméter a széveghez valé illesztést adja (alapértelmezetten
kozépre igazit).

\ [
\left.\begin{aligned}
x-y&=y+3\\

x+y&=6
\end{aligned}\right\}
\text{ ekkor }
\left.\begin{aligned}
x&=5\\

y&=1
\end{aligned}\right\}

\]
XTy=yd ekkor X
xX+y=6 y=1
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

flalign* kornyezet

Hasonléan miikddik az align illetve align* kdrnyezetekhez, a kii-
|6nbség az, hogy az elsé oszlopot balra, az utolsét jobbra igazitja.

\begin{flalign*}

x_172-1&=x_2"2-1 && \text{/ +1F\\
x_172&=x_2"2 && \text{/ gydkdt vonunk}\\
Ix_11&=1x_2| && \text{/ mivel }x_1;x_2>0\\

x_1&=x_2
\end{flalign*}
F-1=x2-1 / +1
Xt = x2 / gyokdt vonunk
| = / mivel x1;x >0
X1 = X2
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

alignat* kornyezet

Linearis egyenletrendszerket tudunk ezekkel a kdrnyezetekkel szépen
megjeleniteni. Paraméterként az oszlopok szamat kell megadni.

\begin{alignat*}{4}
3x_1+{} & & 12x_3 &={}&9\\
x_1-{} & 12x_2 & &={}&14
\end{alignat*}

3xy + 12x3 = 9
x1 — 12x =14
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

alignedat kornyezet

Az alignat illetve alignat* kornyezetek részformulaképzé
kornyezete, ami sz6vegkozi médban is hasznalhaté.

0ldja meg a $\begin{alignedat}{4}

3x_1+{} & & 12x_3 &={}&9\\

x_1-{} & 12x_2 & &={}&14

\end{alignedat}$ egyenletrendszert!
3x1 + 12x3 =

9
Oldja meg a egyenletrendszert!
AmeE 12, =149
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

Szoveg tobbsoros képletek kdzott

Az egymas ala elhelyezett képletek kdzé magyarazé szdveget helyez-
hetiink el az \intertext kornyezetben. A kdvetkezs kdrnyezetekben
hasznalhato:

@ align
alignx
flalign

°
°

o flalignk
@ alignat
°

alignat*
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Képletek Torés, illesztés
Szdveg képletek kdzdtt

Szoveg tobbsoros képletek kdzott

Az alignat illetve alignat* kornyezetek részformulaképzd kornyezete,
ami sz6vegkozi médban is hasznalhaté.

\begin{align*}

\dfrac{x}{x-2} &=\dfrac{x-2+2}{x-2}= \\

\intertext{Ekkor mar lathatd, milyen
fliggvénytranszformacidkat kell végrehajtani}

&=1+\dfrac{2}{x-2}

\end{alignx}

X x—2+2 _

x—2  x=2

Ekkor mar lathaté, milyen fiiggvénytranszformacidkat kell végrehajtani
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Tablazat

Tablazat

Matematikai médban a tabular kdrnyezet helyett hasznaljuk az
array kornyezetet.

\[\begin{array}{lclcl}
\hline

a<x<b & b\ge x\\
\hline

\nearrow & \searrow\\
\hline

\end{array}

\]

a<x<b|b>x

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Osszetett formulak készités



Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Legyen f.g € R » R, f(x) = V2x — x? és g(x) = 25. Adjamegaz fog
fliggvényt, ha létezik.
Megoldas
Az f o g létezik, ha dom(f o g) #
x € dom(g) = R\{-3}
dom(f) = [0;2]

g € dom(f)
1
0<—<2
SL-3°

2,5 <x

dom(f og)=1[2,5;00[
A hozzarendelési utasitas:

foge |2 1
7\ x=3 (x—3)
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forraskodja

Az $f\circ g$ létezik, ha $dom(f\circ g)\neq \emptyset$
\begin{align*}

x \in dom(g)=\mathrm{R}\backslash \{-3\}\\
dom(£)="[0;2]\\

g \in dom(£)\\

O\leq \frac{1}{x-3} \leq 2\\

2,5\1leq x\\

dom(f\circ g)=[2,5;\infty[

\intertext{A hozzarendelési utasitéas:}

f\circ g=\sqrt{\dfrac{2}{x-3}-\dfrac{1}{(x-3)"2}}
\end{alignx}
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

n
Hatarozza meg az a, = (Zﬁ) sorozat hatarértékét:

Megoldas

dp =
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forraskédja

\begin{align*}
a_n&=\left (\dfrac{n+3}{n-43\right) "n=\\
&=\left (\dfrac{n\left (1+\frac{3}{n}\right)?}
{n\left (1-\frac{4}{nF\right)F\right) "n=\\
&=\left (\dfrac{\left (1+\frac{3}{n*\right)}
{\left (1-\frac{4}{n}\right)}\right) "n=\\
&=\dfrac{\left (1+\frac{3}{n*\right) "n}
{\left(1-\frac{4Hn*\right) "n*\rightarrow
\dfrac{\mathrm{e}~3}{\mathrm{e}~{-4}}=\mathrm{e}~7
\end{alignx}
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

4 : x—3 Arertaket:
Hatarozza meg az Xlin3 oy hatarértéket:

Megoldas

. x—3 . ..
A=Ilm —— = bévitsiik a tortet

x=23x —/x+6
= lim (x = 3)(x + vx+6) = felbontva a zarojelet
=3 (x + /x4 6)(x — vx +6)

lim x2—3x+x\/x+6—3\/x—|—6 _

rendezve a szamlalét

x—3 X2 — X — 6
2
= lim % +X(@ 3) —3Vx+6 = kiemelve x*-et
x—3 X2 — X — 6
X2 (1 + @ . 3\62?)
= X'f} 211 8) = egyszeriisitve
X X
14 Vx#6=3  3Vx36
= lim X =]
x—3 -
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forraskédja

\begin{align*}
Ag=\1lim_{x\to 3}\frac{x-3}{x-\sqrt{x+6}}= &
\text{bovitsiik a tértet}\\
&=\1im_{x\to 3}\frac{(x-3) (x+\sqrt{x+6})3}
{(x+\sqrt{x+63}) (x-\sqrt{x+6})}= &
\text{febontva a zardjelet}\\
&=\1im_{x\to 3}\frac{x~2-3x+x\sqrt{x+6}-3
\sqrt{x+6}}{x"2-x-6}= &
\text{rendezve a szamlalot}\\
&=\1lim_{x\to 3}\frac{x"2+x(\sqrt{x+6}-3)-
3\sqrt{x+6}}{x"2-x-6}= &
\text{kiemelve }x~2\text{-et}\\
&=\1im_{x\to3}\frac{x"2\left (1+\frac{\sqrt{x+6}-3}{x}-
\frac{3\sqrt{x+6}}{x"2F\right)}{x"2\left (1-
\fracix-\frac{6}{x"2}\right)}= & \text{egyszerlisitve}\\
&=\1lim_{x\to 3}\frac{i+\frac{\sqrt{x+6}-3}{x}-
\frac{3\sqrt{x+6}Hx"2}}{1-\fraclx-\frac{6}{x"2}}= 1
\end{alignx*}

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Osszetett formulak készités



Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Adja meg az f(x) = eers(i:(zz)x) fiiggveny derivaltjat!
Megoldas

df(x) ()2(—)2() N G (xz) e~ sin(2x) (—cos(2x) - 2)

dx (e— sin(2><))2
e SN ((2) —In (x?) (—2cos(2x)))
- e—2sin(2x) -
(2) +21In (x2) cos(2x)
- e—sin(2x)
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forraskédja

\begin{align*}

\frac{\mathrm{d}f (x) }{\mathrm{d}x} &=

\dfrac{\left (\frac{2x}{x"2}\right)\cdot
\mathrm{e}~{-\sin(2x)}-\1n\left (x~2\right)
\mathrm{e}~{-\sin(2x) }\left (-\cos(2x)\cdot

2\right) }{\left (\mathrm{e}~{-\sin(2x) F\right)~2}=\\

&=\dfrac{\mathrm{e}~{-\sin(2x) FP\left (\left (\frac{2}{x}
\right)-\1n\left (x~2\right)\left(-2\cos(2x)
\right)\right)}{\mathrm{e}~{-2\sin(2x) }}=\\

&=\dfrac{\left (\frac{2}{x}\right) +2\1n\left(x~2\right)

\cos (2x) }{\mathrm{e}~{-\sin(2x)}}

\end{alignx}
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Végezze el az f(x) = x3 + 2x? — x — 2 fiiggvény teljes vizsgalatat!
Megoldas

o Ertelmezési tartomany: dom(f) =R

@ Zérushelyek:

f(x)=x>+2x* —x—2=(x—1)(x+1)(x +2)
I

xx=1, x3=-1, xp=-2

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas

Matematikai programcsomagok Osszetett formulak készités



Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas folytatasa
o Hatarértékszamitas —oo-ben és oco-ben:
im x3+2x> —x—-2= -0
X—>—00

lim x3+2x2 —x -2 =00
X— 00
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas folytatasa

@ Menettulajdonsagok az elsé derivalt segitségével:

Fl(x)=3x*+4x—-1=0
Y

~ —1,54-97 Xp = —

VT
3

X1 =—=+ ~ Y ~0,215

W N
ol%

\‘
W N

X<X | X=X [ X1 < X< X [ X=X |X<Xp
f'(x)| + 0 — 0 +
f(x) VA max AW min VA
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas folytatasa

o Gorbiileti viszonyok a masodik derivalt segitségével:

f'(x)=6x+4=0

X<X3|X=Xx3|Xx3<X
" (x) + 0 —
f(x) U inf. p. N
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas folytatasa
o A fliggvény grafikonja:
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forrasrészlete (menettulajdonsagok)

\begin{gatherx}
2 (x)=3x"2+4x-1=0\\
\Downarrow\\
x_1=-\dfrac{2}{3}+\dfrac{\sqrt{7}}{3} \approx -1,549,\
x_2=-\dfrac{2}{3}-\dfrac{\sqrt{7}}{3}\approx 0,215
\end{gather*}
\[ \begin{array}{lclclclclclcl}
\hline
& x<x_1 & x=x_1 & x_1<x<x_2 & x=x_2 & x<x_2\\
\hline f’(x) & + & 0 & - & 0 & +\\
\hline
f(x) & \nearrow & \text{max} & \searrow
& \text{min} & \nearrow \\
\hline
\end{array}
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Adja meg a f(x) = f() fliggvény Osszes primitiv fliggvényét!
xIn*(x

/Xln:;(x) dX:/iIn_z(x) dx =

Megoldas
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forrasa

\begin{align*}
\int \dfrac{3}{x\1n~2(x)}\ \mathrm{d}x &=

\int \dfrac{3}{x}\1n~{-2}(x)\ \mathrm{d}x=\\
&=-3\1n"{-1}(x) = \dfrac{-3}{\1n(x)} + C
\end{alignx}
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Osszetett fiiggvény
Hatarértékszamitas
i fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Szamolja ki az y = x2 — 2x + 2 és az y = 14 — x? egyenlet(i gérbék 4ltal
kozrezart korlatos sikidom teriiletét!
Megoldas

@ Metszéspontok megkeresése:

X2 —2x +2=14 — x?
2(x2—x—6):O
(8

X1:73X2:2

@ A teriilet kiszamitasa:

2 2
2
/ “2(x® —x—6) dx = |—=x> + x> + 12x -
_3 3 5 3
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forrasa

Metszéspontok megkeresése:\\
\begin{gather*}

x~2-2x4+2=14-x"2\\

2(x"~2-x-6)=0\\

\Downarrow\\

x_1=-3 \ x_2=2

\end{gather*}

A teriilet kiszamitédsa:\\

\ [

\int_{-3}"2 -2(x~2-x-6)\ \mathrm{d}x
= \left[-\dfrac{2}{3}x~3+x~2+12x\right] _{-3}"2=
\dfrac{95}{3}

\]
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

1 X —1 t—1 t
2713
. (x—=1)3
= lim 5 =
t—1 <
3 t
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Osszetett fiiggvény

Hatarértékszamitas

Derivalas, fliggvényvizsgalat
Mintafeladatok Integralszamitas

Mintafeladatok

Megoldas forrasa:

Szamolja ki az $\int\limits_1"3
\dfrac{1}{\sqrt[3]1{x-1}}\ \mathrm{d}x$ értéket!\\

\textbf{Megoldas}
\begin{align*}
\int_1"3 \dfrac{1}{\sqrt[3]1{x-1}}\ \mathrm{d}x &=

\lim_{t \to 1}\int_t~3 (x-1)"{-\frac{1}{3}}\ \mathrm{d}x=\\
&=\1im_{t \to 1}\left[\dfrac{(x-1)"{\frac{2}{3}}}{\frac{2}{3}F\right]_t~3 =\\
&=\1im_{t \to 1} \left( \dfrac{3}{2}\left( (3-1)~{\frac{2}{3}}-

(t-1)"{\frac{2}{3}}\right)\right)

=\left(\dfrac{3}{2}\right) \sqrt[3]{4}
\end{alignx*}
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Matematikai programcsomagok
Abrak. grafikak

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas
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@ Keépek

© Grafikai kérnyezetek
@ Picture kdrnyezet
@ Pict2e kornyezet
@ Pstricks csomag
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Képek besziirdsa

Képek beszlirasahoz toltsiik be a graphicx csomagot. A képek he-
lyét megadhatjuk relativan (ekkor a gyokérkdnyvtar a f6 dokumentum
kdnyvtara), de megadhatjuk abszolat médon is.

@ \includegraphics{abra. jpgt

o \includegraphics{D:/kepek/abra. jpgt
Abban az esetben, amikor minden képet egy kdnyvtarban helyeziink
el, akkor ezt a deklaraciés részben megadhatjuk (ekkor a relativ hi-

vatkozas ebbdl a kdnyvtarbdl indul).
\graphicspath{{./kepek/}}
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includegraphics opciéi

@ trim - a képet nem az ereteti mérethez, hanem a megadott
kerethez igazitja.

@ clip - trimmel egyiitt hasznalva a megadott keret része jelenik
meg a képnek.

scale - Nagyitas/kicsinyités mértéke.
angle - Forgatas szdge fokban megadva.
origin - A forgatas kozéppontja.

width - A kép szélessége.

height - A kép magassaga.

page - Az oldal kivalasztasa tébboldalas pdf fajl esetén.
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Képek (sztatasa

Képek elhelyezése a dokumentumban sok esetben nem gy torténik,
ahogyan szeretnénk. Ezen segit a figure kdrnyezet.

\begin{figure}
\centering
\includegraphics{kep}
\end{figure}

Alapértelmezésben a képet megprébalja a fordité beilleszteni az
oldal tetejére, ha nem sikeriil, akkor az oldal aljara, ha oda sem
lehet, akkor kiilon oldalra ([tbp] paraméterezés).
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Képek (sztatasa

Amennyiben a képet ott szeretnénk megjeleniteni, ahova a forrasfajl-
ban elhelyeztiik, akkor a [h] paramétert hasznaljuk. Néhany alapelv
az (sztatasrdl:

Mindig a legelsd helyre keriil, ahova a paraméterezés megengedi.

Nem keriilhet a definialasat megel6z6 oldara.

Nem okozhat oldalttlcsordulast.

Paraméterként hasznalt felkialtéjel hasznalatakor bizonyos kor-
latozasok felfiiggesztédnek.

\suppressfloats[tb] utasitds hatdsara a megadott helyen
nem jelenhet meg a kép. Csak oldal teteje vagy alja lehet a
paramétere [tb].
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Képekre hivatkozhatunk, jegyzéket készithetiink belélik, ehhez azon-
ban sziikségiink van arra, hogy megcimkézziik Sket.

\begin{figure}
\centering
\includegraphics{kép}
\caption{abra neve.}\label{rnev}
\label{fig:minta}

\end{figure}

Ekkor a kép kap egy autématikus sorszdmot, melyre hivatkozhatunk
a késébbiekben a \ref és a \pageref utasitasokkal.
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek (oo cEmimer

Grafika készités

Abrak, grafikak készitésére tobb csomag is elérhetp a IATEX-ben.

picture

pict2e

pstricks

emp
@ musictex

Ezek koziil a picture, a pict2e és a pstricks csomagokat
mutatjuk be.
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek (oo cEmimer

Abrakrél altalaban

*]
"]
(]
]
(]

Ne hasznaljunk tal sok kiilonbdz6 vastagsagi vonalat.
Ugyeljiink arra, hogy a betiitipus ne iisson el a szdveg tipusatdl.
Az abra betiimérete altaldban kisebb, mint a szdvegé.
Hasznaljuk a \footnotesize vagy a \small kdrnyezetet.

Ne keltsen az abra talzsifolt benyomast.
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek (oo cEmimer

Picture kdrnyezet

Hasznalatahoz a deklaracids részben be kell tolteniink a picture cso-
magot.

A grafikai elemek leirasdhoz a parancsok minden eseben egy rogzitett
koordinata rendszert hasznalnak.

A grafikai kdrnyezet alapegységét a \unitlength utasitassal tudjuk
beallitani. Alapértéke 1pt.

A picture kdrnyezet a kdvetkezd paraméterekkel hasznalhaté:

\begin{picture}(x,y)(a,b)

ahol x és y az abra mérete (egy x x y méretii doboz). Az (a, b)
paraméter a doboz bal als6 sarkanak koordinata értékei. Alapértéke
a (0,0).

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Abrak, grafikak



Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek (oo cEmimer

Put, multiput utasitasok

Szintaxisa:

\put (x,y){k}

A parancs hatasara a "k" elem referenciapontja a doboz (x, y) pont-
jara keriil. Az elem lehet szoveg is, illetve valamilyen képelem is.
\multiput(x,y) (a,b) {n}{k}

Az el6z6h6z hasonlé médon elhelyezi a "k" elemet a dobozban, de
most Osszesen n-szer, az egymast kdvetd elemeket pedig (a, b)

vektorral tolja el az el6z6hdz képest.
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet
Pstricks csomag

Grafikai kérnyezetek

Szintaxisa:

\put (x,y){k}

A parancs hatasara a "k" elem referenciapontja a doboz (x, y)
pontjara keriil. Az elem lehet szdveg is, illetve valamilyen képelem
is.

\multiput(x,y) (a,b) {n}{k}

Az el6z6h6z hasonlé médon elhelyezi a "k" elemet a dobozban, de
most dsszesen n-szer, az egymast kdvets elemeket pedig (a, b)
vektorral tolja el az el6z6hdz képest.
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek (oo cEmimer

Qbezier utasitas

Harom megadott pont altal meghatarozott kvadratikus Bezier gorbét
rajzol.
Szintaxisa:

\gbezier [p](x1,y1)(x2, y2)(x3, y3)
Ha a "p" paraméter meg van adva, akkor a gorbének csak ennyi

pontjat rajzolja ki. Ha nincs megadva, akkor folytonos vonal lesz a
gorbe.
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek (oo cEmimer

Graphpaper utasitas

Adott méretii beracsozott koordinata-rendszert rajzol. A graphpap
csomag része.

Szintaxisa:

\graphpaper[1] (a,b) (x,y)

Az "I" paraméter adja meg a racsvonalak kozotti 1épéskdzt, ha
nincs megadva, akkor 10 az alapértelmezett. Az (a, b) paraméter
adja meg a koordinata-rendszer bal alsé sarkanak a koordinatajat,
az (x,y) pedig a koorodinata-rendszer méretét.
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet
Pstricks csomag

Grafikai kérnyezetek

100

\begin{picture}(100,100)
\graphpaper (0,0) (100,100) 50
\gbezier(0,0) (70,70) (90,30)
\end{picture}

0 50 100
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Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek (oo cEmimer

Line és vector utasitasok

A\line utasitas egy szakaszt, a \vector utasitas egy vektort rajzol.
Szintaxisuk:

\line(x,y),{v}

\vector(x,y),{v}

Az (x,y) paraméter a szakasz illetve vektor iranyvektora, a "v" pa-
raméter pedig a vizszintes vetiilet hosszat adja meg. Ezaldl a x =0
(fiiggtleges vonal) érték a kivétel, ekkor ‘v’ a szakasz illetve vektor
hosszat adja meg. Az iranyvektor értékei csak egészek lehetnek.

A szakasz (vektor) kezd6pontja a \put utasitasban megadott érték
lesz.
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\unitlength 1imm
\begin{picture}(30,35)(-5,-5)
\thicklines

\put (-5,0){\vector(1,0){30}}
\put (0,-5){\vector(0,1){35}}
\put (0,0){\1line(4,5){24}}
\end{picture}

Y
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Circle és circle* utasitasok

A \circle utasitas egy iires kort, a \circlex* utasitas egy tele kort
rajzol.

Szintaxisuk:

\circle{d}

\circle*{d}

A "d" paraméter a kdr atmérgjét adja meg. Referenciapontja a kor
kozéppontja.
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Oval utasitas

Az \oval utasitas egy lekerekitett sarkd téglalpot rajzol.
Szintaxisa:
\oval(x,y) [p]
Az (x,y) paraméter a téglalap méretét adja meg. A "p" paraméter-
rel megadhatd, hogy a téglalap melyik részei (fele, negyede) legyen
kirajzolva. Ertkei a kdvetkezék lehetnek:

o t - felss fele

@ b - alsé fele

o | - bal fele

@ r - jobb fele

Ezek kombinacidja adja a negyed téglalap rajzolasat (tl a bal felsé
példaul).
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Szovegdoboz elhelyezése az 4dbrén

Szovegdoboz elhelyezésére harom lehetdséget ad a picture kdrnyezet:

e \makebox{x,y}, [p]l{szovegl} - nem keretezi be
o \framebox{x,y}, [p]{szoveg} - bekeretezi

o \dashbox{x,y}, [p]{szoveg} - szaggatott vonallal keretezi
be

Mindharom utasitas egy (x,y) méreti dobozt helyez el. A "p"

paraméter a szveg igazitasat vezérli (értékei lehetnek t,b,l,r és ezek
kombinaciéi).
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Vonalvastagsag

Az alabbi, vonalvastagsidgot beallitd utasitasok altaldnos utasitdsok,
de hasznalhaték a picture kdrnyezeten beliil is.

e \thinlines - vékony vonal
e \thicklines - vastag vonal
@ \linethickness{d} - adott vastagsagl vonal vonalat rajzol

A harmadik esetben a vonal vastagsiga csak vizszintes illetve
fligg6leges vonalak esetén valtozik.
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\begin{picture}(100,100)
\put (10,30){\vector(1,0){17}}
\put (10,30){\circle{30}}
\put (50,30){\circlex{10}}
\put (50,30){\oval(20,15)} @ (®

\end{picture}
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Pict2e kdrnyezet

A picture kdrnyezet tovabbfejlesztése. A mar meglévs elemeket ki-
bévitették, emellett Gjabb utasitasok is belekeriiltek.

Hasznalatahoz a deklaracios részben be kell tdlteniink a pict2e cso-
magot. A kdrnyezet betdlthetd a

\begin{pict2e}(x,y) (a,b)

utasitassal, ahol x és y az dbra mérete (egy x X y méretii doboz).
Az (a, b) paraméter a doboz bal alsé sarkanak koordinata értékei.
Alapértéke a (0,0).
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Pict2e kibgvitések

A picture kdrnyezetben meglévd utasitasok mindegyike béviilt, elss-
sorban a megadhaté paraméterek nagysagrendje lett nagyobb.

@ \gbezier - a rajzolandé pontok szamara nincs felsg hatar.

@ \line és \vector - a vonalak vastagsdganak, hosszanak
beallitasi lehetéségei béviiltek.

@ \circle és \circle* - nagyobb kordk illetve lemezek
rajzolhatdk.

o \oval[rad] - a rad paraméterrrel a lekerekités mértéke
szabalyozhatova valik.

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Abrak, grafikak



Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek [ g A

Arc és arc* utasitasok

Hasonléan a \circle és a \circlex utasitasokhoz, a \arc egy
korivet rajzol.

Szintaxisuk:

\arc[a,b]{d}

\arc*[a,b]{d}

A "d" paraméter a koriv atmérgjét adja meg. Referenciapontja az
iv kbzéppontja. Az (a, b) paraméter "a" értéke a koriv kezdSpontja,
"b" pedig a végpontja.
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Vonalak, sokszbégek

Szakaszok és sokszdgek ajzolasara @j utasitasok is bekeriiltek a cso-
magba.

o \Line(x1,y1)(x2,y2) - a két pont kdzOtti szakaszt rajzolja
meg.

e \polyline(x1l,y1)(x2,y2)...(xn,yn) - a megadott ponto-
kat koti Gssze.

o \polygon(xl,yl) (x2,y2)...(xn,yn) - sokszdget rajzol a meg-
adott pontok alapjan.

e \polygon*(x1,y1) (x2,y2)...(xn,yn) - kitoltott sokszoget
rajzol.
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Alakzatok

Az alabbi utasitasok segitségével tudunk alakzatokat rajzolni:

e \moveto(x,y) - a gorbe kezd6pontjat hatarozza meg.

e \lineto(x,y) - kezd6pontbdl a megadott pontig egyenest
rajzol.

o \curveto(x2,y2) (x3,y3) (x4,y4) - négyzetes Bezier gorbét
rajzol (két kontrolpont és a végpont a harom paraméter).
o \circlearc[n]{x}{y}{d}r1}{r2} - kdrivet rajzol az alabbi
paraméterekkel:
e n - pozicionalast segité elhagyhaté paraméter (alapértéke 0).
e x,y - a kozéppont koordinatai.
o d - koriv sugara.
o rl,r2 - a koriv kezdé szoge, illetve végszoge.
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Alakzatok

Az alakzat lezarasat a kovetkezé utasitasokkal tudjuk megtenni:
@ \closepath - a gorbe kezdépontjaba.
o \strokepath - megrajzolja a definialt gorbét.
e \fillpath - megrajzolja a definidlt zart gorbét.
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Alakzatok

Az alakzat lezarasdnak médjat tudjuk vezérelni a kovetkezd utasita-
sokkal:

@ \buttcap - egyenes lezaras.

@ \roundcap - félkor lezaras.

@ \squarecap - fél négyzet lezaras.
Az alakzat 6sszeflizésének médjat tudjuk vezérelni a kdvetkezé uta-
sitasokkal:

@ \mitterjoin - egyenes lezaras.

@ \roundjoin - félkor lezaras.

@ \beveljoin - fél négyzet lezaras.
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\begin{picture}(100,100)

\put (6,6){\arc[80,0]1{50}}

\put (55,0){\polygon(6,6) (40,6) (23,40)}

\put (100,6) {\polyline(0,0) (30,5) (40,35) (45,10)}
\end{picture}

AN,

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok Abrak, grafikak



Picture kdrnyezet
Pict2e kdrnyezet

Grafikai kérnyezetek ot cxemer

Pstricks csomag

A pstricks egy makrécsomag, ami a legtdbb TEX csomaggal kompa-
tibilis. Segitségével kdnnyebben tudunk grafikai elemeket elhelyezni
a dokumentumunkban. Emellett egyszeriien lehet szineket hasznalni,
elforgatni elemeket. Hasznalata:

{\red Ez a széveg piros lesz.}

A csomag alapértelmezett mértékegysége lcm, ezt megvaltoztatni
a a \psset utasitassal lehet.
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Alapbeallitasok

linewidth=v - vonalvastagsag.
linecolor=szin - vonalszin.
fillsyle=stilus - kitdltés stilusa (lehet none, solid stb.).

fillcolor=szin - kitdltés szine.

arrows=tipus - nyil tipusa (lehet <->, <-, ->, -).

Nyilakat a kovetkezSképpen is definidlhatunk (paraméterként meg-
adva a tipusat):

\psline[linewidth=2pt]1{<-}(2,1)
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Alapbeallitasok

Az alap grafikai elemek a kdvetkezé paraméterekkel is rendelkezhet-
nek:

@ linearc=v - egyenes illeve soksz60g rajzolasanaal a torés ivét
szabalyozza ("v" pozitiv).

o framearc=sz - a keretek sarkainak lekerekitését szabalyozza
("sz" radidanban megadott paraméter).

@ cornersize=relative/absolute - a lekerekités mértékét sza-
balyozza.
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Egyenesek, sokszogek

@ \psline[par]{nyil}(x0,y0) (x1,y1)... (xn,yn) - szakasz(oka)t raj-
zol.

@ \psline*[par]{nyil}(x0,y0) (x1,y1)... (xn,yn) - ha a szakaszok zart
alakzatot alkotnak, akkor kitdlti.

@ \gline(coor0) (coorl) - megadott koordinatak kdzé szakaszt rajzol.

@ \pspolygon#[par] (x0,y0) (x1,y1) (x2,y2) ... (xn,yn) - megadott pa-
raméterekkel sokszdget rajzol.

@ \psframe*[par] (x0,y0) (x1,y1) - keretet rajzol (a két paraméter a bal
als6 és a jobb fels sarok koordinatai).

@ \psdiamond*[par] (x0,y0) (x1,y1) - rombuszt rajzol, (x0,y0) a kdzép-
pontja, (x1,y1) a magassag, illetve a szélesség paramétere.

@ \pstriangle*[par] (x0,y0) (x1,y1) - egyenlé szari haromszdget rajzol,
(x0,y0) az alap kdzéppontja, (x1,y1l) a magassag, illetve a szélesség para-
métere.

Az utols6 két utasitas rendelkezhet egy gangle paraméterrel, ami az alakzat
elforgatasat szabalyozza.
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Tekintsiik az alabbi példakat:

\psset{unit=3cm}

\begin{pspicture} (0, 0) (2, 2)

\psset{linewidth=1pt}
\psline[linewidth=2pt,linearc=.25]{->}(4,2)(0,1) (2,0)

\qline(0,0) (2,1)

\pspolygon[linewidth=1.5pt] (0,2) (1,2)
\pspolygon*[linearc=.2,linecolor=darkgray] (1,0) (1,2)(4,0) (4,2)
\psframe[linewidth=2pt,framearc=.3,fillstyle=solid,fillcolor=1lightgray]
\psframe*[linecolor=white] (1,.5)(2,1.5)
\psdiamond[framearc=.3,fillstyle=solid,fillcolor=lightgray] (2,1)(1.5,1)
\pstriangle* [gangle=10](2,.5) (4,1)

\end{pspicture}
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Kor, koriv, ellipszis

@ \pscircle[par] (x0,y0) {sugar} - adott kdzépponti, sugara kort rajzol.

@ \pscirclex*[par] (x0,y0){sugar} - adott kdzéppontd, sugari korlapot
rajzol.

@ \qdisk(coor){sugar} - adott kdzéppontu, sugari korlapot rajzol.
@ \pswedge* [par] (x0,y0) {sugar}{szogl}{szog2} - korivet rajzol.

@ \psellipsex[par] (x0,y0) (x1,y1) - ellipszist rajzol, (x0,y0) a kdzéppont
koordinatai, (x1,yl) a szélesség illetve magassag fele.

@ \psarc#*[par]{arrows}(x,y) {sugar}{szogl}{szog2} - ivet rajzol szogl-
t6l szog2-ig, (x,y) a kdzéppontja, dramutaté jarasadval megegyezs iranyban.

@ \psarcn*[par]{arrows}(x,y) {sugar}{szogl}{szog2} - ivet rajzol, de
6ramutaté jarasaval ellenkez§ iranyba.

@ \psellipticarc#[par]{arrows}(x0,y0) (x1,y1) {szogl}{szog2} - el-
lipszisivet rajzol.

@ \psellipticarcn*[par]{arrows}(x0,y0) (x1,y1) {szogl}{szog2} - el-
lipszisivet rajzol, de 6ramutaté jarasaval ellenkezg iranyban.
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Tekintsiik az alabbi példakat:

\psset{unit=3cm}

\begin{pspicture} (0, 0) (2, 2)

\psset{linewidth=1pt}

\pscircle[linewidth=2pt] (.5,.5){1.5}

\adisk(2,3){4pt}
\pswedge[linecolor=gray,linewidth=2pt,fillstyle=solid]{2}{0}{70}
\psellipse[fillcolor=1lightgray](.5,0)(1.5,1)

\psarc* [showpoints=true] (1.5,1.5){1.5}{215}{0}
\psline[linewidth=2pt] (4;50) (0,0) (4;10)
\psarc[arcsepB=2pt]{->}{3}{10}{50}
\psellipticarc[showpoints=true,arrowscale=2]{->}(.5,0)(1.5,1){215}{0}
\end{pspicture}
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Gorbék

@ \psbezier[par]{arrows}(x0,y0) (x1,y1) (x2,y2) (x3,y3) - Be-
zier gorbét rajzol adott alappontokkal.

@ \psbezierx*[par]{arrows}(x0,y0) (x1,y1) (x2,y2) (x3,y3) - ki-
toltott Bezier gorbét rajzol adott alappontokkal.

@ \parabolax*[par]{arrows}(x0,y0) (x1,y1) - parabolat rajzol, ami
atmegy (x0,y0) ponton és (x1,yl) a maximuma vagy minimuma.

@ \pscurve*[par]{arrows}(x1,y1)...(xn,yn) - nyitott gorbét raj-
zol.

@ \psecurvex*[par]{arrows}(x1,y1)...(xn,yn)] - nyitott gorbét
tajzol, ami az els6 ponttdl az utolséig tart.

@ \psccurvex[par]{arrows}(x1,y1)...(xn,yn) - zart gorbét raj-
zol.
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Tekintsiik az alabbi példakat:

\psset{unit=3cm}

\begin{pspicture}(0, 0)(2, 2)

\psset{linewidth=1pt}
\psbezier[linewidth=2pt,showpoints=true]{->}(0,0)(1,4)(2,1)(4,3.5)
\parabola*(1,1)(2,3)

\psset{xunit=.01}

\parabola{<->}(400,3) (200,0)

\pscurve [showpoints=true]{<->}(0,1.3)(0.7,1.8)(3.3,0.5)(4,1.6)(0.4,0.4)
\psecurve [showpoints=true] (.125,8)(.25,4)(.5,2)(1,1)(2,.5)(4,.25)(8,.125)
\psccurve [showpoints=true] (.5,0)(3.5,1)(3.5,0)(.5,1)

\end{pspicture}
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Pontok, racsok

Pontot, pontokat az alabbi médon rajzohatunk:
@ \psdot*[par] (x1,y1) - adott koordinatara pontot rajzol.

@ \psdots*[par] (x1,y1) (x2,y2)...(xn,yn) - koordinatakra pontokat
rajzol.

A par értéke a kdvetkez§ lehet:
@ dotstyle=style - a pont stilusa (alapértelmezett a *).
@ dotsize=dim ’num’ - a pont mérete (alapértelmezett: 2pt 2).

@ dotscale=numl ’num2’ - a pont aranyat adja (numl a vizszintes, az
opcionélis num? a fiigg6leges, alapértelmezett: 1).
@ dotangle=angle - pont elforgatasat szabalyozza megadott szégben (x
stilust pontoknal példaul).
Koordinata rendszert az alabbi utasitassal rajzolhatunk:
\psgrid(x0,y0) (x1,y1) (x2,y2)
Ahol:

@ (x0,y0) - a koordinata rendszer origdja.
@ (x1,y1) - a koordinata rendszer bal alsé sarka.
@ (x2,y2) - a koordinata rendszer jobb fels sarka.
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Pontok, racsok példa

\psset{unit=3cm}
\begin{pspicture}(0, 0)(2, 2)
\psgrid(0,0)(-1,-1)(4,3)
\psdot* [dotstyle=pentagon] (3,3)
\psdots*[dotstyle=oplus] (3,2)(2,3)
\end{pspicture}
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Filiggvények abrazolasa

o \\fileplot*[par]{fajl} - {fajl}-ban megadott
koordinatakat rajzolja.

o \dataplot*[par]{utasitésok} - {utasitasok}-nak
megfelelGen rajzol.

o \psplot*[par] {xmin}{xmax}{fgv} - {fgv} fiiggvényt
rajzolja ki.

o \parametricplot*[par]{tmin}{tmax}{fgv} - paraméteres

alakban megadott fiiggvényt rajzol.
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Bevezetés

» Tudomanyos el6adast tamogaté prezentaciét elkésziteni viszony-
lag egyszeriien lehet. A IATEX-en beliil a beamer nevii csomagot
fogjuk hasznalni.

» Dokumentumosztalyként a \documentclass{beamer} parancs-
csal adjuk meg.

» Nagy elénye, hogy minden platformon ugyanazt a végeredményt
latjuk.

> Az Beamer els§ valtozata 2003-ban jelent meg, készitéje Till
Tantau.
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A prezentacié alkotéelemei

v

A prezentacié épitSelemei a keretek (frame).

v

A kereteknek cimet és alcimet tudunk adni.

v

Egy keret allhat diak sorozatabdl, de akar egyetlen diabdl is.

v

Ha a keret tobb diabdl all, akkor a diasorozat a keretben egymas
utan jelenik meg.
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Keretek

Keretek létrehozasa

Egy keret felépitése kétféle médon adhaté meg:

\begin{frame}

\frametitle{A keret cime}

\framesubtitle{A keret alcime}
A keret tartalma

\end{frame}

vagy

\frameq{

\frametitle{A keret cime}

\framesubtitle{A keret alcime}

A keret tartalma

by
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Keretek

Keretek alkotdelemei

v

Fej- illetve labléc

v

Bal illetve jobboldali sav

v

Keret cime, alcime

v

Navigaciés gombok
Hattér

v

v

Keret szovege
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:
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Keretek

A keretek fontosabb opcidi

» Szbveg igazitdsa: t, b, c (top, button, center).
Alapértelmezett a kdzépre igazitas.

» plain: A fejléc, labléc, oldalsavok nem jelennek meg.

» shrink=&rték: A szoveget feliilre igazitja és érték %-ban ki-
csinyiti.

» fragile: Alapértelmezésben idézet (verbatim kornyezet) nem ir-
haté a keretbe. Ezen opcié segitségével mar igen.
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Keretek

Cimoldal készitése

Cimoldalnak nevezziik a prezentacio els6 oldalat. Az ehhez sziikséges
adatokat a kdvetkez8 utasitdsokkal adhatjuk meg:

» \title{Prezenticid cime}

» \subtitle{Prezentacid alcime}
» \author{Szerz&}

> \institute{Intézet}

> \date{Datum}

> \subject{A prezentéacidé targyal}

> \keywords{Kulcsszavak}
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Tagolas
: :
A szbveg tagolasa
A prezentacié a kdvetkezs részekre tagolhaté:
> part: rész
» section: szakasz
> subsection: alszakasz
o = = E = AP N G4
: :

Matematikai programcsomagok Prezentaciékészités TEX/IATEX-ben Pannon Egyetem - Szegedi Egyetem




Felépités
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Tagolas
Részek

Részekre bontasra hosszabb prezentaciok esetében lehet sziikség. Uj
részt a kovetkezSképpen tudunk definialni:

\part [rovid név]\{A rész cime}

Ha 0 oldalt szeretnénk egy 4j rész kezdetekor definialni, akkor a
deklaracids részben adjuk meg a kdvetkezdket:

\AtBeginPart{

\begin{framel} [fragile] [plain]

\begin{center}
{\Large\insertromanpartnumber. rész\\[10mm]}
{\large\insertpart\\}

\end{center?

\end{frame}
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Tagolas

Szakaszok

A prezentaci6 rovidebb, tartalmilag Gsszefiig6 szakaszokra bontasat
a kovetkezGképpen tehetjitk meg:

\section{A fejezet cime}

Minden fejezetet egy \end{section} utasitassal kell lezarni.

A fejezeteinket alfejezetekre bonthatjuk a \subsection utasitassal.
A fejezetek, alfejezetek rendszere a tartalomjegyzék készitését segiti
els, illetve megjelenthetnek a navigacios savban, vagy a pdf
meg/-je/-lenité program konyvjelzéi kdzott.
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Tagolas

Tartalomjegyzék készitése

A részek, szakaszok, alszakaszok rendszerébdl kiilon keretben tarta-
lomjegyzék készithetd. A tartalomjegyzék részekre vonatkozik. Ha
nincs részekre osztva a dokumentum, akkor az egész prezentaciora
érvényes.

A kovetkez8 kéddal tudunk tartalomjegyzéket kiilén keretbe készi-
teni:

\frame{\tableofcontents}
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Tagolas

Tartalomjegyzék készitése

Ha a tartalomjegyzék elemeit egyesével szeretnénk megjeleniteni, ak-
kor két lehet8ségiink van:

» Mindegyik elem elé egy \pause parancsot irunk.

> \tableofcontents parancs pausesections opcidjat
hasznaljuk.

Tovabbi opciéi a \tableofcontents parancsnak:

> sectionstyle=stilus
» subsectionstyle=stilus
» subsubsectionstyle=stilus

Ahol a stilus lehet show, hide illetve shaded.
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Tagolas

Irodalomjegyzék

Adott kereten beliil készithetiink irodalomjegyzéket is.
\begin{frame} [fragile] [plain]{Irodalomjegyzék}
\begin{thebibliography}{12}
\bibitem{Micimacko} A. A. Milne,
\bibitem{Kisherceg} A. de Saint-Exupéry,

\end{thebibliography}
\end{frame}
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Lista

Lista készitése

A listak készitésére szolgalé csomag (enumerate) automatikusan be-
toltédik. Az alap listatipusok (itemize, enumerate, description) hasz-

nalhatok. Altalanos definiciéja:
\begin{frame} [fragile]
\begin{itemize}

\item 1. elem

\item 2. elem

\item 3. elem
\end{itemize}
\end{frame}
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Lista

Lista készitése

A \begin{enumerate} [stilus] utasitdssal a lista szdmozasi jeleit
tudjuk megvéaltoztatni, ahol a stilus a kdvetkezd lehet:

» 1 - arab szdm
> a - latin abc kisbet(
> A - latin abc nagybetii
> i - kicsi rémai szam
> | - nagy rébmai szdm
Ha Gsszetett jelet szeretnénk, akkor a a kdvetkez§ lehetségiink lehet:

\begin{enumerate}[{I}.a]
Ez az utasitas a kovetkez8 szamozast hozza létre: |.a, |.b, l.¢, stb.
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Dobozok

Dobozok készitése

Hasonléan hasznalhaték, mint barmilyen mas dokumentum készité-
sekor. Két bekezdésdoboz kozul valaszthatunk.

» beamercolorbox - cim nélkiili, tobb paraméterezési lehet8ség

» beamercolorboxesrounded - cim adhaté
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Dobozok

Beamercolorbox

Alapszintaxis:

\begin{beamercolorbox}[opcid]l{szin}
Doboz tartalma
\end{beamercolorbox}

Az opcidk:
wd=szélesség
dp=mélység
ht=magassag
left, right, center
sep=tavolsag

shadow=true, false
g JPR IR | FITRDREY i DR
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Dobozok

Beamerboxesrounded

Alapszintaxis:

\begin{beamerboxesrounded}[opci6é]{Cim a fejrészben}
Doboz tartalma
\end{beamerboxesrounded}

Az opcidk:
width=szélesség
shadow=true, false

vV vy

lower=szinl

> upper=szin2
A lower és az upper opcidk a doboz tartalmanak, illetve fejrészének
szingsszeallitasara szolgalnak.
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Dobozok

Dobozok szinosszeallitasa

A dobozok szineit a \setbeamercolor utasitassal tudjuk megadni.

\setbeamercolor{sajat szin}{fg=white,bg=blue}\\

Ahol

» fg - a doboz tartalmanak a szine

> bg - a hattérszin

[m] = = =

Q¢
:
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Dobozok

Doboz definialasa

A két definicé egy-egy példan bemutatva:

\setbeamercolor{szin}{fg=blue,bg=yellow}

\begin{beamercolorbox}[wd=7cm,shadow=true,

rounded=true,left]{szin}

Ez egy 7cm széles, arnyékolt, lekerekitett
sarki balra igazitott doboz lesz.

\end{beamercolorbox}

llletve:

\setbeamercolor{szinl}{fg=white,bg=blue}
\setbeamercolor{szin2}{fg=black,bg=white}
\begin{beamerboxesrounded} [upper=szinl,

lower=szin2, shadow=true] {Doboz cime}
A cim kék alapon fehér, a szdveg fehér
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Hasabok

Hasabokra osztas

\begin{columns} [opcib]
\begin{column}{1l. oszlop szélessége}
1. oszlop tartalma

\end{column}

\begin{column}{2. oszlop szélessége}
2. oszlop tartalma

\end{column}

\end{columns?}

o 5 - = = VAR
|

:
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Hasabok

Hasabok opcidi

v

totalwidth=szélesség - a tobbhasabos teriilet teljes
szélessége

> b - az oszlopok alsé sorainak alapvonalat igazitja
> c - az oszlopok vertikalis kdzepét igazitja
» t - az oszlopok felsé sorainak alapvonalat igazitja

» T - az oszlopok felsé sorainak tetejét igazitja
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Kép, animacié, vided

Képek

» Minden keretre alkalmazott hattérkép beillesztése a deklaraciés
részben a kovetkezéképpen lehetséges:

\setbeamertemplate{background canvas}
{\includegraphics[width=\paperwidth]{kep}}

> Kép beillesztése a diara:
\includegraphics[width=szélesség] {kep}
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Kép, animacié, vided

Animacié

> Deklaraciés résznél toltsiik be az xmpmulti csomagot. Az ani-
maciét diasorozatként jatssza le. Az animaciét az alabbi utasi-
tassal tudjuk elkésziteni:

\multiinclude [<+>] [format=jpg,graphics={width=5cm}]{kep}

> Deklaracios résznél toltsiik be az animate csomagot. Az animéciét
videoként jatsza le. Az animéaciét az alabbi utasitassal tudjuk elké-

sziteni:

\animategraphics [opcidk] {sebesség}{kep}{elso}{utolsd}
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Kép, animacié, vided
Animategraphics opcidi

» sebesség - Pozitiv egész, ennyi kép/masodperc sebességgel
jatsza le.

» kep - az animaciét alkoté alapképek kdzds neve (példankban

kep volt) .

elso - A képsorozat elsé elemének sorszama.

utolsé - A képsorozat utolsé elemének sorszama.

autoplay - Az oldal megnyitasakor automatikusan induljon.

loop - A lejatszas végén automatikusan Gjraindul.

width=szélesség - A képek szélessége.

height=magassag - A képek magassaga.

controls - Lejatsz6 gombok megjelenitése.

buttonsize—gombméret - Lejatsz6 gombok mérete.

vV VY VY VY VvV VvV VvYYy

P
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Kép, animacié, vided

Videé

v

Kiilon alkalmazassal lejatszatni a vide6t a kdvetkezEképpen
tudjuk:

\href{run:video.avi}{szdveg}

> Ha a prezentacioban szeretnénk lejatszani a videot, akkor a dek-
laracids részbe be kell tolteniink a multimedia csomagot.

v

A video fajlt kiilon kell bemasolni a pdf mellé.

v

A kovetkez§ utasitassal tudjuk elhelyezni a videét:
\movie [opcidk] {sztvegt{vide6fajl neve}
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Kép, animacié, vided

Movie opciéi

> width=szélesség - A vided szélessége.

> height=magassag - A vide6 magassaga.

> poster - A videé elindulasaig nem a "poszter szoveg" lathatd,
hanem a videé elsé képkockaja. Erre kattintva indul a lejatszas.

» showcontrols - Megmutatja a vide6 alatt a navigaciés savot.
» start=ido - A video lejatszasi kezdopontjanak megadasa.

» duration=ido - A vide6bdl milyen hossz részt jatszon le.
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Nagyitas
Nagyitas
Dia egy adott teriiletét kinagyithatjuk az alabbi utasitassal:

\framezoom<1><2>[border=keret] (bal tavolsag,
fent tavolsag) (szélesség,magassig)

Ekkor a megadott képen megjelenik egy keret vastagsagid téglalap,
amit nagyitani lehet. A kijelolt teriilet a szélesség x magassag mé-
retdi, poziciéja pedig a bal fels§ saroktdl szamitott érték.

> Csak teljes képernyés lizemmédban miikédik helyesen.

> A <1><2> jelentése: a teljes kép a keret elsG didjan jelenik
meg, mig a kinagyitott teriilet a 2. dian.
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Témak

Elgre definialt stilusokat, Ggynevezett témakat tudunk betdlteni.
Tipusai a kovetkezdk lehetnek:

> Teljes

v

Belsg elemek

v

Kiilsé elemek
Szinek
Betiitipus

v

v

[m] = = =
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:
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Teljes

Teljes témak

Deklaraciés részben kell megadni a kdvetkezéképpen:
\usetheme [opcidk] {név}

Az opcidk témanként valtoznak, legtobb esetben nincs lehet8ségiink
a hasznalatukra. Latvanyképeket talalhatunk a témakrél az alabbi
cimen:

http://deic.uab.es/“iblanes/beamer_gallery/

Matematikai programcsomagok Prezentaciékészités TEX/IATEX-ben Pannon Egyetem - Szegedi Egyetem



Felépités Keretek elemei Témak Diavaltasok

0000 [e]e] oe 0000000
000000 00000 o] o]
[e]e] o] o]
SOOOO 8 o]
| Teljes |
: :
Teljes témak
Elére elkészitett témak teljesség igénye nélkiil:
> AnnArbor » Madrid
> Berkeley » Malmoe
> Berlin » PaloAlto
» CambridgeUS > Singapore
» Dresden » Szeged
» Goettingen > Warsaw
o & = = = 9ae
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Bels6 témak
Deklaraciés részben kell megadni a kdvetkezéképpen:
\useinnertheme [opcidk]{név}
Az opcidk a kovetkezSk lehetnek:
> circles
> rectangles
» rounded - shadow opcié
> inmargin
=} 5 = = E 9DHAE
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Kiilsé

Kilsé témak

Deklaraciés részben kell megadni a kdvetkezéképpen:
\useoutertheme [opcidk] {név}

Az opcidk a kovetkezSk lehetnek:

» infolines > split
» miniframes » shadow
» smoothbars > tree
» sidebar » smoothtree
oy <& = E z
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Szin
Szintémak
Deklaraciés részben kell megadni a kdvetkezéképpen:

\usecolortheme [opcidk] {név}

Teljes szintémak Belsg szintémak
» albatross > lily
> beetle » orchid
> crane > rose
» dove Kiilsé szintémak
> fly » dolphin
» seagull > seahorse
> whale
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Betiitipus

Betiitipus témak

Deklaraciés részben kell megadni a kdvetkezéképpen:
\usefonttheme [opcidk] {név}

Ahol az opciék a kdvetkezék lehetnek:

> serif

v

structurebold

v

structureitalicserif

v

structuresmallcapsserif

[m] = =
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Overlay

Tobb dia egy keretben

A keret elemeit egymas utan tdbb didn legegyszeriibben a pause
utasitassal tudjuk.
Overlay megjelenések:

> \uncover<spec>{szdveg}

v

\visible<spec>{sz&veg}

v

\only<spec>{szdveg}

v

\alt<spec>{szovegl}{szdveg2}
» \temporal<spec>{elotte}{szdveg}{uténa}
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Overlay

Overlay megjelenések

LehetSséget biztosit a beamer a kereten beliili didk vezérlésére. Kii-
16nb6z6 prezentacié elemekhez rendelhetjiik hozza, hogy a keret me-
lyik didin jelenjenek meg. Mindig a megadott elem utén kell megadni.
Tekintsiik a kdvetkez8 példat:
\begin{frame}[fragile]
\begin{itemize}

\item<1-2> 1. elem

\item<2> 2. elem

\item<3> 3. elem
\end{itemize}
\end{frame}
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Overlay

Overlay lehetGségek

> <0> - egy dian sem jelenik meg.

> <1> - az els6 dian jelenik meg.

> <1-2> - az els6 és a masodik dian jelenik meg.
> <1,3> - az els6 és a harmadik dian jelenik meg.
> <2-> - a masodik diatdl az utolssig jelenik meg.
> <-3> - az els6 harom dian jelenik meg.

> <-2,4-5,9-> - az els6 két dian, a negyedik és 6tédik dian illetve
a nyolcadik diatél az utolséig lesz lathaté.
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Diavaltasok
0008000

Overlay

Léptets overlay

A szamok helyére irhat6 |éptet6 overlay utasitas is. Ehhez a program
a beamerpauses szamlalét hasznalja. Kezdeti értéke 1.

> <+> - a beamerpauses értékénél eggyel nagyobb szama dian je-
lenik meg.

> <+(2)> - a bemaerpausue értékénél kettével nagyobb szami
dian jelenik meg.

> <.>-abeamerpauses értékénél eggyel kisebb értékii dian jelenik
meg.

> <.->- a beamerpauses értékénél eggyel kisebb értékii diatdl az
utolsé diaig jelenik meg.
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Diavaltasok
0000e00

Overlay

Overlay alapértékek

Azon utasitasok, amellyeknél lehetéségiink van az overlay hasznala-
tara, kiillonbozd alapértelmezett megjelenési értékkel rendelkeznek.
Ez az érték az altalunk bemutatott elemeknél mindenhol <1->.
Kivetel ezaldl a \temporal utasitas, amelynek nincs alapértelmezett
értéke, itt kdtelez6 megadni overlay értéket.

Overlay hasznalhaté keretek cimére és alcimére is. Ekkor a keret
megadott diai fognak csak megjelenni.
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Diavaltasok
0000080

Overlay

Tartalom cseréje

Lehet&ségiink van arra is, hogy az egymast kovets didkon a tartalom
teljesen kiilénbdz6 legyen.

» \only - fiigg6legesen kdzépre igazitott.
» overprint kdrnyezetben \onside felsorolas.

Utébbi fliggblegesen egy sorba igazitja a dia tartalmat.
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Diavaltasok
000000e

Overlay

Automatikus diavaltas

A prezentaciét, vagy egyes részeit automatikusan is lejatszhatjuk. Ez
csak teljes képerny8s médban lehetséges.

\transduration<spec>{ido}

Az overlay alapértelmezése <1->. Az id8 helyére azt az id6t kell irni
masodpercben, amennyi ideig latni szeretnénk a diat.
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Diavaltasok

Kereszthivatkozas

Kereszthivatkozas

Keret adott diajara ugrani a keret label opci6javal lehetséges.
\begin{frame} [fragile] [label=cimke]

\begin{itemize}

\item<+-> 1. elem

\item<+-> 2. elem

\end{itemize}

\end{frame}

Ekkor masik didban a kdévetkez&képpen hivatkozhatunk ra:
\begin{frame} [fragile]

\ref{cimke<2>}

\end{frame}

\end{verbatim}

Ekkor a masodik keretben levs \ref{cimke<2>} utasitas a masodik diara
létrehoz egy linket, amire kattintva atugrik a cimkével megjeldlt keret masodik
diajara.

\LSL L\..J.uu\c Nz 1 LoLiiin L\..J.uu\c Nz U..J.ux\ S4uUv
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Diavaltasok

Nyomégomb

Nyomégombok

A \hyperlink{cimke<2>}{Link szdvegel} utasitds masodik para-
méterének nem csak szdveget, hanem nyomégombot is megadha-
tunk.

> \beamerbutton{gomb szdvegel}
> \beamergotobutton{gomb szdvege}
> \beamerskipbutton{gomb szdvege}

> \beamerreturnbutton{gomb szdvegel}
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Diavaltasok

Keretismétlés

Keret ismétlése

Amennyiben a keretiinket megjeldltiik cimkével, akkor lehet8ségiink
van a prezentacié masik részében is megjeleniteni. A masodik, il-
letve tovabbi megjelenéseknek természetesen adhatunk mas overlay
megjelenési utasitasokat is. Altalanos szintaxis:

\againframe<overlay>[opcidk]{keret cimke}
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Bevezetés
Matematikai leiré nyelvek
A HTML korlatai

Matematikai leiré nyelvek céljai, elényei

e Matematikai anyagokat kédolhatunk tudomanyos kommunika-
ci6hoz, és oktatasi célra.

o Egyiittesen jeldlhetjiik meg a matematikai jel6lést és jelentést.

o Tobbféle konvertalasi lehetéség matematikai formakrél, vagy
formakra (pl.: Grafikus megjelenités, Braille irds, beszédszin-
tetizacid, egyszerii szbveges megjelenités).

@ Emberi olvasasra alkalmas dokumentumokat készithetiink.

e Matematikai funckiok kdnnyebb megjelenitése akar webes felii-
leteken is.
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Bevezetés
Matematikai leiré nyelvek
A HTML korlatai

Matematikai leiré nyelvek céljai, elényei

o Adatokat adhatunk at mas alkalmazasoknak (pl.: TgX).
o Szamitogépek altal kdnnyen legeneralhaté és végrehajthaté ké-
dokat készithetiink.

o Nyomtatétdl fliggd legmagasabb szinti nyomtatott anyagokat
tesznek lehetévé.

o A Web-oldalakon talalhaté egyenletek egyszeriien atadhaték mas
alkalmazasoknak az egér és a bongészs segitségével.

o Az egyenletszerkeszt6k, és -konvertalok kdnnyen tovabbfejleszt-
het8k.
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Bevezetés
Matematikai leiré nyelvek
A HTML korlatai

A HTML korlatai

Megjelenitési akadalyok:
A legtobb szdvegszerkeszts, nem szovegként jeleniti meg a matema-

tikai egyenleteket, pl.:
2% =10

Ez nem szabvanyos, igy megjelenité programonként véltozhat akar
a betiiméret, vagy tipus. Ha példaul Wordben mentjik HTML
formatumban, abban az esetben képként illeszti a dokumentumba.
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Bevezetés
Matematikai leiré nyelvek
A HTML korlatai

A HTML korlatai

Masik probléma, hogy egy egyenlet képe mindig fehér hattérrel jelenik
meg. Ha egy masik rendszerben masik hattér van beallitva, akkor a

kép hataraig fehér marad a hattér.
Példa:
. —b 4 V/b? —4dac
N 2a

HTML-be illesztés utan felléps gondok:
o Szdvegsor aljahoz van igazitva a kép.
o Kép meérete.
o Kdrnyezet betlimérete eltérs.
Nyomtatasi gondok:
o Eltérs felbontas (pixeles, szétes6 kép).

o Minden a HTML-nél felsorolt probléma.
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Bevezetés
Matematikai leiré nyelvek
A HTML korlatai

A HTML korlatai

Kédolasi problémak.

@ HTML-nél képalapi egyenletben nem tudunk szdvegre keresni.

@ Nem tudunk vagoélapra illeszteni egyenletet, vagy egyenlet rész-
letet.

o Az <IMG> elem ALT="..." paramétere valamely szinten segit-
séget ny(jt.

o Kép megjelenitéséhez nagyobb savszélességre van sziikség, mig
egy formula lekédolasa végezhets kliens oldalon.
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

MathML és OpenMath

Matematikai formulak internetes megjelenitésére két lehet8ségiink
van.

@ MathML szabvany
e OpenMath szabvany
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

MathML torténet

w3.org/Math/

1995, elsd tervezet

1997, munkacsoport megalakul a w3c-n beliil
1999, 1.01 verzi6 specifikacidja

2001, 2.0, majd 2003-ban a 2. verzié

2010, 3.0

2014 MathMI3 2nd Edition
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

MathML

Keét részbdl all a szabvany, két megkdzelitési méd

o Megjelenitést leiré rész (Presentation MathML).
Pl. <mrow>, <msup>

o Tartalmat leiré rész (Content MathML).
Pl. <plus/>, <vector>
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

Példa megjelenité méd

(a+ b)2

<msup>
<mfenced>
<mrow>
<mi>a</mi>
<mo>+</mo>
<mi>b</mi>
</mrow>
</mfenced>
<mn>2</mn>
</msup>
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

Példa tartalmi méd

(a+ b)?

<apply>
<power/>
<apply>
<plus/>
<ci>a</ci>
<ci>b</ci>
</apply>
<cn>2</cn>
</apply>
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

OpenMath

Az OpenMath egy leir6 nyelv, amellyel matematikai formulakat
jelenithetiink meg webes feliileten.

e www.openmath.org

o Kifejlesztése 1993-ban indult.
o Eurdpai fejlesztési nyelv.
°

Létrejott az OpenMath Society ami az els6 specifikaciét adta
ki.

Els6 kiadas: 1996.

@ 1997-ben valt az EU egyik szabvanyava (EU Negyedik Keret-
programjanak hatésara).

@ 2002 1.1 verzié

@ 2004 2.0 verzid, jelenleg is érvényes
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

OpenMath

Az OpenMath nyelvnek kétféle kédolasi formaja van:
e XML formatuma kédolas
@ an. bajtfolyam tipusi

Az XML formatumu kédolas:
@ Emberi megértésre alkalmas.

o Hatranya: elég terjedelmes.
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

Példa XML kédra

(a+b)

<0OMOBJ>
<0MA>
<0MS cd="arith" name="plus"/>
<OMV name="a"/>
<OMV name="b"/>
</0MA>
</0MOBJ>
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Webes szabvanyok MathML
OpenMath

Béjtfolyam tipust kédolés

o Minden XML-kédolasa OpenMath szimbélumnak van bajtokban
leirt megfelelgje.

@ rovidebb mint az XML kéd.

@ Hatranya: az ember szamara kevésbé kdnnyen érheté formatum.

Példa bajtfolyam tipussal:

18 10 08 05 05 61 72 69 74 68 74 69 6d 65 73 10 08 05 04 61
72 69 74 68 70 6¢c 75 73 05 01 78 05 01 79 11 10 48 01 45 00

05 01 7a 11 11 19
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités R =
On-line szerkesztéprogramok

Microsoft Word

e Microsoft Word 2003 verzidig - Equation 3.0
e Microsoft Word 2007 verziétdl - Egyenletszerkesztd
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MWYSIWYM” szerkeszték
. PO TeX konvertaléprogramok
Matematikai dokumentumkészités R =
On-line szerkesztéprogramok

Egyenletszerkeszt6 MS Word 2013

Egy integral létrehozasa.

@ H S )
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Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas



MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités R =
On-line szerkesztéprogramok

Egyenletszerkesztés MS Word 2013

Elényei:
o Megszokott kdrnyezet, széles beallitasi valaszték
@ Néhany kattintas segitségével létrehozhatd a képlet.
e Barmelyik Office programmal hasznalhaté.
Hatranyai:
e Nagyon egérfiiggé.

o .html kiterjesztés esetén képként menti a képleteket.
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités R =
On-line szerkesztéprogramok

Libreoffice Writer

@ Math képletszerkeszts, onalléan is hasznalhaté.

o Az Office csomag barmelyik részével egyiittmiikddik.
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok
On-line szerkesztéprogramok

Matematikai dokumentumkészités

Libreoffice Writer

Egy integral létrehozasa Libreoffice Math hasznalataval

-_példa.mmi - Libre0ffice Math -l[x]
Sgerkesztés Nézet Formétum Eszkizok ablak  Sigh &

B
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités R =
On-line szerkesztéprogramok

Libreoffice Writer

Elényei:

o Az utasitasok kdnnyen megjegyezheték.

@ Kevesebb kattintassal lehet képletet étrehozni.

@ A Libreoffice barmelyik programjaval egyiitt tud mikédni.
Hatranyai:

o Kevésbé felhasznaldbarat.

o .html kiterjesztés esetén képként menti a képleteket.
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok
On-line szerkesztéprogramok

Matematikai dokumentumkészités

o www.lyx.org
o TgX alapl szerkesztd.

@ Sajat kiterjesztést hasznal, de képes .tex file-okat is megjeleni-
teni.

o Sokféle kiterjesztésre konvertalhaté (pdf, ps, dvi)
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok
On-line szerkesztéprogramok

Matematikai dokumentumkészités

@ A Lyx programhoz készitett konvertal6program
o Letdlthets a http://elyxer.nongnu.org/ cimrél.
@ MathMI szabvany szerinti .html fajlt hoz létre.
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités R =
On-line szerkesztéprogramok

Konvertaléprogramok

Amikor TeX fajlokat weboldalakra szeretnénk konvertalni, akkor
tobb lehetéségiink is van.

o Latex2html
o TtM (TeX to MathML)
o MathToWeb
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités R s
On-line szerkesztéprogramok

Latex2html

A legrégebbi konvertalé program.
Letolthets a www.latex2html.org oldalrél El6nyei:

@ Kdnnyen hasznalhaté.
Hatranyai:
o Nem fejlesztik 2008 az utolsé valtozat), Gjabb utasitasokat nem
képes forditani.

o A képleteket képként menti el.
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MWYSIWYM” szerkeszték
Matematikai dokumentumkészités T ol

On-line szerkesztéprogramok

A TtM (Tex to MathMI) program, mint a neve is mutatja MathMl|
nyelvre forditja le a TeX forrasunkat.

Letdlthets a hutchinson.belmont.ma.us/tth/mml oldalrdl.
Elényei:

o Képleteket nem képként forditja.
o Egyszerii hasznalni.
Hatranya:

@ Bonyolulabb fajlok forditasara nem alkalmas.
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MWYSIWYM” szerkeszték

. P TeX k talé k
Matematikai dokumentumkészités €% xonvertaloprogramo
On-line szerkesztéprogramok

MathToWeb

Az egyik legjobban hasznalhaté konvertalé program.
Let6lthet6 a www.mathtoweb.com oldalrdl.
Elényei:

o Keépleteket nem képként forditja.

o Létezik online valtozata is.

@ Bonyolult fajlok konvertalasara is hasznalhaté.
Hatranya:

@ Nehéz helyesen beallitani.
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités " =
On-line szerkesztéprogramok

Online szerkeszt&k

e Word online
o Googledocs
o LaTeXLab
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MWYSIWYM” szerkeszték
TeX konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités " =
On-line szerkesztéprogramok

Word online

o Microsoft Word online valtozata
o Az Office 2013 verzi6 alapjan késziilt

o Jelenleg még nem tud képleteket szerkeszteni.
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MWYSIWYM” szerkeszték
konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités " =
On-line szerkesztéprogramok

Googledocs

@ A Google online office csomagja.
o Jelenleg nem tud képleteket szerkeszteni.

o A Google Tex szdvegek készitésére alkalmas programja a
LaTeXLab.
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MWYSIWYM” szerkeszték
konvertaléprogramok

Matematikai dokumentumkészités " =
On-line szerkesztéprogramok

LatexLab

*]
*]
*]
o
("]

docs.latexlab.org

Google dokumentumokkal szorosan egyiittmiikodik.
Off-line forditét is képes hasznalni.

Sajat fordité hasznalatara is lehetséges.

Egyik valtozata sem tamogatja .html fajlokat.
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WYSIWYM” szerkesztSk
. PO TeX konvertaléprogramok
Matematikai dokumentumkészités " =
On-line szerkesztéprogramok

LatexLab

Project Wi lssuss Devslopmentersion Tl

porsgalt@gmaiicom Docs Home
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Webmathematics Interactive
Sage

Matematikai feladatmegoldé weboldalak WliEmElin

\Webmathematics Interactive matematikai protal

@ Szegedi Egyetemen fejlesztik
o Egyetemi matematikai témakorok

o Folyamatos fejlesztés, tébb valtozat egyszerre elérhets
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Webmathematics Interactive
Sage

Matematikai feladatmegoldé weboldalak WliEmElin

\Webmathematics Interactive matematikai protal

A megoldandé feladatok szintaxisat nekiink kell kitalalni
Fiiggvények hasznélatanal okoz nehézséget

A megoldasok képleteinek megjelenitését LaTeX2html végzi
Képként jeleniti meg a képleteket
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Webmathematics Interactive
Sage

Matematikai feladatmegoldé weboldalak Wil

Sage

@ A nyilt forraskédi matematikai szoftvercsomag
o Teljeskorii matematikai programcsomag

o J4l dokumentalt
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Webmathematics Interactive
Sage

Matematikai feladatmegoldé weboldalak Wil

Sage hasznalata

o Regisztalni a Sage kdzponti szerverére
o Sajat Sage szerver

o Localhostként futtatva
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Webmathematics Interactive
Sage

Matematikai feladatmegoldé weboldalak REliamalphe

Wolframalpha portal

o Nem csak matematikai portal
o Alap matematikai feladatok elvégzésére alkalmas

o Widgetek hasznalata
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Webmathematics Interactive
Sage

Matematikai feladatmegoldé weboldalak REliamalphe

Wolframalpha widgetek

o Koriilbeliil 200 matematikai widget
o Egyszeriien készithetd sajat widget

@ Konnyen beilleszthet6 barmilyen weboldalba
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Matematikai programcsomagok
MathML

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas
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Tartalomjegyzék

@ Bevezetés
@ Definicié
o MathML torténete
o MathML célja

© MathML alapjai
@ Elemek rendszerezése
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© Megjelenits mad
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@ Példak megjelenits jeldlés
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Bevezetés S
Definicié

MathML tdrténete

MathML célja

Bevezetés
Definicié

MathML definiciéja

Mathematical Markup Language azaz Matematikai Leiré Nyelv,
egy XML szabvanyt hasznalé nyelv, mely segit a matematikai
egyenletek forméajanak és tartalmanak megorzésében, valamint
abrazolasaban. Célja, a matematikai formulak integralasa internetes
oldalakra, és egyéb dokumentumokba. A W3C ajanlasa.
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Bevezetés S
Definicié

MathML tdrténete
MathML célja

Bevezetés
MathML torténete

@ 1998: Megjelenik a MathML 1.0 a World Wide Web
Consortium (W3C) els6 XML ajanlasaként

1999: MathML 1.01
2001: MathML 2.0 feltiinése
2003: MathML 2.0 kiadasa

2006: W3C ajanlasara a MathML Working Group nekilat a
MathML 3 megtervezésének

@ 2010: MathML 3.0 hivatalos, mai napig hasznalt, kompatibilis
a korabbi 2.0-4s verziéval
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Bevezetés S
Definicié

MathML tdrténete
MathML célja

Bevezetés
MathML céljai

@ matematikai anyagot kdédolhatunk tudomanyos kommunikacis-
hoz, és oktatashoz minden szinten
@ a kédolas soran, egyiittesen hatarozhatjuk meg a matematikai
jelolést és a jelentést
konvertalhaté mas nyelvekre, formakra, megjelenitésekre
o grafikus megjelenités
beszédszintetizacié
szamitdgépes algebrai rendszerek bemenete
egyéb matematikai leiré nyelvek (pl.: TEX)
egyszer(i szoveges megjelenités
e nyomtatott forma, akar Braille is
konny( kereshetSség
gondoskodhatunk a kiterjeszthet8ségrél
sablonok létrehozasa
gépi programokkal kénnyen generalhatd, olvashaté

(]

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok MathML



MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Elemek rendszerezése

A MathML elemei harom csoportba sorolhaték:
o megjelenité elemek
o tartalmi elemek

@ interfész elemek
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Megjelenits elemek

A megjelenitd elemek leirjak a matematikai jelrendszer struktirajat.
Peldak:

A vizszintesen egymas utan irt karaktereket jelzi.

A fels6 index jeldlésére szolgal.
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Tartalmi elemek

A tartalmi elemek a matematikai objektumokat irjak le kdzvetleniil,
szemben a jel6léssel, amivel azokat csak megjelenitjiik.
Peldak:

Szamok, elemek Gsszeadasat irja le.

Vektorok megjelenitésére hasznalhaté.
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Interfész elemek

A <math> elemet soroljuk ide.

<math>

o A legfelss szinten helyezkedik el,és interfész elemnek nevezziik.
Egyik funkcigja, hogy tovabbadja a paramétereket egy MathML
processzornak, és igy befolyassal van a teljes kifejezésre.

o A masik feladata kommunikalni a bdngészével, amely megje-

leniti a MathML kifejezéseket, igy integralja azokat a HTML
kdrnyezetbe.
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Kifejezés-fak és token-elemek

Mind a megjelenitési, mind a tartalmi kifejezések szamos formalis
tulajdonsagra bonthatak. Mindekét esetben a kifejezés részkifejezé-
sekre, darabokra bonthaté. Példaul a (a+ b)? felbonthaté az (a+ b)
alapkifejezésre, és egy leiré kifejezésre, ami most: 2. Ez is tovabb
bonthatd, és igy tovabb.

A MathML kifejezések ezekbdl a felbontasokbol képzett fak.

o sziil6csoportok: az eredeti kifejezés

o utdodok: a fa levelei
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Kifejezés-fak és token-elemek

Levelek csoportjai:

ures elem

Kozvetleniil a MathML-ben talalhaté szimbdélumot jeleniti meg.
Péeldaul: <plus/> tartalmi elem.

\

token-elem (jel6léselem)

Az egyetlen olyan MathML-es elem, mely megenged kdzvetlen
karakter kédolast.

A

magyarazé elem

Az adatok nem MathML alaké allapotanak megtartasara
hasznalhatjuk.
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

A megjelenité méd legfontosabb token elemei

<mi>
Azonositdk ("mathematical identifier")
Dslt: (x)

<mn>

Szamok ("mathematical number")
allé betitipus: (2)

| A

N

Miveleti jelek ("mathematical operator")
Szélesebb sz6kdz: ( + )

A harom alap megjelenité elemen kiviil a legtdbb: iires megjelenits
elem. Ezeket leginkdbb sorbarendezéssel kapcsolatban hasznaljuk.
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

A tartalmi jelolés token elemei

Azonositék ("content identifier")

Szamok ("content number")
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Kifejezés-fak és token-elemek

A MathML elemeknek altalaban van nyit6 és zar6 tagjuk, melyek
korbeveszik a tartalmukat.

o token-elemeknél a tartalom karakteres adat
@ tobbi esetben valamilyen utéd elem

o iires elemeknél <elemnév/> Példaul: <plus/>
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Megjelenité méd

Példa: (a + b)?

<msup>
<mfenced>
<mrow>
<mi>a</mi>
<mo>+</mo>
<mi>b</mi>
</mrow>
</mfenced>
<mn>2</mn>
</msup>
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MathML alapjai Elemek rendszerezése
Kifejezés-fak és token-elemek

Tartalmi jel6lés

Példa: (a + b)?

<apply>
<power>
<apply>
<plus/>
<ci>a</ci>
<ci>b</ci>
</apply>
<cn>2</cn>
</apply>
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Megjelenitd méd | -Pecialis jelek

Kifejezés-fak és token-elemek

Megjelenitd jelolés

A szerkezeti séma tobb osztalyba sorolhaté:

o Irasformakkal all kapcsolatban példaul: <msub>, <msup>,
<munder>

@ altalanosan irja le a szerkezetet, példaul: <mrow>,
<mfrac>

o tablazatokkal all kapcsolatban

@ <maction> dnmagaban kiiln kategdria, a jel6léssel
kapcsolatos vezérléseket jeldli.
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Specialis jelek

Megjelenitéd méd

A legtobb szerkezeti sémanal fontos az utédok sorrendje.

Az <mfrac> elem elsé utéda a szamlals, a masodik a nevezd.
Ekkor mint argumentumaira hivatkozunk a megfelel6 sorrendben, és
tudjuk, hogy az <mfrac> elem egy konstruktor.

a/b

<math>
<mfrac>
<mi>a</mi>
<mi>b</mi>
</mfrac>
</math>
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Megjelenits mod ~ SPecialis jelek

Speciélis jelek

A specialis jelek segitenek a speacialis karakterek abrazolasaban és a
konnyebb hangos felolvashatésag segitésében.
Néhany a MathML altal hasznalt specialis jel:

o &Tab;: tabulator

o &Newline;: 1) sor

o &lIndentingNewLine;: (] bekezdés

o &Space;: sz6kdz (ennek tobb fajtaja is van, hosszat tekintve)
o &it;: lathatatlan szorzas

@ &PlusMinus;: =+ a tartalmi jel6l6rendszerben erre nincs elem,
igy az <fn> elemet vezettiik be helyette

o &false;: logikai "hamis"

o &true;: logikai "igaz"
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Megjelenits mod ~ SPecialis jelek

Lathatatlan jelek

&InvisibleTimes; vagy &it; - lathatatlan szorzas

& ApplyFunction; vagy &af; - fiiggvények abrazolasanal
lathatatlan székoéz

(]

&InvisibleComma; vagy &ic; - lathatatlan sz6koz
& #x2064;: - |lathatatlan 6sszeadas
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Példak megjelenitd jeldlés

Egyenlet

x> +5x+6=0

<mrow>
<mrow>
<msup>
<mi>x</mi>
<mn>2</mn>
</msup>
<mo>+</mo>
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Példak megjelenitd jeldlés

Egyenlet

<mrow>
<mn>5</mn>
<mo>&InvisibleTimes ;</mo>
<mi>x</mi>
<mrow>
<mo>+</mo>
<mn>6</mn>
</mrow>
<mo>=</mo>
<mn>0</mn>
</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Intervallum

e (0;1) - <mfenced><mn>0</mn><mn>1</mn></mfenced>
e [0;1] -

<mfenced open="[" close="]"><mn>0</mn><mn>1</mn></mfence
e (0;1] -

<mfenced open="(" close="]"><mn>0</mn><mn>1</mn></mfence
e [0;1) -

<mfenced open="[" close=")"><mn>0</mn><mn>1</mn></mfence
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Példak megjelenitd jeldlés

Fliggvény

f(x)

<mrow>
<mi> f </mi>
<mo> &ApplyFunction; </mo>
<mrow>
<mo> ( </mo>
<mi> x </mi>
<mo> ) </mo>
</mrow>
</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Inverz fliggvény

£(=1)

<msup>
<mi>f</mi>
<mrow>
<mo> (</mo>
<mn>-1</mn>
<mo>)</mo>
</mrow>
</msup>
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Példak megjelenitd jeldlés

Masodfoki egyenlet megoldasa

—b++/b%2 —4ac
2a

<mrow>
<mi>x</mi>
<mo>=</mo>
<mfrac>
<mrow>
<mrow>
<mo>-</mo>
<mi>b</mi>
</mrow>
<mo>&PlusMinus;</mo>
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Példak megjelenitd jeldlés

Masodfoki egyenlet megoldasa

<msqrt>
<mrow>
<msup>
<mi>b</mi>
<mn>2</mn>
</msup>
<mo>-</mo>
<mrow>
<mn>4</mn>
<mo>&InvisibleTimes ;</mo>
<mi>a</mi>
<mo>&InvisibleTimes ;</mo>
<mi>c</mi>
</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Masodfoki egyenlet megoldasa

</mrow>

</msqrt>

</mrow>

<mrow>
<mn>2</mn>
<mo>&InvisibleTimes;</mo>
<mi>a</mi>

</mrow>

</mfrac>
</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Alapfiiggvények

Trigonometrikus fiiggvények példa
sin(x + 1)
A forraskéd:

<mrow>
<mi>sin</mi>
<mo> &ApplyFunction; </mo>
<mrow>
<mo> (</mo>
<mi>x</mi>
<mo>+</mo>
<mn>1</mn>
<mo>)</mo>
</mrow>
</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Tortfliggvények

Tortfliiggvéeny

x2+ %
A forraskédja:

<mfrac>
<mn> 1 </mn>
<mrow>
<msup><mi> x </mi><mn> 2 </mn></msup>
<mo> + </mo>
<mfrac><mi> x </mi><mn> 5 </mn></mfrac>
</mrow>
</mfrac>
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Példak megjelenitd jeldlés

Tortfliggvények

Binomialis egyiitthato

A forraskédja:

<mrow>
<mo> ( </mo>
<mfrac linethickness="0">
<mi> a </mi>
<mi> b </mi>
</mfrac>
<mo> ) </mo>
</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Sordsszeg

SorGsszeg megjelenitése:

Forraskédja

<mrow>

<munderover>
<mo>&#x2211 ;</mo>
<mrow><mi>x</mi><mo>=</mo><mi>a</mi></mrow>
<mi>b</mi>

</munderover>

<mrow><mi>f</mi><mo>&#x2061;</mo>
<mfenced><mi>x</mi></mfenced></mrow>

</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Integralszamitas

Integral példa!

p)
/f e* dx
0

Forraskddja

<mrow>
<msubsup>
<mo> &int; </mo>
<mn> 0 </mn>
<mn> 2 </mn>
</msubsup>
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Példak megjelenitd jeldlés

Integralszamitas

<mrow>
<msup>
<mi> &ExponentialE; </mi>
<mi> x </mi>
</msup>
<mo> &InvisibleTimes; </mo>
<mrow>
<mo> &DifferentialD; </mo>
<mi> x </mi>
</mrow>
</mrow>
</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Matrixok

3 X 3-as egységmatrix

O O
o = O
= O O

A képletet leiré formula

<mrow>

<mo> ( </mo>

<mtable>

<mtr>

<mtd> <mn>1</mn> </mtd>
<mtd> <mn>0</mn> </mtd>
<mtd> <mn>0</mn> </mtd>
</mtr>
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Példak megjelenitd jeldlés

Matrixok

<mtr>

<mtd> <mn>0</mn> </mtd>
<mtd> <mn>1</mn> </mtd>
<mtd> <mn>0</mn> </mtd>
</mtr>

<mtr>

<mtd> <mn>0</mn> </mtd>
<mtd> <mn>0</mn> </mtd>
<mtd> <mn>1</mn> </mtd>
</mtr>

</mtable>

<mo> ) </mo>

</mrow>
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Példak megjelenitd jeldlés

Matrix zaréjelezés

A=)
z w
<mrow>
<mi>A</mi>
<mo>=</mo>
<mfenced open="[" close="]">
<mtable>

<mtr>
<mtd><mi>x</mi></mtd>
<mtd><mi>y</mi></mtd>
</mtr>
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Példak megjelenitd jeldlés

Matrix zaréjelezés

<mtr>
<mtd><mi>z</mi></mtd>
<mtd><mi>w</mi></mtd>
</mtr>
</mtable>
</mfenced>
</mrow>
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Matematikai programcsomagok
A MathMI szabvéany - Tartalmi jel6lés
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Tartalomjegyzék

@ Tartalmi jeldlés

@ Peéldik tartalmi jeldlésre
o Egyenletek, fliggvények
o Analizis elemek
o Vektorok, matrixok
o Logikai relaciék
@ Halmazelmélet

© Jelslések stvozese
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Tartalmi jeldlés

Kifejezés-fak és token-elemek

Tartalmi jelGlés
Koriilbeliil 75 tartalmi jell6 elem van, amelyek kdzel egy tucat attri-
batummal rendelkeznek. A kdvetkez6képpen csoportosithatjuk Sket:

o iires elemek (<partialdiff/>, <leq/>, <tan/>)

@ matematikai attribatumok kédolasara hasznalt elemek
(<matrix>, <set>)

@ (j matematikai objektumok létrehozasara hasznalt elemek
(<apply>)
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Tartalmi jeldlés

A tartalmi jelolés token elemei

Azonositék ("content identifier'")

Szamok ("content number")
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Tartalmi jeldlés

Az apply elem

Az <apply> elemhasznalataval argumentumok csoportjabél fligg-
vényt alkothatunk. Az utédok sorrendje fontos. Az elsé jelzi a
fliggvényt, a tobbi annak argumentumait.

Az alabbi kéd az a-b kifejezést irja le.

<apply>
<minus/>
<ci>a</ci>
<ci>b</ci>
</apply>
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Tartalmi jeldlés

MathML alapjai

Mennyiségek elére meghatarozasa:
e <bvar>
o <lowlimit>
Ezek mellé hasznaljuk:
o <diff/>
e <int/>
A <declare> elemet akkor hasznaljuk, ha egy valtozé tipusat el6re

megakarjuk adni. Azokban az esetekben hasznaljuk, ha egy
kifejezést ki szeretnénk értékelni.
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Hatvanyfiiggvény

Forraskédja tartalmi jeldléssel:
<apply><power/><ci>x</ci><cn>3</cn></apply>
Osszehasonlitasként a megjelenits jeldlés:
<msup><mi>x</mi><mn>3</mn></msup>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék

Halmazelmélet

Forraskddja:

<apply><root/>

<degree>

<ci type="integer">n</ci>
</degree>

<ci>x</ci>
</apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Egyenlet

2 +2x+1=0
Forraskédja:

<reln>
<eq/>
<apply>
<plus/>
<apply>
<power/>
<ci>x</ci>
<cn>2</cn>

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok A MathMI szabvany - Tart



Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Egyenlet folytatasa

</apply>
<apply>
<times/>
<cn>2</cn>
<ci>x</ci>
</apply>
<cn>1</cn>
</apply>
<cn>0</cn>
</reln>

A <reln> elem helyett altalaban hasznalhat6 az <apply> elem is,
kivéve abban az estben, amikor a miiveleti jel valamilyen tényleges
relaciét ir le.
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Masodfolt megolddképlet

_ —bxVb? —4ac

2a

<reln>
<eq/>
<ci>x</ci>
<apply>
<divide/>
<apply>
<fn>
<mo>\&PlusMinus;</mo>
</fn>
<apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék

Halmazelmélet

Masodfokii megoldéképlet folytatasa

<minus/>
<ci>b</ci>
</apply>
<apply>
<root/>
<apply>
<minus/>
<apply>
<power/>
<ci>b</ci>
<cn>2</cn>
</apply>
<apply>
<times/>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék

Halmazelmélet

Masodfokii megoldéképlet folytatasa

<cn>4</cn>
<cira</ci>
<ci>c</ci>
</apply>
</apply>
<cn>2</cn>
</apply>
</apply>
<apply>
<times/>
<cn>2<cn>
<ci>a</>
</apply>
</apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Esetszétvalasztasos fiiggvény

—x if x<0
f(x)=¢ 0 ifx=0
X if x>0
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Esetszétvalasztasos fiiggvény

A forraskéd:

<pliecewise>
<piece>
<apply><minus/><ci>x</ci></apply>
<apply><1t/><ci>x</ci><cn>0</cn></apply>
</piece>
<piece>
<cn>0</cn>
<apply><eq/><ci>x</ci><cn>0</cn></apply>
</piece>
<piece>
<ci>x</ci>
<apply><gt/><ci>x</ci><cn>0</cn></apply>
</piece>
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Példak tartalmi jeldlésre

Abszolatérték figgvény

Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek
Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

A forraskéd:

<apply>
<abs/>
<ci>x</ci>

</apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Logaritmus fliggvény

log,(x)
A forraskéd:

<apply>
<log/>
<logbase>
<cn> 2 </cn>
</logbase>
<ci> x </ci>

</apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Az e~ fiiggvény

Az e fliggvényt leir6 utasitasok:

<apply>
<exp/>
<ci>x</ci>

</apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Osszetett fiiggvény

A forraskéd:

<apply><eq/>

<apply>
<apply><compose/>

<ci>f</ci><ci>g</ci>
</apply>
<ci>x</ci>

</apply>

<apply><ci>f</ci>

<apply><ci>g</ci><ci>x</ci>
</apply>

</apply>
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Példak tartalmi jeldlésre

Trigonometrikus fliggvény

Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek
Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

sin(cos x 4 x?)

A forraskéd:

<apply><sin/>
<apply><plus/>
<apply><cos/>
<ci>x</ci>
</apply>
<apply><power/>
<ci>x</ci>
<cn>2</cn>
</apply>
</apply>
</apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek

Példak tartalmi jeldlésre Vektorok, matrixok
Logikai relaciék
Halmazelmélet

Hatarértékszamitas

Fiiggvényhatarérték
lim sin(x)
x—0

A forraskéd

<apply>
<limit/>
<bvar><ci>x</ci></bvar>
<lowlimit><cn>0</cn></lowlimit>
<apply>
<gin/>
<ci>x</ci>
</apply>
</apply>
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Logikai relaciék
Halmazelmélet

Hatarértékszamitas

Fiiggvényhatarérték

lim sin(x

x—0t ( )

A forraskéd

<apply><limit/>
<bvar><ci>x</ci></bvar>
<condition>

<apply><tendsto type="above"/>
<ci>x</ci><cn>0</cn>
</apply>
</condition>
<apply>
<sin/><ci>x</ci>
</apply>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek
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Halmazelmélet

Sordsszegszamitas
SorGsszeg
o
> 7
i=2

A képletet leiré formula

<apply>
<sum/>
<bvar><ci>i</ci></bvar>
<lowlimit><cn>2</cn></lowlimit>
<uplimit>
<ci><infinity/></ci>
</uplimit>
<apply>
<power/>

N
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Integralszamitas

4 Hatarozott integral megjelenitése.

1
/ 2%dx
0

A képletet leiré formula:

<apply><int/>
<bvar><ci>x</ci></bvar>
<lowlimit><cn>0</cn></lowlimit>
<uplimit><cn>1</cn></uplimit>
<apply><power/><cn>2</cn><ci>x</ci></apply>
</apply>
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Vektorok

w

A képletet leir6é formula

<vector>
<cn>2</cn>
<cn>3</cn>
<cn>7</cn>

</vector>
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Matrix

Xy
z w

MathML kéd:

<reln>
<eq/>
<ci>A</ci>
<matrix>
<matrixrow>
<ci>x</ci>
<ci>y</ci>
</matrixrow>
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Egyenletek, fiiggvények
Analizis elemek
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Logikai relaciék
Halmazelmélet

MathML alapjai

Példak: tartalmi jelclés

<matrixrow>
<ci>z</ci>
<ci>w</ci>
</matrixrow>
</matrix>
</reln>

A matrix elem tartalmazza a zardjeleket, ezért azokat nem kell
kilon deklarani.
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Matrixok

3 X 3-as egységmatrix

1 00
010
0 01
A képletet leiré formula
<matrix>
<matrixrow>
<cn> 0 </cn>
<cn> 1 </cen>
<cn> 0 </cn>
</matrixrow>
<matrixrow>
<cn> 0 </cn>
a a

0
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Az és és a vagy relacié

Az a Vv b relaciét leird utasitasok:

<apply><and/>
<ci>a</ci><ci>b</ci>
</apply>

Az a A b relaciét leird utasitasok: |

<apply><or/>
<ci>a</ci><ci>b</ci>
</apply>
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A negaci6 és az implikacié relacié

A —a relaciét leiré utasitasok:

<apply><not/>
<ci>a</ci>
</apply>

Az a = b relaciét leird utasitasok: |

<apply><implies/>
<ci>a</ci><ci>b</ci>
</apply>
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Halmaz megadasa

Az {x|(x <5V x € N} halmazt leiré utasitasok:

<set>
<bvar><ci> x </ci></bvar>
<condition>
<apply><and/>
<apply><1lt/><ci>x</ci><cn>5</cn></apply>
<apply><in/>
<ci>x</ci><naturalnumbers/>
</apply>
</apply>
</condition>
<ci>x</ci>
</set>
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Részhalmaz

Az A C B-t leiré utasitasok:

<apply><subset/>
<ci>A</ci><ci>B</ci>
</apply>

Az A ¢ B-t leiré utasitisok:

<apply><notsubset/>
<ci>A</ci><ci>B</ci>
</apply>
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Halmazok uniéja és metszete

Az AN B-t leiré utasitasok:

<apply><union/>
<ci>A</ci><ci>B</ci>
</apply>

Az AU B-t leiré utasitasok:

<apply><intersect/>
<ci>A</ci><ci>B</ci>
</apply>
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Halmazok kiilonbsége

Az A\B-t leiré utasitasok:

<apply><setdiff/>

<ci type="set">A</ci>
<ci type="set">B</ci>
</apply>
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Jel6lések Stvozése

Jelolések otvozése

I
o X

<sematics>
<mrow>
<msubsup>
<mo>\&int ;</mo>
<mn>0</mn>
<mi>t</mi>
</msubsup>
<mfrac>
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Jel6lések Stvozése

Jel6lések otvozése folytatas

<mrow>
<mo>\&dd ; </mo>
<mi>x</mi>
</mrow>
<mi>x</mi>
</mfrac>
</mrow>
<annotation-xml encoding="MathML-Content">
<apply>
<int/>
<bvar>
<ci>x</ci>
</bvar>
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Jel6lések Stvozése

Jel6lések otvozése folytatas

<lowlimit>
<cn>0</cn>
</lowlimit>
<uplimit>
<ci>t</ci>
</uplimit>
<apply>
<divide/>
<cn>1</cn>
<ci>x</ci>
</apply>
</apply>
</annotation-xml>
</sematics>
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Jel6lések Stvozése

<semantics> elem

Jelzi, hogy a megjelenits jeloléshez tartozik egy szemantikai
megjegyzés ami tartalmi. Elsé utéda az a kifejezés, amihez a
megjegyzést flizziik, a masik maga a megjegyzés.

A megjegyzés barmilyen tipusi lehet, igy az <annotation> elemben
meg kell adni annak tipusat.
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© Bevezetés

© Alapelemek
© Matematikai elemek

@ Osszefoglalas
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Bevezetés

OpenMath

Az OpenMath egy leir6 nyelv, amellyel matematikai formulakat
jelenithetiink meg webes feliileten.

Kifejlesztése 1993-ban indult.

Eurépai fejlesztésii nyelv.

Létrejott az OpenMath Society ami az elsé specifikaciét adta
ki.

Elsé kiadas: 1996.

1997-ben valt az EU egyik szabvanyava (EU Negyedik
Keretprogramjanak hatasara).

2002 1.1 verzié

2004 2.0 verzid, jelenleg is érvényes

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok 9. el6adasAz OpenMath sz



Bevezetés

Kédolas

Az OpenMath nyelvnek kétféle kédolasi formaja van:
e XML formatuma kédolas
@ an. bajtfolyam tipusi

Az XML formatumu kédolas.
@ emberi megértésre alkalmas

o hatranya: elég terjedelmes
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XML méd

Bevezetés

<0MOBJ>
<0OMA>

<0MS cd="arith" name="times"/>

<0MA>
<0MS
<OMV
<OMV
</0MA>
<0OMA>
<0MS
<OMV
<0MV
</0MA>
</0MA>

QMO D

cd="arith" name="plus"/>
name="x"/>
name=||y||/>

cd="arith" name="plus"/>
name="x"/>
name="z"/>
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Bevezetés

Béjtfolyam méd

o Minden XML-kédolasu OpenMath szimbdélumnak van
bajtokban leirt megfeleldje.

@ Rovidebb mint az XML kéd.

o Hatranya: az ember szdmara kevésbé kdnnyen érheté
formatum.

Az el6z6 példa bajtfolyam tipussal:

18 10 08 05 05 61 72 69 74 68 74 69 6d 65 73 10 08 05 04 61
72 69 74 68 70 6c 75 73 05 01 78 05 01 79 11 10 48 01 45 00
05 01 7a 11 11 19
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Bevezetés

Béjtfolyam méd

A példa szerint latjuk, hogy a bajtfolyam tipussal révidebben irhatjuk
le a matematikai formulakat. Minden szamnak kiilon jelentése van,
amibél késébb az OpenMath képletet jelenit meg. A kéd elején lévé
18-as, példaul az objektum kezdetét jelli, mig a 19-es a kédsorozat
végén az objektum végét.

Az eredeti képletiink:

(x+y)(x+2)
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Bevezetés

MathML vs OpenMath

Az OpenMath sokkal kevesebb elemet hasznal.

A MathMI-ben megtalalhaté elemek tobbségét attriblitumként
adja meg.

Az OpenMath case-sensitive, azaz kis- és nagybetiiérzékeny.

A Content Dictionary (CD), amiben az elemeknél megadott
attribdtumok vannak meghatarozva.

o Mindkett6 fastruktaran alapul.
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Alapelemek

frametitleAz OpenMath alapjai
Alapobjektumok:

@ egészek
o lebeg8pontos szamok

@ szimbdlumok: CD-ban meghatarozott elem, név szerint
hivatkozunk ra (csak betiik, szamok és _ jel)

@ viltozdk: programozasi nyelvekhez hasonléan hasznalhatjuk
6ket, neviik specialis jeleket is tartalmazhat (pl. «)

o sztringek: Unicode karakterek

o bajttdmbdk: nem kell értelmezhetének lennie
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Alapelemek

Az OpenMath alapjai

Osszetett objektumok:

o alkalmazas (application): elsg rész - fejobjektum, masodik
rész - argumentumobjektum (matematikai fiiggvéyneknek
felel meg)

@ kapocs (binding): min. két rész; els6 rész - kots objektum,
tobbi rész - argumentumobjektum

o tulajdonsag (attribution): szimbdlum (adott obj. attribdtuma)
és valamilyen mas obj. parok

@ hiba (error): nincs kdzvetlen matematikai jelentése,
alkalmazasokkal torténd feldolgozasok kozben torténd hibak
kiértékelésére szolgal
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Alapelemek

A Content Dictionary és az OmDoc

A Content Dictionary (CD) egy fogalomtar, amiben &sszegyiijtve ta-
laljuk meg a kiilonb6z6 matematikai fogalmakat, ami nagyban meg-
konnyiti az OpenMath alkalmazédsok hasznéalatat. Az alkalmazésokat
masképpen akar matematikai fliggvényeknek is nevezhetjiik.

Az OpenMath masik jelent8s dokumentéaciéja az OmDoc, ami
tulajdonképpen az OpenMath egyik b&vitménye, ami az altalanos
kommunikaciét tdmogatja, beleértve a matematikai funkcidk
megjelenitését, példaul levelekben, e-konyvekben, e-mailekben
matematikai/szamitasi szolgaltatasok kozétt, és igy tovabb... Leird
nyelvként, az OmDoc tdmogatast nyljt szamos olyan struktirahoz,
amelyeket matematikusok hasznalnak kényvekben, leirasokban
tételek, bizonyitasok megfogalmazasra.
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Alapelemek

Tokenelemek OpenMath-ban

Szamok
OpenMath-ban TgX-hez és MathMI-hez képest tobb lehetéségiink
van a szamok abrazolasara.
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Alapelemek

Példak szamok megjelenitésére

27732.3

<0MF dec="27732.3"/>
27732
<OMI>27732</0MI>
BCF414
<OMI>xBCF4</0MI>

™

<0MS cd="nums" name="pi"/>
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Alapelemek

Azonositék

Valamilyen matematikai elem azonositéi. OpenMath-ban az
<OMV/> elemet hasznaljuk az azonositok megadasara.
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Alapelemek

Példak azonosit6k megjelenitésére

<0MV name="z"/>
kn

<0OMA>

<OMATTR>

<OMATP>

<0MS cd="presentation" name="style"/>
<0OMSTR> subscripted <OMSTR>

</0MATP>

<0MV name="k"/>
</0MATTR>

<0MV name="n"/>
</0MA>
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Alapelemek

Tartalmi elemek csoportositésa

Egy elem, egy fliggvény vagy miivelet argumentumaival valé megje-
lenitsére szolgal az <OMA> elem.

@ els6 argumentum: az a miivelet, amit megvaldsitanank

@ masodiktél: a miivelet argumentumai

Példa:
7!
<0MA>
<0MS cd="arith" name="factorial"/>
<OMI>7</0MI>
</0MA>
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Alapelemek

Deklaraciok OpenMath-ban

A deklaracios elemeknek két fontos szerepe van:
@ megvaltoztassuk, megadjuk az alapértelmezését egy edogg
kifejezésnek
o kapcsolatot |étesitsiink egy név és objektum kozott.
Tipikusan egy szamitégépes algebra esetén hasznalhatjuk. <OMS/>
és <OMV/> elemek hasznalatosak erre a célra
Példa:
f(x)=Inx
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Alapelemek

Példa deklaraciéra

<0OMA>

<OMS cd="relation" name="eq"/>
<0MA>

<0OMS cd="arith" name="times"/>
<0MV name="f"/>

<OMMATR>

<OMATP>

<OMS cd="presentation" name="left"/>
<OMSTR> (</0MSTR>

<0MS cd="presentation" name="right"/>
<OMSTR>) </0OMSTR>

</0OMATP>

<OMV name="x"/>

</0OMATTR>

</0MA>
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Alapelemek

Példa deklaraciéra (folyt.)

<0MA>

<OMS cd="transc" name="1n"/>
<OMV name="x'"/>

</0MA>

</0MA>

<0MA>
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Matematikai elemek

Aritmetika, algebra, logika

Alapmiiveletek

OpenMath-ban az alapmiiveleteket a <OMS/> elem megfelels
paraméterezésével helyettesitjiik, a "name" attribGtum "minus",
"plus", "times", "divide" paraméterekre allitasdval. A sziikséges
CD minden esetben az "arith".

Példa:

X—y—z

<0MA>

<OMS cd="arith" name="minus"/>
<0OMV name="x"/>

<OMV name="y"/>

<OMV name="z'"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Tovabbi példak

y+z

<0QMA>

<0MS cd="arith" name="plus"/>
<0MV name="z"/>

<0MV name="x"/>

</0MA>

c-d

<0MA>

<0OMS cd="arith" name="times"/>
<OMV name="c"/>

<OMV name="d'"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Aritmetika, algebra, logika

Egyéb miiveletek

<OMS/> elem megfelel§ paraméterezésével adhatjuk meg Gket
Jeldléesek: 'power’ - hatvanyozas, 'root’ - n-edik gydk, 'quotient’ -
osztas egészrésze, 'abs’ - abszolatérték, 'ged’ - legnagyobb kdzds
oszté, 'mod’ - maradékos osztas

Példa:

mn

<OMA>

<0MS cd="arith" name="power"/>
<0MV name="m"/>

<OMI> n </0MI>

</0MA>

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok 9. el6adasAz OpenMath sz



Matematikai elemek

Aritmetika, algebra, logika

Algebrai, logikai és aritmetikai Osszefiiggések

<OMS/> elem megfelelé paraméterezésével adhatjuk meg 6ket
Jeldlések: 'max’ - maximum fiiggvény, 'min’ - minimum fliggvény,
‘In’ - logaritmus naturalis fliggvény, 'log’ - 'a’ alapu
logaritmusfiiggvény, 'exp’ - exponencialis fliggvény

Peélda:

Ina

<0MA>

<OMS cd="transc" name="1n"/>
<0MV name="a"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Aritmetika, algebra, logika

Logikai miiveletek

<OMS/> elem megfelel§ paraméterezésével adhatjuk meg Gket
Jeldléesek: "and’ - és, 'or’ - vagy, 'xor’ - kizaré vagy, 'not’ - nem,
"implies’ - implikacié, 'forall’ - minden -ra/re kifejezéshez, 'exists’
- "létezik, hogy..."

Példa:

A= B

<0OMA>

<OMS cd="logic" name="implies"/>
<OMV name="A"/>

<0MV name="B"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Aritmetika, algebra, logika

Relacidk

<OMS/> elem megfelel§ paraméterezésével adhatjuk meg Gket
Jelolések: eq’ - egyenls, 'neq’ - nem egyenls, 'gt’ - nagyobb,
mint.., 'It" - kisebb, mint..., 'geq’ - nagyobb vagy egyenld, 'leq’ -
kisebb vagy egyenls

Példa:

c<d

<0MA>

<0MS cd="relation" name="1t"/>
<OMV name="c'"/>

<0OMV name="d"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Fliggvénytan

Felhasznaléi fiiggvények

OpenMath-ban egy <OMA> és egy <OMS/> elem kapcsolataval
fejezhetjiik ki, ahol az <OMS/> elemben irjuk le magat a
felhasznaldi fiiggvényt. Tobb, egymasba agyazott fiiggvény esetén
az <OMA> elem helyett hasznalhatjuk az <OMBIND>,
<OMBVAR> elempart is, mely magét az egymasba agyazast jeldli.
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Matematikai elemek

Példa felhasznaléi fiiggvényre

f+g

<0MA>
<0MS cd="arith" name="plus"/>
<0MA>
<0OMS cd="ecc" name="type"/>
<0MS cd="ecc" name="function"/>
<0MV name="f"/>
</0MA>
<0MA>
<0OMS cd="ecc" name="type"/>
<0MS cd="ecc" name="function"/>
<OMV name="g"/>
</0MA>
</0MA>
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Matematikai elemek

Fliggvénytan

A lambda fiiggvény

A lambda elemet egy olyan felhasznal6 altal meghatarozott fiiggvény
esetében hasznaljuk, amelyet egy adott kifejezésbdl és egy vagy tobb
fiiggetlen valtozébdl készitiink.

A lambdat OpenMath-ban az <OMBIND> - <OMBVAR/> elem-
parossal irhatjuk le, a sziikséges CD, az "fns".

Példa:

A

<0OMBIND>
<0MS cd="fns" name="lambda'"/>
</0OMBIND>
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Matematikai elemek

Fliggvénytan

Fiiggvényekkel végzett miiveletek

Megadhatjuk a fiiggvények inverzét, ekkor az <OMS/> elem
megfelelé paramétereihez az "inverse" parancsot kell megadnunk.
Peélda:

f_l

<0MA>

<0OMS cd="fns" name="’inverse"/>
<0OMV name="f"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Fliggvénytan

Fiiggvényekkel végzett miiveletek

Megadhatjuk még a fiiggvények kompozicidjat, vagy Osszetételét is.
Ehhez is az <OMS/> elemet kell hasznalnunk, a "left compose"
beallitassal.

Példa:

(fog)(x)
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Matematikai elemek

Fliggvénytan

<0MA>
<0MS cd="fns"
<0MA>
<OMATTR>
<QMATP>
<0MS cd="ecc"
<0MS cd="ecc"
</0OMATP>
<0MV name="£"/>
</0MATTR>
</0MA>
<0MA>
<OMATTR>
<Q0MATP>
<0MS cd="ecc"
<0MS cd="ecc"
</0OMATP>
<0MV name="g"/>
</0MATTR>
</0MA>
<0MV name="x"/>
Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Jano

name="

n/>

compose

name="type"/>
name="function"/>

name="type"/>
name="function"/>

s - Pozsgai Tamas
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Matematikai elemek

Integral- és differencidlszamitas

Integralszamitas

OpenMath-ban az integral és intervallumanak leirasira az <OMS/>
elemet hasznalhatjuk, a megfelel§ paraméterezéssel (a name attribd-
tum defint, interval; halmazként valé megadas esetén lambda bealli-

tasaval).
Példa:
b
/ f(x) dx
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Matematikai elemek

Integral- és differencidlszamitas

<0MA>
<0OMS cd="calculus" name="defint"/>
<0OMA>
<0MS cd="interval" name="interval"/>
<0MV name="a"/>
<0MV name="b"/>
</0MA>
<0MA>
<0OMATTR>
<0OMATP>
<OMS cd="ecc" name="type"/>
<0OMS cd="ecc" name="function"/>
</0MATP>
<0MV name="f"/>
</0MATTR>
<0MV name="x"/>

CM A
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Matematikai elemek

Differencialszamitas

Az <OMS/> elem megfelels paraméterezésével (a name
attribatum diff vagy partialdiff beallitasaval)
Példa: < f(x)
<0OMA>
<0MS cd="calculus" name="diff"/>
<OMV name="x"/>
<0OMA>
<0OMATTR>
<0OMATP>
<OMS cd="ecc" name="type"/>
<0MS cd="ecc" name="function"/>

</0MATP>
<0MV name="f£"/>
</0MATTR>
<0MV name="x"/>
</0MA>
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Matematikai elemek

Hatarérték

Hatérérték szamitasa
Az <OMS/> elem megfelels paraméterezésével (a name
attribatum limit, sum, product beallitasaval) végezziik el.
Példa: lim sin x
x—0
<0MA>
<0MS cd="1limit" name="limit"/>
<0OMA>
<0MS cd="transc" name="sin"/>
<0MV name="x"/>
</0MA>
</0MA>
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Matematikai elemek

Halmazelmélet

Halmazok megadasa

Az <OMS/> elem megfelels paraméterezésével (a name
attribatum set, list, in, notin beallitasaval) végezziik el.
Példa: {a, b}

<OMATTR>

<OMATP>

<0MS cd="presentation" name="left"/>
<OMSTR>{</0MSTR>

<0MS cd="presentation" name="right"/>
<OMSTR>}</0MSTR>

</0OMATP>

<0MA>

<0MS cd = "set" name="set"/>

<0OMV name="a'"/>

<OMV name="b"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Halmazmiiveletek

Az <OMS/> elem megfelels paraméterezésével (a name
attribatum union, intersect, subset, notsubset, prsubset,

notprsubset, setdiff beallitasaval) végezziik el.
Példa: AU B

<0MA>

<0OMS cd="set" name="union"/>
<0OMV name="A"/>

<0MV name="B"/>

</0MA>
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Matematikai elemek

Trigonometria

Trigonometria

Az <OMS/> elem attribatumaban definialhatjuk Sket
Példa: cos x

<0MA>
<0MS cd="transc" name="cos"/>
<0MV name="x"/>

</0MA>
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Osszefoglalas

OpenMath HTML-be agyazasa

Egyetlen elem van a bedgyazashoz: <OMOBJ/>, ez zar kdzre minden
OpenMath nyelvii szovegrészt az adott HTML dokumentumban

@ az <OMOBJ/> nem egymasba agyazhaté elem
@ korlatlan argumentumai lehetnek

@ a META elem beallitasa HTML oldalaknal erdsen ajanlott
(<META content-math-type="text/OpenMath">)

Dr. Hartung Ferenc - Dr. Viragh Janos - Pozsgai Tamas Matematikai programcsomagok 9. el6adasAz OpenMath sz



Osszefoglalas

Az OpenMath elényei, hatranyai

@ kdnnyen, egyszeriien bévitheték a nyelv funkciéi (CD)

@ a kevés elemet hasznalé OpenMath nyelv ezéltal bonyolulta
valik

@ szamos funkcié nehezen megoldhaté lesz (pl. indexelés)

@ nincs lehet8ség stiluslapok hasznaltara

o abrak, képek beillesztésére nincs lehet8ség
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1. Dokumentumok készitése a Maple segitségével
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Bevezetés
Dokumentumok készitése a Maple segitségével A program miikédése

Alapvetd tudnivalok

A kovetkezd 6t eldbadasban a Maple szamitdégépes algebrai rendszer haszndlata-
hoz sziikséges legfontosabb tudnivaldkat vessziik sorra.

A leirasok, képernydképek a legljabb valtozat, a Maple 17 futtatasaval készdiltek.
A program elérhet6 a Windows operaciés rendszer kiilénb6z6 valtozatain, Linu-
xon, illetve OS X-en is.

Létezik ,magyaritott”, magyar menirendszer(i valtozata. Az eléadasokban az an-
gol véltozatot haszndljuk, mivel a legtdbb elérhetd dokumentacid (beleértve a
rendszer beépitett Helpjét) angol nyelv(, s a régebbi leirasok is az angol valto-
zathoz idomultak.

A programot a Maplesoft kanadai cég forgalmazza, ezzel kapcsolatban tovabbi
részleteket a cég tudhatunk meg.
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www.maplesoft.com

Be et
Dokumentumok készités A program miikédése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés I.

A Maple fejlesztését az 1980-as évek elején kezdték a kanadai Waterloo egyetemen. Ké-
s6bb a program (zleti forgalmazasara, tovabbfejlesztésére megalakult a Maplesoft cég,
amely a Maple-re, mint ,matematikai motorra” timaszkodva egyre bdvilé termékpalettat
kinal. Ennek fontosabb részeit Iathatjuk a cég altal készitett dsszefoglalon:
Maple szimbolikus szamitasokat végz6 (,Computer Algebra”, CAS) rendszer;
MapleSim ipari alkalmazasokhoz sziikséges szimulaciés rendszer;
MapleTA matematika oktatast és szamonkérést segité rendszer;
MapleNet a Maple webes (bdngészdbdl vald) elérése .

Global Optimization  Mapie|D|

Optimor Maple: A Coriote 5t
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MasteSim Corc 1 MAOSITY yues Ly
g
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Mobius
MapleNet Project
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés II.

Az Application Center weboldalon rengeteg hasznos informaciot, letéltheté demét
és oktatasi segédanyagot taldlunk.

Viragh Janos


www.maplesoft.com/applications/index.aspx

A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés IlI.

A bbséges idegen nyelvii szakirodalom mellett tdbb magyar Maple szakkonyv is
megjelent. Bar ezek altalaban a program korabbi véaltozataira tAmaszkodnak, a
benniik leirtak legnagyobb része érvényes a mostani Maple-re is.
Heck Bevezetés a Maple hasznalataba, JGYTF Kiadd, 1999, ISBN
9-639-16716-9;
Klincsik—Maroti Maple 8 tételben (a matematikai problémamegoldas
mivészetérdl), Livermore Kft, 2006, ISBN 9-630-60571-6
Molnarka—Gerg6—Wettl-Horvath—Kallos A Maple V. és alkalmazasai, Springer,
1996, ISBN 9-688-45589-6
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés IV.

Az eldadasok megértéséhez, illetve a targyalt anyag Maple-ben valé ,éles”
kiprobaldsahoz néhany technikai megjegyzés:

@ az el6adasok elkészitéséhez a linuxon futé Maple 17 verziét hasznaltuk;
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés IV.

Az eldadasok megértéséhez, illetve a targyalt anyag Maple-ben valé ,éles”
kiprobaldsahoz néhany technikai megjegyzés:

@ az el6adasok elkészitéséhez a linuxon futé Maple 17 verziét hasznaltuk;

@ a példakban szereplé Maple inputokat egérrel atmasolva egy Maple
munkalap input szekci6jaba és végrehajtatva az itt lathaté eredményeket kell
kapnunk (az input eldl elhagytuk a > prompt jelet);
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés IV.

Az eldadasok megértéséhez, illetve a targyalt anyag Maple-ben valé ,éles”
kiprobaldsahoz néhany technikai megjegyzés:

@ az el6adasok elkészitéséhez a linuxon futé Maple 17 verziét hasznaltuk;

@ a példakban szereplé Maple inputokat egérrel atmasolva egy Maple
munkalap input szekci6jaba és végrehajtatva az itt lathaté eredményeket kell
kapnunk (az input eldl elhagytuk a > prompt jelet);

@ a bemutatéban alkalmazott IATEX technoldgia miatt a Maple altal kiirt
eredmények néha eltérd fontokat és formazast hasznalhatnak, de a
matematikai tartalom azonos a diakon talalhatéval;

Viragh Janos



Be et
Dokumentumok készitése a Maple segitségével A program miikédése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés IV.

Az eldadasok megértéséhez, illetve a targyalt anyag Maple-ben valé ,éles”
kiprobaldsahoz néhany technikai megjegyzés:

@ az el6adasok elkészitéséhez a linuxon futé Maple 17 verziét hasznaltuk;

@ a példakban szereplé Maple inputokat egérrel atmasolva egy Maple
munkalap input szekci6jaba és végrehajtatva az itt lathaté eredményeket kell
kapnunk (az input eldl elhagytuk a > prompt jelet);

@ a bemutatéban alkalmazott IATEX technoldgia miatt a Maple altal kiirt
eredmények néha eltérd fontokat és formazast hasznalhatnak, de a
matematikai tartalom azonos a diakon talalhatéval;

@ Azokban a példakban, amelyek fajlokat olvasnak vagy irnak, a viragh nevl
felhasznald (linuxos) home kdnyvtaraban létrehozott Maple alkényvtarat,
vagyis a /home/viragh/Maple elérési utat hasznaljuk. Windowson vagy
mas kdérnyezetben futtatva ezt értelemszeriien moédositani kell.
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Be et
Dokumentumok készitése a Maple segitségével A program miikédése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés IV.

Az eldadasok megértéséhez, illetve a targyalt anyag Maple-ben valé ,éles”
kiprobaldsahoz néhany technikai megjegyzés:

@ az el6adasok elkészitéséhez a linuxon futé Maple 17 verziét hasznaltuk;

@ a példakban szereplé Maple inputokat egérrel atmasolva egy Maple
munkalap input szekci6jaba és végrehajtatva az itt lathaté eredményeket kell
kapnunk (az input eldl elhagytuk a > prompt jelet);

@ a bemutatéban alkalmazott IATEX technoldgia miatt a Maple altal kiirt
eredmények néha eltérd fontokat és formazast hasznalhatnak, de a
matematikai tartalom azonos a diakon talalhatéval;

@ Azokban a példakban, amelyek fajlokat olvasnak vagy irnak, a viragh nevl
felhasznald (linuxos) home kdnyvtaraban létrehozott Maple alkényvtarat,
vagyis a /home/viragh/Maple elérési utat hasznaljuk. Windowson vagy
mas kdérnyezetben futtatva ezt értelemszeriien moédositani kell.

o Eléfordulhat, hogy egyes példak lefuttatasa elétt sziikséges egy restart
utasitast kiadni — ezt helytakarékossagbél néhol kihagytuk a példak elejérdl.
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés V.

A Maple munkalapok szokasos bedllitasainak megfeleléen a kdvetkez6 szinkodokat
alkalmaztuk:

@ a Maple inputok piros szinlek:
X :=a + b - 1/2%xsin(x)
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés V.

A Maple munkalapok szokasos bedllitasainak megfeleléen a kdvetkez6 szinkodokat
alkalmaztuk:

@ a Maple inputok piros szinlek:
X :=a + b - 1/2%xsin(x)

@ az eredmények kék szinben, a szokdsos matematikai formazas szerint lathatdk:

T
f sin(x)dx =2
0
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés V.

A Maple munkalapok szokasos bedllitasainak megfeleléen a kdvetkez6 szinkodokat
alkalmaztuk:

@ a Maple inputok piros szinlek:
X :=a + b - 1/2%xsin(x)

@ az eredmények kék szinben, a szokdsos matematikai formazas szerint lathatdk:

T
f sin(x)dx =2
0

@ a szbveges formaban kiirt Maple eredmények szintén kék szinliek:
Az egyenlet gydkei kerekitve: x1 = 0.6 és x2 = 1.5
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés V.

A Maple munkalapok szokasos bedllitasainak megfeleléen a kdvetkez6 szinkodokat
alkalmaztuk:

@ a Maple inputok piros szinlek:
X :=a + b - 1/2%xsin(x)

@ az eredmények kék szinben, a szokdsos matematikai formazas szerint lathatdk:

T
f sin(x)dx =2
o

@ a szbveges formaban kiirt Maple eredmények szintén kék szinliek:
Az egyenlet gydkei kerekitve: x1 = 0.6 és x2 = 1.5

@ a Maple hibajelzések lila szinben, alahltzva jelennek meg:
Error, numeric exception: division by zero
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés V.

A Maple munkalapok szokasos bedllitasainak megfeleléen a kdvetkez6 szinkodokat
alkalmaztuk:
@ a Maple inputok piros szinlek:
X :=a + b - 1/2%xsin(x)

@ az eredmények kék szinben, a szokdsos matematikai formazas szerint lathatdk:

T
f sin(x)dx =2
0

@ a szbveges formaban kiirt Maple eredmények szintén kék szinliek:
Az egyenlet gydkei kerekitve: x1 = 0.6 és x2 = 1.5

@ a Maple hibajelzések lila szinben, alahltzva jelennek meg:
Error, numeric exception: division by zero

@ a parancsok szintaxisanak ismertetésénél a Maple kulcsszavakat pirossal, a
magyar nyelvil szintaktikus kategériadkat félkovér lila szinnel adtuk meg:
solve (egyenletek, ismeretlenek)
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A program miikddése
Alapvetd tudnivalok

Bevezetés V.

A Maple munkalapok szokasos bedllitasainak megfeleléen a kdvetkez6 szinkodokat
alkalmaztuk:
@ a Maple inputok piros szinlek:
X :=a + b - 1/2%xsin(x)

@ az eredmények kék szinben, a szokdsos matematikai formazas szerint lathatdk:

T
f sin(x)dx =2
0

@ a szbveges formaban kiirt Maple eredmények szintén kék szinliek:
Az egyenlet gydkei kerekitve: x1 = 0.6 és x2 = 1.5

@ a Maple hibajelzések lila szinben, alahltzva jelennek meg:
Error, numeric exception: division by zero

@ a parancsok szintaxisanak ismertetésénél a Maple kulcsszavakat pirossal, a
magyar nyelvil szintaktikus kategériadkat félkovér lila szinnel adtuk meg:
solve (egyenletek, ismeretlenek)

@ a Maple dokumentaciéban és az angol nyelvii leirasokban hasznalt megfeleld
fogalmakat a Help formazésaval 6sszhangban lila betlikkel szedtik:
solve (equations, variables)
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Bevezetés
Dokumentumok készitése a Maple " A program miikac
Alapvetd tudnivalok

A program mikédése I.

A Maple rendszer modularis felépitésii. A rendszer ,matematikai motorjat”, a Ma-
ple interpretert, tovabba a miikddését biztosité alapvetd szimbolikus atalakitaso-
kat, be- és kimenetet megvalésité segédeljarasokat C nyelven irtdk meg. Legeld-
sz0r az ezeknek megfelelé gépi kod t61tédik be a rendszer elinditasakor.

A terminalbdl kiadott map1e utasitas hatasara a program parancssoros (konzolos)
felllet(l valtozata indul el. Ezt latjuk az alabbi abran.

[viragh@localhost iaple]s maple
\*/|  Maple 17 (X86 64 LINUX)
N[ 1/I_. Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc. 2013
T MAPLE 7 ALLU rights reserved. Maple is a trademark of
< > Waterloo Maple Inc.
| Type ? for help.
> solve(x"2-5*x-2=0) ;

> is( 2*sin(x)*cos(x) = sin(2*x) );
true

> sum( j°2, j = 1..n) = sum( "2, j = 1..n);

,,,,, g 2

A2 e D

) s e e e E +n/6 + 1/6
2

> quit

nemory used=3.3UB, alloc=8.3WB, time=0.11
[viragh@localhost Maplels il
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Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program mikddése |I.

Az xmaple utasitas végrehajtasakor Java technoldégiaval készilt munkalapos (grafikus) fellilet téltédik
be. Fontosabb elemeit az aldbbi abrén lathatjuk.

@ fément sor
@ a megnyitott munkalapoknak megfeleld ,filek”
© formazasi meniisor

@ hbal oldali segédpalettak

© jobb oldali segédpalettak

Q@ az aktiv munkalap

@ Aallapotsor

MOV @ AEK 2 [] 2e—@

o == @ - %
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Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program mikédése 1.

Az alabbi dbra a munkalapok legfontosabb részeit szemlélteti. A megnyitott demo munkalap
tobb alfejezetbdl all, szoveget, tablazatot, matematikai képleteket és grafikont is tartalmaz.
Figyeljik meg a szamozassal kiemelt felliletelemeket.

@ cimsorok (fejezet - alfejezet);

@ Maple 1D input sorok (a > prompt utén);

@ szbveg (paragrafusok), esetleges beagyazott 2D matematikai képletekkel, képekkel,
grafikonokkal, stb.

@ amunkalap elemeinek Osszetartozasat és elhatarolasat segitd fliggéleges vonalak

Q tablazat;

@ azinput sorok eredménye (2D matematika)

@ szdvegbe agyazott hiperlink

@ aplot parancs eredményeként kapott grafikon

|V Egyszerii Maple munkalap
i‘ X negoldds

Az dltalinos

azismert ik Avis gk sz .0 st
aD =5 — dac diszkriminins ér g

B —dac=0 B —dac<0
valds gyok | ket kilonbozd, kon

Komplex gyok

Grafikon
Az f(x) e
Pplot (x"2#sin (x

1 ' N
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Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program miikédése IV.

A program hasznos kiegészitdje az interaktiv, kornyezetfiiggd Stigéd (Help). It a raciondlis egyttthatos
polinomok maradékos osztasat végzd divide eljarast bemutaté oldalt latjuk.
@ az eljaras neve és tomér leirasa;
@ hivas médja;
a paraméterek leirasa, tipusa;
részletes ismertetés;

Q
Qo
© példak;
o
Q

kapcsolodo Help oldalak;
teljes szbveges keresés a divide kulcsszora, talalat kivalasztasa.

o T T

" divide - exset potynomial dision 1}
7 Calling Sequence (@)

aividea, b, )

v Parameters =—@)

ab - polynomials with rational umber coaffcients

a - (optional) unevaluated name

¥ Description 4=—@)
+ e chacks  thepotynomi
it doni st rd hor .3 0 e . 14 vl 0k .56 1,1 st 30
ccest dhision e e 1 i

b divides o over the rationsls. If s, trus i rekurned; otherwise flse i returned.

o
E ¥ Examples ‘

ﬁ > divide(xA3+5%x- SN B H

. -
| >a

-

o

> divide(3-yn3, x-y, 'a);

> a

ey

7 see Also +=—@

Divids, ged, Rem, rem

Viragh Janos



Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program miikédése V.

le munkalapjainkat kilénbdz6 formatumokba (HTML, PDF, LaTeX, mpl, TXT, RTF) exportalhatjuk a
meniipont segitségével. Ezek koziil a fontosabbakat tekintjiik 4t réviden. Az alabbi képen
lathaté egyszer(i munkalapot mentjik el tdbbféle médon.

¥V Egyszerii Maple munkalap

Az 4ltalanos masodfoku egyenlet megoldasa:

> Mo := solve(a*x"2 + b*x + ¢ =0, x);
2 2
1 -b -4 b 1 b -4 b
Mo=L t/4act¥ 1 bt dact .1
L - e Export As
Egy ismert trigonometrikus azonossag: save n: [Demor - @EEEE
> is(sin(2*x) = 2*sin(x)*cos(x)
2)
Az f(x) :xlsj.u(x) fiiggvény grafikonja:
> plot (x*2*sin(x), x = 0..Pi);
FileName:  [damo1
3 Files of Type: [HTML ghtm, tm) -
[HTML ¢html, .htm) =
IPDF ¢pan
|LaTeX (tex)

ple Input (mpD =
[Maplet (mapley
[Maple Text (o
[Prain Text (ox)
[Maple TA Czip) 5|
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Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program miikédése VI.

A munkalapokat HTML-be exportélva elvileg tetszéleges webbongészdben megtekinthetjik tartalmukat.
Néhany technikai probléma: alapértelmezésben minden matematikai formula GIF képként keriil be a HTML
fajlba, ami elég csuinya és nehezen olvashaté széveget eredményezhet. Ha MathML formatumban mentjik
el a képleteket, akkor meg Java pluginre van sziikség megjelenitésiikhdz. Az alabbi dbra munkalapunk
GIF-képes exportjat mutatja.

Egyszerti Maple munkalap

Az 4ltalanos mésodfoki egyenlet megolddsas

> Mo := solve(a*x”2 + b*x + ¢ =0, x);

b+ -4ac+b® 1 b+[-4ac+¥’

1 1
== = (1.1)
AL 2 a 2 @

Egy ismert trigonometrikus azonossag:
> is(sin(2*x) = 2*sin(x)*cos(x));

frue 1.2)

Az £ = Pain(y) figavény grafikonja:

> plot(x~2*sin(x), x = 0..Pi);
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Beve:

Alapvetd tudnivalok

A program miikédése VII.

A PDF export sajnos hibasan kezeli a magyar ékezetes karaktereket, helyette a menii

Print To File | opci6ja ajanlott, amely .ps kiterjesztésii PostScript fajlba menti a munkalapot. Ennek
eredményét latjuk alant:

Y Egyszerii Maple munkalap

[Az dltaldnos masodfok cgyenlet megolddsa:

> Mo = solve(a*x*2 + b*x + ¢ =0, X);
i bty -dac+b’ 1 b+ -dacti’ a1
= a g « .
[Eey ismert trigonometrikus azonossdg:
> is(sin(2*x) = 2*sin(x)*cos(x));
irue az

Az f(x) =sin(x) fiiggvény grafikonja:

> plot (x"2*sin(x), X = 0..Pi);
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Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program miikédése VIII.

A Maple Input (.mpl) formatumba térténd export olyan szévegfajlt allit el6, amelyet végrehajtathatunk a
Maple parancssoros valtozataval is. Ekkor kimarad a munkalapbél minden output mezé, s a # jel utani Maple
kommentéarként kerll be minden nem-input tartalom. A parancssoros végrehajtas eredménye:

[viragh@localhost Demol]$ maple demol.mpl
IN~7] Maple 17 (X86 64 LINUX)
._I\| _|/I_. Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc. 2013
\ MAPLE 7 ALL rights reserved. Maple is a trademark of
___> MWaterloo Maple Inc.
| Type ? for help.
# Egyszerii Maple munkalap
# Az altalénos masodfoki egyenlet megoldasa:

#
> Mo := solve(a*x"2 + b*x + ¢ =0, x);
1/: 2172
b+ (-4ac+b) bt Gaeie #1bT)
MO = -ssnsmsososasananaas B RERCTEPEREN
2a 2a
# Egy ismert trigonometrikus azonossag:
> is(sin(2*x) = 2*sin(x)*cos(x));
true

# Az f(x) = x*2%sin(x); fiiggvény grafikonja:
> plot(x"2*sin(x), x = 0..Pi);

a+

| HHHHHHHHHHH

+ HHH HHH

+ H HH

| HH HH

+ HHH HH

| HH HH

+ HH H
3+ HH H

| HH HH

+ HH HH

+ HH H

| H H
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Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program miikédése IX.

Tovabbi export lehetéségek

Maple Text A Maple Input (.mpl) fajlokhoz hasonlé, de ez tartalmazza az
outputot is 1D formatumban.

LaTeX A telijes munkalapot IATEX formatumra konvertalja, sajnos ez az
Ujabb Maple véltozatokban gyakorlatilag hasznélhatatlan.

RTF Rich TexT Format (.rtf), ezt viszont csak az MS Office tudja
helyesen megjeleniteni.
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Bevezetés

Alapvetd tudnivalok

A program miikédése X.

A munkalapokon kiviil lehetéséglink van 6nallé grafikus kisalkalmazasok ,mapletek” létrehozasara és
hasznélatara.

Ezeket Java technologia segitségével futtatja a Maple, s a rajtuk talalhaté gombok, szovegdobozok, be-
viteli mezdk segitségével interaktiv, bonyolult matematikai miveleteket elvégz6 programok készitését
teszik lehetdvé.

A kildnb6z6 Maple csomagok ,interactive” eljarasai, illetve a mentibdl megnyithatdé bemutatok és de-
mok nagy része igy miikodik.

lus] [PolynomialTutor] ();

Precalculus - Polynomials and Roots

File Help

Define Polynomial

]

E

,
b 100
T e
Roots
s
o opons [

Maple Command
N 3TXAZE27X-1, T
Tabeldiractions'= [HORIZONTAL, H

scaling’=unconstrained, ‘axes'=NORMAL, ‘Tabels'=[x, v,

NTALD
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Bevezetés
Dokumentumok készités A program miikédése

Alapvet6 tudnivalok

Az alabbi tablazatban dsszefoglaljuk a Maple leggyakrabban hasznalt jeléléseit és konstrukeioit. Egy
részikkel a késdbbi eldadasokban foglalkozunk részletesen.

atb, a-b, a*b, a/b aritmetikai miiveletek: dsszeadas, kivonas, szorzés, osztas
a’b hatvanyozas
a union b,a minu i halmaz miiveletek: egyesités, kiilonbség, metszet
a=b, a<>b, a<b, relaciojelek
not a,a and b,a or logikai miiveletek: tagadas, és, vagy, kizaré vagy, implikacid
kiérté 1 kifejezés
indexelt név
index literal
faktoridlis
a modulo b

fliggvénykompozicid

sztring megadasa

sztring konkatenacio

modul vagy rekord elemére hivatkozas
értékadas

tartomany

tipus megadasa

utasitas végjelek

hivatkozas el6z6 eredményekre

a nyil operétor (fliggvény megadasa)
kifejezéssorozat

halmaz

lista

zardjelezett kifejezés

flggvény vagy eljarashivas

# ettdl kezdve a sor végéig minden megjegyzésnek szamit
?a az a-ra vonatkozo help oldal megnyitasa
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ram miikodése

Tudnivalék .

A tovabbiakban leirtak tdbbsége mind a parancssoros, mind a grafikus (munkalapos) fellilet esetén
érvényesek.

A Maple parancsokat az input prompt (>) utani sorokban adjuk meg. Egy parancsnak szamit példaul
egy matematikai kifejezés vagy egy értékadas. Mindkét fellleten hasznalhaté a hagyoményos (1D)
formatumu input, melynél a parancsokat és a matematikai kifejezéseket — a programozasi nyelvekbdl
is ismert — ,linearizalt” irasmddban, karakterek egymasutanjaként visszik be.

A parancsokat ; vagy : zarja le, az el6bbi esetben a Maple kiirja az elvégzett szamitasok eredményét,
az utébbinal nem.

A munkalapos fellileten az eredmények a matematikdban megszokott 2D formazasu, kék szinii output
mezo6kben jelennek meg.

Egy parancssor tébb parancsbdl is allhat, a végrehajtds az <Enter> megnyomaséaval térténik. Tobb
input sort tartalmazé végrehajtasi csoportokat (execution group) is létrehozhatunk, ekkor az <En-
ter> hatasara a csoport minden utasitadsa végrehajtédik. A ment ikonjara kattintva a munkalap
Osszes parancsat végrehajtia a Maple.

273-11; b:=3: c:= 2*ax*b:

a; b; c;

3
6a

Viragh Janos



Bevezetés
A program miikddése

Tudnivaldk Il.

Hosszabb parancsok sokszor nem férnek ki egy sorban. A <Shift>+<Enter>
billentyllkombinacié anélkil kezd Uj sort az inputban, hogy az addigi parancsokat
végrehajtana, lényegében székdz (,Ureshely”) karakterrel ekvivalens.

a + b; ¢

+ d;
3
34d

Egy szintaktikai egységen (példaul szamon) belil \+<Enter>-rel folytathatjuk Gj
sorban a parancsot.

1\
0/ 23;

10

23
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalék IIl.

A i karakter a megjegyzések (comment) kezdetét jelzi, az uténa allé
karaktereket a sor végéig figyelmen kiv(l hagyja a Maple interpreter.

o
1
=
op
1
[\
Q
|
w
=
Q.
1

4;

RS
Il
W =

A %, %% és %%% specidlis szimbdlumokban a Maple az el6z6, az azt megeléz6
és a még eggyel elébbi parancs eredményét tarolja, ezekkel hivatkozhatunk a
korabbi eredményekre.

$+1; %%+1;

o\

o
°

o\

+1;

W

Viragh Janos



Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalék IV:

Ismerjink meg néhany hasznos Maple parancsot. A restart utasitds hatdsara
a Maple alapallapotba kerdl, ,elfelejt” minden addigi szamitasi eredményt.

a; restart: aj;

1
a

Parancssoros felllet esetén a kérdéses kulcsszé (t6bbnyire utasitas vagy
eljarasnév) elé irt kérddjellel hivhatjuk segitségul a Helpet.

Masik formaja he1p (kulcsszo) . A grafikus fellileten meniibél is hivhaté - vagy
egyszerilien az <F2> billenty(ivel is - utobbi esetben arra a kulcsszéra vonatkozé
informéaciot kapunk, amin épp all a kurzor. ?sin help(sin)

?sin
help (sin)
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A program miikddése

Tudnivaldk V.

A save paranccsal a megadott valtozok értékét fajlba menthetjiik. A . mp1-re végz6do fajinevek
esetén a fajlba a Maple szintaxisa szerinti, a valtozék pillanatnyi értékének megfeleld értékadd
utasitasok kerlnek. Ha . m vagy .M kiterjesztésii fajlba mentink, "binaris", a Maple bels6
abrazolasanak megfeleld fajlokat kapunk.

A read parancs a save inverze” abban az értelemben, hogy ezzel egy kordbban a save-vel
elmentett f4jlbdl visszaolvastathatjuk az elmentett valtozok értékét. Részletek: 2read ?save.
Néhany példa a két parancs hasznélatara:

a :=1; b := cxd; x 333;

save a,b,x, "/home/viragh/Maple/mentes.mpl";

a
b g
x =333

restart;
a;b;x;

read "/home/viragh/Maple/mentes.mpl":
a;b;x;
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ram miikodése

Tudnivaldk VI.

A munkalapos fellileten hasznalhaté a 2D matematikai input is, melynél a segédpalettak
segitségével, egérrel is ,0sszeklikkelhetlink” bonyolult kifejezéseket.

Az el6adasokban ezt nem haszndljuk, mivel gyakran elfédi a hibakat, nehezen javithaté.
Nézziik meg alaposan az alabbi abra szamitasait .

1D input, kell szorzasjel!
> 2% (x+3);
2x+6

2 D input, nem kell szorzasjel, de lehet is ...
>2(x+3), 2:(x+3)
2x:06, 26
2D input, ezek vajon miért nem jok? Miért nines output?
[> 2(x+3), 2(x+3)
>z := Pi/2;

[1D input, fiiggvényhivas
> sin (z), sin(z);

_2D input, vajon ez hogyan jott ki? Mik ezek a kifejezések?
> sin (z), sin(z), sinz

l'Tr,ll'rt
5 sinT, 1, —-sin
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Bevezetés

Tudnivalék VII.

Egész (integer) és raciondlis (fract ion) szamokbdl allé aritmetikai kifejezések kiszamitasakor a
Maple nagy teljesitmény, intelligens kalkulatorként miikédik. A szamolasban nem korlatozza a
szamitogép beépitett aritmetikaja, mivel sziikség esetén sajat szoftveresen emulalt, gyakorlatilag
L,Vvégtelen pontossagu” aritmetikdjat hasznalja.

55!;
27222/ ((373)"3)"3;

1269640335365827592596510084756651695958032105144943676227584000 0000000000
6739986666787659948666753771754907668409286105635143120275902562 304
7625597484987

Figyeljl'll_k meg, hogy szamolas kdzben a Maple sok automatikus egyszerisitést végez, példaul i .
racionalis szamok nevezojet mindig pozitivva, a szamlalot és a nevezot pedig relativ primmé alakitja,

Ugyeljiink a miiveletek végrehaitasi sorrendjére!

3% (21+457) /6% (2-505) ;
3% (21+57) /(6% (2-505)) ;

-19617

-3
503
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalok VIII.

Ennél sokkal tobbet is tud a rendszer. Tud szamolni gy6kos kifejezésekkel,
komplex szamokkal, az ismert matematikai fliggvényekkel (a fliggvények angolul
szokésos neveit hasznalja).

Ismeri a fontos matematikai konstansokat: i, T (képzetes egység), exp (1) (a
természetes alapu logaritmus alapszama, e).
1+1/abs (1+sqrt (1/ (1-exp(1))));
In(exp(l))-2+arcsin(sin(1/2));
sin(Pi/2) *sgrt (-26);
tan(Pi/3) *(2/5)"(-1/3);
(37(1/2)-1)/(sgrt (3) -1)"(5/2);
1
e
1+ (-14¢')"

0
126

1/2 V322345

(-1
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivaldk IX.

A komplex szamoknak megfelelé Maple adattipus neve complex, amely két komponensbdl (a valés
és a komplex részbdl allo) sszetett adattipus. A valés szamokra az elébb alkalmazott miveletek,
illetve a beépitett fliggvények komplex szamokra is hasznalhatok.

Figyeljik meg az evalc eljarast, amely kanonikus alakra hozza a komplex szamokat.

zl 1= 142%1;
z2 1= 2-2%1;
zZl:=1421
2:=2-21
z1+z2; z1-22; z1xz2; z1/22;
3
—1441
6+ 21
—1/443/41
z17(=(1/2)); evalc(%);
1
Vvi+21

1710 2 +2 V5V5 - 1/101+/-2 +2 V55



Bevezetés
A program miikddése

Tudnivaldk X

A Re, Imés conjugate figgvények szolgalnak a valds rész, a képzetes rész és a komplex konjugalt
kiszamitasara. Az abs a szam abszollt értékét, az argument a trigonometrikus alakban szerepld
szOget adja vissza. A polar eljards adja trigonometrikus a alakot.

z = 2-3x1;
Re(z);

Im(z);
conjugate (z);
abs (z);
argument (z) ;
polar(z);

z:=2-31
2
-3
2+31
Vi3

—arctan §
2

polar ( V13, — arctan (%))
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8
m mikodése

Tudnivaldk XI.

A Maple a + végtelennel kiterjesztett aritmetikdban is tud szamolni (a végtelen
konstans jele infinity). Ekkor bizonyos miiveleteknél az undefined értéket
kapjuk.

l-infinity;
infinity/2xinfinity;
infinity/infinity;

exp (—-infinity); sqgrt(infinity);

—00
o
undefined
0

(o)
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalék XII.

Figyeljik meg, hogy az ésszes eddigi példaban szimbolikusan szdmolt a Maple:
nem kerekitett, nem irt ki kbzelité flggvényértékeket, nem hasznalt tizedes
torteket.

Ha ilyen eredményeket szeretnénk latni, hasznalhatjuk az eval eljarast, amely
az argumentumaban megadott kifejezés lebegdpontos (kdzelitd) értékét adja
vissza.

evalf (Pi); evalf ( exp(l) ); evalf( sqgrt(3) );
3.141592654

2718281828
1.732050808

Ha egy kifejezésben eléfordul lebegépontos szam is, akkor a Maple eleve
lebegdpontosra értékeli ki a kifejezést:

sin(2.0); sqgrt(l. + 3);

0.9092974268
2.000000000
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ram miikodése

Tudnivalok XIII.

Az itt latott lebegbpontos szamok a Maple lebegbpontos (£ 1oat) tipuséba tartoznak, amely magaba
foglalja a szamitégépes aritmetika lebegdpontos tipusat (nfloat) és a kordbban emlitett szoftveres
emuléciéval megvalésitott s£1loat tipust.

Ezeket a Maple normalizalt decimdlis alakban tarolja, s akar tébb szazezer jegyli mantisszat és karak-
terisztikat is tartalmazhatnak.

A lebegbpontos szamitdsok pontossdgat a Digits rendszervaltozd szabja meg (alapértelmezetten
10). Az eval £ masodik paramétereként —a Digits értékétdl fliggetlendl — elbirhatjuk, hogy milyen
pontossagu értéket szeretnénk.

Digits := 10;
evalf (1/3);
Digits := 50;

evalf (1/3);
evalf(1/3,5);

10
0.3333333333
50
0.33333333333333333333333333333333333333333333333333
0.33333
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivaldk XIV.

Egy érdekesség: az identify eljaras tetszbleges x lebegbdpontos konstans input esetén olyan
pontos (egzakt) matematikai kifejezést prébal keresni, aminek értéke a megadott konstans (ha példaul
x=1.414213562, akkor ez a kifejezés a sqrt (2)),lasd ?identify.

Lassuk, mit tud az ident i fy! Elég batran talalgat...

kif := 1/2%(Pi-sqrt(2) -exp(l));

evalf (kif,4); identify( evalf(kif,4));

evalf(kif, 6); identify( evalf (kif,6));
(

evalf (kif, 9); identify( evalf(kif,9));
kif :==1/27-1/2V2-1/2¢
—.4950
7
-— V2
20 V2
—.495445

—ta -
an 50

—.495451380
127-1/2V2—-1/2¢
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rogram miikédése

Tudnivaldk XV.

Részben az el6z6ekhez kapcsolddik a szamok kerekitése; erre a Maple a kdvetkez6 fliggvényeket
biztositja:

trunc :kerekités a 0 felé legkdzelebb es6 egészre

round : kerekités a legkdzelebbi egészre

floor :azadott szamndl kisebb vagy egyenl6 legnagyobb egész szam

ceil :az adott sz&mnal nagyobb vagy egyenld legkisebb egész szam
frac :azadott szam tort része

Figyeljik meg, hogy mig az els6 négy fliggvény visszaadott értéke mindig egy egész szam, a frac
eredménye lehet szimbolikus kifejezés is.

trunc(2.4), trunc(l6/7), trunc(Pi), trunc(sqgrt(2)), trunc(-2.5);
round(2.4), round(16/7), round(Pi), round(sqrt(2)), round(-2.5);
floor(2.4), floor(16/7), floor(Pi), floor(sqrt(2)), floor(-2.5);
ceil(2.4), ceil(l16/7), ceil(Pi), ceil(sqgrt(2)), ceil(-2.5);

2,2,3,1,-2

2,2,3,1,-3

2,2,3,1,-3

3,3,4,2,-2

frac(2.4), frac(l6/7), frac(Pi), frac(sqrt(2)), frac(-2.5);
0.4,2/7,7-3,V2-1,-05
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gram miikodése

Tudnivaldk XVI.

A Maple ismeri a t rue és a false logikai konstansokat, valamint a szok&sos
logikai miveleteket. Valéjaban ezek kiterjesztésével, a {true, false,
FAIL} hdromértékl logikaval dolgozik. Lasd ?FATIL.

not true;

false or true;

(false xor false) or true;

not FAIL; true and FAIL; false or FAIL; FAIL or true;

false
true
true
FAIL
FAIL
FAIL

true

kF;glglﬁli(Qkat az evalb (,eval to boolean”) eljarassal kiértékeltetve logikai értéket

evalb (1=2); evalb(1l<2);evalb (2 <> -2);
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalok XVII.

A Maple szimbolikus neveket (name) hasznal a kifejezések épitdelemeiként és bizonyos utasitasok
részeiként. Mas rendszerekben inkabb a valtozénév vagy a valtozé elnevezés hasznélatos. A tovabbi-
akban néha mi is haszndljuk ezeket. A nevek képzésének szintaktikus szabalya (lasd ?name):

a név lehet egy bet(l, vagy egy betli és utana tetszéleges szamu betll, szamjegy vagy _ karakter.

A nevek hossza akar tobb millié karakter is lehet. A program a nevekben is, mint mindentt, megki-
16nbdzteti a kis és a nagy betiiket. A neveknek két fajtaja van, az indexelt nevek és a szimbdlumok
(nem-indexelt nevek).

A rendszer belsd valtozéinak neve az _ karakterrel és sokszor az _Env prefixszel kezdédik — ilyen
neveket lehetéleg ne hasznaljunk.

A nevek jelenthetik Gnmagukat, minden hozzajuk rendelt érték nélkil, vagy értékadé utasitassal (eset-
leg mas médon) értékil adhatunk nekik valamilyen Maple kifejezést. Nem csak matematikai kifejezést,
hanem a késdbb targyalt sztringeket, listat, tablat, stb. is!

A Maple a valtozé nevét egy mutatdval (pointer) egyUtt tarolja. Ha a valtozénak érteket adunk, akkor ez
a mutaté a memérianak arra a részérre fog mutatni, ahol a program a valtozéhoz rendelt érteket tarolja.
Ha a valtozéhoz még nincs érték rendelve, akkor a pointer 6ra mutat.
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalok XVIII.

A Maple interpreter a kifejezések értékének kiszamitdsahoz megproébalja rekurzivan meghatarozni az
egyes részkifejezésekhez és valtozdkhoz rendelt értékeket.

Altalaban teljes kiértékelést (full evaluation)végez: a valtozonévtdl elindulva addig kéveti a mu-
tatékat, mig el nem jut egy olyan kifejezésig vagy valtozéig, ahonnan mar nem vezet tovabb mutaté.
Ha példaul az aldbbihoz hasonlé értékadasi lanccal taldlkozik, végig megy rajta, és ennek megfeleld
értéket rendel a valtozékhoz - most mindegyikhez az 1 értéket.

restart;
a :=b; b :=c¢c; c:=d; d :=1;
a; bj c; dj

)
I
— a0 o

—.—._.._.'H'
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivaldk XIX.

Az eval eljaras alkalmazasaval mi is vezérelni tudjuk a kiértékelések végrehajtasat. Masodik
paraméterének pozitiv egész szdmot megadva a Maple csak az adott szdmu Iépésben (a megadott
mélységig) végzi el a kiértékelést.

restart;
a :=b: b :=c: ci=d: d := 1:
eval(a,1l); eval(a,2);eval(a,3);eval(a,d);

— a0 o

eval (atb+c, 3);
d+2

Az evaln eljards mindig névre értékel ki, az argumentuméban megadott valtozé nevét adja vissza.

evaln(a);
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalék XX.

Vannak olyan nagy, 0sszetett Maple objektumok, amelyeknél a teljes kiértékelés
nem lenne célszer{. llyenkor a rendszer csak az utolsé névig végzi el a kiértékelést
(last name evaluation). Késbbb latni fogjuk, hogy ez torténik tdmbok és
tablak, vagy eljarasok (fliggvények) esetében.

Egy egyszerii példa: az £ névhez értékkéntaz x —> x~2+1 flggvényt rendeljuk.
Az utols6 névre valé kiértékelés miatt az £ kifejezés csak 6nmagara értékelddik ki.
Az eval hivaséval kényszeritjlk ki az £-hez rendelt tényleges értékre (a hozza
rendelt fliggvényre) valo kiértékelést.

f 1= x —> x"2 +1;
£; evaln(f);
eval (f);
f=x—>x*+1
!
f
x—-x+1
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Tudnivaldk XXI.

Néha pont azt szeretnénk, hogy valamit ne értékeljen ki a program. Az egyszeres all6 idézéjelek
(<Shift>+<1>) kdzé zart kifejezéseket nem értékeli ki a Maple, csak leveszi az idézbjeleket, és az igy
kapott kifejezést tekinti a kiértékelés eredményének.

Ha tobbszords, skatulyazott idézéjeleket hasznalunk, tobb Iépéssel késleltejik a kifejezés
kiértékelését.

Figyeljik meg, az aldbbi példaban hogyan fogynak el az idézojelek.

restart;

a:=1

"a + 1

‘a4 1
a+1
2

Hasonl6 eredménye lesz a % operator ismételt alkalmazasanak is, mivel ekkor minden lépésben
eggyel tobb kiértékelést hajt végre a rendszer:

rrary 10 % s,

oe

"a 4+ 1

‘a" +1

a+1
2
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gram milkédése

Tudnivalok XXII.

Az idézbjeleket gyakran hasznaljuk valtozék értékének torlésére (a valtozok
Jisztitasara”):

= 1;
.= lal;

JURUR
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Be tés
A program miikddése

Tudnivalok XXIII.

A Maple értékadd utasitdsanak tobb valtozata van. Legegyszerlibb a mér latott név := kifejezés
alak.
Egy fokkal altalanosabb a névsorozat := kifejezéssorozat alaku tobbszords értékadas, ahol a két

sorozat hossza azonos, és a bal oldali nevek értékét a jobb oldali kifejezéssorozat megfeleld
sorszamu tagja adja.
Az olvashatésag miatt mindkét sorozatot (. . .) zaréjelbe tehetjik, de ez nem kotelez6.

restart;
i :=3; 3 4; k :=5;
i; 3 ki
i=3
ji=4
k=5
3
4
5
restart;
(i, 3, k) (3, 4, 5);
i 3 ki
i,j,k:=3,4,5
3
4
5
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Be tés
A program miikddése

Tudnivalok XXIV.

Az értékadas masik médja az assign eljaras haszndlata. Hivasa: assign (név, kifejezés), vagy
assign (név=kifejezés), vagy assign (névsorozat=kifejezéssorozat). Az els6 ketté a név :=
kifejezés értékadashoz, a harmadik a névsorozat := kifejezéssorozat tobbszorés értékadashoz
hasonlé — egy |ényeges kiilénbséggel.

Mig a kdzonséges értékadasnal a Maple csak a jobb oldalt értékeli ki, itt mindkét oldal kiértékelodik.
Hibanak szamit, ha a kiértékeléssel az elsé argumentum értékeként nem nevet kap a Maple. Ez elke-
rilhetd, ha az elsé argumentumban szerepld minden nevet idéz6jelek kdzé teszlink. Az outputbdl az is
latszik, hogy az assign nem ir ki semmit.

restart;
a :=1; b := 2;
assign( a,b = 3,4 );

2
Error, invalid left hand side in assignment
restart;
a :=1; b := 2;
assign( ('a','b') = (3,4) );
a; b;
a:=1
b:=2
3
4
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rogram miikédése

Tudnivalék XXV.

Vigyazat! a zaréjelek elhagyasa itt mast eredményt ad:

assign(
a; b;

Még egy tanulsagos példa:

restart;

2,2
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Tudnivalok XXVI.

Az assigned eljarassal megkérdezhetjik, hogy egy névhez van-e érték
rendelve. Ez kiderll az about eljaras outputjabdl is.

restart;

a := 1;
assigned(a);
about (a) ;

true

All numeric values are properties as well as objects.
Their location in the property lattice is obvious,
in this case integer.
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Tudnivalok XXVII.

Az unassign eljaras térli az argumentumaban megadott valtozok értékét.
Az idézbjeles értékadason és az evaln hivasan tdl ez mar a harmadik médszer
valtozok tisztitésara.

restart;
a:=1; b:=1; c := 1;
a .=
b=
Cc .=
a:='a': unassign('b'): ¢ := evaln(c)
aj b; c;
a
b
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Bevezetés
A program miikddése

Tudnivalék XXVIII.

Azon tal, hogy a megfeleld menlipontok hasznalataval fajlokat nyithatunk meg,
illetve eredményeinket fajlokba menthetjik, a Maple tébb szintli hozzaférést is
biztosit a host gép operacids rendszeréhez. Az ehhez sziikséges eljarasokbol
csak kett6t emlitink meg.

A system és az ssystem eljaras segitségével parancsokat adhatunk at az
operacibs rendszernek, lasd ?system, ?ssystem.

Pontosabban az eljarasok elsé paramétereként megadott sztringet az operacios
rendszer parancsértelmezdje (shell) kapja meg és hajtja végre.

Mig a system esetében a shell output egy kildn felugré ablakban lathato, az
ssystem ezt egy Maple sztringben adja vissza, s igy tovabbi szamitasainkban is
felhasznalhatjuk.
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Tudnivalok XXIX.

Ezek a lehet6ségek csak az operaciés rendszer és a Maple megfeleld biztonsagi
beallitasai mellett miikddnek.

system("date");
ssystem("1ls /home/viragh/Maple");

0
[0,” abral.eps
abra2.eps
abra3.jpg
abrak.mpl
demol.mw
demo2.mw
mentes.mpl”

A system[launch] (programnév, paraméterek) alaku hivassal kllsé programokat —
itt a firefoxot — indithatunk el. A visszaadott érték az elinditott linux processz
azonositészama (PID).

system[launch] ("firefox", "www.maplesoft.com");
15974
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11. eléadas

Ha



Ebben az eléadasban az alabbi harom teriletet tekintjik at:

@ a Maple legfontosabb adattipusai;
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Ebben az eléadasban az alabbi harom teriletet tekintjik at:

@ a Maple legfontosabb adattipusai;
@ szamolas algebrai kifejezésekkel;
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Ebben az eléadasban az alabbi harom teriletet tekintjik at:

@ a Maple legfontosabb adattipusai;
@ szamolas algebrai kifejezésekkel;
@ egyenletek megoldasa
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2. Adattipusok

Ha



Sorozatok

Listak

Halmazok

Atalakitasok, segédeljarasok

Adattipusok

A matematikai kifejezésekkel valdé szimbolikus szamitason tul a Maple tamogatja
a mas programnyelvekben is hasznalt alapvetd adattipusok haszndlatat.

Ebben a fejezetben a kévetkezé adattipusokkal foglalkozunk (hasonlé témakra
visszatériink még a 14. El6adas megfelel6 részében):

@ sztringek (string);
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Sorozatok

Listak

Halmazok

Atalakitasok, segédeljarasok

Adattipusok

A matematikai kifejezésekkel valdé szimbolikus szamitason tul a Maple tamogatja
a mas programnyelvekben is hasznalt alapvetd adattipusok haszndlatat.

Ebben a fejezetben a kévetkezé adattipusokkal foglalkozunk (hasonlé témakra
visszatériink még a 14. El6adas megfelel6 részében):

@ sztringek (string);
@ kifejezésssorozatok (exprseq);
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Listak
Halmazok
Atalakitasok, segédeljarasok

Adattipusok

A matematikai kifejezésekkel valdé szimbolikus szamitason tul a Maple tamogatja
a mas programnyelvekben is hasznalt alapvetd adattipusok haszndlatat.

Ebben a fejezetben a kévetkezé adattipusokkal foglalkozunk (hasonlé témakra
visszatériink még a 14. El6adas megfelel6 részében):

@ sztringek (string);
@ kifejezésssorozatok (exprseq);
o listak (list) és
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Listak
Halmazok
Atalakitasok, segédeljarasok

Adattipusok

A matematikai kifejezésekkel valdé szimbolikus szamitason tul a Maple tamogatja
a mas programnyelvekben is hasznalt alapvetd adattipusok haszndlatat.

Ebben a fejezetben a kévetkezé adattipusokkal foglalkozunk (hasonlé témakra
visszatériink még a 14. El6adas megfelel6 részében):

@ sztringek (string);

@ kifejezésssorozatok (exprseq);
o listak (list) és

@ halmazok (set).
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Sztringek

Atalakitasok, segédeljarasok

Tipuskezelés I.

A Maple szamos kiildnb6z6 adattipusba tartozé objektummal dolgozik (lasd t ype). Sét a tipusok rendszere
bévithetd - normal felhasznaléi szinten is - Ujabb tipusok definidlasaval.

Az alabbi példakban olyan matematikai kifejezésekkel kapcsolatos tipusok szerepelnek, amelyekkel mar
kordbban talalkoztunk.

Tobb lehetdséglink is van egy Maple kifejezés tipusanak megallapitasara. A whattype eljarés a vizsgalt
objektum tipusat adja vissza. A whattype csak az alapvetd adattipusokat ismeri, de ezek szama is kozel
30.

whattype
whattype
whattype 0);

(a);

(3

(3
whattype (1/3)

(

(

(x

)i

whattype (2+3%1I) ;
whattype cos(x));
whattype (x=2) ;
symbol
integer
float
fraction
complex(extended,umeric)
function
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Sztringek

Sorozatok

Listak
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Atalakitasok segédeljarasok

Tipuskezelés II.

Az alabbi példakbdl lathatd, hogy az adattipust a kifejezés ,legkililsd” miivelete
hatarozza meg, tehat az eredmény a kifejezés szintaktikus elemzésével kapott
szintaxisfa gy6kerénél taldlhato tipus lesz.

x*sin(x)—- cos(x))"2 ;

whattype ( (x+*sin(x)- cos(x))"2 );

X"2+cos (x) —2;

whattype ( x"2+cos (x) -2

yx (x*sin(x)—- cos(x))"2
(x)— cos(x))"2 );

)i
whattype ( y* (xxsin

(x sin(x)m—\cos(x))2
x* + cos(x) —2
S
y(x sin(x? - cos(x))?
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Tipuskezelés lIl.

A type eljarassal azt kérdezhetjik meg - és a visszaadott eredmény egy logikai
érték -, hogy egy kifejezés adott tipusu-e. Ez a parancs szaznal tébb tipust ismer

fel.
A masodik paraméterként megadandé tipusneveket a Help megfeleld oldalain

taldlhatjuk meg.

type(a + b, integer);

type(a + b, “+7);

type (243%I, "+7);

type (2431, complex);

type (2+3xI, float);

type (sin(cos(x)),trig);
false
true
false
true
false
true
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Tipuskezelés IV.

Az alabbi példakbdl lathatd, hogy a Maple gazdag eszkdzrendszere megengedi
altalanosabb tipus kifejezésekkel (type expression), példaul a tipusokbdl
allé halmazokkal: {polynom, sin} vagy az dsszetett tipusokkal valo
tipusmegadast is.

> type(a + b, polynom(name,name)) ;
> type(sin(cos(x)), {polynom, sin});
> type (sin(x"3-2xx), function (polynom)) ;
> type (sin(cos(x—-1)), function (function (name)));
true
false
true
false
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Sztringek .

A sztring (karakterlanc) adattipus neve a Maple-ben st ring. A sztringeket a " kettés

kozé irt ol adjuk meg. Az dres sztringa " " jelsorozat.
"ARViZTORO TUKORFUROGEP CSAPPANTYUK!?"
A Maple-ben a =yribo1 tipust (valtozo)nevek, és a st - ing tipust sztringek egészen mast

jelentenek. A sztringek val6jaban sztring konstansok, tehat nem allhatnak pl. értékadas bal
oldalan (de a jobb oldalon igen):

kifli; ifli);
kifli
symbol
"kifli"; whattype ("kifli");
“kifli"
string

id left hand side of

signment
eljarassal sztringet névvé, nevet sztringgé konvertalhatunk.

convert ("kifli", sy

1);

string);

kifli

"s6s"
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Sztringek II.

mivelet szolgdl, lasd ?cat. A Help szerint inkdbb a cat hasznalata ajanlott.

A konkatenacié eredményeének tipusa (symbol vagy string) a bal oldali
operandus tipusatdl fligg: ha ez név, akkor az eredmény is az lesz; ha nem, akkor
mindenképpen sztringet kapunk.

restart;
cat (a, b), whattype(cat(a, b));
cat (a, "barack"), whattype(cat (a, "barack"));
cat ("alma", b), whattype (cat ("alma", b));
cat ("alma", "barack"), whattype (cat ("alma", "barack"));
allb, all"barack", "alma"||b, "alma"||"barack";
ab, symbol

abarack, symbol
"almab", string
"almabarack", string

ab, abarack, "almab", "almabarack"
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Sztringek IlI.

A cat eljaras és a | | mvelet mas tipusokkal (példaul egész konstansokkal, vagy egész értéki
tartomanyokkal) is hasznélhat6.

Figyeljik meg az aldbbi példakat. Tartomany (range) hozzaflizésével konnyen generalhaté
véltozénevek sorozata.

cat(a,1
cat (1..3
al
al,a2,a3
la
la,2a,3a

A véltozonevek generalasaval parhuzamosan rogton értéket is adhatunk nekik:
cat('a', 1..3) := (666\$3);
al, a2, a3 := 666, 666, 666

A | | mivelet kicsit masképpen viselkedik.

restart;

alll; alll.

al
al..3

xpe
Kiértékeletlen konkatenéciot kapunk, ha a masodik operandus nem int
vagy string tipusi.

, range
cat (a, ptq), all(p+a);

dl(p+ q).all(p + q)
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Sztringek IV.

Tetszbleges sztring vagy név hosszat a 1ength eljarassal szamithatjuk ki, 6sszefliggd
,szeleteiket” a substring eljaras adja. (Mint altaldban, a pozitiv szamok eldIrél, a negativak
pedig hatulrél szdmoljak a pozicidkat.

A tobb bajtos UTF8 karakterkodolas miatt ékezetes vagy egyéb specialis karaktereket
tartalmazé sztringek esetében a length és a substring eredménye elsd latasra furcsa
lehet:

S1:="SUrl, sotét az éj";
length(S1);

Nevl:= vakablak77;
length (Nevl) ;

S1 :="Sur(, sotét az éj"
22
Nevl := vakablak17
10

substring(S1,2..6), whattype(substring(S1,2..6));
substring(Nevl,-5..-2), whattype (substring(Nevl,-5..-2));

"ar", string
lak7, symbol
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Sztringek V.

Tovabbi sztringeljardsok a St ringTools csomagban talalhatok. Példa keresésre és
rendezésre a csomag eljarasaival:

with (StringTools) :

S1;
poz := Search("®", Sl); # UTF8 taroléas!
"Sr(, sotét az éj"
poz =10
Nevl;
Sort (Nevl) ;
vakablak77
"77aaabkklv"
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Sorozatok I.

A Maple legegyszer{ibb dsszetett adatstruktiraja a kifejezés sorozat (expression sequence),
roviden sorozat. Tagjai nem csak szamok, hanem tetszoleges kifejezések is lehetnek. Azonos
elemek tobbszor is el6fordulhatnak, a sorozat tagjai lehetnek kildnb6z6 tipustak is.

Sorozatot megadni vesszével elvalasztott elemeinek felsorolasaval lehet. Az Ures sorozatot a
NULL konstans jeldli.

Bar a Maple-ben nincs ,expression sequence” tipus, a whattype eljarés az exprseq értéket
adja vissza azokra a Maple objektumokra, melyekhez rendelt érték sorozat.

restart;
piros, feher, "zd6ld", 2, sin(x)+1;

whattype (s) ;
uressorozat:= NULL;

£

piros, feher,"z061d", 2, sin(x) + 1
s := piros, feher,"z0ld", 2, sin(x) 4 1
exprseq
uressorozat =

A sorozatokat egymas utan irassal 6ssze lehet flizni:

]
N

:= "masodik", Pi, x"3;

[7)
w

:= s,82;

52 := "masodik", 7, x>
3 1= piros, feher,"zdld", 2, sin(x) + 1, "masodik", , x*
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Sorozatok II.

A sorozatokat elemeik felsorolasa helyett sokszor kénnyebb valamilyen matematikai szaballyal
definialni. A Mapleben ezt az seq eljarassal tehetjiik meg. Az seq az els6 paraméterében
szerepld képletet alkalmazza a masodik paraméterében megadott esetekre, és az igy kapott
értékekbdl ll6 sorozatot adja vissza. Két valtozata:

seq ( kifejezés, név = kezddérték. .végérték, névekmény)

seq ( kifejezés, név = objektum )

Az els6 alakban a név valtozo értéke a kezdbértéktdl a végeértékig fut ndvekmény Iépésekben
(A harom paraméter csak numerikus érték lehet), mikzben kiszamolja a kifejezés megfeleld
értékeit. A masodik alakban a név valtozo sorra az objektum egyes elemeit (operandusait) veszi
fel értékul.

0,1,4,9,16,25

m:=9/2
1,1,9
Az objektum lehet sorozat,(zardjelbe kell tenni!), sztring vagy kifejezés is.
seq( i, i=(2,3,5,7,11) );
seq( i, i= "vakablak" );
seq( ¢, ¢ = 3*x™2 + x -1 );

2,3,5,7,11
gt e
3%, x, -1
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Sorozatok IlI.

Explicit médon megadott véges sorozat esetén a sorozat tagjainak dsszeadasara az add,
Osszeszorzasara pedig a mul eljarast lehet hasznalni. Lasd add, mul.
A paraméterek megadasa hasonlit az seq eljaraséhoz.

n :=1; m:= 4;

add (i3, i=n..m);

mul (173,1i={-1,1,3});

add (a”k*b” (3-k), k=0..3);
n:=1
m:=4
100

@ + a*b + ab® + b*

add (sin((2xk)*Pi/5), k= —-3..3);

0

Itt ,csalunk”, mert a sin fliggvény kiértékelését megakadalyozzuk:
add ('sin' ((2%k) *Pi/5), k= -3..3);

sin 6—” + sin 4—” + sin 2—” + sin(0) + sin 2—” + sin 4 + sin 6—”
e U A B B W e T e R R W
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Sorozatok V.

Szimbolikus &sszeget, illetve szorzatot a sum, illetve a product eljarasokkal
kaphatunk meg. A megfeleld inert sum és Product eljardsok csak kijeldlik az
elvégzendd miveleteket.

Sum(i®4, i = 1..k) = sum(i™4,i = 1..k);

k
Z 5(+1Y =172 (k+1)" +1/3 (k+ 1)’ =1/30k - 1/30

Product (exp (i), i=1..k) = product(exp(i),i=1..k);

k
l_lei _ el/z(k+1)2—l/2k—l/2

i=1
Ha a Maple nem tudja meghatarozni a kért 6sszeget vagy szorzatot, az inert
alakhoz hasonl6 kiértékeletlen eredményt ad vissza

sum(k!/sin(k*x), k = 1..t);

ZI: -
i sin (kx)
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Sorozatok V.

Célszerll az add és a sum paramétereit kiértékeletlendl (idézdjelek kdzott)
megadni, igy az sem zavar, ha kordbban mar valamilyen értéket kaptak. Figyeljik
meg a harom sum eljaras kilonb6z6 eredményét.

j:= 0;
sum (3”2, j = 1..t);

j=0
Error, (in sum) summation variable previously assigned,
second argument evaluates to 0 = 1 .. t
sum(j*2, 'j' = 1..t);
sum('j*2', 'j' = 1..t);
0

1/3(n4+1) =1/2(n+ 1) +1/6n+1/6
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Sorozatok VI.

A sum és a product eljarasok képesek végtelen dsszegek és szorzatok

kezelésére is, 6sszhangban ezek matematikai definicidjaval (a részletszorzatok,
illetve részletésszegek hatarértéke).

restart;

Sum(1l/k, k= 1..infinity)= sum(1l/k, k= 1

..infinity);
Product (1/k, k =1

..infinity)= product (1/k, k = 1..infinity);

ik_l = o0
=
[]x" =0
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Sorozatok VII.

A Maple is ismeri a négyzetszamok reciprokaibdl all6 sor 6sszegét. S6t még ennél jéval tdbbet is tud.

a :=n -> 1/n"k;
seg(Sum(a(n), n=1..infinity) = sum(a(n), n=1..infinity), k=1..6);
n— ()™
;n’l =0 ;n’z = ]/67r2,”2:;n’3 :((3),;n’4 = 9—107r4,;n’5 :[(5),2:;11’6 = 6
seqg( Sum(a(n), n=1..infinity) = evalf(sum(a(n), n=1..infinity)), k=1..5);
in*' = Flom(oo),irf2 = 1.644934068,irf3 = 1.202056903, in*“ = 1.082323234,in’5 = 103692775
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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Listak I.

A listakat szogletes zarojelek kozott, egyméastdl vesszdvel elvalasztott elemeinek felsorolasaval
adhatjuk meg. Az elemek - a sorozatokhoz hasonléan - lehetnek eltérd tipustak is. Ugy is
mondhatjuk, hogy sorozatot szdgletes zarojelekbe téve listat kapunk. Ures listat a [ ] jeldléssel
hozhatunk létre. A lista tipus neve 1ist.

restart;

[egy, ketto,harom, negy,ot];
s := a, 22, "valami";

L := [s];

whattype (L) ;

reslista:=[];

whattype (ureslista);

[egy, ketto, harom, negy, of)

K a,22,"valami"
L := [a,22,"valami"]
list
ureslista := ]
symbol
A Iist‘? elemeit a # 1 indexkivalaszt6 operatorral kapjuk. Az 6sszes elemet adja az [ ] Ures
indexkivalaszt¢ kifejezés:
L[1];
Li-2]
Lll;
a
22

a,22,"valami"
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Listak II.

Lista elemeinek rendezésére a sort eljards hasznalhatd. Megadott feltételt teljesité elemeit
kivalasztasara vagy torlésére a select, illetve a remove eljaras szolgal. A harom eljaras
szintaxisat és milkodését az alabbi példak illusztraljgk. A select és a remove elsd
paraméterként olyan eljarast kell megadni, amely barmelyik listaelemre alkalmazva a t rue
vagy a false logikai értéket adja vissza. Lasd ?select, ?remove.

sort ([13,-5, 41);
sort ([i,a,b,f,el);

[-5,4,13]
la,b,e.f.i]

L:=[0,2,25,100,13]1;

select (isprime, L) ;

select (isprime, L) ;

select ( x —> x < 10, L);
remove (isprime, L) ;

remove (x -> x mod 25 = 0, L);

L:=0,2,25,100, 13]
[2.13]
[0.2]
[0,25,100]
[2.13]
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Listak Il1.

Tovabbi fontos listamiiveleteket a ListTools csomag tartalmaz. Ebbdl mutatunk néhany
példat listaban val6 keresésre (Search, SearchAll) és listak megforditasara (Reverse).

with (ListTools);

[BinaryPlace, BinarySearch, Categorize, Classify, DotProduct, Enumerate, FindMaximalElement,
FindMinimalElement, FindRepetitions, Flatten, FlattenOnce, Group, Interleave, Join, JoinSequence,
LengthSplit, MakeUnique, Occurrences, Pad, PartialSums, Reverse, Rotate, Search, SearchAll, SelectFirst,

SelectLast, Sorted, Split, Transpose]

L := [0, 3, 2, 25, 100, 3, 13];
ind := Search (25, L);
ind := SearchAll (3, L);

Reverse (L) ;

[0,3,2,25,100,3,13]
ind =4
ind :=2,6
[13,3,100,25,2,3,0]
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A halmaz tipus neve set. A halmazokat { } zardjelek kozott, egymastol vesszovel elvalasztott
elemeikkel adjuk meg. Természetesen a halmazok elemei is lehetnek eltérd tipustiak. Ugy is
mondhatjuk, hogy sorozatot kapcsos zaréjelekbe téve halmazt kapunk - persze a sorozat esetleges
ismétlodd elemei a halmazban csak egyszer fordulnak el.

A:

(Pi,1,valami, x+y,Pi};
{"valami",Pi,2};

1, 7, valami,x +y
2,"valami", &

Lathat6, hogy a megadott halmazok elemeit nem az 4ltalunk irt sorrendben irja ki a Maple - persze a
halmazoknal a sorrend nem is szdmit! Az (ires halmaz jelélése { }.

ureshalmaz:= {};whattype(R);

ureshalmaz :=
set

A szokasos halmazmiiveletek: egyesités (union), metszet (intersect ) és klllénbség (minus).

'A' = A; 'B' = B;

'A union B' = A union B;

'A intersect B' = A intersect B;
'A minus B' = I B;

A = 1,7, valami,x + y
B =2,"valami",
AUB = 1,2,"valami", &, valami, x + y
ANB=nm
A\B = 1,valami,x +y
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Tekintstk at, hogy milyen kapcsolat van az el6zéekban vizgalt harom adattipus kozott.

egy, ketto, harom, negy
{egy, harom, ketto, negy}
[egy. ketto, harom, negy)
Mindharom adattipus esetén az elemekre val6 hivatkozas az elemek indexének szdgletes

zérbjelek kozt valé megadasaval torténik. Az elemek indexelése 1-gyel kezdddik. Negativ index
az utolsé elemtdl val6 visszaszamoldast jelenti.

sorozat[2];

halmaz[1];

listal[-1];
ketto
egy
negy

Kijelélhetiink ilyen médon résztartomanyt is (az output ugyanolyan tipusu lesz, mint az input

volt)

sorozat[2..4];

halmaz[2..-2];

lista[-3..-1];

ketto, harom, negy
{harom, ketto}
[ketto, harom, negy]
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Atalakitasok |I.

Barmelyik tipust a masikba tudjuk alakitani.

sorozat;
[sorozat];
{sorozat};

egy, ketto, harom, negy
legy. ketto, harom, negy)
{egy, harom, ketto, negy}

halmaz;
halmaz[];
[halmaz[]];

{egy, harom, ketto, negy}
egy, harom, ketto, negy
[egy, harom, ketto, negy]

lista;
listall;
{listall};

legy. ketto, harom, negy)
egy, ketto, harom, negy
{egy, harom, ketto, negy}
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A convert eljarassal is végeztethetiink hasonlé konverziokat. Ennek elsé paramétere a
konvertalandé objektum, a masodik meg a célobjektum (a konvertalas eredmeénye) tipusa.

convert (lista, set);
(halmaz,list);

convert ([sorozat], set);
(

convert ([sorozat],list);

convert

{egy, harom, ketto, negy}
legy, harom, ketto, negy)
{egy, harom, ketto, negy}
legy. ketto, harom, negy)

Az utolso6 két esetben azért kellett a [sorozat] alak, mert killénben a sorozat minden eleme
a convert flggvény egy-egy argumentumaként szerepelt volna.
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Atalakitasok IV.

A sorozatok egyszer{ien bdvithetok:
sorozat;
"kek", sorozat, 123;
egy, ketto, harom, negy

"kek", egy, ketto, harom, negy, 123

A listék bovitése nehézkesebb (elészor a listat sorozatté konvertaljuk, igy bdvitjik, majd
visszaalakitjuk listava)

lista := [1,2,3];
ujlista:=[elolbovit, listal[], hatulbovit];
[1,2,3]
ujlista == [elolbovit, 1,2, 3, hatulbovit]

Hasonléan jarhatunk el halmazok esetében is. (Még egyszer kiemeljik, hogy halmazban
ugyanaz az elem csak egyszer szerepelhet!)

H:={4,1,2,4,4};
ujH := {H[], ujelem};

H:={1,2,4}
wH :={1,2,4, ujelem}
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A member eljarassal megkérdezhetjik, hogy egy adott elem eléfordul-e egy halmazban,
listdban vagy sorozatban, és a harmadik paraméterként megadott valtozéban azt is
visszakapjuk, hogy hanyadik helyen szerepel:

halmaz := , ketto, harom, negy};
member (egy, halmaz, 'pozl');
pozl;

= {egy, harom, ketto, negy}

true
1
member (5, halmaz, 'poz2');
false
poz2
member (Pi, [1,2,Pi,x"2], 'poz3');
poz3;
true
3

Sorozatoknal a szokésos triikkét alkalmazzuk
11,12, £(x);

member (12, {
pozd;

, 'pozd');

5= 11,12,f(x)
true
2
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Atalakitasok VI.

Indexelhetd adatttipusok esetében (ilyenek példaul a sztring, a lista és a halmaz, lasd
?type, indexable) az elemek (komponensek) szamat megkaphatjuk a numelems
eljarassal.

Sztringeknél az UTF8 kddolas miatt néha elsd latasra meglepd az eredmény:

numelems ("abcxw"), numelems ("rdzsa");
numelems ([a,2,Pi,sqrt (2)1);
numelems ({a,2,Pi});

5,6
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Az op flggvénycsalad .

Kifejezések részkifejezéseinek (operandusainak) kezelése az op fliggvénycsalad
segitségével lehetséges.Lasd 2op.

kif := 3%x72 - Pi*xx + sin(x);

kif := 3x* — x + sin(x)
Az operandusok szamat a nops eljaras adja meg:
nops (kif);

Az 6sszes operandus megkaphato — kifejezéssorozatként — az op
alkalmazasaval:

op (kif);
3x2, —nx, sin(x)
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Listak
Halmazok

Az op fluggveénycsalad Il.

Az op elsé paramétereként egy természetes szamot megadva a kifejezés adott
sorszamu operandusat (példaul a nulladikat, ami a kifejezés tipusa) kapjuk
eredményl

op(0,kif); op(l,kif); op(2,kif);op(3,kif);

+
3x?
—7TX
sin(x)
Egy tartomany (range) tipusu kifejezéssel az operandusok egy bizonyos részét
kérhetjuk, az eredmény kifejezéssorozat:

op(0..2, kif);
+,3x%, —7x
op(0..nops (kif), kif);

+, 3x2, —mx, sin(x)
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Sorozatok
Listak
Halmazok

Az op fuggvénycsalad Ill.

A subsop segitségével az utolsé paramétereként megadott kifejezés elbtte
folsorolt sorszamu operandusait helyettesithetjiik a megfelel6 helyettesitd
kifejezéssel (a NULL helyettesitése az adott operandus térlését jelenti). Az
eredeti kifejezés valtozatlan marad.

kif;
subsop (1l = a2, 3=b"2, kif);
kif;

3x? — 7x + sin(x)
—nx + a* + b*
3x? — x + sin(x)
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Sorozatok
Listak
Halmazok

Az op flggvénycsalad IV.

Mivel a Maple-ben ,minden” kifejezés, az el6z6 fliggvényeket alkalmazhatjuk
mindenféle adatstrukturara is:

L := [ 1, ketto, "hdrom", Pi ];
op (L) ;
H := { eleml, elem2, elem3 };

op(0..nops (H), H);
subsop (1 = NULL, H);

L := [1, ketto, "harom", x|
1, ketto, "harom", &
H := {elem], elem2, elem3}
set,elem]l, elem?2, elem3
{elem2, elem3}
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Sorozatok
Listak
Halmazok

A select és a remove eljarasok

A listaknal korabban emlitett select és remove eljarasok tetszéleges Maple
kifejezések komponenseinek kivalogatasara vagy eltavolitdsara hasznalhatok.
A harmadik paraméterben adjuk meg, hogy milyen részkifejezéseket kell
figyelembe venni a kivdlasztédsndl vagy az eltavolitdsndl. Lasd ?select,
?remove.

select (has, {cos(x),x+tl,sqgrt(x+y)}, cos);
remove (has, {cos(x),x+1l,sqrt (x+y)}, cos);

{cos(x)}
{(Vx+y,x+1)

select (has, sin(x) + cos(y) + exp(x"2) +1, x);
remove (has, sin(x) + cos(y) + exp(x"2) +1, x);

sin(x) + exp(x?)
1 4 cos(y)
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Listak
Halmazok

Helyettesitések I.

A kordbban hasznalt subsop eljaras tetszbleges kifejezés adott sorszamu
részkifejezését/kifejezéseit helyettesiti a megadott kifejezéssel/kifejezésekkel.

subsop (1 = y*2, 2=abs(cos(z)), c + abs(atb)+ sin(\sgrt (a+b)));

»* + | cos(2)| + sin( Va +b)

Hasonléan miikédik a subs eljaras. Ez is szintaktikus helyettesitést végez: a
megadott helyettesitendd kifejezés(ek) minden eléfordulasi helyén lecseréli ket
a megfeleld helyettesité kifejezésre. A helyettesités szekvencidlisan torténik:
elészor az elsd, majd a masodik, ..., végil az utols6é minta szerinti
helyettesitéseket végzi el a Maple. Lasd ?subs

subs(c = y*2, a + b = cos(z), c + abs(a+b)+ sin(\sqgrt (a+b)));

¥? + | cos(z)| + sin( /cos(z))
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Tipuskezelés
Sztringek
Sorozatok
Listak
Halmazok

Helyettesitések II.

Az algsubs (,algebrai helyettesités") figyelembe veszi a miveletek algebrai
tulajdonsagait (pl. kommutativitas, asszociativitas) is, ezért néha jobban
hasznalhat6. Lasd ?algsubs

subs (a*b=x, bxc=*a);
algsubs (a*xb=x, bxcxa);

bca
cx

Sajnos az algsubs fontos korlatja, hogy a helyettesitendé valtozék a megadott
mintaban csak raciondlis kifejezésben szerepelhetnek. Itt a subs miikédik, az
algsubs nem:

subs (sgrt (a + b) = cos(z), c + abs(atb)+ sin(sqgrt (a+tb)));
algsubs (sgqrt(a + b) = cos(z), c + abs(atb)+ sin(sqrt(atb)));

¢ + la + b| + sin(cos(z))

Error, (in algsubs) no variables appearing rationally in pattern
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Helyettesitések IlI.

A simplify is hasznalhat6 helyettesitésre alkalmas mellékfeltételek
megadasaval (ezeknek polinomidlisaknak kell lenni):

simplify (bxcxa, {a*b = x});
simplify(c + abs(a+b)+ sin(sqgrt (a+b)), {atb=cos(z), c=y"2});
simplify (c + sqgrt(atb) + 1ln(at+b), {sqgrt(atb)=cos(z)});

y + | cos(z)| + sin( y/cos(z))

Error, (in simplify/siderels‘:-simplify/siderels) side relations

must be polynomials in (name or function) variables
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Tipuskezelés
Sztringek
Sorozatok
Listak
Halmazok

Helyettesitések IV.

Bizonyos esetekben a subs helyett az eval eljaras hasznalata szikséges,
mivel a formadlis (szintaktikus) helyettesités nem ad elfogadhat6 eredményt (néha
az algsubs is segithet).

subs (x = infinity,exp (-x"2));
algsubs (x = infinity,exp(-x"2));
eval (exp(-x"2), x = infinity);

e

0

0

subs (x=0,sin(x) /x); algsubs(x=0,sin(x)/x); eval(sin(x)/x,x=0);

Error, numeric exception: division by zero

1
Error, numeric exception: division by zero
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Sorozatok
Listak
Halmazok

Helyettesitések V.

Ha a subs helyettesitési mintait nem kifejezéssorozatként, hanem listaban vagy
halmazban adjuk meg, akkor a Maple parhuzamosan (szimultan) végzi el a
helyettesitéseket. Figyeljik meg alaposan az aldbbi hivasok eredményét.

subs ( y=xxy, x=a, X*xy"2);
subs ( x=a, y=x*Yy, X*y"2);
subs ( [y=x*y, x=al], xxy"2);
subs ( {x=a, y=xxy}, xxy"2);
a®y?
ax2y?
ax’y?
ax2y?
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3. Algebrai miveletek

Q>



Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

A Maple eredendden szimbolikus szamitasokra tervezett rendszer, ezért
bonyolult matematikai kifejezések kezelésére, rajtuk kiildnb6z6 atalakitasok
elvégzésére is képes. Ezeket a lehetéségeket tekintjik at ebben a fejezetben.
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Elészér a polinomokon és a racionalis tortkifejezéseken elvégezhetd legfontosabb
atalakitasokat vizsgaljuk. Ehhez az expand, factor, combine, collect,sort,
normal és convert eljarasokat hasznaljuk fol.

VegyUk figyelembe, hogy a Maple a beirt kifejezéseket és a szdmitasok részered-
ményeit sokszor automatikusan egyszerisiti, normalalakra hozza. Emiatt az out-
put formatuma nem mindig felel meg varakozasainknak, vagy a matematikaban

leggyakoribb irasmédnak.

restart;
kif := (x-2)*(x-2)"3/ (x+3*x);
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel la.

Az expand eljaras kifejti a kifejezésekben talalhaté beszorzasokat és a tébbtagak hatvanyait, ezzel
altaldban egy ,rovidebb” kifejezésbdl ,hosszabbat” hoz létre.

kifl:= (a-b)"5 - (atb)”"5;
kif2 1= (x-y)* (x+2) "2/ (1+ (x-y) * (x+y));
kif1 := (a—b)’ = (a +b)’
_y 2)?
b2 =D +2)
L+ (x=-y)(x+)
kifle := expand(kifl);
kif2e := expand(kif2);

kifle = —10a'b — 20a%b* — 255
X X’y X xy x

- 4 - 4
xX2—y2+1 xz,y2+1+ xz;yZJrl xz,y2+1+ xX2—y2+1

kif2e ==

x2—=y2+1
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel Ib.

Paraméterként meg lehet adni azokat a részkifejezéseket, amikre nem akarjuk az expand-et

alkalmazni.
kif2ex := expand(kif2,x-vy);
x—y)x? Xx—y)x -y
e e =) (x-) X

D LT L e E ) L A s Far ey
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel lla.

A combine és a factor eljarasok lényegében ,visszafelé” hajtjak végre az
expand-nél latott azonos atalakitasokat, ezért altaldban ,hosszabbdl” ,révidebb”
kifejezéseket hoznak létre.

Altalaban nem igaz, hogy az expand eredményére alkalmazva rogton visszadjak
a kifejezés eredeti (expand elbtti) alakjat.

kif3 1= (X—2) "mx (x—2)"2;
kif3c combine (kif3);

kif3 := (x—2)" (x = 2)?
kif3c == (x—2)""*
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

MUveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel Ilb.

A factor szorzattd alakitja a kifejezést.

'kifl' = kifl;

kiflf := factor(kifle);
'kif2' = kif2;
kif2f := factor(kif2e);

kifl = (a—b)’ - (a +b)’
kifIf := =2b(5a* + 106%a> + b*)
. (x-y)(x+2)°
kif2 = ———=——~
/ )
o x=y)(x+2
kif2f = T
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel IIl.

Racionalis tortkifejezések esetén a factor kildén-kildn faktorizalja a szamlalot és a
nevez6t, majd elvégzi a lehetséges egyszeriisitéseket. Ez figyelhetd meg az alabbi példan

IS.
kifd = (x72-1)/(x"2+3xx-4);
kifdf := factor(kifd);
kifdnum := factor (numer (kifd));
kifd4denom := factor (denom(kif4));
-1
kif4 =
i x2+3+x1—4
X
kifaf =
=g
kif4num := (x = 1) (x + 1)
kif4denom := (x +4) (x — 1)
kif5 = 1/x + 2/(x"2+1) - (x+1)/(x-1)"2;
kif5f := factor (kifh);
1 2 1
kif5 = - + Sl

x o x2+1 _(X_1)2
(x+l)(x2+2x—l)
x(24+1)(x-1)
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

MuUveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel IV.

A collect eljarassal sszegylijthetjiik valamelyik valtozé szerint az egynemii tagokat. Alkalmazzuk a
collect-et a kordbban definidlt kif2 kifejezésre.
A Maple itt is kiilon-kulon végzi a szamlaléban és a nevezdben a megfeleld atalakitasokat.

kif2;
kif2cx = x);
kif2cy = V)i

(=) (x+2)°
I+ (x=y) (x+y)
(x-y) (xz +4x+4)
kif2ey = BN E 2 ff: 12)

Ha az x hatvanyok szerint rendezett, ,szebb” szamlalét szeretnénk, példaul igy segithetiink:

kif2cx =

X

kif2cxx := collect (expand (numer (kif2))/denom(kif2),x);

X4 (y+4) 2+ (4y+4)x -4y
xX2=y2+1

kif2cxx :=
Ha a kif2 expand-del kifejtett alakjat vessziik, nem sokat segita collect:
kif2ecx = collect (kif2e, x);

XJ XZV Xz Xy X
- ; 4 —q— 0 4
XZ*)‘Z‘FI XZ*}'Z+1+ XZ),}VZ+1 xZ,y2+1+ .X'Z*V\':‘Fl

kif2ecx =

K-yt
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és raciondlis tortkifejezésekkel V.

A sort eljaras a megadott kifejezést az adott valtozd hatvanyai szerint rendezi.
VegyUk a korabbi kif1 kifejezés kifejtett alakjat.

'kifle' = kifle;
kiflsa := sort(kifle, a);
kiflsb = sort(kifle, Db);

kifle = —10a*bh — 20a*b* — 2 b°
kiflsa :== —10ba* — 20b°a*> — 2 b°
kif1sb .= —=2b> —20a*h> — 10a*b
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel VI.

A normal eljarés faktorizalt normdl formara (factored normal form)
hozza a kifejezéseket. Ezekben a szamlalé és a nevezd egész egyiitthatés relativ
prim polinomok.

Az eddig vizsgalt kifejezések normalformaja:

kifl = normal (kifl);
kif2 = normal (kif2);
kif3 = normal (kif3);
kifd4d = normal (kifd);
kif5 = normal (kifh);

’

(a=b) = (a+b) =-2b"—20a*h* — 10a*b
(x=y) (x+2) ::&—yﬂx+2f
l+(x—y)(x—|—%2) xz—yz+12
(x=2)"(x-2)"=x-2)"(x-2)

-1 _x+1
2 +3x-4 x+4
1 2 x+1 7_x3+3x2+x—l

_+ — =
xox+l k=17 x(@+1)(x—1)°



Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel VII.

Az expanded opcidval kifejtett normalformat kapunk, vagyis mind a szamlalé,
mind a nevezd kifejtett polinomokbdl 4ll.

'kif5' = kif5;
kifb5ne := normal (kif5, expanded) ;

1 2 x+1
kif5 = — -
i x+x2+1 (x—1)

=3 -x+1

X =2x*+2x3-2x2+x

kifSne =
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel VIII.

A convert eljarassal kifejezéseket kiilonb6z6 formaba konvertalhatunk. A par f rac opcié a kifejezés
parcidlis tortekre bontott alakjat adja. Néhany példa:

kif6 1= (x"242%x-3)/ (xM4+6xx"3+13*xx"2+12xx+4) ;
'kif2' = kif2;

X 4+2x-3
kif6 :=
if K 64° + 1302 + 120+ 4
(x=y)(x+2)°

kif2 =
T4 (x=y) (x+)
kifé6p := convert (kif6,parfrac);
kif2px = convert (kif2,parfrac,x);

kif2py = convert (kif2,parfrac,y);

8 3 8 1

Y+1 2 4 2
r+1 o (x+27 (k+2)  (x+1)

. xy? =y —dxy+4y* +3x-3y—4
sz2px=x—y+4+} 4 );2_}'2}+1 -
- 4%y -4 +4xy—dx+4y

iy

kif6p :=

kif2py =
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Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel

Muveletek polinomokkal és racionalis tortkifejezésekkel IX.

A confrac opciéval a convert a megadott kifejezés lanctort eléallitasat adja

vissza.
kif6 = convert (kif6, confrac, x);
¥ +2x-3 B 1
x4+6x3—|—13x2—|—12x—|—4_x2+4x+8+ 8 5
x_§+4(x+z)
2
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Az el6z6 alfejezet atalakitasait a racionalis tortkifejezéseknél altalanosabb,
példaul gyok, trigonometrikus, vagy exponencidlis fliggvényeket, illetve ezek
inverzeit tartalmaz6 matematikai kifejezésekre is el tudja végezni a Maple.

Az expand,acollect,a factor és a tobbi eljaras ilyenkor a megfeleld
gy6kds, trigonometrikus, exponencialis, stb. azonossagokat alkalmazza.
Rendezési vagy konvertalasi opcidkban (a sort és a convert esetében) mar
altalanosabb kifejezések is megadhatok.
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel I.

Vizsgaljuk meg a kif1 trigonometrikus kifejezés lehetséges atalakitasait.

restart;
kifl := cos(3*x)+*sin(x);

kif 1 := cos (3 x) sin (x)
'kifl' = expand(kifl);
'kifl' = collect (expand(kifl),sin(x));
'kifl' = factor (expand(kifl));
'kifl' = combine (kifl);
'kifl' = normal (kifl);
'kifl' = sort (combine(kifl), sin(2xx));
'kifl' = convert (kifl, sin);

kif1 = 4 sin (x) (cos (;r))3 — 3 sin (x) cos (x)
kif1 = (4 (cos (x))” = 3 cos (x)) sin (x)
kif 1 = sin (x) cos (x) (4 (cos (x))* = 3)

kif 1 = —1/2 sin (2x) + 1/2 sin (4 x)
kif 1 = cos (3 x) sin (x)
kif 1 = —1/2 sin (2x) + 1/2 sin (4 )

kif1 = sin (3x + %n) sin (x)
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel lla.

Mivel a kifejezésekben szerepl fliggvények néha nem mindenditt értelmezettek,
vagy nem minden(tt adnak valds értéket, sokszor az assume eljarassal
segiteniink kell a Maple-nek. Meg kell adnunk, hogy mit tételeziink fel az egyes
valtozokrol vagy részkifejezésekrol.

A kif2 kifejezésben szerepl6 logaritmusokkal példaul nem tud mit kezdeni a
Maple. Az ismert azonossagok csak pozitiv szamokra teljesiilnek!

restart;
kif2 := 2%1n(x"3) -3*1In(y) + 1ln(x*y);
'kif2' = combine (kif2);

kif2 :=2 In(x*) = 3 In () + In (xy)
kif2 =2 In(x*) =3 In(y) + In (xy)
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel llb.

Ha foltesszlk, hogy az In fliggvény argumentumai pozitivak (a hozzarendelt
foltétel 16tezését mutatja a ~ karakter), mar alkalmazhaté tébb azonossag:

assume (x:

'kif2' =
'kif2' =
'kif2' =
'kif2'!

:positive, y::positive);
combine (kif2);

expand (kif2);

factor (kif2);

= normal (kif2);

7
kif2 = 111()“;2
y/\»
kif2 =7 In (x~) = 2 In (y~)
kif2 =6 In(x~) =3 In(y~) + In (x~ y~)
kif2 =6 In (x~) =3 In (y~) + In (x~ y~)
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel llI.

Ebben a példaban még tébb azonos atalakitast vet be a Maple. Hasonlitsuk 6ssze az egyes
parancsok eredményeit.

:= sgrt (In(x"2))*sgrt ((sin(x))"2*cos (x)"2)+ sqgrt (x"2-1)/sqrt(x-1);
assume (x>1);

'kif3' = expand(kif3);
'kif3' = fd(tot(<1'3),
'kif3' = combine (kif3);
'kif3' = normal (kif3);
2
: N =1
kif3 ::\/ln(xz) \/sm(x)zcos(x)z +XE—2
X—1
2 -
kif3=42 | In(x~)  sin(x~ cos(xw) -+
x~—1

_ \/7\/ In(x~) | sin(x~ ) cos (x~ \/xwfl +J(x~—1) (x~+1)
s~ L 2In(x=) (1= cos(4x-)) (z~—1) +4x2-1
K T
if3 = \/7«/ In(x~) sin(x~)zcos(x~)2 x~—1 4+ =1

K],

kif3
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel IV.

A simplify eljaras az ismert matematikai azonossagok szerinti egyszerisitéseket hajt végre tetszéleges
matematikai kifejezéseken.

restart;
kifl := (x-b)=*(x-c)/(a-b)x*(a-c)+(x-c)*(x-a)/ (b-c)* (b-a)+(x-a)* (x-b)/(c-a)*(c-b);
kif2 := exp(l-x)*exp(2*x)/exp(x);
kif3 := cos(3%x)/cos(x);
kif1 = (x=b)(x-c) n (x=c¢)(x—a) n (x—a)(x-b)
(a=b)(a-c) (b-c)(b—a) (c-a)(c-b)
125 2x
=2
Kif3 = cos (3x)
cos (x)
'kifl' = simplify(kifl);
'kif2' = simplify (kif2);
'kif3' = simplify (kif3);
kifl =1
kif2 =e

kif3 = 4 cos(x)> -3
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetszéleges matematikai kifejezésekkel V.

Mivel a Maple a beépitett fliggvényeket alapjaban komplex valtozés és komplex értéki
figgvényekként kezeli, néha (teliesen logikusan) nem az altalunk vart eredményeket kapjuk.

A symbolic opciéval szimbolikusan (szintaktikusan) egyszerisit a Maple, nem zar ki bizonyos
specidlis esetekben nem teljesiilé azonossagokat sem. Emiatt elképzelhetd, hogy az altala elvégzett
egyszer{sités bizonyos korlilmények kdzo6tt nem érvényes.

kifl := (x°2)"(1/2);
kif2 := 2%1In(x"3) -3*1ln(y) + 1ln(xxy);
kif1 := Va2
kif2 :=21n (x3) =3 1In(y) + In(xy)
Mi a véleményiink a kapott eredményekrol?

'kifl' = simplify(kifl, symbolic);
'kif2' = simplify(kif2,symbolic);

kif1 = x
kif2="71In(x) -2 In(y)
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetszéleges matematikai kifejezésekkel VI.

Ha eleve ismertek a kifejezésben szerepld valtozénevekre vonatkozé megkédtések, akkor a simplify
megsegitésére két formaban is hasznélhatjuk az assume lehetéségeit. Vagy magaba a
simplify-ba beépitett opcidkként, vagy még a simplify hivasa el6tt kiilon felsorolva.

restart; kifl := (x°2)"(1/2);

'kifl! simplify(kifl, assume=positive);

assume (x>0) ;

'kifl! simplify (kifl);

kif1 := Va2
kifl = x
kif 1 = x~

restart; kif2 := 2x1In(x"3) -3x1ln(y) + 1ln(xxy);
'kif2! simplify (kif2, assume=[x>0,y>0]);
assume (x>0, y>0) ;

'kif2'"' simplify (kif2);

kif2 :=2 1n(x3) -3 1n(y) +In(xy)
kif2 =7 1In(x) -2 In(y
kif2 =7 1In(x~) =2 In (y~)
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel VII.

A kifejezésben szerepl6 valtozokra vonatkoz6 kiegészitd feltételeket (azonossagokat) is megadhatunk
egyenletek formajaban.

restart; kifl := a”"3+b"3;
'kifl' = simplify(kifl, {a+b=1});
kifl :=a* +b°
kifl =3a*> -3a+1
Itt mi magunk irjuk el6, hogy teljesiljenek a logaritmus azonosséagai:

restart; kif2 := 2%1n(x"3) -3%1ln(y) + 1ln(xxy);
'kif2' = simplify(kif2, {ln(xxy)= ln(x) +1ln(y)});
'kif2' = simplify(kif2, {ln(x"3)= 3*1ln(x),ln(x*y)= 1In(x) +1n(y)});

kif2 := 2 In(x*) = 3 In (y) + In (xy)
kif2=21n(x*) = 2 In(y) + In (x)
kif2=-21n(y)+ 7 In(x)

Viragh Janos



Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel VIII.

A ?simplify Help oldal szerint kiilénb6z6 kulcsszavakkal is megadhatjuk, hogy
milyen jellegli egyszeriisitéseket alkalmazzon a Maple, példaul size (méret

szerint), 1n (logaritmusos), t rig (trigonometrikus), radical (gyokos) stb.
Melyik a ,legjobb” eredmény?

restart; kifd:= sin(x)"2+1n(2*x)+cos(x) "2+ (x"2-1)*(x+1)"2;
'kifde! = simplify(kif4d);

'kifdesize' = simplify(kifd, size);

'kifdeln' = simplify(kif4,1n);

'kifdetrigln' = simplify(kif4,trig,ln);

kif4 := sin(x)? + In (2x) + cos(x)* + (x2 - 1) (x+1)°
kifde = x* +2x> +In(2) + In(x) - 2x
kifdesize = x* 4+ 2x* + sin(x)? + cos(x)? + In (2x) —2x -1
kifdeln = sin(x)? + In (2) + In (x) + cos(x)® + (x> = 1) (x + 1)*
kifdetrigin = x* 4+ 2x* + In (2) + In(x) — 2x
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Miveletek polinomokkal és racionalis tértkifejezésekkel

Miveletek tetsz6leges matematikai kifejezésekkel IX.

A Maple kifejezések egyenléségének eldontésére tartalmaz egy testeq nevi
random polinomialis idejl teszteld eljarast.

Ha ez hamisat (false) ad vissza, a két kifejezés biztosan nem egyenld, de az
igaz (true) érték esetén csak ,nagy valészinliséggel” egyeznek meg.
Bonyolultabb kifejezéseknél néha a FAIL értéket adja vissza (,nem tud dénteni”).

'kif4' = kif4;
kifd4rovid := sort (combine( simplify(kif4, trig) ));

kif4 = sin(x)? 4+ In (2 x) + cos(x)? + (x2 - 1) (x+1)
kif4rovid := x* +2x> = 2x+1n (2 x)

testeq(kifd,kifdrovid);
testeq(kif4,kifdrovid -1);
testeq((abs(kif4)) "2, (abs(kifdrovid))"2);

true
false
FAIL



4. Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasa

Q>



Egyenletek
Egyenletrendszerek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasz

A Maple képes kiildnbdzb tipusi — nemcsak algebrai — egyenletek, egyenlétlensé-

gek, egyenletrendszerek és egyenlétlenség rendszerek pontos (szimbolikus) meg-

oldaséara a solve eljaras hasznalataval. Specialis alaku feladatokra tobb specialis

megoldo eljarés is létezik, igy példaul

LinearSolve :linedris egyenletrendszerek megoldasara, a LinearAlgebra
csomagban

PolynomialSystem : algebrai egyenletrendszerek megoldasara, a
SolveTools csomagban

roots : algebrai egyenletek adott szamtest f6l6tti gydkeinek

meghatérozaséara

Ha az el6z6 eszkdzdkkel mégsem sikerllt megtalélni a megoldasokat, vagy ele-

ve elegendd csak kozelitd megoldasok meghatarozasa, akkor hasznalhatjuk az

fsolve eljarast, amely numerikus modszerekkel kdzeliti a gydkdket.

Ebben a fejezetben a kdvetkezd témakdroket vizsgaljuk:

@ egyenletek szimbolikus és kdzelitd megoldasa
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasz

A Maple képes kiildnbdzb tipusi — nemcsak algebrai — egyenletek, egyenlétlensé-
gek, egyenletrendszerek és egyenlétlenség rendszerek pontos (szimbolikus) meg-
oldaséara a solve eljaras hasznalataval. Specialis alaku feladatokra tobb specialis
megoldo eljarés is létezik, igy példaul
LinearSolve :linedris egyenletrendszerek megoldasara, a LinearAlgebra
csomagban
PolynomialSystem : algebrai egyenletrendszerek megoldasara, a
SolveTools csomagban
roots : algebrai egyenletek adott szamtest f6l6tti gydkeinek
meghatérozaséara
Ha az el6z6 eszkdzdkkel mégsem sikerllt megtalélni a megoldasokat, vagy ele-
ve elegendd csak kozelitd megoldasok meghatarozasa, akkor hasznalhatjuk az
fsolve eljarast, amely numerikus modszerekkel kdzeliti a gydkdket.
Ebben a fejezetben a kdvetkezd témakdroket vizsgaljuk:
@ egyenletek szimbolikus és kdzelitd megoldasa
@ egyenletrendszerek szimbolikus és kdzelité megoldasa
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasz

A Maple képes kiildnbdzb tipusi — nemcsak algebrai — egyenletek, egyenlétlensé-
gek, egyenletrendszerek és egyenlétlenség rendszerek pontos (szimbolikus) meg-
oldaséara a solve eljaras hasznalataval. Specialis alaku feladatokra tobb specialis
megoldo eljarés is létezik, igy példaul
LinearSolve :linedris egyenletrendszerek megoldasara, a LinearAlgebra
csomagban
PolynomialSystem : algebrai egyenletrendszerek megoldasara, a
SolveTools csomagban
roots : algebrai egyenletek adott szamtest f6l6tti gydkeinek
meghatérozaséara
Ha az el6z6 eszkdzdkkel mégsem sikerllt megtalélni a megoldasokat, vagy ele-
ve elegendd csak kozelitd megoldasok meghatarozasa, akkor hasznalhatjuk az
fsolve eljarast, amely numerikus modszerekkel kdzeliti a gydkdket.
Ebben a fejezetben a kdvetkezd témakdroket vizsgaljuk:
@ egyenletek szimbolikus és kdzelitd megoldasa
@ egyenletrendszerek szimbolikus és kdzelité megoldasa
@ egyenldtlenségek megoldasa
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasz

A Maple képes kiildnbdzb tipusi — nemcsak algebrai — egyenletek, egyenlétlensé-
gek, egyenletrendszerek és egyenlétlenség rendszerek pontos (szimbolikus) meg-
oldaséara a solve eljaras hasznalataval. Specialis alaku feladatokra tobb specialis
megoldo eljarés is létezik, igy példaul
LinearSolve :linedris egyenletrendszerek megoldasara, a LinearAlgebra
csomagban
PolynomialSystem : algebrai egyenletrendszerek megoldasara, a
SolveTools csomagban
roots : algebrai egyenletek adott szamtest f6l6tti gydkeinek
meghatérozaséara
Ha az el6z6 eszkdzdkkel mégsem sikerllt megtalélni a megoldasokat, vagy ele-
ve elegendd csak kozelitd megoldasok meghatarozasa, akkor hasznalhatjuk az
fsolve eljarast, amely numerikus modszerekkel kdzeliti a gydkdket.
Ebben a fejezetben a kdvetkezd témakdroket vizsgaljuk:
@ egyenletek szimbolikus és kdzelitd megoldasa
@ egyenletrendszerek szimbolikus és kdzelité megoldasa
@ egyenldtlenségek megoldasa
@ rekurziv egyenletek megoldasa
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Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletek I.

Egyenletet (egyenldtlenséget) ugy kapunk, hogy egyenldség vagy egyenldtienségjellel
kapcsolunk 6ssze két kifejezést.

A Maple képes az egyenletek és egyenlétlenségek, mint 6nall6é objektumok kezelésére. Ez azt
is jelenti, hogy egyszer(i értékadassal valtozokhoz értékként egyenleteket (egyenlétienségeket)
rendelhetlink.

Az 1hs és rhs segédeljarasokat egyenletekre (egyenlétlenségekre) alkalmazva az egyenlet
(egyenlétlenség) bal, illetve jobb oldalan &ll6 kifejezést kapjuk.

eqgl := sqrt(x"2-1) = x"2+2%x+2;
op (0. .nops(eql), eql);

lhs(eqgl), rhs(eql);

egluj := lhs(eqgl) - rhs(eqgl) = 0;

eql : 2—1=x>+2x+2
=V - L2 42042
Va2 - 1,02 +2x+2
Val—1-x2-2x-2=0
eqluj = VX2 —1-x*-2x-2=0

eg2 := sin(x)"2+cos(x) "2 + cos(2xx) <= 1ln(2*x);
op(0..nops (eq2), eq2);

lhs (eq2), rhs(eq2);

eq2uj := lhs(eq2) - rhs(eq2) <= 0;

eq2 := sin(x)? + cos(x)? + cos (2x) < In(2x)
*<="sin(x)? + cos(x)? + cos (2x) ,In (2x)
eq2uj := sin(x)? + (cos (x))* 4 cos (2x) — In (2x) <0
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Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletek Il.

A korébban latott kifejezés-atalakité eljarasok altalaban egyenletekre is alkalmazhatok: a
sz6ban forgé atalakitast a MAPLE az egyenlet mindkét oldalan végrehajtja.
Hasonlitsuk 6ssze az alabbi hivasok eredményeit.

eg3:= cos (3%x)*sin(x) = xx(x"2+1);
eq3 = cos (3x)sin (x) = )c()c2 + 1)

expand (eq3) ;

collect (expand(eqg3),sin(x));
factor (expand(eq3));

combine (eqg3);

simplify (eg3);

normal (eqg3) ;

4 sin (x) (cos (x))* = 3 sin (x) cos (x) = x> 4 x
(4 (cos (x))’ =3 cos( )sm () =2 +x
sin (x) cos (x )(4 (cos (x))* —3) 7,\(x + l)
1/2 sin(4x) —1/2 sm( Xx) 7x(/\ + 1)
sin (x) cos (x)( cos (x))* - )—x(x + 1)
cos (3x)sin (x) = x (x + 1)
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Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek

Egyenletek III.

Megfelel6 helyettesitések, példaul a subs alkalmazasaval, sokszor egyszer{ibb feladatot

kapunk:
egd := (In(x))"2 - 2+1ln(x) +1 = 0;

eqd = (In(x))* =2 In(x) +1=0
eg5 := subs(ln(x) =y, eqd4);

eq5 =y -2y+1=0

G-17=0

A map fliggvénnyel tetszéleges, altalunk definialt atalakitasokat is végezhetiink az
egyenleteken. Az alabbi Iépések a gyokos egyenletek ,szokdsos” megoldasi menetét kdvetik.
eql;

map(z -> z"2, eql);

expand (%) ;

lhs (%) -rhs(%) = 0;

V2 —1=ux>+2x+2
xz—l:(xz+2x+2)’

X-l=x*+4x°+8x>+8x+4
—xt-4x* -7 -8x-5=0
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Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek

Egyenletek IV.

Az egyenletekkel valo szamolasi szabalyok attekintése utan lassuk a solve hasznalatat!
Lehetséges hivasai:

solve (kifejezés)

e (egyenlet)

solve (egyenlet, ismeretlen)

Az elst véltozat azzal ekvivalens, mintha a 0-ra redukalt, kifejezés = 0 alaku egyenletet
oldatnank meg.

A harmadik véltozatra valéjaban csak 6 egyenletek meg 4 van sziikség, mert
ekkor nem tudja a Maple, hogy mit tekintsen ismeretlennek.

A ve visszaadott értéke 4ltaldban a 4 ol allo é ozat. Az alabbi

példakban a solve visszaadott értékét a {} halmazzaréjelbe tesszik — igy kapjuk az egyenlet
megoldashalmazat.

restart;
eql : sin(x); M := {solve
eq2 3xaxx 0; M := {solve
eq3 2-10%x+20) 4; M := {solve
eql := cos (x) = sin (x)
= {1/4n}
eg3 == |x* = 10x 4 20| = 4
M :=1{2,4,6,8)
Haaz & lutions rendszervaltozo értéke t rue, akkor a solve torekszik valdban

az dsszes megoldas megkeresésére. Figyeljik meg, hogy most az eq1 trigonometrikus
egyenlet 0sszes megoldasat megadta (_z1 egész értéki paramétert jeldl), ellentétben a
korabbi egyetlen megoldassal.

AllSolutions:=true: eql := cos(x) = sin(x); M := {solve(eql)}

(x) = sin (x)
V/4n+n_ZI~}
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Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek

Egyenletek V.

Eléfordulhat, hogy a solve nem talal megoldast, ezt latjuk az eq4 egyenletnél. Az eq5 és eq6
esetében csak implicit alakban, Root 0 £-0s kifejezésként kapjuk a megoldast. Az ezekkel valé
szamolashoz lasd ?RootOf.

A RootOf (_Z* + _Z> +2_7* +2_Z + l,index = 1) jelentése: az _Z segédvaltozoval folirt
(negyedfoku, algebrai) egyenlet els6é gyoke.

Az allvalues eljarés a paramétereként kapott Root O£-0s kifejezés lehetséges értékeit
szamolja ki, és vagy explicit gyokos kifejezéssekként adja vissza, mint az eq5 esetében, vagy
minden lehetséges értékre egy lebegbpontos kozelitést hataroz meg, mint az eq6 példaban.

egd := sgrt(x-8)+sqrt(x) = 2; M := {solve(eg4,x)};
eg5 := x"2 + x + 1/(x72+2) = 0; M := {solve(eqg5)}; Mexpl := allvalues(M); Mkoz := evalf
eg6 := sin(x)=3xx/Pi; M := {solve(eg6)}; Mexpl := lvalues (M) ;

eqh = Vx—8+ Vx=2
M= {}
eq5 i =x* +x+ ()c2 + 2)7I =0
M := [RootOf (Z' + _2° +2 72 +2_Z + 1 index = 1) ,RootOf (_Z* + _Z* +2_7* +2_Z + |, index =2,
RootOf (_Z* + _7° +2_ 7> +2_Z+ ,index = 3), RootOf (_Z* + 7 +2 7> +2_Z+ 1, index = 4)}

Mexpl := {71/47 1/4iV3 = 1/4 =10 = 6iV3,—1/4 = 1/4iV3 + 1/4 /=10 - 6i V3,

—1/4+ 1/4iV3 = 1/4 =10+ 6iV3,~1/4 + 1/4iV3 + 1/4 —]0+6i\@}

Mkoz := {=0.6217444142 - 0.4405969990 i, —0.6217444142 + 0.4405969990 i,
0.1217444142 - 1.306622403 i,0.1217444142 + 1.306622403 i}
eq6 :=sin(x) =31
M := {RootOf (—sin(_Z)n +3_Z)}
Mexpl := (RootOf (~sin (_Z) n + 3 _Z,0.5235987756)} , {RootOf (sin (_Z) x + 3_Z, ~0.5235987756)} ,
{RootOf (—sin(_Z)n +3_Z.0.0)}
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Egyenletek VI.

Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Figyeljik meg, hogy a solve paramétereit a [] lista vagy a {} halmaz zaréjelek kdzétt is
megadhatjuk, de ekkor az elé6zdektdl eltérd, halmaz vagy lista alapi eredményeket kapunk.
Réviden: ha az ismeretlent (egy elemd) listdban adjuk meg, akkor az eredményt is (egy elemd)
listék listajaként kapjuk, a tobbi esetben meg mindig egy elemii halmazokbdl allé
kifejezéssorozatban kapjuk a megoldast.

Késbbb latni fogjuk, hogy egyenletrendszereknél is hasonlé hatésa van az eltérd szintaxisnak.

M :

M :=

EEEER

= solve

= solve

solve (x"2-x-2, [x]);
[x1);

solve ([x"2-x-2],

({x"2-x-2},
solve ([x"2-x-2],
solve( x"2-x-2,
solve ({x"2-x-2},
([x"2-x-27,

{x}

(lx=2],[x=-1]]
(br=2],[x=-1]]

=
Il
|
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Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek

Egyenletek VII.

Ne feledkezziink meg arrél sem, hogy barmennyire is bizunk a Maple-ben, célszerii az

egyenletek so 1 ve-val kapott megoldasait behelyettesitéssel ellendrizni.

Az ellendrzésre tobb lehetdségink is van, részben attél fliggden, hogy milyen formaban (milyen
{{ kaptuk meg a a Néhany példa:

restart; eq3 := abs (x’

-10%x+20) = 4; M := {solve(eq3)};

I~ 10x 4 20| = 4
M = {2,4.6.8)

subs (x = M[1],eq3);
simplify (%) ;
eval(eq3, x= M[2]);

&bbi szédmolds miatt

®owox X

miatt

%)
simplify (%);

=2} {x=8Lx=4),{x=06}
= -

4
4
4=4
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Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletek VIII.

Egyenletek megoldasan tul a solve segitségével azonossagok teljesilését is vizsgalhatjuk. A
solve (identity (kift =kif2, x), al,a,2,...ak) alakd hivasnal a Maple azt szamolja
ki, hogy a kif1 és kif2 kifejezésekben szereplé a1, a2, ..., ak paraméterek mely
értékeire lesz kif1=kif2 (vagyis mikor teljesil barmely x-re az egyenléség.)

Két egyszerli példa:

solve (identity (ax (x+1) "2 + b*xx = x"2 + 2%x + 1, x), [a,bl);

a=1,b=0

solve (identity (sin(mxx) = nxsin(x)*cos(x), x), [m,n]);

m=-2,n=-2m=0n=0m=2n=2
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Egyenletrendszerek
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Egyenletek IX.

Egyenletek gyokeinek kdzelité (numerikus) meghatarozasara az £solve hasznélhaté.
Jegyezzik meg, hogy a solve is rogton kdzelitd modszerekre valt at, ha a megoldandd
egyenlet lebegdpontos szamot is tartalmaz. Eltérések a solve-hoz képest:

@ algebrai egyenletek esetében az fsolve altalaban minden gyokre kiszamol egy kozelitést,
de egyébként csak egy (a complex opcié megadasat kivéve) valés megoldast ad vissza;

@ a megoldandé egyenlet nem tartalmazhat paramétereket;

@ kllénbdz6 opcidkkal megadhatjuk, hogy hol keresse az £solve a gyokoket;

@ ha nem taldl a hivas feltételeinek megfeleld gyokot, vagy Ures kifejezéssel, vagy a
kiértékeletlen eljarashivassal tér vissza.

M := solve (x™4 + 4xx"2+ 1 = 0);

Mfloat := solve(x™4 + 4xx"2+ 1.0 = 0);

Mf := fsolve (x4 + 4xx"2+ 1 = 0);
Mfcomplex := fsolve (x"4 + 4xx"2+ 1 = 0, complex);

M :=1/2i(V6 + V2),-1/2i(V6 + V2),1/2i(V6 - V2),-1/2i(V6 - V2)
Mfloat := 1.931851653 1, —1.931851653 1,0.5176380902 7, —0.5176380902 I
Mf =
Mfcomplex := —1.93185165257813662 1, —0.517638090205041590 1,
0.517638090205041590 7, 1.93185165257813662 1
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Rekurziv egyenletek

Egyenletek X.

Az fsolve tovabbi opcidirdl a Helpbdl tajékozddhatunk, lasd 2 £
legfontosabbak:

@ fsolve (egyenlet, ismeretlen, fulldigits ) aszamitasok minden részletét a
Digits valtozé értékének megfeleld pontossaggal végezze;

@ fsolve (egy i B Ohatar. . Ghatar) a megadott intervallumban
keresse a gyokot;

@ fsolve (egy s = alséhatar . . felséhatar) mint az el6z6;

1ve (egyenlet, ismeretlen = kezd6érték) a kezddérték kornyezetében keressen

lve,details. A

1ve (egyenlet, ismeretlen , avoid = ... ) hol nekeressen gydkot.
restart; eq := sqrt(1+2xx"2) -sqrt(1+x"2) = 1; solve(eq);
eqg:= V22 +1- V2 +1=1
V3423 -y3+2V3
x) i
x, -10..10);
x = -10..10);
x = -1..1); # itt nincs
x
x {x=2.5} );

)i

2542459757
2542459757
2542459757

fsolve (V2 +T= V@ +1=1,x-1...1)
~2.542459757
2.542459757
2542459757
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Egyenletek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletrendszerek I.

A solve eljaras képes egyenletrendszerek megoldasara is. Ehhez a megoldandé
rendszert egyenletek halmazaként vagy listajaként kell felirni.

Mindig sziikség van az ismeretlenek megadasara, ez térténhet szintén listdban
vagy halmazban.

A visszaadott megoldasok adattipusa halmazokbdl all6 kifejezéssorozat, vagy lis-
tak listaja, egy megoldast egy (egyenléségekbdl allé) halmaz, vagy egy listaelem
ir le.

A RootOf-0s eredmények miatt itt is sokszor hasznos lehet az allvalues
alkalmazasa.
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Egyenletek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletrendszerek II.

Tekintsiik a kdvetkezd egyszer{i algebrai egyenletrendszert, mint egyenletek listajat.

restart;
Eql := x"2+2%xxy+5+y"2=32: Eqg2 := x+3xy=2: Erendszer := [Eql, Eqg2];

Erendszer := [x*> +2xy +5y* =32,x+ 3y = 2]

Megoldatjuk a rendszert a solve eljarassal, s tajékozédasul lebegdpontosra konvertaljuk a
kapott két megoldast.

M := solve (Erendszer, {x,y});

M :=|x = =3RootOf (2_7* —=2_7Z -7) + 2.y = RootOf (2_7* —2_Z 1)}

M := allvalues (M) ;

Mi={x=1/2-3/2VI5,y = 1/2+ 1/2 VI5},{x = 1/2+ 3/2 VI5,y = 1/2 - 1/2 V5]

Mfloat := evalf (M);

Mfloat = {x = —=5.309475019,y = 2.436491673} , {x = 6.309475019,y = —1.436491673}

Viragh Janos



Egyenletek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletrendszerek .

Az egyenletrendszerbe val6 behelyettesitéssel, a subs vagy az eval hasznalataval
ellendrizhetjik a kapott megoldasok helyességét

M;
r=1/2-3/2VI5y =172+ 172 V15},{x = 172+ 3/2 V15,y = 1/2 - 1/2 V15}

subs (M[1], Erendszer);
simplify (%) ;

[(1/2—3/2 VIS) 42 (1/2-3/2 VI3) (1/2 + 1/2 VT3) +5 (1/2 + 1/2 VI5) = 32,2 = 2]
B2=322=2]

eval (Erendszer, M[2]);
simplify (%) ;

[(1/2+3/2 x@)z +2 (1/2+3/2 VI5)(1/2-1/2 x@)+5 (1/2-1/2 \ﬁ)z =32,2= 2]
[32=32.2=2]
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Egyenletek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletrendszerek IV.

Ha az ismeretleneket listdban adjuk meg, a solve listakbdl allé kifejezésssorozatot ad vissza —
ez elég nehézkesen kezelhetd.

Eql := xX"2+42xxxy+5xy"2=32: Eq2 := x+3xy=2:
Erendszer := [Eql, Eq2];

M := solve(Erendszer, [x,v]);

M := allvalues (M) ;

Erendszer := [x* +2xy + 5y* = 32,x + 3y = 2]
M :=|[x = =3RootOf (2_7* =2 _Z~7) + 2,y = RootOf (2_2* —2_7Z - )]
Mi=|[x=1/2-3/2VI5,y=1/2+ 1/2 VI3]}, [[x = 1/2+ 3/2 V15,y = 1/2 - 1/2 V15|

Mivel algebrai egyenletrendszeriink van, hasznalhatjuk a PolynomialSystem eljarast. Az
elézbekkel megegyez6é megoldasokat kapunk.

SolveTools[PolynomialSystem] (Erendszer, {x,y});
allvalues (%) ;

{x = =3Ro0t0f (2_2* - 2_7Z~7) + 2.y = RootOf (2_2* -2_7 - 1)
[r=1/2-3/2VI5.y =172+ 172 VI5},{x = 172+ 3/2 V15,y = 1/2 - 1/2 V15|
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Egyenletek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletrendszerek V.

Persze nem csak algebrai egyenletrendszereket tud megoldani a Maple. Itt csak 2 megoldast ad
visszaa solve,deaz _EnvAllSolutions:= true értékadas utdn megkaphatjuk
paraméteresen az dsszes (periodikus) megoldast.

Eql:= cos(x) + cos(y) = 1/2: Eqg2:= sin(x) + sin(y) = 1:
Erendszer2 := {Eql,Eqg2};

Erendszer2 := {cos (x) + cos (y) = 1/2,sin (x) + sin (y) = 1}

M := solve(Erendszer2, {x,v} );
M := allvalues (%) ;
Mfloat := evalf (M);

M := {x = arctan (1/4 RootOf (5_7* = 20_Z +9),5/4 = 1/2 RootOf (5_7* —=20_Z +9)),
y = arctan (~1/4 RootOf (5_7* =20_Z +9) + 1,-3/4+ 1/2 RootOf (5_2* = 20_Z +9))}
(1/2—1/20\5] (1/2+1/20«/5?]
M :={x = arctan| ——— |,y = arctan| — | + 7y,
1/4+1/10 V55 1/4-1/10 V55
{ [1/2+1/20 V55 1/2-1/20 \6)}
X = arctan| —mM8M8M8M8m8m8™—— _—

1/4 - 1/10 V55 1/4 4 1/10 V35
Mfloar = {x = .1295521671,y = 2.084745269}, {x = 2.084745269,y = .1295521671}

Viragh Janos

]+ﬂ,y:arctan[



Egyenletek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletrendszerek VI.

Figyeljik meg, hogy ha az el6z6 rendszer jobboldali konstansait lebegépontos szamként adjuk
meg, akkor az egyenleteknél emlitettekhez hasonléan itt is lebegbpontos (kdzelitd) eredményt

ada solve.

Egl:=cos (x)+cos(y) = 0.5: Eg2:=sin(x) + sin(y) = 1.:
Erendszer3 := [Eql,Eqg2];

M := solve(Erendszer3, {x,y} );

Erendszer3 := [cos (x) + cos (y) = 0.5, sin (x) + sin (y) = 1.0]
M = {x = 0.1295521671,y = 2.084745268} , {x = 2.084745268,y = 0.1295521671}

Egyenletrendszerek kozelitd megoldasat az £solve végzi, igy csak egy kdzelitdé megoldast

kapunk.
Egl := cos(x)+cos(y) = 1/2: Eg2 := sin(x) + sin(y) = 1:
Erendszer2 := [Eql,Eqg2];

fsolve (Erendszer2, {x,vy} );

Erendszer2 := [cos (x) 4 cos (y) = 1/2,sin (x) + sin (y) = 1]
{x = 134.0316367,y = 119.5100730}
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Egyenletek

Egyenlétlenségek
Rekurziv egyenletek

Egyenletrendszerek VII.

Az fsolve egyenleteknél megismert opciéit hasznalva tovabbi megoldasokat is talalhatunk.
(Kérdés: ezek mennyire ,(jj” megoldasok, illetve mi kdvetkezik az egyenletrendszer
figgvényeinek periodicitasabol?)

fsolve (Erendszer2, {x=0,y=2});
fsolve (Erendszer2, {x,y}, 0..3);
fsolve (Erendszer2, {x,y}, avoid={x=0,y=2});

{x = .1295521671, y = 2.084745268}

{x = 2.084745268,y = .1295521671}
{x = 134.0316367,y = 119.5100730}
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Rekurziv egyenletek

Egyenlétlenségek I.

A solve felhasznalhaté egyenl6tienségek és egyenlétlenség rendszerek
megoldasara is. A paraméterek hasznalata hasonlé az el6z6ekhez, a visszaadott
megoldasok viszont legtdbbszor (valds) intervallumok, ezekre a Maple a
RealRange (a, b) jeldlést haszndlja, amely az [a, b] zart intervallumnak felel
meg. Open (a), Open (b) a megfeleld oldalrdl nyitott intervallumot jeldl.
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Rekurziv egyenletek

Egyenlétlenségek II.

Hasznos triikk lehet a kdvetkez6: mivel a so1ve-nak nincs kilén opcidja a
gyOkok szétvalasztasara (példaul ha csak a negativ gyokokre lennénk
kivancsiak), hozzavéve az egyenlethez az x < 0 egyenlétlenséget, a rendszer
megoldasa a kivant gyokot/gyokoket adja.

M := solve(l/4*x - sqrt(x+2) +1/2 = 0);

M := solve({1/4xx - sqgrt(x+2) +1/2 = 0, x <0});
M .= -2,14
M= {x=-2}
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Rekurziv egyenletek

Egyenl6tlenségek lI.

Néhany egyszerii példa kdvetkezik. Ha halmazként adjuk meg a paramétereket, az output is
halmaz lesz.
Az utols6 példanal csak a lebegépontosra konvertalt eredményt mutatjuk.

M1l := solve(abs (6*x-8)> 4xx+2,x);
M2 := solve (x"2>4,x);

M3 := solve ({x"2-4<=0},x);

M4 := solve(sin(2+x)>4xsin(x)+2, x):
evalf (%);

RealRange (Open (5) , o) , RealRange (—o0, Open (3/5))
RealRange (—co, Open (-2)) , RealRange (Open (2) , )
(-2 <x,x<2}

RealRange (Open (-9.077764689) , Open (—7.128537614)) ,
RealRange (Open (-2.794579381) , Open (—0.8453523065)) ,
RealRange (Open (3.488605927) , Open (5.437833002))
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Rekurziv egyenletek

Egyenl6tlenségek IV.

Egyismeretlenes egyenlétlenség-rendszert is megadhatunk. Figyeljlik meg, hogy
a kiilénbdzd jeldlések milyen hatassal vannak az eredmény formatumara. (A
helyzet hasonlé, mint az egyenleteknél és az egyenletrendszereknél.)

solve ([x"2-4<=0, abs(x-1)> abs(x-2)1);
solve ([x"2-4<=0, abs(x-1)> abs(x-2)1]1,x);
solve ({x"2-4<=0, abs(x-1)> abs(x-2)}, {x});
solve ({x"2-4<=0, abs(x-1)> abs(x-2)1},[x]);
{x <2,3/2 <x}
{x<2,3/2<x}
{x <2,3/2 <x}

[[x=<2,3/2 <]
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Egyenletek
Egyenletrendszerek

Rekurziv egyenletek

Egyenl6tlenségek V.

Tobb ismeretlenes egyenl6tlenség rendszereket is megoldathatunk a solve
segitségével. Példaul egy kétismeretlenes linearis egyenlétlenség rendszer
megoldasa igy térténhet:

solve ({x-2xy <1, 3*x + y> 1}, {x,v});
(=2/7 <y,x<2y+1,1/3-1/3y < x}
A simplex csomag eljarasai (lasd ?simplex) altaldnosabb, linearis

egyenlbtlenség rendszerekbdl és célfliggvénybdl allé optimalizaciés feladatokat
kezelnek.
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Egyenletek
Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek .

Rekurziv egyenleteket, igy példaul a mértani sorozat n-dik tagjat definialoé a(n) = a(0)q", vagy
a Fibonacci sorozatot leiré f(n + 2) = f(n + 1) + f(n) rekurziét, a Maple rsolve utasitasaval
tudunk megoldani.

A megoldas egy végtelen sorozat, vagy masképpen a természetes szamok halmazan definialt
flggvény. Az rsolve egy kifejezést, ennek a fliggvénynek a képletét adja vissza. Az egyértel-
mi megoldas elddllitdsahoz altaldban szlilkséges néhany peremfoltétel, a rekurziv sorozat elsé
néhany tagjanak megadésa.

Az rsolve elsd paramétere a rekurziv definicio, vagy a rekurziv definiciobdl és a
peremfoltételekbdl allé halmaz, a masodik az ismeretlen fiiggvény - ezt érdemes a kiértékelést
gatlo egyszeres aposztréfok kdzott atadni, igy az sem okoz gondot, ha korabban mar kapott
értéket.
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Egyenletek
Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek II.

Elészor egy mértani sorozatot allitunk el6. Az elsd valtozatban nem irjuk el a(0) értékét, ez a
megoldas paramétere marad. aza := n -> Mo; sor dllitjia el6 az a(n) sorozatot, mint
figgvényt.

restart;
Mo := rsolve (a(n+1l)

= gxa(n), 'a');

Mo := rsolve({a(n+l) = g*a(n), a(0) = -2}, 'a');
seq(subs (n=j,Mo), J=0..10); # ez nehézkesebb
a := n->Mo;
seqg(a(n), n=0..10); # ez elegansabb
Mo :=a(0)¢"
Mo = -24"

-2,-2¢,-2¢*-2¢,-2¢*,-2¢°,-24¢°.-2q",-2¢%,-24°, -2 ¢"°
a:=n—--2q¢"
_2’ -2 q, _2(12’ -2 q3’ -2 q4’ -2 (15, -2 [16, -2 q7’ _2(18’ -2 q‘)’ _qu()
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Egyenletek
Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek Il1.

A masodik példa egy nemlinearis rekurziéval definialt egyszer(i sorozat.

sorozat := rsolve({b(n)*b(n-1) + b(n) - b(n-1) = 0, b(0)=alpha}, 'b(k)");
bfun := k -> sorozat;
seq(bfun(k), k=0..10);

. a
sorozat := ————
ak+1
bfun := k — sorozat
a a a a a a a a a a

et 2a+1'3a+1'4a+1'5a+1'6a+1 Tat+1'8a+ 1" %9a+1 10a+1
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Egyenletek
Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek IV.

Hatarozzuk meg az f(n + 2) = f(n + 1) + f(n),f(0) = 1,f(1) = 1 képlettel definialt
Fibonacci-sorozat explicit képletét és allitsuk el6 a sorozat elsé 11 tagjat tartalmazo listat.

Fib := rsolve ({f (n+2)=f(n+1)+f(n), £(0)=1, £(1)=1},f(n));

F :=n -> Fib;

[seq(F(n), n=0..10)]: # a sok gydkjel miatt nem iratijuk ki

simplify (%) ;
Fib := (1/10 V5 + 1/2) (1/2 \B+1/2)"+(1/2—1/1o V5)(-1/2 x@+1/2)”
F:=n—- Fib

[1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89]
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Egyenletek
Egyenletrendszerek
Egyenlétlenségek

Rekurziv egyenletek V.

Az alabbi sorozat képlete még érdekesebb: képzetes tagok hatvanyaibdl all, holott a sorozat
minden tagja val6és szam.

restart;

s := rsolve ({x(n)-10*x(n-1)+50%x (n-2) 0, x(0) =0, x(1) = 10}, 'x(n)');
# Maple Magic:

s := evalc(Re(convert (s, expln)));

[seg(subs(n=3,s),Jj=0..10)1:
simplify ((%));

si=1(5-51)"~1(5+51)"
s 1= 2¢e!2C0 sin (1/4 1)

[0, 10, 100, 500, 0, —25000, —250000, —1250000, 0, 62500000, 625000000]

X 1= n —-> s;
seq(x(n), n = 0..10);

X=n-—os

0,10, 100, 500, 0, 25000, —250000, 1250000, 0, 62500000, 625000000
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12. eléadas

Ha



5. Fuggvények

Ha



Fuggvények Flggvények definialasa és hasznalata

Segédeljarasok

A Maple, mint komputeralgebra rendszer, eredendéen matematikai kifejezések-
kel valé szimbolikus szamolasra készilt. Az el6zé eldadas mar
bemutattuk az ehhez kapcsol6dé lehetségeket.

A matematikdban haszndlatos fliggvények teljesen mas szintaktikus kategoériat
alkotnak, 6ket masként kezeli a Maple. Ebben a fejezetben a fliggvények definia-
lasanak és hasznalatanak szabalyait tekintjik at.

A rendszer altal ismert fliggvények listajat a ?inifcns Help oldalon talaljuk. (A
Maple csomagok ezeken tul még tovabbi specidlis fliggvényeket is definialnak.)
Ezekkel a fliggvényekkel a Maple az analizisbdl ismert médon szamol, tudja
differencialni és integralni 6ket, ismeri a rajuk vonatkoz6 azonossagokat és
egyszer(isitési szabalyokat.
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Flggvények definialasa és hasznalata

Segédeljarasok

A legfontosabb fliggvények Maple jeldléseit az aldbbi tablazat tartalmazza.

trigonometrikus fuggvények

sin, cos, tan, cot, sec, csc

trigonometrikus figgvények inve

rzei

arcsin, arccos, arctan, arccot, arcsec, arccsc

hiperbolikus figgvények

sinh, cosh, tanh, coth, sech, csch

hiperbolikus fliggvények inverzei

arcsinh, arccosh, arctanh, arccoth, arcsech, arccsch

exponencidlis figgvény exp
természetes alapu logaritmus fiiggvény | In
négyzetgyok figgveény sqrt
abszolut érték abs
eléjel figgvény signum
maximum és minimum max, min
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Segédeljarasok

Flggvények .

Az egyes fuggvények Help oldalait, példaul a ?sin oldalt is érdemes megnézni.
A Maple beépitett matematikai fliggvényeirdl részletes informacidkat kaphatunk a
FunctionAdvisor eljaras hivdsaval, ldsd ?FunctionAdvisor. Adescibe
opcio rovid leirast nyljt, a display kiir ,mindent”, amit a Maple a megadott
figgvényrél tud.

A tangens fliggvényrdl az aldbbiakat tudjuk meg (a display eredményének
csak az elsd par sorat mutatjuk). A leirtak értelmezéséhez vegyiik figyelembe,
hogy a Maple a tangenst (és a tébbi elemi fliggvényt) mint komplex valtozés,
komplex érték{ figgvényt tekinti.

FunctionAdvisor (describe, tan);

tan = tangent function
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Segédeljal

Flggvények II.

FunctionAdvisor (display, tan);

The system is unable to compute the "asymptotic_expansion" for tan
tan belongs to the subclass "trig" of the class "elementary" and so,

in principle, it can be related to various of the 26 functions of those
classes - see FunctionAdvisor ("trig"); and FunctionAdvisor ("elementary");

describe = (tan = tangent function)
classify_function= (trig, elementary)

1232
Je (&) ~1)  with no restrictions on (;)‘

met o1 (2= Lmeger
T 2

branch_points = [tan (=), No branch points]
branch_cuts = [tan(=), No branch cuis]

special_values = tan(% n] = % ﬁ tan[ % 1'[) =l tan(% ﬂ] =i ﬁ tan( o ) = undefined, tan( o 1) =1, [tan(ft n) =0, And(n:integer) ]

[tan[% (2n+1) Tt] =+ o], And(n::mreger)”

2 tan ( e
identities = | tan(z) = ~tan( -z), tan(z) =

i
5
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Segédeljarasok

Flggvények lII.

Egyvaltozés fliggvényeket a Maple-ben legegyszerlibben a matematikaban is
hasznalatos —> nyil operatorral adhatunk meg. A szintaxis:

flggvénynév := valtozonév —> kifejezés.

A valtozénevet kerek zarodjelek kdzé is tehetjik, de ez nem kételezé. A kifejezés —
ami altaldban tartalmazza a valtozénevet is — a fliggvény hozzarendelési
szabalyat definidlja.

A flggvények specidlis Maple eljarasok (procedure), erre még visszatériink a
14. Eléadasban.

restart;
f := x —> 1/2%sin(x) + 1;

1
f=x- Esin(x)—b—l
whattype (f), type (f,procedure);

symbol, true
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Segédeljarasok

Flggvények IV.

Szamoljuk ki kildnbdz6 helyeken az f(x) fliggvény helyettesitési értékét. Mivel a
Maple szimbolikus szamitasi rendszer, fliggvény-argumentumként megadhatunk
szimbolikus konstansokat és kifejezéseket is. A szemléletesség kedvéért az
egyenléségek bal oldalan fdltlintettlk a kiértékeletlen fliggvényhivast.

'£(1)" = £(1);

'£(P1/3) " = £(P1i/3);
'£(0.5)" = £(0.5);
"f(z-2)" = f(z-2);

F(1) =172 sin(1) + 1

f(5)=1a5+1
£(0.5) = 1.239712769

f(z=2)=1/2sin(z-2)+ 1
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Segédeljarasok

Flggvények V.

Abrazoljuk fliggvényiinket! Ezt legegyszerlibben a plot eljarassal végezhetjiik.
Hivasa:

plot (fliggvénynév, tartomany)

ahol a tartomany kifejezés a valtozé abrazolasi tartomanyat adja meg. A plot
hasznalatara a 2D grafikarol sz6lé fejezetben még visszatérink.

plot (f, -2«Pi..2%Pi);

o
3

o2l W
F
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Segédeljal

Flggvények VI.

Konstansokat és konstans fliggvényeket is definialhatunk a —> operatorral. Az fcons konstanst
megadhatjuk nulla valtozés fliggvénykeént.

A Maple szintaktikus szabalyaibdl kovetkezik, hogy az fcons fliggvénynek adhatunk egy vagy
t6bb argumentumot is, az eredmény mindig 2 lesz.

fecons := () ->2;
fcons (), fcons (3), fc

s(a,b);

feons == () > 2
2,2,2
egyvaltozoés konstans fliggvény barmely argumentumra a 2 értéket adja.

1= (x) —>2;

gcons (a,b) ;

geons = (x) > 2
2,22

h := x -> sin(x);
h(fcons()), fcons(h), f
h(gcons (), ons(h), g

fcons (h(a,b));
gcons (h(a, b)) ;

x = sin(x)
sin(2),2,2,2
sin(2), 2.
Nem kotelez6 fliggvényeinknek nevet adni. Hasznélhatunk a felhasznalas helyén ,roptében”
definialt fliggvényeket is:

(x => x*241 ) (2), ( x -> x/(x+sin(x)) ) (a);

a
5, —F
a+ sin (a)
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Segédeljarasok

Flggvények VII.

A tdbbvaltozos fliggvényeket szintén a —> nyil operatorral definialhatjuk. A szintaxis:
figgvénynév := (valtozonévlista) -> kifejezés. A kifejezés — ami altalaban
tartalmazza a véaltozéneveket is — a fliggvény hozzarendelési szabalyat definialja. Most
kotelezd a valtozokat zardjelbe tenni.

Adjunk meg egy 2 valtozés g(x,y) flggvényt. Szamitsuk ki helyettesitési értékét kllénbdz6

helyeken.
g := (%x,y) —> abs(sin(x)xcos(y));
g:=(xy)— |sin(x) cos(y)|
'g(0,0)" = g(0,0);
'g(P1/3 Pi/3) "' = g(P1/3 Pi/3)
'g(0.2,0.1)" = g(0.2,0.1);
'g(2xa-1,s)" g(2xa-1,s);
4(0.0) =0

(5
£(0.2,0.1) = 0.1976768117
g(2a—-1,5) = |sin (2a-1)cos (s)|
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Segédeljarasok

Flggvények VIIL.

Kétvaltozés fliggvényeket legegyszeriibben a p1ot 3d flggvénnyel
abrazolhatunk. A legegyszer(ibb hivasa:

plot3d (fliggvénynév, tartomany1, tartomany2)

ahol a tartomany1 és tartomany2 range kifejezések az elsé és a masodik
valtoz6 abrazolasi tartoményat adjdk meg.

A plot3d haszndlatara a 3D grafikarol sz6lé fejezetben még visszatériink.

plot3d(g, -Pi..Pi, -Pi..Pi);
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Segédeljarasok

Flggvények IX.

A Maple ismeri a fliggvénykalkulus miiveleteit, az 6sszeg-, killénbség-, szorzat- és
hanyadosfiiggvénnyel, valamint az 6sszetett fliggvénnyel val6 szamolas — a
fliggvénykompozici6 — szabalyait.

A 13. Elbadasban latni fogjuk, hogy derivalt- és primitiv fliggvényeket is meg tud hatarozni.
fi= x ->x"2 + sin(x); g := x -> ln(x+1l);
f=x— x* +sin(x)
g:=x—-In(x+1)
h := f + g; 'h(2)' = h(2);
h:=f+g
h(2) = 4 +sin(2) + In(3)
s := f g; 's(2)' = s(2);
si=f-¢g
5(2) = 4 +sin(2) - In(3)
= £ oxg; 't(2)" = t(2);
=g
1(2) = (4 + sin(2)) * In(3)
u := f/g; 'u(2)' = u(2);
u ::f/g()
_ 4sin(2
u2) = n(3)
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Segédeljarasok

Flggvények X.

Az f(g(x)) fuggvénykompoziciéra haszndlhatjuk az (feg) (x) jeldlést. Az
F(f(..f (x))...) n-szeres kompozicié (£@en) (x) alakban is irhato.

v = f@g; 'v(2)' = v(2);
u := g@f; 'u(2)' = u(2);
w o= gQe4; 'w(2)' = w(2);
v :f@g
¥(2) = (In(3))’ +sin (In (3))
u = gof
u(2) =1In(5 +sin(2))
W= g

w(2) =In(In(In(In(3) + 1) + 1) + 1)
Vigyazat! feg (x) <> (f@g) (x), mivel a @ mlvelet prioritdsa kisebb, mint a
flggvényalkalmazasé.

flg(x) <> (f@g) (x);
f@In(x + 1) # In(x + 1)> + sin(In(x + 1))
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Segédeljarasok

Flggvények XI.

A tébbvaltozés analizisben sokszor elegansabb (s6t néha elengedhetetlen) a
figgvények valtozéinak neveire az x,y, z, . . . helyett x;, x», x3, . .. alakl indexelt
valtozoneveket hasznalni. Ezt a jelélést azonban nem tdmogatja a Maple.
Tovabbi informacié hianyaban az x [ 1] kifejezés a Maple szerint egy x nev{i
tabla elsd elemére vald hivatkozas, s mint ilyen, nem allhat fliggvény definiciéban
a —> nyil bal oldalan.

restart;
f o= (x[1], x[2]) -> x[1l]l*sin(x[2]);

Error, invalid parameter; functional operators require
their parameters to be of type symbol or (symbol::type)
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Segédeljarasok

Flggvények XII.

A megoldas: literal indexek (1iteral subscripts)haszndlata. Ez a
lehetéség hianyzik a régebbi Maple valtozatokbdl.

Ha ilyenekkel indexezlnk egy valtozénevet, az eredmény tipusa szimbdlum
(symbol) és nem indexelt név.

Az 1D jel6lésben a literal indexeket a ___ dupla alahlzas karakter jeldli. A 2D
matematikai outputban az igy indexelt valtozok lila szinben jelennek meg, igy
lehet a kdzdnséges indexelt valtozoktdl megkildnbdztetni dket.

X, whattype (x) ;

x[1], whattype(x[1l])

x__1, whattype(x 1)
x, symbol
X1, indexed
X1, symbol
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Segédeljarasok

Fuggvények XIIl.

Az f figgvény két literal-indexszel megadott valtozdja, x; és x, pontosan ugy
viselkedik, mintha helyettiik példaul az x és y szimbélumokat hasznaltuk volna. A
kllénbséget a munkalapokon az eltérd (lila) szin{i megjelenités mutatja.

restart;
f = (x_ 1, x_ 2) —> x__ _1l*xsin(x__2);

f = (X],Xg) — X sin (Xg)

V£(1,Pi/4) "=f(1,Pi/4), £ (axs+b,k)'=f (axs+b,k);

F(1,m/4) = 1/2 V2, f(as + b, k) = (as + b) sin (k)

x_ 1, x_ 2 := exp(l), Pi/3;
f(x_1, x_ 2);
b/g
Xl,Xlg =e, 5
_evg
2
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Segédeljarasok

Flggvények XIV.

A matematikdban gyakran talalkozunk olyan fliggvényekkel, amelyek az
értelmezési tartomanyuk egyes részein mas- és mas képletekkel adhaték meg.
llyen példaul az abs(x) vagy a signum(x) figgvény.

Hasonl6 — szakaszonként folytonos — fliggvények eldallitasara a Maple-ben
kényelmes megoldas a piecewise eljarads haszndlata. Szintaxisa:
piecewise (felt11 , kiflt , felt2 , kif2, ..., feltn, kifn , kifdefault )
Vigyazat! A visszaadott érték nem fliiggvény, hanem a szakaszonként folytonos
fuggvényt definialé specidlis Maple kifejezés, melyet adott helyen az eval
eljaras segitségével értékelhetjik ki.

fkif:= piecewise (x<-1, x"2, x<=1, 1, x"3);
x> x<-1
fkif (=451 x<1
x*  otherwise

eval (fkif,x=-2),eval (fkif,x=-1),eval (fkif,x=1),eval (fkif,x=2);

4,1,1,8



Segédeljarasok

Flggvények XV.

Ha valédi fliggvényt akarunk definialni, hasznaljuk a —> operatort.

’

f := x -> piecewise (x<-1, x"2, x<=1, 1, x"3)
) '=f(sart(2)), 'f(2)'=

'£(-2)'=£(-2), 'f£(-1)'=f£(-1), 'f(sgrt(2))’
f = x — piecewise(x < —=1,x>,x < 1, 1,x%)
£(=2) =4.f(-1) = LF(V2) =2V2,f(2) = 8

Ha f argumentumaban valtozok (paraméterek) szerepelnek, a piecewise nem
tudja elddnteni, hogy melyik feltételek teljesiinek.

'f(a/b)' = f(a/b);
2
a_2 §<—1
f(‘-l): 1 Z<1
b b
a3
7 otherwise
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Flggvények definialasa és hasznalata

Az apply eljaras

Az apply eljaras az elsé argumentumaban megadott fliggvényt (eljarast) hivja a
tovabbi paraméterekkel (ha vannak). Hasznalhatjuk altalunk definialt
fuggvényekkel is. Lasd ?apply.

restart;

apply (f);

apply (sqrt, 4);

apply (max,2,13,4);

mnyfunl := (x,y) —-> x"2 + y"*2 +1;
apply (myfunl, 2, 3);

f0)

2
13

myfunl := (x,y)— > x> +y> + 1
14
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Flggvények definialasa és hasznalata

Az unapply eljaras

Az unapply eljaras kifejezésbol fliggvényt (eljarast) csindl. Elsé paramétere a
figgvényt definial6 kifejezés. Ezutan a létrehozand6 fliggvény valtozoéit soroljuk
fol. (A valtozdkat listaban is megadhatjuk.)

Teljesul az

apply (unapply (f(x,y, ...),%x,v,...),al,az2...)=f(al,a2,...)
azonossag. Lasd ?unapply.

myfun2 := unapply(axx"2 + bxy"2 +1,x,Vy);
myfun3 := unapply(axx"2 + bxy"*2 +1,[x,v]);

myfun2 := (x,y)— > ax* + by* + 1
myfun3 := (x,y)— > ax> + by* + 1

mnyfun2 (2, 3);
apply (myfun3, 2, 3);
apply (unapply (myfun2 (x,v) ,%x,v),2,3 );

da+9b + 1
4a+9b + 1
da+9b + 1
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Flggvények definialasa és hasznalata

A map eljaras .

A map eljaras az els6 argumentumaban megadott fliggvényt alkalmazza a
masodik argumentumaként megadott kifejezés minden komponensére
(operandusara). Az eredeti kifejezés valtozatlan marad.

A fliggvény az esetleges tovabbi argumentumokat egy-az-egyben tovabbadja az
alkalmazott fuggvénynek.

A map?2 eljaras is hasonlo, de ott a masodik argumentum beirdédik a megadott
flggvény minden hivasanal elsé argumentumként.

restart;

L :=1[1,2,3,4,5,6];
map (isprime, L);

L;

L:=11,2,3.4,5,6]

[false, true, true, false, true, false]
[1,2.3,4,5,6]
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Flggvények definialasa és hasznalata

A map eljarés Il.

A map?2 eljaras is hasonlo, de ott a masodik argumentum beirdédik a megadott
filggvény minden hivasanal elsé argumentumkeént.

map (£, {a,b,c});

map (x —> 5%xx"2, a+ sin(b-c));

map (diff, [sin(x), cos(x), exp(x)], x);
map2 (" + ,2, [sin(x), cos(x), exp(x)])

{f(a).f(b).f(c)}
5a* + 5sin(b - c)?
[cos(x), — sin(x), e"]
[2 + sin(x),2 + cos(x), 2 + ¢*]

’
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6. Grafikai lehetéségek

Q>



2D grafika
3D grafika
Animacié

Maple grafika

A Maple segitségével latvanyos két- és haromdimenziés vizualizaciokat
készithetlink. Ebben a fejezetben a kdvetkezd harom teriletet tekintjik at:

o sikbeli abrazolasok (2D grafika);
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2D grafika
3D grafika
Animacié

Maple grafika

A Maple segitségével latvanyos két- és haromdimenziés vizualizaciokat
készithetlink. Ebben a fejezetben a kdvetkezd harom teriletet tekintjik at:

o sikbeli abrazolasok (2D grafika);
o térbeli dbrazolasok (3D grafika);
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2D grafika
3D grafika
Animacié

Maple grafika

A Maple segitségével latvanyos két- és haromdimenziés vizualizaciokat
készithetlink. Ebben a fejezetben a kdvetkezd harom teriletet tekintjik at:

o sikbeli abrazolasok (2D grafika);
o térbeli dbrazolasok (3D grafika);
@ animaciok.
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3D grafika
Animacié

Bevezetés

A Maple 2D abrak készitéséhez kiilonbdz6 lehetdségeket kinal. Abrazolni tud
példaul
@ grafikus primitiveket (pontsorozatok, egyenes szakaszok, sokszdgek, korok,
stb.)
@ tébbféle mddon formazott és pozicionalt szovegeket
@ kulénb6zd formaban definialt (explicit, implicit, paraméteres)
figgvény-grafikonokat.
Sét tobbféle képtranszformaciora, példaul elforgatasokra és eltolasokra is képes.
A fdntiek nagy része végrehajthaté a kordbban is haszndlt plot eljarassal. A
Help részletes katalégust tartalmaz a hasznéalhat6 grafikonfajtakrol, lasd
?worksheet, reference,PlottingGuide. A specialisabb megoldasokhoz
aplots ésaplottools csomag eljarasai szikségesek, ezért a tovabbiakban
foltesszik, hogy ezeket bet6ltottik:

with (plots): with(plottools):
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3D grafika
Animacié

2D grafika I.

A munkalapos fellilleten az dbrak alapértelmezés szerint a munkalapba beagyaz-

va jelennek meg. Ehelyett azonban eleve fajlokba menthetdk az 6sszes fontosabb
grafikus formatumban. A sziikséges bedllitasokat megadhatjuk a plotsetup el-
jarassal. Altalanos szintaxisa:

plotsetup (grafikusmeghajtdo, plotoutput= fajlnév, plotoptions=opciok)

@ A grafikusmeghajté gyakori értékei: char (karakteres), default
(alapértelmezett), inline (munkalapba &gyazott), jpeg (JPEG kép), gif
(GIF kép), ps (PostScript), cps (szines PostScript).

@ A fajlnév nevl (sztringként vagy valtozoként megadott) fajlba menti a Maple
a képet.

@ Az opcidk az abrakhoz tartozé tovabbi bedllitasokat adhat meg, igy példaul
keretezést (noborder), méretet (width=4cm, height=4cm), szinmodellt
(color=rgb), stb.

A tovabbi részletekre vonatkozéan lasd ?plotsetup.

A plotsetup hivasa utdn az abrakat generalé eljarasok a megadott
paraméterek szerinti outputot generalnak — amig ezeket meg nem valtoztatjuk.
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Animacié

2D grafika Il.

Figyeljik meg az alabbi példakban az eltérd grafikus meghajtok és opciok hatasat. A generalt fajlokat
a /home/viragh/Maple alkdnyvtar tartalmazza.

.eps",
plotoptions=",noborder,width=4cm, height=4cm, color=gray");
ot (sin(x), x=0..2%Pi, color=red);
plotsetup (ps,plotoutput="/home/viragh/Maple/ab eps",
plotoptions="noborder,width=8cm, height=8cm, color=rgb");
t (sin(x), x=0..2+Pi, color=red);
tsetup (jpeg, plotoutput="/home/viragh/M

plotsetup (ps,plotoutput="/home/viragh/M

o

sle/abra3. jpg") ;

plo
ot

in(x), x= or=red) ;

(s
otsetup (defa
t(

plot (sin(x), x= or=red) ;
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A plotsetup leirasanal felsorolt lehetéségek azon alapulnak, hogy a Maple nem kdzvetlendll rajzol a
képernydre, hanem el6szor specidlis PLOT és PLOT3D bels adatstruktirakat hoz létre.

Az éppen hasznalatban Iévd grafikus meghajto ezeket értelmezve general képernybképet, vagy specia-

lis formatuma (JPEG, GIF, EPS) képfajlokat. A PLOT struktirak leirasa megtalalhaté a ?plot, structure
Help oldalon.

A leirés alapjan mi is készithetiink és megjelenithetiink ilyen struktdrakat, de ehelyett ink&bb a tovab-
biakban ismertetett felnasznaldi szintii eljarasok és csomagok hasznalata ajanlott.

Amikor valtozéban elmentjik a p 1ot hivas eredményét, valdjaban ilyen struktirakat tarol a Maple. Egy
egyszer( példa:

P1 := PLOT(
POLYGONS ([[0,0],[2,0],[2,1],[0,1]], COLOR(RGB,0,1,0)),
TEXT([1.0,1.2], '"Z&ld téglalap'', COLOR(RGB,0,1,0),FONT(Times,16)),
AXESSTYLE (FRAME) ) :

P1;
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2D grafika IV.

A plot ezernyi paramétere és opcidja kozil a legfontosabb az els6 kettd: mit és hol akarunk
abrazolni. Harmadik paraméterként megadhatjuk a fliggd valtoz6 abrézolasi tartomanyat is, bar ez
nem kotelezo.

Ha fliggvényt dbrazolunk, a

plot (fliggvénynév, balvégpont. .jobbvégpont, plotopciok)

alakot hasznaljuk, példaul

f 1= x -> x sin(x):

plot (£, 0..2%Pi); # vagy: plot(f, 0..2%Pi, y=0..6.3);
Ha kifejezéssel adjuk meg az abrazolandé fliggvényt, a

plot (kifejezés, x=balvégpont. .jobbvégpont, plotopciok)

alak a helyes:

plot (x - sin(x), x=0..2+Pi); #vag

plot (x - sin(x), x=0..2+Pi, y=0.
Mivel az £ (x) flggvényhivas mar kifejezésnek szamit, ilyenkor az el6z& alakot kell venniink.
plot (£(x), x=0..2%P1); tvagy: plot (f(x), x=0..2+Pi, y=0..6.3);
Mindegyik plot hivas az aldbbi grafikont hozza létre:

Viragh Janos

.6.

3);




2D grafika V.

A legfontosabb plot opcidk az alabbi tablazatban lathatdk. A ?plot, options Help oldal tartalmazza a

teljes leirast.
Opcionév | Jelentés Tipus Példa
legend jelmagyarazat sztring "Az f(x) grafikonja"
caption abra alairas sztring "A két figgvény képe"
title abra cim sztring "Fuggvényvizsgalat"
color grafikonszine szinnév red
thickness vonalvastagsag pozitiv egész 3
font betlitipus 3 elemd lista [Times, bold, 16]
axes tengelyek boxed, frame, none, vagy normal boxed
discont szakadasok kezelése logikai true
linestyle vonalstilus solid, dot, dash, stb. dot
style az abra stilusa line, point, polygon, polygonoutline | point
adaptive adaptiv mintapontvalasztas | logikai true
numpoints | mintapontok szama pozitiv egész 4000
scaling a koordinatak méretardnya | constrained, unconstrained constrained
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3D grafika
Animacié

2D grafika VI.

A tovabbi példak bemutatasahoz szlikséglink lesz arra, hogy tébb fliggvény grafikonjat megjelenitsik

@ egyetlen kozos abran, egyszerre;
@ egyetlen kozos abran, de lépésenként, egymas utan;
@ egymas mellé, tabldzatosan elhelyezett abrakon.

A plot elsd paramétereként az dbrazolandé fiiggvények megadasanal hasznalhatunk listakat vagy
halmazokat is, ezzel megoldhaté az 1. feladat.

plot ([sin(x),cos(x)], x= 0..2%Pi, color=[red,blue]);

' =
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Animacié

2D grafika VII.

A display eljarassal még hatékonyabban oldhaté meg mindharom feladat. Hivasa
display (L, insequence=boolean, plotopciok)

vagy

display (A, plotopciok)

Az elst véltozatnal az L listdban 1évd PL.OT struktirakat a display egyetlen kdzos dbran jeleniti
meg; az insequence=false alapértelmezett opciéval egyidejiileg, az inse e=true
esetben pedig lépésenként, egymas utan (erre még visszatériink az animacioknal).

£ i= x —> x*2 +1; g := x —> x-sqrt(x) +1;

fi=x—-22+1
gi=x—ox— Vx+1

Ll := plot(f, 0..
L2 := plot (g,
display ([L1,12]);
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3D grafika
Animacié

2D grafika VIII.

A display a masodik valtozat hatdsara az A tdmbben elhelyezett PL.OT
struktdrékat egymas mellett, tabldzatos elrendezésben mutatja meg.

A := Array(l..2):
A[l] := plot(f, 0..1):
A[2] := plot(g, 0..1):

display (A);
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Animacié

grafika IX.

Az alabbi harom plot parancsban a legend, caption, title, color ésa thickness opciok
megadasat tanulmanyozhatjuk.

Sztringekbe a typeset eljarassal illeszthetlink be 2D forméazott matematikai képleteket, err6l 1asd
?typeset. Itt a jelmagyarazatok, képalairasok és a cimek elkészitésénél hasznaltuk fol.

P := Array(l..3): f := x -> x"2 +1;

fi=x—-x*+1

P[1] := plot( f(x), x=-1..1,
legend=typeset ("Az %1 grafikonja", f (x) =f(x)),
color=green, thickness=2) :

P[2] := plot( f(x), x=-1..1,
caption=typeset ("Az %1 grafikonija", f(x)),
legend=f (x),color=blue,thickness=3):

P[3] := plot( f(x), x=-1..1,
title=typeset ("Az ", f(x) =f(x), "filiggvény"),
legend = "f(x)",color=black,thickness=4):
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3D grafika
Animacié

2D grafika X.

Az elbbb létrehozott és a P tdmbben tarolt 3 grafikont jelenitjik meg a display
eljarassal.
A display opcidjaként még itt is megadhatjuk az dbrakon hasznalandé
fontokat. Figyeljik meg, hogy az altalanos font mellett a tengelyekre, illetve a
magyarazatra vonatkozd specidlis font opcidkat is alkalmaztunk.
display (P,
font=[Times, bold,14],
axesfont=[Helvetica, roman, 14],
legendstyle=[font=[Times, bold, 12]1]);

Az f0= £ + 1 fiiggvény
2.0

\

-1 -05 [ 05 1 .
:
[tz 0=+ 1 grafonss]

Az X' + 1 grafikonja
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2D grafika XI.

Az abrakon az eddig latott opcidkon tul is elhelyezhetiink tetszéleges szovegeket a textplot
eljarassal, lasd 2textplot. Hivasa:

textplot (L, plotopciok)

ahol L vagy egy feliratot meghatarozé [xkoordinata,ykoordinata, sztring] tipust 3 elemdi lista, vagy —
tobb sz6veg esetén —ilyen 3 elemil listék listaja.

Az eljaras ugy irja ki a megadott szévege(ke)t, hogy a széveg kdzepe a megadott koordinataju
pontban legyen..

textplot ([ [0,0,"Hells!"], [1,1,"Helld!"], [2,2,"Hello!" , font=[Times,bold,24]);

: Hello!

. Hello!

Hellgt
Helio!
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3D grafika
Animacié

2D grafika Xlla.

Még egy példa a kiilonbdzd 2D plot opcidk hasznélatara az alabbi harom fliggvény kdzds

grafikonjaval.

f 1= x -> x"3;

g x => x"3xsin(x"3);
h X —> —-x"3;

fi=x-ox

— 3 (13
g:=x— x’sin(x

hi=x— -x
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Animacié

grafika Xllb.

Az elsd plot hivasnal megadtuk a resolution opcidval az eszkdz (a képernyd) vizszintes
felbontésat, a t ickmarks opciéval pedig az X tengelyen lathaté osztaspontok eloszlasat.
A cim, alairas vagy magyarazat opcidk helyett a textplot eljarassal kdzvetlenll helyez-
tlnk el egy t ypeset-tel formazott széveget az dbran — ennek pozicionalasa ,kézi erovel”
néha sok prébalgatast igényel.

pl := plot([f(x), g(x), h(x)], x=Pi/2..3/2%P1i,
resolution=1600,tickmarks=[spacing(Pi/4), default]):
p2 := textplot([3.1, 100,

typeset ("Az %1, %2 és a %3 grafikonja",f(x),g(x),h(x))]):
display ([pl,p2], font=[Times, bold, 13]);

Az o) =x, goo=x" sin(x’) és a hew = X grafikonja

—f(x)—g(x) —h(x
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3D grafika
Animacié

2D grafika XIII.

Néhany szé a Maple fontkezelésérdl. Sok Maple megjelenité eljaras, igy a plot
is, lehet6vé teszi a hasznalandé fontok specifikdlasat a font = 1 opciéval, ahol
1 = [fontnév, valtozat, méret] alakd harom elem lista.

@ A fontnév valamely fontcsalad neve, példaul Times, Courier,
Helvetica, vagy Symbol. Ezeket mindenképpen tdmogatja a Maple, de
ha talal a gépen mas, altala hasznalhaté fontokat is (példaul Tahoma,
Lucida, stb.), akkor ezeket is megadhatjuk. A fontnév mindig nagybetlivel
kezdédik.

@ A véltozat lehet roman (normdl), bold (félkdveér), italic (kurziv),
bolditalic (fékdvér kurziv), oblique (dlt) vagy boldoblique
(félkovér dolt) — mar ha az adott fontcsalad tartalmaz ilyen valtozatot
(példaul a symbo1l fontnak egyetlen valtozata van). Ez az elem el is
hagyhato6.

@ A méret pozitiv egész szam, a betiik pontokban megadott (tervezési)
mérete.
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3D grafika
Animacié

2D grafika XIV.

A plot esetében az altaldnos font =1 opcién kivil kilén-kilon is bedllithaté az 4brak alairdsahoz
(captionfont=1), ciméhez (titlefont=1), a tengelyek felirataihoz (axesfont=l) és az
adbramagyarazatokhoz (Legendstyle=[font=1]) rendelt font. Az alabbi példan a textplot
hivaséaval demonstraljuk az elébbieket.

textplot ([1,1,"Helldé!"], font=[Lucida
captionfont=[Helvetica, 20], caption

, 601,
Abra alairasa",

axe 1t=[Courier, bold, 18], )
titlefont=[Times,bolditalic, 18], title = "Abra cime");
Abra cime

1.4

1.2

aip Helld!

.
0.8
0.6
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Abra alairasa
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3D grafika
Animacié

2D grafika XV.

Néhany sz6 a Maple szinkezelésérdl. Ahol szint lehet megadni, mindeniitt
alkalmazhat6k az alapszinek (angol) nevei, példaul white, black, red, blue,
green, yellow, brown, magenta, sth.

A Maple 16-o0s valtozata 6ta hivatalosan sztringekként kell megadni a szineket,
bar az el6z6 szinek esetében még tdbbnyire elfogadja a rendszer az idézbjel
nélkdli irasmaédot.

Hasznalhatjuk a HTML szabvanybdl ismert szineket is, ezek nagybetiis angol
neve megtaldlhaté a ?plot, colornames Help oldalon. Ha ezeket valaszjuk, a
plot opcidindl mar kételezd az idézbjel haszndlata.

plot (sin(x), color = Green);

Error, (in plot) color name must be a string
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3D grafika
Animacié

2D grafika XVI.

A ColorTools csomag a szinkezeléssel kapcsolatos tébb tucat eljarast
tartalmaz. A GetColorNames () példaul visszaadja a rendszer altal ismert
szinek elnevezését. A GetPalette (palettanév) az adott paletta szineit
listdzza ki. A "HTML" paletta a HTML szineket tartalmazza.

A rendszer alapértelmezésben a grafikonokon a "Niagara" palettat hasznalja.

with (ColorTools) :
GetPalette ("Niagara");

(Palette Niagara (GreenishBlue|
[DarkOrchid)BluishPurple] - )
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3D grafika
Animacié

2D grafika XVII.

A Color eljarassal Uj szineket hozhatunk Iétre, vagy megnézhetiink egy létezd
szint. Outputja az illetd szin RGB komponenseinek értéke az adott szinl
téglalapban. Figyeljik meg a nevek kiilonbdzé irasmodjat, valamint a green és
a Green szin eltérd voltat.

z61dl = Color (green), z6ld2 = Color ("green");
z01d3 = Color (Green), z6ld4 = Color ("Green");

zold] = (RGBIOMN) , -old2 = (RGBIONND)

zold3 = (NEISKUNUSIRY) , -o/d4 = (NEISHUIURIUKL)
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3D grafika
Animacié

2D grafika XVIII.

Uj szin megadésahoz a harom RGB komponens er8sségének 0 és 1 kozti értékét kel listaban
megadni. Régton hasznélhatjuk is az igy létrehozott szint. A Halvanykék Maple név ( nem sztring),
ezért nem kell az idézgjel.

Halvanykék := Color ([0.7, 0.7, 11);
plots:-textplot ([1,1,"Helld!"],
font=[Times, roman, 40], color=Halvanykék);

Halvanykék = (RGBO.70.71)

A Maple belsd PLOT struktiraiban haszndlt szinmegadas szintaxisa kicsit eltérd, ezt lehetdleg ne
hasznaljuk.

Halvanykék2:=COLOR(RGB,0.7, 0.7, 1);
Color (Halvanykék2) ;
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Egy L listdban két koordinatajukkal megadott sikbeli pontokat abrazolhatunk a plot segitségével, de
léteznek erre specidlis eljarasok, példaul a pointplot ésa listplot, ldsd ?pointplot,
?listplot

Az aldbbiakban az egységnégyzetrdl készittetlink 4 dbréta plot, apointplot ésa listplot
kiilonb6z6 opcidival.

L := [[0,0],00,1],[2,1],(01,0]1;

L:=[[0,0], [0, 1] [1, 1], [1,0]]

p := Array(1..2,1..2):
p[l,1] := plot(L, style=point, symbol=solidbox, color=blue, scaling=constrained):
pl[l,2] := plot(A, style=line, color=red, scaling=constrained):
pl[2,1] := pointplot (L,symbol=solidcircle, color=green, scaling=constrained):
pl2,2] := listplot (L, connect=true, color=magenta, scaling=constrained):
display( p, symbolsize=24,thickness=5 );

. .

. o
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2D grafika XX.

Csucspointjaik koordinataival megadott sokszdgeket abrazolhatunk a polygonplot eljarassal, lasd
?poligonplot.Aplottools csomag translate, reflect és rotate eljarasaival dbrakat
(pontosabban 2D PLOT struktirakat) eltolhatunk, tikrézhetlink vagy elforgathatunk. Ezt mutatjuk be
az alabbi 4 abran. A csillag valtozéban tarolt PLOT struktirat és ennek transzformaltjait P-ben taroljuk,
majd a display eljarassal megjelenitjik.

L_0tszdg:=[seq( [sin(4xn%Pi/5), cos(4*nxPi/5)]1, n=0..4)]:
csillag:=polygonplot (L_0tszdg) :

P := Array(l..2,1..2):
P[1,1]:=csillag: P[1,2]:=translate(csillag,1,1):
P[2,1]:=reflect (csillag, [[0,1],[1,1]1]): P[2,2]:=rotate(csillag,Pi/10):

display (P, color= green, scaling=constrained);
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D grafika XXI.

Ha az r = f(6) polarkoordinatas egyenlettel adott sikgdrbét akarjuk abrazolni, hasznaljuk a polarplot
eljarast, lasd ?polarplot. Szintaxisa:
polarplot (f(theta), theta = kezdoérték..végérték, plotopciok)
Készitsik el az alabbi gorbék polarkoordinatas abrazolasat.
lemniszkata | r? = a® cos(26) Fermat spiral P =a
kor r=a hiperbolikus spiral r=
A grafikonokat a P tombben generaljuk.

1

0

a
2]

a := 'a':
heta —-> sqgrt(a”2+cos(2xtheta)); =theta -> axsqgrt (theta);

=theta -> a/theta;

f1:=60— +Ja*cos (26)
f2i=0-aVo

0—a

a :=1: P := Array(1..2,1..2):

P[1,1] := polarplot (fl(theta), theta=0..2xPi,color = red,
legend="Lemniszkata") :

P[1,2] := polarplot (f2(theta), theta=0..4%Pi,color = red,
legend="Fermat spirdl"):

P[2,1] := polarplot (f3(theta), theta=0..2xPi,color = red,
legend="Egységkor") :

P[2,2] := polarplot (f4(theta), theta=1..4xPi,color = red,

legend="Hiperbolikus spirdl"):
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3D grafika
Animacié

2D grafika XXII.

Az el6zd lapon elkészilt abra megjelenitése a display segitségével:

display (P, thickness=3, legendstyle=[font=[Times,bold, 12]1]);
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3D grafika
Animacié

2D grafika XXIII.

Az aldbbi fliggvény polarkoordinatas grafikonja juharlevelet formdz, igy a program
angol elnevezésére emlékeztet.

maple_leaf:=t->100/ (100+ (t-P1/2)"8)* (2-sin(7*t)-cos (30*t)/2);
polarplot (maple_leaf (t), t=-Pi/2..3%Pi/2, thickness=2);

B
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3D grafika
Animacié

2D grafika XXIVa.

Ha az abrazoland6 sikgorbe x = f(r), y = g(r) paraméteres alakban adott, akkor
a plot szintaxisa:

plot ([f(t), g(t), t=tkezd..tveg], plotopciok)

Az alabbi abrak 4 sikgdrbe, az ellipszis, a logaritmikus spiral, a lemniszkata és a
ciklois paraméteres elddllitasa alapjan késziltek

P := Array(l..2,1..2):
P[1,1]:=plot([4*sin(t),3*cos(t),t=0..2%P1i],
legend="ellipszis", scaling=constrained, color=red) :
P[1l,2]:=plot([t*sin(t),txcos(t),t=0..15],
legend="1logaritmikus spirdl",scaling=constrained, color=red) :
P[2,1]:=plot ([t* (1+t"2)/(1+t"4),tx(1-t"2)/(1+t"4),t=-100..1007,
legend="lemniszkata", color=red) :
P[2,2] :=plot ([ (t-sin(t)), (l-cos(t)),t=0..6xPi],
legend="ciklois",color=red):
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3D grafika
Animacié

2D grafika XXIVb.

A P-ban tarolt abrak megjelenitése:

display (P, thickness=3, legendstyle=[font=[Times,bold, 12]11]);

ipsis [ ogaritmias spiil]
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Animacié

grafika XXVa.

Az f(x,y) = 0 implicit egyenlettel definialt sikgdrbéket az implicitplot eljarassal dbrazolhatjuk.
Opci6i hasonléak a plot-hoz, mostaz y = kezdoérték..végeérték paraméter kotelez6.

£ (x,y) => x"2/4 + y*2 - 1;
implicitplot (£, -5..5);

f::(ny)—»%;+yz—]

Error, (in plots:-implicitplot) invalid input: ‘plots/implicitplot®

uses a 3rd argument, yin, which is missing
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3D grafika
Animacié

2D grafika XXVb.

Altalaban szilkség van a numpoints=mintapontszam opciéra is, enélkil torz
abrat kaphatunk. Az f(x, y) ellipszis bal oldali grafikonja még elég ,darabos”.

P := Array(l..2):
P[1] := implicitplot(f, -5..5, -5..5,
legend="Csunya ellipszis"):
P[2] := implicitplot(f, -5..5, -5..5, numpoints=5000,

legend="Szép ellipszis"):
display (P, thickness=3, legendstyle=[font=[bold, 18]1]);

|— Csunya ellipszis — Szép ellipszis
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3D grafika
Animacié

2D grafika XXVI.

Ha nem ismerjlik a plot ezernyi paraméterét és opcidjat, tobb kdnnyitett lehetdsé-
get is hasznélhatunk.

A smartplot eljards paramétere(i) az dbrazolandd kifejezés(ek). Az eljaras ma-
ga hatérozza meg a tébbi szilkséges paramétert.

Foleg olyan elnagyolt grafikak készitésére szantak, melyeket azutan a rendszer
interaktiv grafikonkészité segédletével finomitunk tovabb (jobbklikk az abrara, és
a megfelelé menlpontok kivalasztasa).

Létezik 3D valtozata is, a smartplot3D. Lehetséges hivasa példaul

smartplot (sin (x),x*xcos (x));
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3D grafika
Animécié

2D grafika XXVII.

Ha teljesen ,0-rél akarunk indulni”, hivhatjuk a plots csomag interactive
nev( grafikonkészitd eljarasat, mellyel mapletes grafikus fellileten 1épésrél-lépésre

haladva készithetjik el a kivant grafikont.
Ugyanide vezet a | Tools/Assistants/Plot Builder | menipont is. A lenti abran az

interaktivan valaszthaté opcidk egy része lathaté.

interactive (sin (x), x*cos (x));
EO 20 Pot (o) )

[aeraun [ Jmeatum [~]
symbor
default vol~|
o
e
L]
(s |
fimes [~Jw0 [~[ 8 [ 1] § -
e Coordinate System
Constsneascaing @
e o] [ocommana ] e [opeses ] [ocaner |
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2D grafika
3D grafika

Grafikai lehetéségek A
Animacié

Bevezetés

3D abrak készitésekor hasonlé opcidkat és eljarasokat hasznalhatunk, mint az
el6z6 alfejezet sikbeli grafikonjainal, csak legtdbbszér az ott megismert eljarasok
3D valtozatat kell alkalmazni: plot - plot3d, pointplot - pointplot3d,
textplot - textplot3d, implicitplot - implicitplot3d, stb

Itt is hasznalhat6 a numpoint opcié, de a mintapontok vételezését
szabdalyozhatjuk a grid = [Xosztas, Yosztas] opcidval is, amely azt adja
meg, hogy milyen beosztasu négyzetracs pontjait vegye a Maple (alapértelmezett
értéke [49,49)).

Az orientation = [theta, phi, psi] opcié azt mondja meg, hogy az
elkészilt dbrat az X, majd az Y és végil a Z tengely koril milyen szégekkel
elforgatva szeretnénk latni. A harmadik szdg alapértelmezett értéke 0, ez el is
hagyhato6.

A legtdbb opcié értéke — a 2D esethez hasonléan — a jobb egérgombbal a
megjelenitett grafikara kattintva a félbukkané meniibdl interaktivan valtoztathato.
Specidlis abrak készitéséhez ittisaplots ésaplottools csomag eljarasai
szikségesek, ezért a tovabbiakban féltesszik, hogy ezeket betdltéttik:

with (plots): with(plottools) :
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2D grafika

Animacié

3D grafika I.

3D grafikat készithetlink a Maple bels6 abrézolasa szerinti PLOT 3D strukturak létrehozasaval, de az
el6zo alfejezethez hasonldan it is célszeriibb a felhasznaléi szinti eljarasokat és csomagokat
hasznaini.

Az aldbbi példa egy szabdlyos tetraéder eléallitdsat mutatja PLOT3D parancsokkal.

PLOT3D (POLYGONS([[1,1,1], [-1,-1,11, [-1,1,-111,
(1, 1,11, -1,-1,11, [1,-1,-111,
[-1,1,-11, [1,-1,-11, [-1,-1,1]1,
rr-1,1,-11, I[1,-1,-11, [1,1,111),
STYLE (LINE), THICKNESS(5), COLOR(RGB,1,0,0), AXESSTYLE (BOX),
ORIENTATION (30, 60), SCALING (CONSTRAINED)) ;
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2D grafika

Animacié

grafika Il.

Apointplot3désapolygonplot3 nagyjabdél ugy mikdédnek, mint 2D valtozataik, csak most a
térbeli pontokat 3 koordinatajukkal kell megadni. Egy példa:

pl pointplot3d(((1,1,1],(0,1,1],([1,0,1],[1,1,0]], style=point,
color=red, symbol=solidcircle, symbolsize=32):

p2 := polygonplot3d([([0,0,1],[0,1,01,([1,0,0]1], color=green):
display (pl,p2);

Viragh Janos



2D grafika

Animacié

grafika Ill.

A plot3deljaras opcidinak nagy része megegyezik a megfeleld p1lot opcidkkal (bar példaula legend
itt nem hasznalhato).

Az 4brazolas stilusat a style opcid definidlja. Lehetséges értékei (zaréjelben az alternativ elneve-
zések): surface (patchnogrid), surfacewireframe (patch), contour, surfacecontour
(patchcontour), wireframe (1ine), wireframeopaque (hidden) és point.

Készitlink néhany abrat, melyek a g(x,y) fliggvényt kiilénbozé stilusokban jelenitik meg.

g := (x,y) —> sin(x)=*sin(y);
intv := -2«Pi..2*Pi;
P := Array(l1..2,1..3):

g(x,y) = (x,y) — sin (x) sin (y)

intv:=-2nx...2m
P[1,1] := plot3d(g, intv, intv, style=point,symbol=solidcircle):
P[1,2] := plot3d(g, intv, intv, style=wireframe):
P[1,3] := plot3d(g, intv, intv, style=contour):
P[2,1] := plot3d(g, intv, intv, style=patchcontour):
P[2,2] := plot3d(g, intv, intv, style=surfacewireframe):
P[2,3] := plot3d(g, intv, intv, style=surface):
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2D grafika

Animacié

3D grafika IV.

Az el6zb oldalon elkészitett grafikonok megjelenitése:

display (P);

Viragh Janos



2D grafika

Animacié

3D grafika V.

A 3D grafikonok szinezését nem csak szinkonstansokkal, hanem szinfliggvényekkel is megadhatjuk.
Ezekben szerepelhet tetszbleges, a valtozoktdl — itt x-t6l és y-tél — fiiggd kifejezés.
Hasonlitsuk 6ssze az elsd, alapértelmezett szineket hasznalé grafikont a tobbivel.

P := Array(l..2,1..2): kif := sin(x)+*sin(y): intv := -2%Pi..2xPi:

P[1,1] := plot3d( kif, x=intv, y=intv, style=surface ):

P[1,2] := plot3d( kif, x=intv, y=intv, style=surface, color= x ):

P[2,1] := plot3d( kif, x=intv, y=intv, style=surface, color= sqgrt (x"2+y"2) ):
P[2,2] := plot3d( kif, x=intv, y=intv, style=surface, color= abs(kif) ):
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2D grafika

Animacié

3D grafika VI.

Részben hasonlo szerepli a (szinezett) arnyékolast megadd shading opciod, lehetséges értékei:
none, xy, xyz, xyz, z, zgreyscale, zhue.A color opcidnal megadott szinezésnek
nagyobb a prioritdsa ennél, tehat félllirhatja a arnyékolasnal hasznalt szineket.

Az arnyékolasi opciok hatasa lathaté az alabbi abran.

P o= sin(x)*sin(y): intv := —2%Pi..2«Pi:

P[1,1] rface, shading=none) :
P[1,2] surface, ading=z ):

P[2,1] surface, ading=zgreyscale) :
P[2,2] shading=zhue) :

display (P);
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2D grafika

Animacié

3D grafika VII.

Megadhatunk paraméteres fellleteket is, ekkor a 2D esethez hasonléan listaban
soroljuk fol a paraméteres kifejezéseket:

plot3d([uxcos (theta), uxsin(theta), thetal,
u=0..1, theta=0..6%«Pi, shading=zhue, grid=[100, 1007]);
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2D grafika

Animacié

3D grafika VIII.

A geometriabdl ismert Mébius szalagot paraméteres egyenletével igy
abrazolhatjuk:

plot3d ([ (1 + u xcos(l/2xtheta)) *cos (theta),
(l+u*cos (1/2xtheta)) *sin (theta),
uxsin (1l/2+theta)],
u = -2/3..2/3, theta=-Pi..Pi, orientation=[30,75]);
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2D grafika

Animacié

3D grafika IX.

Harom dimenzids térgérbéket a spacecurve eljardssal rajzoltathatunk fol. (A
paraméteres fellletekhez képest annyi a kiilénbség, hogy most csak egy
paraméter van.)

spacecurve ([t*cos (2xPixt),t*sin(2xPixt),2+t], t=0..4%Pi,
orientation=[40,70], thickness=4, numpoints=5000);
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2D grafika

Animacié

3D grafika X.

Az implicitplot3d kétdimenzids valtozatahoz hasonléan miikédik, csak most harom valtozéval
(az alabbi példaban x,y és z) dolgozunk.

Az abran két, implicit egyenletével megadott gémbét latunk.

implicitplot3d ([ (x+2) "2+ (y+2) "2+ (z+2)"2=9, (x-2)"2+(y-2)"2+(z-2)"2=6],
x=-5..5, y=-5..5, z=-5..5, color=[blue,green],
numpoints=10000,orientation=[106, 78]);
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2D grafika

Animacié

3D grafika XI.

A 3D abrazolasok soran hasznalhatunk kiilénbzd koordinata-rendszereket. Ed-
dig az alapértelmezett Descartes-féle (rect angular) koordinatarendszerrel dol-
goztunk.

A valaszthat6 koordinatarendszerek felsoroldsat a ? coords Help oldalon talaljuk.
Ezek kézil mutatunk be néhanyat.

A Maple régebbi valtozataiban a kiilénbdz6 koordinata-rendszerek szerinti
megjelenitést kilon-kildn specidlis eljarasok végezték, példaul a sphereplot,
cylinderplot, stb. Ezek elavulthak szamitanak, mindegyik helyett a p1ot3d
hasznalandd a coords=. . . opciéval.
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2D grafika

Animacié

3D grafika XII.

Elsd példankban gdmbkoordinatakat alkalmazunk, melyek a Descartes-féle

koordinatakkal igy fliggenek dssze:

x = ucos(8) sin(yy),y = usin(0) sin(y), z = ucos(y)

plot3d(l, theta=0..2xPi, psi=0..Pi, coords=spherical,
titlefont=[bold, 18], title="Gomb", numpoints=5000);

Gomb
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2D grafika

Animacié

3D grafika XIII.

Kovetkezd példainkban hengerkoordinatakat hasznalunk, ezekbdl a Descartes-

féle koordinatak igy adédnak:

x =ucos(6),y = usin(9),z = w.

plot3d(u, theta=0..2xPi, u=0..5,
titlefont=[bold, 18], title="Kup");

Kip

coords=cylindrical,
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Animacié

3D grafika XIV.

Még egy hengerkoordinatas példa:

plot3d(theta, theta=0..8xPi, u=0..2, coords=cylindrical,
style=surface, titlefont=[bold,18], title="Szalag",
grid=[100,1001);

Szalag,
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2D grafika

Animacié

3D grafika XV.

A polyhedraplot eljaras szabdlyos poliédereket abrazol:

P := Array(l..3):

P[1] := polyhedraplot([0,0,0], polytype=hexahedron,
title="Kocka", titlefont=[bold,24]):

P[2] := polyhedraplot([0,0,0], polytype=octahedron,
title="Tetraéder", titlefont=[bold,24]):

P[3] := polyhedraplot([0,0,0], polytype=dodecahedron,

title="Dodekaéder", titlefont=[bold,24]):
display (P);

Tetracder N B Dodekaéder

Viragh Janos



2D grafika
3D grafika

Animacio |.

Animacidk készitéséhez a p1lot s csomagban tobb segédeljarast is talalunk:
animate, animate3d, animatecurve, display.

Az abrak csak az animaciék egy adott fazisat mutatjak. A példakat lefuttatva a
Maple aldbb lathaté animéaciés menlje segitségével l1épésenként kdvethetjik a
megjelenités folyamatat.

‘ 14 @ b bl Cument Frame 55 | ——— [— [p v rrsi[ 10 ] D@ B @b U~
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2D grafika
3D grafika

Animacio Il.

Fuggvények gorbéjét animalva abrazolja az animatecurve. Paraméterezése a
plot-hoz hasonl6, de nem ,egybdl" rajzolja ki a gorbét, hanem fokozatosan jeleniti meg.
A frames=50 paraméterrel adjuk meg, hogy hany lépésben térténjen az animacié.

Az animacidkat animalt GIF fajlokként menthetjiik el az dbrakon a jobb klikk utan
felbukkané mentii segitségével.

restart: with(plots):

= x —> X"2xsin(2*x"2);

atecurve (£, 0..2xPi, numpoints=1000,

title=typeset ("Az ", 'f(x)' = x"2xsin(2+x"2), " fliggvény animacidéja"),
titlefont=[Times, 14], frames=50 );

ani;

fi=x— sin(22%);

Azf(x) =5 sin(2 x?) Riggvény animécisja

) , E
. il |2 :
. I /\\ /\‘ HQ\ \\ I 1\“ } .

! VAT | 6| Legena A
- I \f M L
> ! | U‘ \\‘ |

JPEG Format
Encapsulated Postscript
Portable Document Format
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Animéacio Ill.

Az animéciok legegyszeriibb létrehozasi mddja, hogy a ,kockanként” (példaul alkalmas
plot parancsokkal) elkészitett képeket eloszor elmentjiik, majd a display eljarassal
sorban, egymas utan megjelenitjik.

A display els6 paramétere a képelemeket tartalmazé lista, masodik paramétereként az
insequence=true opcidval jeldljik, hogy egyméas utan szeretnénk latni a képeket. (A
display az insequence=false alapértelmezett opci6 esetén egyetlen dbran,
egyszerre jeleniti meg a lista tartalmat.)

A plot-nal megismert legtobb opcié — kivéve pl. 1egend, discont és adaptive —
hasznélhaté a display esetében is.

Az alabbi példaban a jx* parabola-sereget animaljuk 25 Iépésben. A P struktara tdbla,
ebbdla convert (P, 1ist) csindl listat.

SIEEE
for j from 1 to 25 do
P[j] := plot(j*x"2, x = -1..1,
title typeset ("A(z) %1 grafikonja", j*x"2 ),
titlefont = ["Roman", 16]):

end do:
display (convert (P, 1list), insequence=true);

A@) 18 gafikorja
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Animéacio IV.

Az animate eljaras egy fokkal kdnnyebbé teszi az el6zéek végrehajtasat.

Els6 paramétere az egyes kockakat generald eljaras neve, példaul plot, plot3d,
stb. Masodik paramétereként a generalo eljaras paramétereit adjuk meg egy listaban.
A harmadik paraméter az ,animacioés valtozé”, amelynek a megadott
értéktartomanyon bellli valtozasa generalja az egymas utani képkockakat.

Végul itt is hasznalhatjuk a frames opciét a [épések szdmanak megadasara
(alapértelmezett értéke 25.) Ezzel az elézé megoldashoz hasonlé animéciét kapunk.

Joi= '3
animate (plot,
[ J*»x"2, x=-1..1,
title = typeset ("A(z) %1 grafikonja", j*x"2 ),
titlefont = ["Roman", 16] 1,
3 =1..25, frames=50 );

A() 13.00000000 x” grafikonja
j=13.000
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Animacié V.

Atrace = [...] opcidval azt irhatjuk el6, hogy a megjelenités kdzben csak a listdban
megadott sorszamu képkockakat szeretnénk latni (nem az &sszeset), de ezek ,egymasra
vetitve” jelenjenek meg, tehat a régebbiek is megmaradjanak az Gjak megjelenése utan.

j =3
animate (plot,

[

[ J*xx"2, x =-1..1, title = typeset ("A(z) %1 grafikonija", j*x"2 ),
titlefont = ["Roman", 16] 1,

trace [1,5,10,15,20,257,

j=1..25);

A(2) 25.00000000 ¥ grafikonja
j=25.000
2
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Animéacio VI.

Az animate — megfeleld plot listaval vagy halmazzal — tobb fliggvény grafikonjat is tudja
egyszerre animalni.

k k
Itta [sin (Ex) ,cos (Ex)] flggvénycsalad elemeit abrazoljuk k=1-t61 25-ig.

animate (plot,

[[sin(j/2%x), cos(j/2*xx)], x =-Pi..Pi,
title = typeset ("A(z) %1 és a %2 grafikonja",sin(j/2%x), cos(j/2xx)),
titlefont = ["Roman", 16] ],

§ =1..25);

A(2) 5in(2.500000000 x) és a
€0s(2.500000000 x) grafikonja
j=5.0000

.

A
=g
s
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Animéacio VII.

Az animate-tel készilt tobb animéaciét tombben (Array) elmentve a display eljaras
segitségével ezeket egymas mellé helyezve, parhuzamosan futé animéaciokként is
megjelenithetjik.

fl:= x/(2+sin(x"k)): £2:=x72/(2+sin(x"k)): £3:=x"3/(2+sin(x"k)): fd:=x"4/(2+sin(x"k)):
a,b := -Pi/4, -3/8%Pi

Plotanim := Array(l..2,1..2):

Plotanim[1l,1] := animate (plot [fl1, x=a. color=red, legend=["£f1'] 1, .25)
Plotanim([1l,2] := animate (plot [f2, x=a. color=green, legend=['f2'] ], .25)
Plotanim[2,1] := animate(plot, [£f3, x=a color=blue, legend=["'£3"'] ], .25)
Plotanim[2,2] := animate(plot, [f4, x=a. color=black, legend=['f4'] ], .25):
display (Plotanim);
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2D grafika
3D grafika

Animacié VIII.

Bar |étezik specidlis animate3d eljaras (lasd ?animate3d), ez elavultnak szamit, helyette az
animate-et haszndljuk 3D animaciok elkészitésére is.

Ekkor a képkockakat sziikségképpen valamely 3D dbrékat el6allité Maple eljarassal
generaltatjuk.

animate (plot3d,
[[J*x"2 + j*y"2, x+y-3jl, x= -2..2, y= -2..2, style=surface,
title="3D animacidé", titlefont = ["ROMAN", 16]1,

j = -10..10);

Viragh Janos



Animéacio IX.

Az aldbbi 3D animécid tojastartéra emlékeztetd fellleteket jelenit meg.
animate (plot3d,

[sin(t*x) * cos(txy),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi, axes = "boxed",grid=[40,40],
scaling=constrained, titlefont=[bold, 16], title="Tojastartdé" 1],
t = 2..5, frames=32);

Tojéstartd
+=2.3871
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2D grafika
3D grafika

Animacié X

Az Explore eljarés haszndlataval is elérhetiink az el6z6 animaciékhoz hasonlé effektusokat.
Ekkor — a newsheet opciéval — kilon ablakban futtathat6 a grafikont készit6 eljaras, és a
benne szereplé paraméterek interaktivan, csiszkak és gombok segitségével valtoztathatok.
Az elsd példa hasonlit az animate-tel kordbban megadottra.

restart;
Explore (plot ([sin(k#*x),cos (kxx)], x=-Pi..Pi,
legend=[typeset (sin(kxx) ), typeset (cos (k*xx))]),
newsheet) ;

Untiled (7)* - (Server 31- Maple 17
Ele Edt Yiew e Fomat Table Droving ¢ Tools Window Help

DERSS XBEB >¢ BTP s mIO%e @

ERER]

ofRear Thomerviragn [Semors 1618 [Time 0135 [Toxt ode
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2D grafika
3D grafika

Animéacio XI.

Masodik példank részletesebben mutatja az Explore lehetséges opcibit.

Explore( plot (a*sin(b*x)+c, x=-Pi..Pi,view=-= 3,gridlines),

5., b=-5. .. 5., c=-3. .. 3.],
., 3., c=-1.1,
*sin(bxx)+c grafikonja",

parameters = [a

initialvalues =
title
newsheet) ;

Uresiad (8" - [Sarver 37 -Wapls 17

o MioBe o K@ # F Y

DBBSs XAnm ¢ ST

o
L !!!?“'?Sfo —— Exploration Assistant

y=a*sin(b*) + ¢ grafikonja
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——
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13. eldadas
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7. Analizis alkalmazasok

Q>



Hatarértékszamitas
Differencialas
Fuggvénydiszkusszié
Integralas
Optimalizalas
Differencialegyenletek

Analizis alkalmazésok

Analizis alkalmazasok

Az egy- és tdbbvaltozés analizis kurzusok szamos olyan témat targyalnak, me-
lyeknél mind az elmélet megértésében, mind a gyakorlati alkalmazéasokban hasz-
nos segédeszkdz lehet a Maple. A fejezet tovabbi részében ezeket a témakoroket
tekintjuk at réviden.

o Hatéarértékszamitas

o Differenciélas

@ Integralas

@ Optimalizalas

o Differencialegyenletek megoldasa
A Student csomag Precalculus, Calculusl ésMultivariate
Calculus részcsomagjai mind az analizis eldadasokhoz, mind a hallgaték
otthoni munkajahoz, kilénbdz6 szamolasi feladatok megoldasahoz hasznos

segédeljarasokat, demokat tartalmaznak. Kézulik csak néhanyat emlitiink a
tovabbiakban, de érdemes behatdbban is megismerkedni vellk.

Viragh Janos Matematikai



Differencialas
Fuggvénydiszkusszié

Differencialegyenletek

Hatarérték |.

Kifejezések (vagy figgvények) adott helyen vett hatarértékét a 1imit eljarassal kap-
hatjuk meg. Altalanos alakja:

limit (£, x=a), jelentése az £ kifejezésnek az x=a helyen vett hatarértéke, azaz
limf.

limit (£, x=a, irany) jelentése az £ kifejezésnek az x=a helyen vett irany sze-
rint (Left vagy right) hatarértéke, azaz Xlir;}f vagy lim+f.

A limit nem csak véges a értékeket kezel, az x = infinity opcidé példaul a
(plusz) végtelenben vett hatarértéket szamolja ki.

Az eljaras inert véltozata, a Limit kiértékeletlenil, de 2D formaban adja vissza argu-
mentumait, s igy segithet az eredmények olvashatébba tételében, vagy bonyolultabb
hatarértékek esetén bizonyos ,szamitasi triikkk” megvaldsitasaban.

Limit (x"3/sin(x"3), x =0) = limit (x"3/sin(x"3), x =0);
3

N
50 sin ()
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Differencialas
[ ydiszkusszio
s
Optimalizalas
Differencialegyenletek

Hatarérték Il.

A Maple-nek természetesen nem okoznak gondot az ismert hatarérték példak.

Limit (1/x,x=infinity)= limit (1/x,x=infinity);

(
Limit (1/x72,x=0)= limit (1/x"2,x=0);
Limit (sin(x)/x,x=0)= limit (sin(x)/x,x=0);
Limit ((1+ x/n)”n, n=infinity) = limit ((1+ x/n)”n, n=infinity);
limx™' =0
limx? = o
x—0
sin (x
lim () 1
x—0 X "
X
lim (1 + —) =e*
n—oo n

Viragh Janos



Differencialas
Fuggvénydiszkusszié
Integrala
Optimalizalas
Differencialegyenletek

Hatarérték Ill.

1
Az dbra alapjan is sejthetd, hogy az aldbbi racionalis tértfliggvény +oo-ben vett hatarértéke 3

fi=x->(x"2+x+1)/ (2%xx"2-2%x+5) ;

Limit (f(x),x=-infinity)=1limit (f(x),x=-infinity);

Limit (£(x),x=infinity)=1limit (£ (x),x=infinity);

plot ([1/2,f(x)],x=-50..50, color=[blue,red], legend=['y=1/2"','f(x)"']);
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Hatarérték V.

Ha a 1imit visszaadott értéke egy tartomany, ez ugy értendd, hogy ha létezik
a keresett hatarérték, akkor az benne van a megadott tartomanyban.

limit (sin(x),x=infinity);

-1..1
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Differencialas
[ ydiszkusszio

Differencialegyenletek

Hatarérték V.

Nem folytonos fliggvények esetében — ilyen példaul a Maple-ben signum-mal jeldlt
eléjelfiggvény — eléfordulhat, hogy a bal- és a jobboldali hatarértékek kilénbdznek,
vagy akar nem is létezik kdzlllik valamelyik. Az dbra alapjan ellenérizheté a Maple
vélaszainak helyessége.

limit (signum(x), x = 0);
limit (signum(x), x = 0, left);
limit (signum(x), x = 0, right);
undefined
-1
1
plot (signum(x),x = -1..1,discont=true,thickness=3,legend="signum(x)"');

(]
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Differencialas
Fuggvénydiszkusszié
Integrélas

Optim as
Differencialegyenletek

Hatarérték VI.

Az alabbi példaban egy f (x) fuggvény végtelenben vett hatarértékét hatarozzuk
meg.

f := x -> sqgrt(abs(sin(x)*cos(x))*1ln(x)/x);
Limit (f(x), x=infinity) = limit (f(x), x=infinity);

Fmxo [Jsin(x) cos(x)[In(x)

im |sin(x) cos (x)|ln (x) “o

x—00 X

plot(f, 0..10"%5, legend='f(x)"');

—1eS]

A grafikonon latottak is alatdmasztjak az eredmény helyességét.
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Differencialas
[ 3nydiszkusszié

as

Optimalizalas
Differencialegyenletek

Hatarérték VII.

Nézziink néhany példat (végtelen) sorozatok hatarértékével és 6sszegével
kapcsolatban. Az a, sorozatot a := n -> kif alakban, mint a természetes
szamokon értelmezett fliggvényt adjuk meg.

A kalkulusbol ismert, hogy az alabbi 0-sorozat kezdetben elég drasztikusan
novekszik. Ezt mutatja a grafikon is.

a :=n -> 10"n/n!;

Limit(a(n), n = infinity) = limit(a(n), n = infinity);

plot ([seq([k,a(k)], k = 1..30)], style = point,
legend="Az a(n) sorozat tagjai");

< Aza(o) sorozat tagiai
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Differencialas
Fuggvénydiszkusszié

Differencialegyenletek

Hatarérték VIII.

A végtelen mértani sor 6sszegének meghatarozasa a |g| < 1 esetben a kdvetkezd
modon térténhet (a bal oldalon a Limit és a Sum inert alakot hasznaltuk):

assume (abs (q) <1);
Limit (Sum(al[l]l*g™k, k=0..n),n=infinity) =
limit (sum(a[l]*g”k, k=0..n), n=infinity);

n
. a
1 = -
nl_f?o(z @q ) g~ —1

k=0

A teljes igazsag az, hogy a 1imit haszndlata itt szikségtelen, mivel a sum
eleve képes a hatarérték kiszamitasara:

Sum(a[l]l*g”n, n=0..infinity) = sum(a[l]*g”n, n=0..infinity);
0 a
Za1‘1~n ]
n=0 q
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Hatarértékszamitas

Fuggvénydiszkusszié
Integralas
Optimalizalas
Differencialegyenletek

Differencialas I.

A Maple tébb eljarassal tdmogatja a kbézdénséges és a parcidlis differencialhanya-
dosok meghatarozasat, sot a differencialoperatorokkal valé szamolast is.

Az alabb ismertetetteken tul hasznos lehet még a St udent csomag Calculusl
részcsomagja és a VectorCalculus csomag.

Ugyeljiink arra, hogy az (algebrai) kifejezések és a fliggvények a Maple-ben két
kllénb6z6 szintaktikus kategoériat alkotnak, ezért mést jelent egy fliggvényt
derivalni (az eredmény a derivalt fliggvény) és megint mast egy kifejezést
differencialni (az eredmény egy kifejezés).
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Hatarértékszamitas

Fuggvénydiszkusszié
Integr

Optim as
Differencialegyenletek

Differencialas Il.

h) —
A differencialhndnyados matematikai definicioja szerint f(x) = }Tméw

LAz f(x)
fuggvény x helyen vett differencidlhanyadosat, illetve az f”(x) derivalt figgvényt a Maple
limit eljarasat felhasznalva igy szamithatjuk:

fder:= x->limit ((f(x+h)-f(x))/h,h=0);

fder := x — lim
h—0

St h) —f(x)
h

f 1= x —> x"2 -2xx;
'fder(z)' = fder(z);
'fder (0)' = fder (0);
fi=x—>x>-2x
fder(z) = 242z
fder(0) = -2
fi= x—> x"5x1ln(x)+x"2*tan(x);
'fder(t)' = fder(t);
'fder (1) ' = fder(l);

x - 2 In (x) + x? tan (x)
fder(r) =2 tan (£) 1 + (tan (1))’ 2 + 2 + 5 In (1) £* + *
fder(1) =2+ (tan (1))* + 2 tan (1)
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Differencialegyenletek

Differencialas Ill.

Maple kifejezéseket a benniik szerepl6 (valtozé)nevek szerint a beépitett di £ £ eljarassal
differencialhatunk, az eredmény kifejezés. A di £ f elsé paramétere a differencialando kifejezés,
a masodik azt mondja meg, hogy mi szerint kell derivalni. Lasd 2diff.

A diff inertparja, a Diff fliggvény nem szamol semmit, csak 2D formaban visszhangozza
argumentumait. Ezt tébbszor felhasznéljuk az aldbbi példakban.

Maple fliggvényeket a D operatorral differencialhatunk, az eredmény a derivalt fliggvény. Lasd

?D.
poli x"2+x+1; fpoli := x -> x"2+x+1;
#ezzel ekvivalens fpoli unapply (poli, x);
fexp:= x"2#sin(x+y); ffun := (x,y) —> x"2#sin(x*y);
poli == x> +x+1
foli :=x - x* +x+1
fexp = x* sin (xy)

Sfun == (x,y) — x?sin (xy)

Diff (poli, x) = diff(poli, x);
Diff (fexp, x) = diff (fexp, x);
L(E4xt1)=2x+1
2 (Xz sin (x)‘)) = 2.xsin (xy) + 1% co

ényeknél a D(fpoli) jeld
D[1] (fpoli);
Diff (ffun, x) = D[1] (ffun);

J
éﬁmli =(x—>2x+1)

aﬂun = (x,y) = (2xsin (xy) + 2% cos (xy) y)
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Fuggvénydiszkusszié
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Optimalizalas
Differencialegyenletek

Differencialas IV.

A D input paramétere mindig fliggvény, outputja pedig a derivalt figgvény. Néhany variacio a lehetséges
jeldlésekre:

sin_der := D(sin);
poli_der D(x -> x"2 +1);
fi= x —-> 3x1ln(x)-x;

fder := D(f);

sin_der := cos
poli_der :==x — 2x
fi=x-3In(x)-x
fder :=x —3x"'—1

A derivalt fliggvény kilénbdzé helyeken folvett értékeit a szokasos fliggvényalkalmazéssal kapjuk. Az
eredmények mar kifejezések, nem fliggvények.

sin_der (x); fder(x); D(f) (x);

cos(x)
3
2
,%’
-1
X
A derivalt figgvény értéke az 1 helyen:
sin_der (0); fder(1); D(f) (1);
1
2
2

Viragh Janos



Hatarértékszamitas

Fuggvénydiszkusszié
Integrélas
Optimalizalas
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Differencialas V.

A D operator az ismert derivalasi szabalyok szerint kezeli a fliggvényeket:

restart;

D(f+g) ' = D(f+g); 'D(f+g) (z)"' = D(f+qg) (z);
D(fxg) "' = D(fxg); 'D(fxqg) (z)"' = D(fxqg) (z);
D(f/g)' = D(f/qg);'D(f/qg) (z)' = D(f/qg) (z);
D(f@g) ' = D(fQg); 'D(f@g) (z)' = D(flqg) (z);

D(f +¢)=D(f)+D(g)
D(f +¢)(z) = D(f) (z) + D (g) (2)
D(f+g)=D(f)g+/D(s)
D(f xg)(z) =D (f) (z) g () +f (2) D (g) (2)

D .}_” _ D_(f) fD(g)
( )()_D(f)(Z) f(Z)D(g)(Z)
8(2) (8(2))°

D(f@g) = (D (f) ©g) D (g)
D(f@g)(z) =D (f) (g (2)) D (g) (2)
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Differencialas VI.

Tobbszords derivalas esetén a di £ £ ismételt rekurziv hivasa helyett alkalmazhatunk egyszeriibb jelélést is:
a diff masodik argumentuma lehet névsorozat vagy nevek listdja, s igy adhatjuk meg, hogy hanyszor és
mi szerint toérténjen a derivalas.

Az egyvaltozés fliggvények magasabb rendii derivaltjainak, illetve a tobbvaltozés fliggvények kiilénbdz6
parcidlis derivaltjainak kiszamitasa hasonl6 szintaxissal torténik, kivéve, hogy egy valtozé esetén a diff
megfeleld argumentumaban mindig csak ugyanaz a valtoz6 szerepelhet.

Diff (x°2), %x,%x,x) = diff (diff (diff (c X*2), X),x),%);
Diff(cos(x"2), x,x,x) = diff(cos(x"2), x,%,X);
Diff (cos (x"2), x,x,x) = diff(cos(x"2), [x,x,x]);
4
% cos (,\2) = 8 sin (.xz) ¥ 12 ws(xz) X
Tx; cos ()r?) =8 sin (xz)x‘ -12 cos(\’z) x
icos x2) = 8 sin (x?)x® — 12 cos (¥?)x
a0
fexp := x"2xsin(x#y);
Diff (fexp, x,y,y) = diff(diff(diff (fexp, x),y),y)s
Diff (fexp, x,y,y) = diff(fexp, X,vy,Vy);

Diff (fexp, x,y,y) = diff (fexp, [x,y,vy]);

fexp := x*sin(xy)

It 5. 3 4
P (x“ sin (xy)) = —4.x* sin (xy) — x* cos (xy) y
dy §)X< ) ) i )
- (7 sin (xy)) = =4 sin (xy) = x* cos (xy) y
Oya §)X
ez (xz sin (xy)) = —4x*sin (xy) — x* cos (xy) y
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Differencialas VII.

Flggvények esetében a D operator hasznalatakor a D utani, a valtozok sorszamait tartalmazo listdban adhatjuk meg a
szlikséges derivalasokat. Az egyvaltozés fliggvények magasabb rendii derivaltjainak, illetve a tébbvaltozés fliggvények
kilonboz6 parcidlis derivaltjainak kiszamitasa hasonlé szintaxissal torténik, kivéve, hogy egy valtozé esetén a D megfeleld
argumentuméban mindig csak az 1 sorszam szerepelhet, illetve az 1 el is hagyhato.

1= x —> cos(x"2);
X,%,x) = D[1]1(D[1]1(D[L1](£)));
%X,%,x) = D(D(D(f)));

OO

D x,%,x) = (D@@3) (f);
D x,%x,x) = D[1,1,1]1(£f);
fi=x—>cos(x?)
T}_/‘ x~>85m(‘cz)v -12 ws(xz)x)
2
673'/( (x—38 Sm(xz) =12 wx(xz)x)
u (x> 8 sin (xz) X - %(,\Z)x)
(x—>8 sm(xz) ¥ -12 coi(x )x)
ffun := (x,y) —-> x"2xsin(x*y);
Diff %x,y,y) = D[2](D[2] (D[1] (ffun)));

lef(’tun, X,y,y) = D[1,2,2] (ffun);

fiun := (x,y) — x* sin(xy)

@fz;ﬂ“" = ((x,y) = —4x*sin (xy) — x* cos (xy) )

P {)Xﬁtm = ((x,y) = —4x*sin (xy) — x* cos (xy) )
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Differencialas VIII.

Listaban vagy halmazban megadott kifejezéseket differencialtathatunk egyetlen dif £

paranccsal:
Flist := [x"2 + 2xy"2, exp(y"2)xsin(x)];
Fset := {x"2 + 2xy"2, exp(y"2) *sin(x) };

Flist := [x2 4+ 22, sin (x)
Fset := [&” sin (x) ,x* + 2)?

diff (Flist, x );
diff (Fset, x );

e’ cos (x),2x

1’2 x,e” cos (x){

diff (Flist, [x,vy] );
diff (Fset, I[x,vy] );

0,2ye"” cos (x)
0,2ye” cos (x)
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Az el6zbek alapjan eléallithatjuk az F11 st listAban megadott fliggvényrendszerhez
tartozé Jacobi matrixot.

Erre van egy Jacobian nevil beépitett eljards is a VectorCalculus csomagban.
Lasd ?VectorCalculus, Jacobian.
JacobiMl := Matrix(

[[diff(Flist[1], x),diff(Flist[1], y)],[diff(Flist[2],
x),diff (Flist[2], y)]] );

JacobiM2 := VectorCalculus[Jacobian] (Flist, [x,vy]);
2x 4y
JacobiM1 := 5 5
e cos(x) 2ye” sin(x)
2x 4y

JacobiM?2 := 5 5
e cos(x) 2ye” sin(x)
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A g(x,y) kétvaltozds fliggvény Hesse matrixa is kdnnyen felirhatd.

HesseM := Matrix(
[[Diff (g, x,x),Diff(g, x,y)], [Diff(g, y,x),Diff(g, y,y)1] )i

g := sin(x)*y"2;
Hg = map(value, HesseM);

0? 0?

a2 (')yﬁxg

HesseM =
0 0
axay®  9y%
g = sin (x)y?

Hg =

—sin(x)y* 2cos(x)y
2cos(x)y  2sin(x)
Ugyanezt szamolja a VectorCalculus csomag Hessian eljarasa:

H

VectorCalculus[Hessian] (g, [x,Vv]);
—sin(x)y* 2cos(x)y
2 cos(x)y 2 sin(x)
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Flggvénydiszkusszio |.

Eddigi ismereteinket felhasznalva a Maple-lel teljes fliggvénydiszkussziot
végeztethetiink. Megallapithatjuk az f(x) figgvény zérushelyeit, hatarértékét a
+oo-ben, szakaddasi-, széls6érték- és inflexids helyeit.

Nézziink erre egy példat, az alabbi racionalis tortfiiggvény vizsgalatat. Abrazoljuk is
fliggvénytinket.

fi=x—>(x-2)/(2*x"2-3%x);
plot (f(x),x= -3..4, discont=true, legend ="f(x)");
x=2

fi=x- T
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Paros vagy paratlan figgvény-e f(x)?

evalb (f (x)=£f(-x));
evalb (f (x)=-f (-x));

false
false
Mik a zérushelyei?
solve (f(x));
2

Mik a hatarértékei a +-végtelenben:
Limit (f(x),x=infinity)=1limit (f (x),x=infinity);
Limit (f(x),x=—infinity)=limit (f(x),x=—infinity);

x—=2
limy 0o =———— =0
’ 2 x? —%x
. X —
lim,, o ~——— =
2x2—-3x
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Flggvénydiszkusszio lIl.

Szakadasi helyei ott lehetnek (és ténylegesen vannak is), ahol a nevez6 0. Ugyanezt
mondja a discont Maple eljaras is, lasd ?discont.

S := solve({denom(f(x))} );
T := discont (f(x), x);

A szakadasi helyeken a bal- és jobboldali hatarértéke:

Limit (f(x),x=0,left)=1limit (f (x),x=0,1left);
Limit (f(x),x=0,right)=1imit (f(x),x=0,right);
Limit (f(x),x=3/2,left)=1limit (f (x),x=3/2,left);
Limit (f(x),x=3/2,right)=1limit (f(x),x=3/2,right);
i x-2
iMoo ——— =
00X 2 3x
. x=2
llm,ﬁow W =
lim, sy~ =
32 5 a3y
lim _x-2
I T3x
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Flggvénydiszkusszio IV.

A kritikus pontok meghatarozasahoz elészor képezzik f(x) derivalt fliggvényét,
majd keressiik meg ennek zérushelyeit.

A derivalt viselkedésébdl lathatd, hogy x = 1 lokalis minimum, x = 3 pedig lokalis
maximumbhely.

fd := D(f);

K := solve (fd(x), {x});
solve (fd (x) >0, {x});
solve (fd (x) <0, {x});

1 (-2+x)(4x-3)
22 -3x (222 - 3x)
K :={x=1},{x =3}
{1 <x,x<3/2},{3/2 <x,x <3}
{x<0},{0<x,x<1},{3 <x}

fd :=x—>
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Az el6z6 feladat megoldhaté a Student csomag Calculusl alcsomagjanak
CurveAnalysisTutor eljardsdval, amely meghatarozza a fliggvény zérushelyeit, szélstértékeit,
inflexiés pontjait, ndvekedési és csdkkenési intervallumait, stb.

Paraméterek nélkili hivasakor rogton elindul a mapletes grafikus felllet, és betdltédik az
alapértelmezett f(x) = xcos(x) figgvény grafikonja a [-2x, 27 intervallumon. Mi is megadhatjuk a
hivas elsé paraméterként a vizsgalandé fluggvény képletét (tehat kifejezést), masodikként pedig az
intervallumot CurveAnalysisTutor (f (x), x=a..b) alakban.

Alkalmazzuk az eljarast el6z6 feladatunkra! A megfelelé maplet ablak az dbran lathatd.

with (Student [Calculusl]) :
CurveAnalysisTutor ((x-2)/ (2+xx"2-3%x), x=-3..4);

s 1 Cirve A< )

Fie e

Plot Window

Carcunte

Pocopuans_| |
N J
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Integralas |

Ebben az alfejezetben két feladatot vizsgalunk:
@ hatarozatlan integralok (primitiv fliggvények) meghatarozasa
@ hatarozott integralok kiszamitasa

Ezek az int eljaras, illetve nagybetls (inert) Int valtozatdnak hasznalataval old-
haték meg.

A Maple képes tobbvaltozos fliggvények integraljainak meghatarozasara, mi csak
az egyvaltozés esettel foglalkozunk.

A korabbiakhoz hasonléan, bar fliggvényekrél beszéllink, legtdbbszor a
kényelmesebb szintaktika miatt Maple kifejezésekkel dolgozunk. Néha utalunk ra,
hogy a szamitasok hogyan végezhetdk el ,igazi” Maple figgvényekkel.
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A Maple integrlassal kapcsolatos eljarasai az int és ennek inert valtozata, az Int.
Paramétereik megadasa a di f £-hez hasonld. Lasd 2int.

Hatarozatlan integral (primitiv fliggvény) kiszamitasakor a Maple nem irja ki a C integraciés
konstanst, vagy masképpen a C = 0 értéket veszi. A primitiv fiiggvényre kapott eredmény
helyességét differencialassal ellendrizhetjik.

Int (sin(x),x)=int (sin(x),x);
diff (%, x);
fsin (x) dx = —cos (x)
sin (x) = sin (x)

Az Inthez hasonlé inert fliggvények kiértékelését a value eljarassal végezhetjik. Lasd
?value.

Int( x/(x"3-1), x ) = value(Ir

I

A Maple ismeri a primitiv figgvényre vonatkoz6 azonossagot:
Int (D(f) (x),x)=int (D(f) (x),x);

( x/(x"3-1), x));

x [ 1 i 1
7lz/x7—gln(x +x+l)+§ ﬁarulan(3 (2).+l)\/§)+31n(). 1)

[onma=re

A kovetkez6 primitiv fliggvényben szerepl6 ex £ (x) , a Gauss féle hibafliggvény nem elemi
fuggvény, de a Maple ismeri, tud vele szamolni.

Int (exp (-x"2),x)=int (exp (-x"2),x);

f Cdx = 1/2 Vrerf (x)
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Hatarozott integralok kiszamitasanal masodik paraméterként a hatarokat kell
tartomanyként megadni valtozénév=alséhatar. . fels6hatar formaban.
Szemléltetésil itt is haszndlhatjuk az Int inert alakot.

Int (x+*sin(x), x= 0..Pi) = int (x*sin(x), x= 0..Pi);
T
fxsin(x)dx:ﬂ
0
Int (xxsin(x), x= 0..Pi) = value( Int (x*sin(x), x= 0..Pi) );

fxsin(x)dx =nr
0
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Integralas IV

Eddig kifejezésként adtuk meg az integralandé fliggvényt, a tovabbiakban is
tébbnyire igy tesziink, bar lehetne ,igazi fliggvényeket" is hasznalni. Figyeljik
meg a szintakszist!

f 1= x —>x*sin(x);
f = x> xsin(x)

igy cstnya az Int formatuma, de az eredmény korrek:
Int(f,0..Pi) = int(£f,0..P1i);
value (%) ;

Int(f,0.1) =7

T=T

igy mar az Tnt is jobban néz ki, fliggvények esetében ez a legtermészetesebb
megoldas:
Int (f(x),x=0..Pi) = int(f(x), x=0..P1i);

T
xsin(x)dx =n
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Integralas V

A Maple j6l kezeli a kiilonbozé tipusu (véges vagy végtelen intervallumon vett) improprius
integrélokat

Int (1/x72,x=0..1)=int (1/x"2,x=0..1),
Int (1/sgrt(x),x=0..1)=int (1/sqrt (x),x=0..1),
Int (1/sgrt (1-x"2),x=-1..1)=int (1/sqrt (1-x"2),x=-1..1);

1 1 1 1
x'zdx:oo,f —dx:Z,f ——dx=nm
~fo 0 VX V=2 +1

Int (1/x"2,x=1..infinity)=int (1/x"2,x=1..infinity),
Int (exp (-x"2),x=-infinity..infinity)=int (exp (-x"2),x=-infinity..infinity)

f x’zdle,f edv = \Vr
| .

Viragh Janos



Fuggvénydiszkusszié

Optimalizalas
Differencialegyenletek

Integralas VI

Eléfordulhat, hogy a Maple nem tudja meghatérozni a primitiv fliggvényt. llyenkor az Int-hez
hasonléan a kiértékeletlen eljarashivast adja vissza.

f 1= x —> (1-2%1ln(x))/1ln(x)"(3/2);
int (f(x),x);

1-21n(x)
=x- ———
(In(x))"
1-2In()
(In (x))™?
Holott f(x) primitiv figgvénye létezik, az alabbi F(x)-re teljesul f(x) = F'(x).
Erdekes, hogy f(x) hatarozott integraljanak kiszamitasa mar nem okoz problémat.

F:= x -> -2xx/1In(x)"(1/2);

f(x) - D(F) (x);

simplify (%) ;

Int (f(x),x=2..4) = int (f(x),x=2..4);

1-21In(x) o 1
(In (x))" yin (x)
fl—Zln(x)x i V2-1
> (In(x))* n(2)

Iy
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Hatérozott integralok meghatarozasahoz, példaul ha nem ismert a primitiv fliggvény, sziikség lehet
numerikus (kozelitd) integralasi médszerekre is.

Numerikus integraldst az evalf (Int (...)) vagy int (..., numeric = true, ...) alakl
hivasokkal kérhetlink a Maple-tél. Lasd ?int, numeric.

llyenkor az alkalmazandé numerikus médszert is megadhatjuk a method = ... opciéval, illetve a kért
pontossagot az epsilon = ... opciéval. (Ha a Maple nem tud pontosan kiintegralni valamit, akkor az
evalf (int (...)) konstrukcié is ugyanazt adja, mint az elé6z6ek.)

evalf( Int(x*sin(x), x= 0..Pi, epsilon = 10"(-8) ));

int (x*sin(x), x= 0..Pi, numeric = true, epsilon = 10"(-8));

3.141592654
3.141592654

Ez vajon most mit jelent?

evalf ( (xxsin(x), x= 0..Pi) );
3.141592654

Numerikusan ,barmilyen bonyolult" figgvényeket is tud integralni a Maple, még ha nem is ismeri a primitiv

fliggvényt:
Int ( exp(-x"2)*1ln(x), x) = int( exp(-x"2)*1ln(x), x);
Int ( exp(-x"2)*1ln(x), x=1..2) = evalf(Int( exp(-x"2)*1ln(x), x=1..2) );

e In (x) dx

f‘e"2 In (x) dx =

2

f "¢ In (x) dx = 0.03261204236
1
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Lassunk egy ,nehezebb" fliggvényt is:
plot (sin(1l/x), x= 0..Pi/8, legend=['f(x)'=sin(1l/x)]);

1

76 =5 +]

Ennek hatérozatlan integraljat pontosan is meg tudja adni a Maple, az eredményben lathaté

" cos(t) -1
Ci(x) nem elemi fliggvény definiciéja: Ci(x) = y + In(x) + f %dt
1=0

Int (sin(1/x), x) =int(sin(1/x), x);

il
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A hatarozott integral pontos értéke:

Int (sin(1/x), x= 0..Pi/2) = int(sin(1/x), x= 0..Pi/2);

[ sn(as=msn(FJeos()- )
sin| — |dx =« sin|—|cos|—|— Ci| -
o x Fis n T

Ami lebegbpontosan kb. ennyi:

evalf (rhs(%),10);
0.9078007610

Prébaljuk numerikusan kozelittetni az el6z6 integralt 10 tizedes jegy pontossaggal. Az
eredmény megegyezik a pontos megoldas el6bbi kerekitett értékével.

Digits := 11;
int (sin(1/x), %= 0..Pi/2, numeric = true, epsilon = 10" (-10));

11
0.90780076100
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Az integrélszamitas egyik hasznos alkalmazasa az y = f(x) fliggvény gérbéjének X (vagy Y)
tengely kordli elforgatasaval kapott forgastest térfogatanak meghatarozéasa. Az X tengely kordl
b

elforgatva a gorbe x = a és x = b kozti ivét az ismert képlet szerint V = f af (x)? dx lesz.

Ezt megkaphatjuk az int hivaséval, de a Student [Calculusl] csomuag
VolumeOfRevolution eljarasa ennél tobbet is nydjt. Az out put opciénal példaul kérhetjik
csak a végeredményt (ez az alapértelmezett), a kiszamolandé integralt (output=integral)
vagy a kapott forgastest 3D &brazolasat (output=plot).

Lasd ?student [Calculusl] [VolumeOfRevolution]. Az aldbbiakban azy = sin(x)
fliggvény gorbéjével szamolunk.

with (Student [Calculusl]) :

f:= x -> sin(x);

V1 VolumeOfRevolution (f(x), x=0..Pi);

V2 VolumeOfRevolution (f(x), x=0..Pi,axis = vertical);

vl VolumeOfRevolution (f(x), x=0..Pi, output=integral);

V2 VolumeOfRevolution (f(x), x=0..Pi, output=integral, axis = vertical);

fi=x - sin(x)
V=12
V2:=2n*
"
V1= f 7 (sin (x))%dx

l)"

V2::f27rxsin(x)dx
0
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Az eldzbekben leirt feladatnal az X és az Y tengely koérdili elforgatassal kapott két
forgastestet mutatja az alabbi abra.

Plotok := Vector[row] (2):

Plotok[1l] := VolumeOfRevolution(f(x), x=0..Pi, output=plot,
font=[Times, 16]):

Plotok[2] := VolumeOfRevolution (f (x),
axis = vertical, font=[Times, 16]):

plots:-display (Plotok);

x=0..Pi, output=plot,

1 E: £
The solid of revolution created on 0 < x < zbyrotation of | The solid of revolution created on 0 < x < by rotation of
£(x) = sin(x) about the axis y = 0, £(x) = sin(x) about the axis x = 0.
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Az integralszamitas tovabbi fontos gyakorlati alkalmazasa: hatarozzuk meg az y = f(x)
gbrbe x = a és x = b kdzti darabjanak ivhosszat. Az ismert képlet szerint

L= f /(f"(x))? + 1 dx. Ez kiszdmolhat6 az int eljaras hivasaval, de a

Student [Calculusl] csomag ArcLength eljarasa még kényelmesebb megoldas.
Lasd ?Student [Calculusl] [ArcLength].

Hatarozzuk meg ezzel is az egységkor félkerlletét, vagyis az y = V1 — x? flggvény
ivhosszat a [-1, 1] intervallumon.

with (Student [Calculusl]) :
f = x -> sqrt(1-x"2); fder := D(f);

fi=x-> Vl-x2
fder::x—»—ix
-2+ 1

int (sqgrt (fder (x)"2+1), x=-1..1);
ArcLength (f (x), x=-1..1);
ArcLength(f(x), x=-1..1, output=integral);

g
s

Lo
f ——dx
V=241
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Optimalizalasi feladatok megoldasara (egy- és tdbbvaltozos fliggvények globalis,
lokalis vagy feltételes szélsdértékeinek meghatarozasara) a Maple tobb beépitett
eljarast és csomagot is ajanl. Ezeket tekintjik at réviden a tovabbiakban.

Bar most is fliggvények szélsdértékeirdl beszéltiink, sokszor kényelmesebb, ha
nem flggvényekkel, hanem kifejezésekkel (ha Ugy tetszik, a fliggvényeinket
definialo kifejezésekkel) dolgozunk. Ugyeljiink a szintaktikus eltérésekre!
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Optimalizalas I

Aminimize és maximize eljarasok egy- vagy tobbvaltozoés fliggvények globalis
szélsértékeit hatarozzak meg. Amaximize (f, ...) hivaslényegébenaminimize (-f,
.. .) hivassal egyenértéki. (Lasd 2minimize. ) Figyeljik meg, hogy ha f-et figgvényként
definiljuk, masképpen kell megadni az els6 argumentumot. A 1 tion opcié hasznalatakor
a minimum értéke mellett a minimumhely(ek)et is visszaadja az eljaras a példan lathaté
listas-halmazos formatumban.

1/2); # f1 kife
> (

exp (-x"2)-1/2);

.10, numpoints=100
inimize (f1func(x));

ation);

fl:
ffunc -

0
0{lls= VRE).0Lfx = - vinD). 0
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Optimalizalas 111

Az alabbi £2 fuggvénnyel mar nem boldogul a minimize: nem taldlja meg az (egyetlen, 1étez6) globalis
minimumot. llyenkor az output a kiértékeletlen eljarashivasbol all.

£2 := x"2+sin(x)-2;
slot (£2,x=-3/2..3/2,legend=["£(x) ' = £2]);

X2+ sin(x) -2

> minimize (f2);
minimize(x* + sin(x) — 2)
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Optimalizalas IV

Ha azonban csak egy véges tartomanyon kerestetjik a minimumot, ittaz x = —1. .0 opciéval, mar jobban
boldogul a Maple. Az elsé parancs Root Of-0s eredménye nem sokat mond, ezért ki sem irattuk, de az
evalf eredményébdl latszik a megoldas helyessége.

minimize (x"2-2+sin(x),x=-1..0,location) :
evalf (%);

—2.232465575, [x = —.4501836113, —2.232465575]
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Optimalizalas V

A maximize eljaras hasonléan alkalmazhaté — itt egy kétvaltozos példat
mutatunk be:

f3:= —x"2-x —yA2+3*y;

plot3d(£f3, x=-2..2,y=-2..2);

Maximum := maximize (f3, location);

f3i=-x*—x—y*+3xy;

Maximum := 5/2,{[{x = -1/2,y = 3/2},5/2]}
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Optimalizalas VI

Az el6z6 példakbol sejthetd, hogy a minimize vagy a maximize hasznalata sokszor nem vezet
eredményre. llyenkor prébalkozhatunk a beépitett Opt imization csomag eljarasaival is. Lasd
?0ptimization. Ez a csomag kizarélag lokalis szélséértékkeresd numerikus médszereket hasznal, ezért
globalis szélséértékek meghatarozasara nem alkalmas (hacsak nincs valami elézetes informacionk az illeté
flggvény lokalis és globalis szélséértékeinek kapcsolatarol). Az eljarasok feltételes szélsbértékfeladatokat is
kezelnek, a feltételek megadasanak szintaktikajara a Helpben taldlunk példéakat. Az
infolevel [Optimization] értékét megndvelve részletesen kdvethetd az eljarasok mikodése. A
csomag fontosabb eljarasai:
Minimize minimumkeresd eljaras
Maximize maximumkereso eljaras
NLPSolve nemlinedris optimalizaciés feladatok megoldasa
opsolve kvadratikus optimalizaciés feladatok megoldasa
LPSolve linearis programozasi feladatok megoldasa
Interactive interaktiv grafikus felllet (maplet) optimalizalasi feladatokhoz

with (Optimization);
infolevel [Optimization] := 10;

[ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve]
infolevelopimization := 10
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Optimalizalas VII

Oldjuk meg a Maximize eljarassal is az el6z6 feladatot. A vizsgalt kifejezés kvadratikus, ezért a QpSolve
szamolja a kozelitéseket. A numerikus algoritmusok miatt mindig lebeg6pontos eredményeket kapunk.

f3:= -x"2-x -y"2+3xy;
Maximize (£3);

QPSolve:
QPSolve:
QPSolve:
QPSolve:
QPSolve:
QPSolve:
QPSolve:
QPSolve:

f3i=-x>—x—-y*+3y

calling QP solver

number of problem variables 2

number of general linear constraints 0
feasibility tolerance set to 0.1053671213e-7
iteration limit set to 50

infinite bound set to 0.10e21l

number of iterations taken 1

final value of objective -2.49999999999999956

[2.50000000000000, [x = —.500000000000000, y = 1.50000000000000]]
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A fliggvényes alakkal is dolgozhatunk. Erdekes, hogy ekkor a Maximize az NLPSolve eljarast hivia. Az
eredmény mas formatumu, de ekvivalens a korabban kapottakkal.

f3func := (x,y) —> —x"2-x -y"2+3x*y;
Maximize (£3func);

f3func = (x,y)— > —x* —x—y* + 3y

NLPSolve: calling NLP solver

NLPSolve: using method=pcg

NLPSolve: number of problem variables 2

NLPSolve: optimality tolerance set to 0.3256082241le-11
NLPSolve: iteration limit set to 50

NLPSolve: trying evalhf mode

NLPSolve: trying evalf mode

attemptsolution: number of major iterations taken 2

—0.500000000000000000
2.50000000000000000,

1.50000000000000000
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Utolso feltételes széls6értékfeladatunkban az egységkoron keressiik a maximumot, az iteraciot a megadott
kezdépontbél inditjuk.

f4 := sin(x) + sin(y);

Maximize (£4, {x*2+y~2 = 1}, initialpoint=[x=0.7,y=0.7]);

f4 = sin(x) + sin(y)

NLPSolve: calling NLP solver

NLPSolve: using method=sqgp

NLPSolve: number of problem variables 2

NLPSolve: number of nonlinear inequality constraints 0
NLPSolve: number of nonlinear equality constraints 1
NLPSolve: number of general linear constraints 0
NLPSolve: feasibility tolerance set to 0.1053671213e-7
NLPSolve: optimality tolerance set to 0.325608224le-11
NLPSolve: iteration limit set to 50

NLPSolve: infinite bound set to 0.10e2l

NLPSolve: trying evalhf mode

attemptsolution: number of major iterations taken 3

[1.29927387816012496, [x = .707106781186548, y = .707106781186548]]

# egy kis Maple Magic - ez a pontos szélsbértékhely koordindtaja:

identify (0.707106781186548) ;

1
V2
2(
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Algebrai fliggvények feltételes szélsdértékeit az ext rema eljarassal is meghatarozhatjuk. Az eljaras a
Lagrange-multiplikatoros médszerrel dolgozik. Lasd ?ext rema.

f := sqgrt(x"3-x+1); plot(f, x = -2..2,1legend=["£f(x)"' = £f]);

N e

Az aldbbi példaban az abs (x) =x feltétel valéjaban az x>0 helyett all, mivel az utébbi szintaktika nem
megengedett.
Az mhely valtozéban a minimumhely(ek)et, az me rt ek valtozéban a minimum értékét kapjuk.

mertek := extrema (f, {abs(x)=x},x, 'mhely"):
'minhely' = op(l,mhely), minertek = evalf (mertek);

1
minhely = {x = 3 \E} ,minertek = {.7842829976}
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Differencialegyenletek megoldasara a Maple a beépitett dsolve eljarast kindlja.
Ezzel mind egzaktul (szimbolikusan), mind numerikusan megoldhaté a differenci-
alegyenletekkel kapcsolatos szdmos feladat.

Alkalmas elsé vagy magasabb rend(i k6zonséges és parcidlis differencialegyenle-
tek, s6t egyenletrendszerek megoldasara is.

Ebben az eléadasban csak kézonséges differencidlegyenleteket vizsgalunk, azok
kozll is féleg elsd rendiieket.
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Ha differencialegyenletiinkben az ismeretlen figgvényt v (x) jeldli (x a fliggetlen valtozé), akkor v (x)
derivaltjait a di £ £ figgvénnyel vagy a D operatorral képezhetjik.

A véltozét mindig ki kell irni, tehat mindig az v (x) teljes alakot kell hasznalni. Az alabbi két forma ugyanazt
az elsérendli kdzdnséges differencialegyenletet definialja.

dela := diff(y(x),x)-sin(x)*y(x)=sin(x);
delb := D(y) (x)-sin(x)*y(x)=sin(x);

dela := %y (x) = sin (x) y (x) = sin (x)
delb := D (y) (x) — sin (x) y (x) = sin (x)
Masodrend(i egyenleteknél hasonlé jelléseket hasznalhatunk.

de2a := diff(y(x),x,x)-kxy(x) = 0;
de2b := (DRR2) (y) (x)—kxy (x)=0;

de2a = ii)‘ (%) = ky(x) =0
dedb = DO () (x) =ky(x) =0
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Ha az el6z6 egyenleteket a dsolve-val akarjuk megoldatni, akkor elegendd elsé paraméterként a
differencialegyenletet, masodikként pedig az ismeretlen fliggvényt (most y (x) -et) megadni. Ldsd 2dsolve.
igy az egyenletek (pontos,egzakt) ltalanos megoldasat kapjuk, amely elsérendii egyenleteknél egy,
mésodrendlieknél két tetszblegesen valaszthaté integraciés konstanst tartalmaz. A Maple ezeket _C1-gyel,
illetve _C2-vel jeléli. Az outputbdl latszik, hogy a dif £, illetve a D operéatoros jelélés valdban ekvivalens
egyenleteket adott meg.

dsolve (dela,y (x
dsolve (delb, vy (x
(x
(x

7

7

dsolve (de2a,y
dsolve (de2b,y

7

))
)) i
))
))

y(x) =-1+e 0 _c1
y(x) = -1+e 0 _cI
y(x)=_CleVo 4 _C2e Vi

y(x)=_CleVo 4 _C2e-Vir
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A dsolve &ltal kiszamolt megoldasok az eredeti differenciélegyenletbe valé visszahelyettesitéssel
ellendrizhetdk. Erre — példaul a kordbban tanult subs és eval eljarasok folhasznalasaval — tobb moédszer is
van.

de := diff(y(x),x) = 1 - 2xy(x); Mo := dsolve(de);

d
de .= = (x)y=1-2y(x)

Mo :=y(x) = 3 +e _Cl

subs (Mo, de); simplify rhs (%) —-1lhs(%);

1 1 2
(E + e’z‘iCl) =3 +e . .Cl
-2 Cl=-2e"_CI
0

9
Ox

eval (de, Mo); rhs

—2e_Cl=-2e_Cl
0

A legelegansabb az odetest eljaras hasznalata, melynek elsé paramétere a dsolve dltal visszaadott
megolddas, a masodik meg a vizsgalt differencialegyenlet. Lasd 2odetest. . A teszt sikeres, ha az
odetest ltal visszaadott érték 0.

odetest (Mo,
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Egyértelm{i megoldast kaphatunk (a szabad integraciés konstansok nélkiil), ha differencialegyenleteinket
kezdeti értékek eléirasaval egészitjik ki. Elsérendli egyenleteknél egy, masodrendlieknél két, az v (x) -re
vonatkozé kezdeti értéket irhatunk eld. igy kezdetiérték-problémat (angolul Initial Value Problem, IVP)
kapunk. Az egyenletet és a kezdeti értékeket vagy listdban, vagy halmazban adhatjuk at a dsolve-nak.

kepl := [de, y(0) = 0]; dsolve(kepl, y(x));
kep2 := {de, y(0) = 0}; dsolve(kep2, yv(x));

d
tept =y = 1-256) (0 = 0|
y(x)=1/2-1/2e*
kep2 := %y (x)y=1-2y(x),y(0) = 0}
y(x)=1/2-1/2e %
Az ellendrzés most is az el6zéekhez hasonléan torténhet, legegyszeriibben a dsolve-val. Ez most

ellenérzi a kezdeti feltételek teljestilését is. Figyeljik meg, hogy a visszaadott érték listas IVP esetén [0,
01, a halmazos megadéasnal viszont csak {0}.

Mo := dsolve (kepl, y(x)); odetest (Mo, kepl);
Mo := dsolve (kep2, y(x)); odetest (Mo, kep2);

Mo :=y(x)=1/2-1/2e7*
[0.0]

Mo :=y(x)=1/2-1/2e7*
{0}
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Differencialegyenletek VI

Néha a dsolve csak valamilyen implicit vagy Root O f-os alakban tudja megadni a megoldast. Az is
eléfordulhat, hogy egyaltalan nem boldogul. Ekkor semmit, pontosabban a NULL konstanst adja vissza.

del := diff(y(x),x) =1 + x/y(x);
Mo := dsolve(del);
odetest (Mo, del) ;

d
del = Zy(x) =1+ —
¢ dxy(x) y(x)

24y c— (v 2 2y (x 5
Mo :=-1)2 ln(—w)— 1/5 \Earcmnh[us M)—ln(a‘) - Cl1=0
0
de2 := diff(y(x),x) = 1 - xxsqgrt(y(x));
Mo := dsolve(de2,y(x));

de2 := %)’ (x)=1 —Xvy (x)
Mo =
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Ha részletesen szeretnénk tudni, hogy mit csinal a dsolve, néveljlk megaz infolevel [dsolve]

értékét:
infolevel [dsolve]:= 3;
de := diff(y(x),x) = lambdary(x) + (y(x)"2);

dsolve (de, vy (x));
odetest (%,de) ;
infolevel [dsolve] := 1;

infolevelgone 1= 3

de — %y () = Ay (x) + (v (x))

Methods for first order ODEs:

—--- Trying classification methods ---
trying a quadrature

trying 1lst order linear

trying Bernoulli

<- Bernoulli successful

a

YW = S en
Fets

infolevel e 1= 1

Viragh Janos



ydiszkusszio
s
Optimalizalas

Differencialegyenletek VIl

A dsolve képes kilénbdzd jellegli kdzelitd megoldasok meghatarozasara is. Erre akkor lehet szlikség, ha
a pontos megoldas nem ismert, vagy tul bonyolult fiiggvény. igy példaul hatvanysorral is tudja kézeliteni a
kezdetiérték-probléma megoldasat, ha a t ype=series opciét adjuk meg. Ezt hivjak Taylor-sor
mddszernek. Az eredmény végén O (. . .) jeldli a kdzelitd megoldas hibatagjat. A convert eljarassal az
eredményt kozonséges polinomma alaklthat]uk.

de := diff(y(x),x) = 1 - xxsqrt(y(x));
KEP := {de, y (1) =1};
Mo := dsolve (KEP);

de= 0y () =1-x 50
KEP := {%y(x) =1-xy(¥.y(1) = 1}

Mo =
dsolve (KEP, y (x) ,type=series);
convert (%, polynom) ;
1 2 1
V() =15 (1R (1) o (140! = s (- 1+x) +0((-1+2)°)
1 5
V) =15 (L0 4 o () 4 (14 = s (<14’
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A Maple meg tud oldani magasabb rendii (akar parcidlis) differencialegyenleteket és
differencialegyenlet-rendszereket is. Masodrend(i egyenletek esetében szokés Un. peremérték feladatokat
(Boundary Value Problem, BVP) vizsgalni. Ezeknél az ismeretlen y (x) fliggvényre két peremfeltételt adunk
meg, példaul elbirjuk értékét két kiilonbdzd helyen. Az aldbbi példa a harmonikus rezgémozgésok
legegyszeriibb esetének felel meg.

de3 := diff (y(x),[x,x]) = -k*y(x);
dsolve (de3);

dz
de3 = Ly = ~to()
y(x) =_CI sin \/%x)+7C2 cos(\@x)
PEP := [de3, y(0) = 0, y(1) = 1];

dsolve (PEP) ;
odetest (%, PEP);

PEP = | £5(6) = -b5(2)(0) = 0(1) =
v = sin( Vkx)

sin( Vk)
[0,0,0]
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A dsolve-hoz is tartozik egy interaktiv (maplet-es) grafikus felllet. Itt a megoldand6
differencialegyenlet mellett megadhatunk kiilonb6zd mellékfeltételeket, a paraméterekre
vonatkoz6 megkoétéseket, stb. Lasd ?dsolve, interactive.

Ezen kivil a DEtools csomag még szamos hasznos segédeszkdzt tartalmaz.

de := diff(y(x),x) = 1 - xxy(x);
dsolve[interactive] ({de});

A dsolve[interactive] hivasa utan felbukkané ablak képe az aldbbi dbran lathaté.

©0 000
Differential Equations Conditions Parameters
d 2 =
SV =g+ ay () + ayy (e :T:ZT
Lot |
[sone Numericaty_| sove symboticaty | _crassiry | [ en |
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14. el6adas

Ebben az eléadasban elészér a Maple hatékony programozasahoz sziikséges to-
vabbi eszkdzoket mutatunk be, melyekkel akar sajat Maple csomagokat is készit-
hetlink.

Ezutan réviden attekintjiik a legfontosabb, az oktatasban és a gyakorlati
feladatokban is j6l hasznalhaté6 Maple csomagokat.
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Maple elj
Modulok
Csomagkészités

Tablak I.

A téblakban tetszdleges objektumokat tarolhatunk, ezekhez indexek (kulcsok) segitségével
férhetlink hozza. Lasd 2table. El6szor egy Ures tablat hozunk létre, majd kiilénb6z6 elemeket
helyeziink el benne.

Téblanevek esetében a Maple alapbdl nem végez teljes kiértékelést, ezt a print vagy az
eval haszndlataval érhetjik el.

t := table();
t:=table([])
t[4] := "négy"; t["o6t"] := 5; t[4,5] := "negyvendt";
t[xxy] := 9;t["kisprimek"] = {2,3,5,7,11};
ty := "négy’
tp =5
145 := "negyvenot”
ty =9

Iisprimee = 12,3, 5,7, 11}
t; print(t); eval(t);
t
table([4 = "négy", "kisprimek" = {2,3,5,7, 11}, (4,5) = "negyvenst", "6t" = 5,xy = 9])
table([4 = "négy", "kisprimek" = {2,3,5,7, 11}, (4,5) = "negyvendt", "6t" = 5,xy = 9])
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Téablak II.

A tabla 6sszes indexét az indices fliiggvény adja vissza. A tablaban tarolt sszes értéket az
entries fliggvénnyel kaphatjuk meg. Tébla tartalmanak formazott kiiratasara hasznéalhatjuk
példaul a print £ fliggvényt.

indices (t);

[4], ["kisprimek"], [4, 5], ["6t"], [xy]

entries(t);

['négy". [{2,3.5,7, 11}], ["negyvenst", [5], [9]

for ix in indices(t) do
printf ("A(z) %a indexhez tartozd bejegyzés: %a\n", 1ix, tlop(ix)])
> end do;

A(z) [4] indexhez tartozd bejegyzés: "négy"

A(z) ["kisprimek"] indexhez tartozd bejegyzés: {2, 3, 5, 7, 11}
A(z) [4, 5] indexhez tartozd bejegyzés: "negyvendt"

A(z) ["ot"] indexhez tartozd bejegyzés: 5

A(z) [x*y] indexhez tartozd bejegyzés: 9
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Téablak Ill.

Ha értékadas jobb oldalan téblanév szerepel, akkor a baloldali valtozé értéke erre a tablara vald
hivatkozas lesz.

tnew := t;
verify(t, tnew, 'table');
is (tnew=t) ;

tnew 1=t
true
true
t := sin(x);
eval (tnew) ;
t = sin(x)
sin(x)

Uj indexes valtozénevek elsé eléfordulasakor a Maple a valtozénévnek megfeleld (j tablat hoz
létre:

x[1] := valami;
type (x, 'table');

x1 := valami
true
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Rekordok I.

A rekord adattipus mas programozasi nyelvekbdl is ismerds lehet. A Maple belsé implementécié
modulokat hasznél.Lasd ?record.

Uj rekordokat a Record eljarassal hozhatunk létre. Az egyes mezok elérése a mezdnevekkel, a
rekordnév : -mezonév jeldléssel torténik. A max_record_depth Maple kernelopcié
befolyasolja, hogy milyen mélyen értékeli ki a rendszer a rekordokat.

r := Record('a' = "alma", 'b' = 33,
'belsorekord' = Record(ml = 13, m2 = true));
r:—-a;
r:-belsorekord;
r:-belsorekord:-ml;

r:= Record(a = "alma", b = 33, belsorekord = Record(_..))

"alma”
belsorekord
13
kernelopts (max_record_depth = 0): eval(r);
kernelopts (max_record_depth = 1): eval(r);
kernelopts (max_record_depth = 2): eval(r);
Record(...)

Record(a = "alma", b = 33, belsorekord = Record(_...))
Record(a = "alma", b = 33, belsorekord = Record(m1 = 13, m2 = true))
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Rekordok II.

Mit jelentek az alabbi értékadasok? Figyeljik meg az eredményeket.

s := Record('a' = Pixsqgrt(2), 'b' = "masodik");
t = s;

t:=b := "UJj masodik";

s:-a, s:-b;

t:-a, t:-b;

s := Record(a = n\2,b = "masodik")
1=y
b := "0j masodik"
72, ") masodik”
72, "tj masodik”
Rekordok egyenléségét a verify eljarassal tesztelhetjik.

7

verify(r, r, 'record')

r, s, 'record');

T, )
)

verify

7

t, 'record'

(
verify (
verify(s, t, 'record'

i

true
false
false
true
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Rekordok IlI.

A Record adattipus segitségével természetes médon definidlhatunk kiilénféle objektumokat,
példaul kéroket. S6t Uj Maple tipust is bevezethetiink, a neve legyen kor.

k1l := Record('kozeppont' = [0, 1], 'sugar' = 3);
k1 := Record(kozeppont = [0, 1], sugar = 3)

v

‘type/kor’ := 'record(kozeppont, sugar)';

type/kor := record(kozeppont, sugar)

terulet := (c::kor) ->(c:-sugar)”2 * Pi;
terulet (k1) ;
kerulet := (c::kor) -> (c:—-sugar) =* 2xPi;

kerulet (k1) ;

terulet := (c :: kor)— > ¢ : —sugar’Pi
o

kerulet := (c :: kor)— > 2¢ : —sugarn
6n
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Az utasitas I.

Ha utasitasok egy sorozatat csak bizonyos feltétel(ek) teljesiilése esetén akarjuk
végrehajtani, akkor feltételes utasitast hasznalunk. Ennek lehetséges alakjai:

if feltétell then utasitas1 £i;

if feltétel1 then utasitas1 else utasitas2 £i;

if feltétel1 then utasitas1 elif feltétel2 then utasitas2 .. .fi;

if feltétell then utasitas1 e1i f feltétel2 then utasitas2 . . .else utasitas fi;

A Maple sorra vizsgalja az utasitasban 1évé feltételeket, és amint talal egy t rue
logikai értékiit, végrehajtja a hozza tartozo6 utasitasokat. Ha egyik feltétel sem teljesiil,
azaz mindegyik értéke false vagy FAIL, akkor csak az el se utani utasitasok
hajtodnak végre, ha létezik az e1se ag.

A feltételekben barmilyen logikai kifejezés allhat, hasznalhatéak a relécidjelek ( <, <=
, >, >=, =, <> ), alogikai m{veleti jelek (and, or, not) és a logikai értékek (t rue,
false, FAIL).

Ha a then vagy az e1se utan csak egyetlen utasitas all, nem szilkséges utana a ;
vagy a : kitétele. A £1i kulcssz6 helyett end 1 f is irhatd, hasznaljuk inkabb ezt az
olvashatébb valtozatot.
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Az utasitas II.

A feltételes utasitasok alkalmazasara két egyszer(l példa: szamok maximuma és abszolut

értéke
restart;
a:= -10; b:=-2;
-10
-2
if a > b then a
else b
end if;
-2
if a < 0 then -a
else a
end if;
10
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utasitas Ill.

Bizonyos szimbolikus kifejezésekre a Maple nem tudta eldénteni a >, < vagy a = relaciok
teljeslilését. llyenkor segithetaz is (.. .) eljaras beiktatdasa. Néhany példa:

if sqrt(2) <= 0 then print ("Igen") else print ("Nem") end if;
if 3 < Pi then print("Igen") else print ("Nem") end if;

Error, c

nnot determine if this expression is true or false: 27 (1/2) <= 0
3 < Pi

> or false:

ot determine if t

Error, ca

if is(sqgrt(2) <= 0) then print ("Igen") else print ("Nem") end if;
if is(3 < Pi) and is(Pi < 4) then print ("Igen") else print ("Nem") end if;

Nem"
"gen®
Kif := Pi"3 - 373 + (33083/600)exp (1) "3/ (3-5%(7/2));
evalf (kif);
evalb (0 < kif);
is(0 < kif);
3083 ()
=274 s ———
600 31255
0.001036197
33083 (e')l
0<m-274 =

600 3-125+5
true
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Az utasitas IV.

Vigyazzunk a FATL logikai érték kezelésére!

Bval := FAIL;
if Bval then print ("Teljesililt a feltétel!") end
if not Bval then print ("Teljesiilt a feltétel!")

FAIL

Bval false;
if Bval then print ("Teljesiilt a feltétel!") end
if not Bval then print ("Teljesiilt a feltétel!™)

false
"Teljesult a feltétel!"

if;
end if;

if;
end if;
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A utasitas I.

A for ciklus utasitas egy utasitdssorozat ismételt végrehajtasat teszi lehetévé. A Maple két
tipusat haszndlja. Az els6 a ,from-to” (,tél-ig”) ciklus:

for ciklusvaltozoé from kezddérték by ndvekmény to végérték while logikaifeltétel do
ciklusmag od;

Hataséara a ciklusvaltozé minden lehetséges értéke mellett végrehajtédik a ciklusmag
utasitas(sorozat), amig a logikaifeltétel értéke t rue. A ciklusvaltozé értéke kezddérték-tol
kezdve névekmény Iépéskdzzel halad, amig értéke tul nem lépi a végérték-et.

Az utasitasbdl szinte minden, igy a for ciklusvaltozo, a £ rom kezdéérték, a by névekmény,
a to végeérték és a while logikaifeltétel rész is elhagyhaté. A ciklusmag is lehet Ures.
llyenkor a kovetkezé alapértelmezések szerint jar el a Maple:

ciklusvaltozé | Ures (,dummy”) valtozd
kezdéérték 1
névekmény 1
végérték infinity
logikaifeltétel true

A ciklusmagban hasznélhaték a next és a break utasitasok a ciklus adott futdsabdl, illetve a
ciklusbol val6 végleges kilépésre. Az od kulcsszé helyett end do is irhat6, hasznaljuk inkabb
ezt az olvashatdbb valtozatot!
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A utasitas Il.

A Maple szimbolikus lehetéségeit kihasznalva igy csindlhatunk egy ,altalanos” (szintaktikus
kategoriakkal folirt) for ciklusbol egy ,konkrét”, végrehajthaté parancsot:

restart;

for “ciklusvaltozdé® from “kezddéérték' Dby ‘novekmény' to végérték' do
‘ciklusmag’;

end do;

Error, increment of for loop must be numeric

“ciklusvaltozd® := i: ‘kezdbéérték®w := 1:

‘névekmény’ 1: “végérték’ = 3:

‘ciklusmag® 'printf ("Helld vilag! ")':

for “ciklusvaltozdé® from “kezddérték' Dby ‘novekmény' to ‘végérték' do
‘ciklusmag’;

end do;

Hell6 vilag! Hell6 vilag! Hell6 vilag!

Az el6z6 értékadasokkal tulajdonképpen az alabbi ciklus utasitast adtuk meg:

for i from 1 to 3 by 1 do
printf ("Helld vilag! "):
end doj;

Hell vilag! Hell6 vilag! Hell6 vilag!
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utasitas Ill.

irjunk olyan ciklust, amely kiitja az els6 k darab primszamot. It az n ciklusvaltozét
L2automatikusan” kezeli a Maple, nincs szlikség kezdéérték, ndvekmény és végérték

megadasara.
k := 10: numprimes := 0:
for n while numprimes < k do
if isprime(n) then print(n); numprimes := numprimes +1;
end if;
end do;
2
3
5
7
11
13
17
19
23
29
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A utasitas IV.

irjunk olyan ciklust, amely sorban kiprébalja az egész n-ekre 0-t6l 39-ig, hogy n? + n + 41
primszam-e (,hamis” primszam formula).

for n from 0 to 39 do
printf( "%d:%a ", n”2+n+41, isprime (n”2+n+41) ):
end do;

41l:true 43:true 47:true 53:true 6l:true 7l:true 83:true 97:true 113:true
131l:true 151:true 173:true 197:true 223:true 251l:true 28l:true 313:true
347:true 383:true 421:true 461l:true 503:true 547:true 593:true 641l:true
691:true 743:true 797:true 853:true 91ll:true 97l:true 1033:true 1097:true
1163:true 1231:true 1301l:true 1373:true 1447:true 1523:true 1601l:true

No de meddig lesz ez igaz? Egy megfelelé whi le feltétel beiktatasaval megtudjuk abbdl, hol
allt le a ciklus. Ehhez még ciklusmag sem kell.
A ciklusvaltozé végértékébdl latszik, hogy n = 40 esetén mar nem ad primet a fenti formula.

for n from 0 while isprime( n”2+n+41 ) do end do;

n; n”2+n+41; ifactor(%);

40
1681
41%
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A utasitas V.

A ciklusutasitas masik alakja az un. ,in" ciklus, amelyben a ciklusvaltozé egy Maple objektum
(tipikusan lista vagy sorozat) elemein fut végig. Alakja:

for ciklusvaltozd in objektum while logikaifeltétel do ciklusmag od;

for i in [1,sqgrt(2),"barack"] do printf("i értéke: %a\n",i) end do;

i értéke: 1
i értéke: 27(1/2)
i értéke: "barack"

for i in x*3-3sx+sin(x) do printf("i

i értéke: x"3
i értéke: -3xx
i értéke: sin(x)

alma" c

for i in

,i) end do;
i értéke: "a"
i értéke: "1"
i értéke: "m"
i értéke: "a"

Az op fliggvénycsaladdal is ,szimulalhatunk” ilyen ciklusokat:

L := [1,sqrt(2),"barack"]: for i to nops(L) do tf("i értéke: %a\n", op(i,L)) end do;

i értéke: 1
i értéke: 27(1/2)
i értéke: "barack"
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Futasidé mérése

A futdsidé (CPU id6) mérésére a t ime fliggvényt hasznalhatjuk. Ha csak egyetlen Maple
utasitas végrehajtasi idejére vagyunk kivancsiak, adjuk meg a t ime fi
argumentumakeént. llyenkor nem irja ki a Maple az utasitas outputjat. Az idémérést
célszer{i mindig egy r rt utan kezdeni, hogy kikiiszoboljik a Maple cache
mechanizmusanak torzité hatasat. Lasd 2t ime.

ifactor (27222+17);

(3)* (15056187426283239336481) (217163381) (10290476271139733129094424397)

time (ifactor (27222+17));
6.151
Hosszabb utasitassorozat esetében az elején és a végén hivjuk a t ime fliggvényt, és a

két idépont kiilonbsége adja a (masodpercekben mért) végrehajtasi idét. Az utasitasokat
kettésponttal zarjuk (nem kérlink outputot), mivel ez is sok idét vihet el.

k=1.

vegre

8.731
vegrehajtasi_ido = 6.200
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Eljarasok .

Az ismétlodd, tébbszor végrehajtandd szamitasi feladatokat mas nyelvekhez hasonléan Maple
eljarasokként adhatjuk meg.

Az eljarasok definidlasanak szintaxisa alabb lathat6 (a 1ocal, global, options,
description, uses sorok barmelyike hianyozhat, a paramétersorozat is lehet Ures
paraméter nélkili eljarasoknal). A sorok végén allhat ; is.

eljarasnév : = proc (paramétersorozat)
local névsorozat:

global névsorozat:

options névsorozat:

description sztring:

uses névsorozat:

utasitassorozat:

end:

A paramétersorozat adja meg az eljaras formalis paramétereit. A lokdlis, illetve globalis valtozék
megadasa nem koételezd, de ajanlott (a Maple egy beépitett algoritmus szerint maga donti el,
mely valtozdkat tekinti lokalisnak, illetve globalisnak).

Az eljarasoknak mindig van visszatérési értékik: ez alapesetben az utolsé végrehajtott miivelet
eredménye. Ha mas visszatérési értéket szeretnénk, akkor a

return kifejezés

utasitast kell hasznalnunk. Ez az eljaras futdsat megszakitja, s a megadott kifejezés értékével
tér vissza. Az eljarast zar6 end helyett end proc is irhatd, haszndljuk inkabb ezt az
olvashatdbb véltozatot!
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Eljarasok II.

Mas programozasi nyelvekhez hasonléan az eljarasokban definialhatunk lokalis valtozokat. Ha
a lokalis valtozoknak értéket adunk az eljaras hivasakor, ettél még az azonos nevii globalis
valtozok értéke nem valtozik, s6t ezeket el sem érhetjik az eljaras kédjanak futasa kdzben,
Loelllrél”.

Nézziik meg, hogyan kezeli a Maple a g globalis valtozét és a 1ocaldemo eljaras g lokalis
valtézojat.

A lokalis valtozok deklaralasakor rogton kezddértékeket is megadhatunk nekik, ezt tettiik a h
valtozéval.

g := "vadalma";

localdemo := proc( )
local g, h := Pi:
g sqrt (2);
print (g, h):
return g:

end proc:
s := localdemo();
gi
g :="vadalma"
V2. n
s:=12

"vadalma"
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Eljarasok Il1.

irjunk a faktorialis fiiggvényt definialé két Maple eljarast, egy ciklikusat és egy rekurzivat.

factl := proc(n)
local prod, i;
description "factl: az n szam faktoriédlisat meghatdrozd eljéras":

prod := 1;
for i from 2 to n do
prod := prod * 1
end do;
end proc:
fact2 := proc(n)

description "fact2: az n szam faktoridlisdt meghatdrozd eljaras":
if n = 0 then 1 else n » fact2(n-1) end if
end proc;

factl(4);
fact2 (5);

24
120
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Eljarasok IV.

Az eljarasok fejében a description utdn megadott leirast és az eljaras paramétereit adja
vissza a Describe eljaras.

Describe (factl);

factl: az n szam faktoridlisat meghatdrozd eljaréas
factl( n )

A Maple legnagyobb kdzds 0szt6t szamold beépitett gcd eljarasat is lekérdezhetjik.

Describe (gcd) ;

gcd( aa, bb, cofa::name, cofb::name )
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Eljarasok V.

Mi torténik, ha a faktoridlist szamité valamelyik eléz6 eljarasunkat ,hibas" vagy
Lertelmetlen” értékkel hivjuk meg?

factl(sin(x));

Error, (in factl) final value in for loop must be numeric

or character

irjunk olyan fact 3 eljarast, amely bemend paraméterének tipusat vizsgalva
igyekszik ezt a hibat kiker(ini.

Eljarasok futasa kdzben hibalizeneteket az e rror utasitas végrehajtasaval
irathatunk ki. Hatasara megszakad az aktudlis utasitdssorozat végrehajtasa, és a
vezérlés ,egy szinttel féliebb” keriil. Legegyszer{ibb valtozataban csak a
hibalizenetnek megfelel6 sztringet kell megadni.

Ha meg akarjuk jeleniteni az eljarashivas paramétereit is, a 31, %2, ... jeldléssel
hivatkozhatunk rajuk. Lasd ?error. Néha a Maple ,magatél" is végrehajt ilyen
utasitasokat, ha valamilyen futasi hiba Iép fol.

Figyelmeztetéseket a WARNING eljarassal adhatunk meg, ekkor nem szakad
meg a végrehajtas.
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Eljarasok VI.

= proc(n)
al prod, i;
ription "f
if not type(n, posint) then

%1, de a fliggvény csak pozitiv e

3: az n szam faktoridlisat m ratdrozé eljaras":

szamolja.

szamok faktor

"(in fact3) Az n = %1 szam elég nagy, j6l meggondolta?!",n):

prod := 1:
for i from 2 to n do prod := prod * i end do:

end proc:

fact3(4);
24
fact3(sin(x));
Error, (in n = sin(x), de a 7 egész szamok faktorial
fact3(-11);
Error, (in fact3) n = -11, de a ktoridlisat szamolja.

fact3(51);

Warning, (in fact3) Az n = 51 szé&m elég nagy, j6l meggondolta?!

1551118753287382280224243016469303211063259720016986112000000000000
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Eljarasok VII.

Az el6z6 problémakat még elegansabban, a formalis paraméterek és a visszadott érték
tipusanak megadéaséaval is kezelhetjik. A paraméternév : : tipusnév specifikacioval
megadhatjuk, hogy az eljaras hivasakor az adott paraméter értéke milyen tipusut lehet. A
lehetséges tipusmegadasokat a Helpbdl kereshetjik ki: 2t ype

> fact4 := proc(n::posint) ::posint:
> if n =1 then 1 else n x fact3(n-1) end if
> end proc:

factd (4);
fact4 (sin(x));
factd (-11);

24

Error, invalid input: fact4 expects its 1lst argument, n, to be of type
posint, but received sin(x)

Error, invalid input: fact4 expects its lst argument, n, to be of type
posint, but received -11
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Eljarasok VIII.

Készitslink a Pascal-haromszdg sorait kiir6 eljarast. Hasznaljuk fol, hogy a Maple tartalmazza a
binomial eljarast: binomial (i, 3) az (;) binomilis egyitthatét adja vissza.

pascal := proc(m::nonnegint , n::nonnegint) ::NULL:
local 1, 7J;
option Copyright = " Virdgh Janos, 2014":

description "A Pascal haromszdget kiird eljaras":
for i from m to n do
seqg( binomial (i, j), j=0..1i );
print (%) ;
end do;
end proc:

pascal (0,2);

pascal (4,6);

1,4,6,4,1
1, 5,10, 10, 5, 1
1,6, 15,20, 15,6, 1
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Eljarasok IX.

Vajon milyen operandusai vannak a pascal eljardsnak? Mit tudhatunk meg az op
flggvénycsalad segitségével? Az alabbi hivasnal az egyes operandusokat a [ ] listazardjelbe
tettiik, hogy jobban latsszanak azok is, amelyek most NULL értékliek. Az eljarasok op
paranccsal visszakaphaté egyes részkifejezései:

0.
. paraméter lista

. lokdlis valtozok listaja

. opciok

. remember tabla (lasd késdbb)
. description

. globdlis valtozok listaja

. belsd lexikalis tabla

8.

NOoO oA WN =

a procedure tipusnév

a visszaadott érték tipusa

Tovabbi részletek: 2proc

nops (eval (pascal));
seq([op(i,eval (pascal))], 1=0..nops (eval (pascal)));

[procedure], [m :: nonnegint, n :: nonnegint], [i, j], [Copyright = " Viragh Janos, 2014"],[],

["A Pascal haromszoget kiir6 eljaras"], [],[], [NULL]

Viragh Janos



Modulok
Csomagkészités

Eljarasok X.

Kévetkez6 példankban a Heron-képlet szerinti kdzelitd gydkvoné algoritmust implementélunk.
Figyeljuk meg az eljaras kilonb6zo hivasainak eredményét. A visszaadott érték tipusa az input
tipusatdl flgg.
mysqgrt := proc(x::numeric)

local r, 1i:

r = X:

for i to 5 do r := (r*r + x)/(2xr) end do;

return r:
end proc:

mysqrt (2) ;
evalf (%)

i

886731088897
627013566048
1.414213562

mysqgrt (2.0);
1.414213562
mysqgrt (P1)

Error, invalid input: mysqrt expects its 1lst argument, x,
to be of type numeric, but received Pi
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Eljarasok XI.

Aprintlevel egész értékii rendszervaltozo értékének megndvelésével részletesebb informaciokat
kapunk a Maple utasitasok végrehajtasa kozben.

=20

1.414213562

Ejarésaink kédjaban a t race opcid asd é T o (Hasonlé
eredményre vezetaprintlevel := 6 értékadas.)

A Maple tovabbi, interaktiv nyomkovetési eljarasokat is tartalmaz, lasd 2deb
foglalkozunk.

, de ezzel nem

or i

end do;

proc:
rt_tr(2.0);

416666666
414215686
414213562
= 1.414213562

1.414213562

Viragh Janos



Tablak és rekordok
Maple

Modulok
Csomagkészités

Eljarasok XII.

A Fibonacci sorozat szokasos rekurziv kiszamolasakor az ismétlédd rekurziv hivasok miatt egy
Ujabb tag kiszamitasa majdnem dupla annyi ideig tart, mint az el6z6é. Ezen segithetiink, ha a
remember opcidval azt kérjik, hogy az eljaras tarolja minden korabban kiszamolt tag értékét
az eljaras ,remember tablajaban”. Ezt hasznaljuk ki az eljaras £ ibr nevl valtozataban. A tablak
tartalmat szikség esetén torolhetjlk, lasd 2 forget.

restart;

fib := proc(k::integer) ::integer;
if k =0 or k =1 then 1
else fib(k-1) + fib(k-2)
end if

end proc:

seq(time (fib(k)),k=20..30);

0.021,0.035,0.062,0.096,0.157,0.256, 0.408, 0.664, 1.074, 1.764,2.785

fibr := proc(k::integer) ::integer;
option remember:
if k = 0 or k =1 then 1
else fibr(k-1) + fibr(k-2)
end if:

end proc:

> seq(time (fibr (k)),k=20..30);

0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.
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Eljarasok XIlII.

A Maple tébb olyan specidlis rendszervaltozét hasznal, melyek az éppen futé eljarasokrol
tartalmaznak informéciét. A procname valtoz6 az éppen futé eljaras nevét tarolja. Az args
nev({i rendszervaltozo segitségével érhetjiik el az eljaras hivasakor megadott 6sszes aktudlis
paraméterbdl all6 kifejezéssorozatot. A hivaskor megadott paraméterek szamat az nargs
valtoz6 tarolja. igy olyan eljarasokat is irhatunk, amelyek valtozé szama paraméterrel hivhatok.

sumproc := proc( )
if 0 then error "Legaldbb
1 and type(args[l], “+') then [op(args([1l])]

2 then args[l] + args[2]
else WARNING(" (in sumproc) Nem értem..."); print(args);
end if:
end proc:

sumproc (xA2-2+x-sin (x)) ;
[¥2, —2x, —sin(x)]

sumproc (x-2, cos(z));

x =2+ cos(z)

sumproc (max (a, b)) ;

Warnir (in sumproc) Nem értem...

max(a, b)

sump

oc();

Error, (in sumg

Legalé
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Eljarasok XIV.

Az ifactor eljaras egész szamok primtényezékre bontasat végzi. Vajon hogyan miikédik?
Prébaljunk meg a Helpen til tovabbi informéaciokat kérni a rendszertél.

restart;
ifactor (2723+7);

(3)(5)(79)(7079)

Describe (ifactor);
ifactor( n )

print (ifactor);

proc(n)...end proc

eval (ifactor) ;

proc(n)...end proc
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Eljarasok XV.

Ett6l nem lettiink sokkal okosabbak... Az interface eljarassal a verboseproc
rendszervaltozd értékét megndvelve mar ,mindent” elarul a Maple. (A hosszU
programlistanak csak az elejét mutatjuk.)

interface( verboseproc=2 );

print (ifactor):

proc (n)

local sol, r, tl;

global “ifactor/bottom;

option remember, system,

‘Copyright (c) 1991 by the University of Waterloo. All rights reserved.';
if nargs < 1 then error "argument required"

elif 1 < nargs and not type(args([2], 'name') then
error "second argument must be a name"
end if;
if type(n, 'integer') then
if 0 < n then sol :=1; r :=n
elif n < 0 then sol := -1; r := -n
else return 0
end if
elif type(n, 'fraction') then return
procname (op(l, n), args[2 .. -1])/procname(op(2, n), args[2 .. -1])

elif type(n, {''x°', 'list', 'set', 'relation'}) then
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Eljarasok XVI.

A showstat eljards a verboseproc értékétdl fuggetlenll az 1print eljards outputjanak
megfeleld 1D formatumban irja ki az eljaras kodjat. Ha

showstat (eljarasnév, kezddsor. .végsor)

paraméterekkel hivjuk, akkor csak az adott kezddsortél a befejez6 sorszamig irja ki a részletes

eljaraskodot.
showstat (ifactor, 1..4);
ifactor := proc(n)

local sol, r, tl;
global ‘ifactor/bottom’;

1 if nargs < 1 then
2 error "argument required”

elif 1 < nargs and not type(args[2], 'name') then
3 error "second argument must be a name"

end if;

4 if type(n,'integer') then
eli‘f'type(n,'fraction') then
eli‘f'type(n,('\*\', 'list', 'set', 'relation'}) then
eli‘f'type(n,‘”) and type (op(2,n), 'integer') then
eli'f'type(n, ("*') ('integer')) then
else
end if;

end proc
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Eljarasok XVII.

A —> nyil operétorral felirt fliggvények valéjaban a Maple eljarasok
option ope
opciokkal definialt specidlis esetei. Az alabbi £1 és £2 fliggvények — a kiilonbz6 megadas
ellenére — ekvivalensek. Ez latszik a showstat eljaras listaibdl is.

“or, arrow

option op
sin(x) +
end proc;

true
true

fl := proc(x)

1 sin(x)+1
end proc
£2 := proc(x)

1 sin(x)+1
end proc
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Modulok |I.

A module a Pascal nyelvbdl ismerthez hasonlé fogalom, ésszetartozo, elnevezett elemek
kollekcidja. Lasd 2module. Az alabbi példa — az objektumorientalt programozas szellemében —
a ,téglalap” fogalmanak megfeleld egyszeri modult implemental. A témorebb kéd miatt az
exportalt valtozéknak rogton kezddértéket is adunk, és beillesztjiik a modul révid leirasat.

teglalapl := module ()

usag:=6, szelesseg:=5;

export hoss
description "téglalapot
end module:
\begin{minp}
D

implementaldé modul";

ribe (teglalapl);

#téglalapot implementalé modul
module teglalapl:

hosszusag: :integer = 6

szelesseg::integer = 5

A modul exportalt elemei a : - jel6léssel vagy a [ | szelekciés operéatorral érhetdk el.

teglalapl :- szelesseg, teglalapl[szelessegl];
teglalapl :- hosszusag, teglalapllhosszusagl;
55
6,6
teglalapl :- szelesseg
teglalapl :-hosszusag := teglalapl :-hosszusag + 4;

szelesseg := 4
hosszusag := 10
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A modulok lokalis valtozdikban tarolhatjak bizonyos adataikat, ezeket kiviilrél nem lehet
kozvetlendl elérni, médositani.

teglalap2 := module ()
export hosszusag
local elozo_terulet;

5, teruletfv;

elozo_terulet := hosszusag x szelesseg;
teruletfv := proc()
local t;
t := hosszusag * szelesseg;
if t < elozo_terulet then printf ("Osszementem, az Uj teriiletem: %d\n",t)
elif t > elozo_terulet then printf ("Megnéttem, az uj teriiletem: %d\n",t)
else printf ("Semmi véltozas, a tertiletem: %d\n",t)

end if;

elozo_terulet := t:

NULL: # ez a triikk csak azért kell, hogy ne irja ki kétszer a terililetet...
end proc:

end module:
teglalap2:-teruletfv();
Semmi valtozds, a teriiletem: 20

> teglalap2:-hosszusag := 100:
> teglalap2:-teruletfv();

Megnéttem, az Uj tertiletem: 500
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Modulok IlI.

Létrehozhatunk modulokat general6 eljarasokat is. Az ujTeglalap eljaras minden hivasakor
egy Uj téglalap modult ad vissza. Megirhattuk volna igy is:

... m := module() ... end modu
de az alabbi kéd rovidebb.

return m: end proc:

ujTeglalap
module ()
export hosszu

t

end module:

szelesseg:=s, teruletf
*

hosszusag szelesseg end pro

end proc:
teglalap3 := ujTeglalap(8,4);

teglalap3 := module() export hosszusag, szelesseg, teruletfv; end module
teglalap3 teruletfv();

32

hosszusag := 10

:— teruletfv();

40
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Mint a 10. Eldadasban is emlitettiik, a Maple kernel alapfunkcidin tul a rendszer
Osszes tovabbi ,tudasa” a Maple sajat nyelvén megirt, és a hatékonyabb elérés mi-
att Maple kényvtarakba (1ibrary) 6sszegyljtott Maple csomagokon (package)
alapul.

A csomagok elkészitésének technikai hattere az iddk soran tdbbszor valtozott, a
Maple Ujabb véaltozataiban a csomagok specialis modulok, 1asd

module, package. Erre rovidesen visszatériink.
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A ,régi” modszer szerint sajat csomag létrehozasahoz csak egy Ures tablara van
sziikséglink; ebben definidljuk (j eljarasainkat/fliggvényeinket.

x->sin(x) + sin(2#x):
(x),abs (y)) :

(x,y) ->min (ak

ujcsomagl [£ib] := proc(n) if (n = 0 or n = 1) then 1
else ujcsomagl[fib] (n-1) + ujcsomagl[fib] (n-2)
end if

end proc:

> print (ujcsomagl) ;

table([absmin = ((x,y) — min(|x], |y])), duplasin = (x — sin(x) + sin(2x)). fib = proc(n)
if n=0o0rn=1then 1 else ujcsomag1[fib])(n — 1) + ujcsomag1[fib](n — 2) end if end proc])

ujcsomagl [duplasin] (Pi/5), ujcsomagl[absmin] (-4, 3), ujcsomagl[fib] (5);

2.
sin (%) + sin (?ﬂ) 3,8
Az ujcsomagl nevii csomag még csak a memoériaban van definidlva. De mar

ugyanugy hasznalhatjuk, pl. bet6lthetjiik a with paranccsal, mint a Maple sajat
csomagijait.

somagl) ;
n(Pi/5),

min (-4, 3), fib(5);

[absmin, duplasin, fib]

sin(g)Jr sin(zsi). 3.8
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Az elkészilt csomagot a save paranccsal elmenthetjik; a fajl neve egyezzen meg a csomag
nevével, azaz a tabla neve legyen.

A libname kdrnyezeti valtozé tartalmazza az elérhet6 kdnyvtarak Gtvonalat. Ehhez adjuk
hozza a sajat csomagot tartalmazé kényvtarunk utvonalat.

Ezutadn mar ebben a kényvtarban is keres a Maple csomagok betéltésekor, vagyis csomagunk
pontosan ugy hasznalhaté, mint a tébbi ,gyari” Maple csomag.

save (ujcsomagl, "/home/viragh/Maple/ujcsomagl.m") ;

restart;
libname;
libname:=libname, "/home/viragh/Maple";

"/opt/maple17/lib","."
libname := "/opt/maple17/lib",".", "/home/viragh/Maple"

with (ujcsomagl) ;
duplasin(Pi/5), absmin (-4, 3), fib(5);

[absmin, duplasin, fib)

2
sin(%) + sin(?ﬂ), 3,8
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A Maple Ujabb valtozataiban a csomagok készitésének ajanlott médja modulok hasznélata a
package opcidval (lasd ?package, module).

irjuk meg igy az el6z6 ujcsomagl-gyel Iényegében azonos tartalmi ujcsomag2 csomagot. A
csomag exportalt elemeit a moduloknal szokésos [ ] vagy : - jeléléssel érhetjik el.

ujcsomag2 := module ()
export duplasin2, absmin2, fib2;
option package;
duplasin2 := x —> sin(x) + sin(2xx):
absmin?2 B (x,y) —> min(abs(x), abs(y)):
fib2 := proc(n)
if (n = 0 or n = 1) then 1
else ujcsomag2[fib2] (n-1) + ujcsomag2[fib2] (n-2)
end if
end proc:
end module:

ujcsomag? [duplasin2] (P1i/5), ujcsomag2[absmin2] (-4, 3), ujcsomag2[fib2] (5);
ujcsomag?:-duplasin2 (Pi/5), ujcsomag2:-absmin2 (-4, 3), ujcsomag2:-fib2(5);

2.
ﬂn(g)ﬁfﬂn(T;),S,S

2.
ﬁn(g)+fﬁn(7;),3,8
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A savelib eljarassal az elkészilt modulbdl rogtdén .m1a kiterjesztésli Maple konyvtarat
(Library) készithetlink, s kés6bb barmikor betdlthetjiik ebbdl a csomag eljarasait. Els6é
paramétere a csomag neve, a masodik az elkészitendé kdnyvtarfajl neve.

savelib ('ujcsomag2', "/home/viragh/Maple/ujcsomag2.mla") ;

restart;
libname;
libname:=1libname, "/home/viragh/Maple";

"/opt/maple17/lib","."
libname := "/opt/maple17/lib",".", "/home/viragh/Maple”

with (ujcsomag?2);
duplasin (Pi/5), absmin (-4, 3), fib(5);

[absmin, duplasin, fib]

2;
ﬁn(%)%—ﬁn(?g),S,S
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A Maple tartalmaz egy package nevi adattipust, lasd >t ype, package. Ezt félhasznalva
vizsgéalhatjuk, hogy egy név valéban csomag neve-e.

Az éppen betdltétt csomagok listdjat a packages eljaras adja. Az unwith eljdfrds a with
sinverze”, térli a memdéridbdl a megadott nevl, a with-del korabban betdltétt csomagot.

A with csak a legfelsd szinten, a Maple interaktiv hasznalatakor alkalmazhaté. Eljarasok,
modulok, stb. kédjan bellll a use kulcsszé utan adjuk meg, hogy az illetd eljaras milyen
csomagokat kivan hasznalni — ennek hatasa lényegében megegyezik a with parancséval.

type (ujcsomag2, 'package');
type (plots, 'package');
type (Plots, 'package');
packages () ;

true
true
false

[ujcsomag2)

unwith (ujcsomag2) ;
packages () ;

(]
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