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Eloszdé

Ez a jegyzet Gyo6ri Istvan professzor kordbbi eléadésai és a sajit mostani, a Szent-Gyorgyi
Albert Orvostudoményi Egyetem Gydgyszerésztudoményi Karén az els8 éves gydgyszerészhall-
gatok szdmdra tartott eléadasaim alapjdn késziilt. A tantdrgy céljdnak megfelelden, a jegyzet

- tartalmazza azokat a matematikai alapfogalmakat és médszereket, amelyekre a hallgatéknak
‘munkéjuk sordn varhatéan sziikségiik lesz. Igyekeztem az absaztrakt eljdrdsokat minél érthetSb-
ben megfogalmazni, alkalmazdsokkal illusztrdlni. A jegyzet 180 4brat tartalmaz, és 103 példa
segiti az elmélet megértését, utal a lehetséges altaldnositasokra és nehézségekre.

A jegyzet lényegében két {6 részre tagolédik. Az elsd rész (1. fejezet) tartalma néhdny
pont kivételével a kizépiskolai tananyagbdl ismert. Az alapismeretek tomor sszefoglaldsdval el
kivénjuk keriilni a kézépiskolds tankényvekre valé allandd hivatkozdst. Attekintjiik a valds sz4-
mok, a halmazok legfontosabb tulajdonsdgait, a fiiggvényelmélet alapfogalmait, a legfontosabb
elemi fiiggvényeket és néhany grafikus eljrast.

A masodik részben (2-8. fejezetek) a differencial- és integrilszémitds elemeivel, azok leg-
fontosabb alkalmazdsaival foglalkozunk. Majd a tobbvaltozds fiiggvények fogalmat és néhany
tulajdonsagat targyaljuk. Végiil a differencidlegyenletek elméletébe nyidjtunk betekintést. Meg-
ismertetjiik az olvasét néhdny alapvetd differencidlegyenlettel.

Az olvasé késébbi munk4jit szeretném segiteni azzal, hogy a jegyzet bévebb, mint az el6ada-
sokon elhangzott és a vizsgdn szdmonkért anyag. Az A. Fiiggelékben taldlhaté néhany mélyebb
ismeretet add alapkényv. A C. fiiggelékben egy el8zetes vizsgatematikat bocsatunk a hallgatdk
rendelkezésére.

A jegyzet elektronikus fiiggeléke a tobb mint szdz szdmitégépes oktatdsi segédlet és minta-

feladat-{Mathematica=barm{rva), amelyek folyamatosan a hallgatésig rendelkezésére sllnak. A
Jjegyzet 4bréi a World Wide Web-n a http://www.dmi.szote.u-szeged.hu efmen is megtaldlhaték.

- A jegyzet Latex rendszerrel, az abrdk és grafikonok a Mathematica ! és IRIS Explorer %
rendszerekkel Silicon Graphics munkadllomdson késziiltek. Az abrak és kiegészitd szamitdgépes
anyagok az Alapitviany a Magyar Fels6oktatdsért és Kutatasért 776/94 sz. projekt és a FEFA
1608/4 sz. projekt 4ltal tdmogatott munka eredményei.

Szeretnék koszdnetet mondani Gyori Istvdn professzornak az alaptematika kifejlesztéséért
és javaslataiért, az oktatdsban résztvevd munkatdrsaknak és hallgatéimnak az stletekért és a
hibavaddszatért. Végiil szeretném megkdszonni Dr. Laszlé Zoltdn és Dr. Hajtmann Béla gyors,
igen alapos szaklektori munk&jit valamint tdmogatd és elgondolkodtaté megjegyzéseit.

Szeged, 1996 oktdber

Dr. Karsal Janos

- 1A Mathematica a Wolfram Research védjegye.
2Az IRIS Explorer a Silicon Graphics védjegye.
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1. ALAPISMERETEK ATTEKINTESE

1. Alapismeretek Attekintése

1.1. Halmazok és tulajdonsdgaik

A nyelvek szadmos sz6t hasznalnak csoportok, azonos vagy hasonld tulajdonsigi egyedek soka-
sdgénak jelolésére. A nép azonos nyelvet beszéld, azonos kultirajd, tébbnyire egy teriileten é16
népcsoport. Az iskolai osztély azokat a tanuldkat jelsli, akik egy csoportban, egyiitt jarnak
orakra. _

A matematikdban pontos meghatdrozas sziikséges. Dolgok, objektumok egyértelmden meg-
hatdrozott 5sszességét, sokasdgdt halmazoknak nevezziik. Az egyértelm(iség azt jelenti, hogy
egy objektumrdl eldénthetd, hogy az adott halmazhoz tartozik-e.

Egy halmaz adott, ha megadjuk azt a szabélyt, eljarast, amely elddnti, hogy egy adott egyed
a halmaz eleme-e, Egy halmazt meghatérozé szabaly lehet az elemek felsoroldsa (ha lehetseges)
az elemeket megads eljiras leirdsa képlettel, vagy tetszéleges més (pl. grafikus) eljirds, ami az
elemek azonos{tdsat biztositja.

A halmazokat altaldban nyomtatott nagybetiivel jelsljiik pl. A4,B,C, vagy az elemeket ill. a
szabalyt kapcsos zardjelek kozstt adjuk meg. A halmazhoz tartozd egyedeket, objektumokat a
halmaz elemeinek nevezziik. He a eleme az A halmaznak, akkor azt a € A jelole.

1.1. Példa. A= {1,2,3,4} az egy, kettd, harom és négy szamokbdl 4llé6 halmaz.
1.2. Példa. B = {piros, z6ld, kék} szinek halmaza, de nem az &sszes szin halmaza.
1.3. Példa. C = {z: z* > 2} azon szdmok halmaza, amelyek négyzete 2-nél nagyobb.

1.4. Példa. A barna haji n8k sokasdga pontosabb meghatérozds hidnydban nem halmaz, mert
példaul a sz6késbarna szin megitélése igen szubjektiv lehet.

1.5. Példa. A 200 éves él6 emberek sokasiga halmaz, a tulajdonsdg meghatarozdsa egyértelmii.
Legfeljebb a halmaznak nincs egy eleme sem, mert valdszinfileg nem taldlunk ilyen idés é15
embert.

Azt o halmazt, amelynek nines eleme, lires halmaznak nevezzik. Jelolése: (.

*U” az dsszes objektum halmaze, az alaphalmaz, univerzum. Ennek megvélasztésa fiigg
természetesen attdl, hogy objektumoknak mely korét vizsgaljuk. Emberek esetén az osszes ember
(é18) halmaza, szdmok esetén az egész szamok, valds szdmok vagy a komplex szamok halmaza
is lehet univerzum az alkalmazdstél fiigg6en.

A halmazok jelslésére igen j6! bevaltak a Venn-diagrammok, ahol egy amorf alaki zart gérbe
(lehet szabélyos is) 4ltal kérbezart tartomdny egy halmazt jelent.

Ha az A és B halmaz elemet azonosak, akkor a két halmaz egyenlé A = B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha az A minden eleme a B halmaznak is eleme.
Ennck jelslése: A C B. He A C B, és B halmaznak van olyan eleme, amely nem eleme az A
helmaznak, akkor A valédi része B-nek, formalisan A C B.




1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

1.6. Példa. A nék halmaza valddi része az emberek halmazéanak.
1.7. Példa. A baktériumok halmaza valddi része az él8lények halmazinak.
1.8. Példa. {z:z#0}={z:2®#0}

Legyen U az alaphalmaz, és legyen A egy valddi részhalmaza. Az alaphalmaz elemet két
csoportra oszthatok: amelyek elemei A-nak és amelyek nem elemei A-nak.

Azon objektumok halmazdi, amelyek nem tertoznek A-hoz, ez A komplementerének ne-
vezzik. Jelolése A = {z :z ¢ A}. Altaldban elfogadott a A° jelslés is.

Y

1.9. Példa. A pozitiv szamok halmazdnak ({z € R : z > 0}) komplementere az a nempozitiv
szamok halmaza ({z € R : z < 0}).

1.10. Példa. Ha U ={1,2,3,4,5} és A= {2,4}, akkor A = {1,3,5}.
1.11. Példa. Az influenzas emberek halmazdnak nem komplementere az egészséges emberek
(tiinetmentes ?) halmaza.

1.1.1. Miiveletek halmazokkal

Legyenek A és B adott halmazok. Az A és B egyesitése (unidja) tartaelmazza ezokat az
objektumokat, amelyek az A vagy B halmazok legaldbb egyikének elemei. Jelslése

AUB={a:a€ Avagy e € B}.

Az A és B halmazok metszete, kozds része azon objektumok halmaze, amelyek A-nak és
B-nek is elemed. Formalisan:

AnB=/{a:(a€ A)és (a € B)}.
A B A B
AUB z z ANB 7
1.12. Példa. Ha A a 10 éves fidk, B a 10 éves lanyok halmaza, akkor AU B a 10 éves gyerekek
halmaza.

1.13. Példa. HaA={z:1<x<2}é B={x:1.5<c < 3} akkor
AUB={z:1<z<3}és ANB={z:15<z <2},
1.14. Példa. {1,2,3,4}n{3,5,6} = {3}.
1.15. Példa. {1,2}n{3,4}=40.

Hoe ANB =0, { A és B metszete iires halmaz), akkor az A és B halmazokat diszjunkt
halmazoknek nevezzik.
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A fentiekhez hasonldan definidlhatjuk tetszdleges szdmu halmaz egyesitésél és metszetét:

U A; = {a: a € A; :legaldbb egy i-re},
i

{1Ai={a:a€ A : minden i esetén}.

A két halmaz killonbségét az
A\B={a:a€ A és a¢ B}
dsszefiggéssel definidljuk, azaz A\B halmaz A azon elemeit tartalmazza, melyek nem elemei

B-nek.
A B

ANEB

Gyakran dsszetévesztik az AU B halmazt a
AAB={a: vagy ac€ Avagy a€ B, dea¢ AN B}
halmazzal, amelyet az A és B halmazok szimmetrikus kiilsnbségének nevezink.

A B

ANEB

Az aldbbiakban felsorolunk néhdny tulajdonsigot, melyek vagy nyilvdnvaldak, vagy a Venn-
diagramok felhasznéldsival szemléletesen belathatok:

And =9, ANU = A, Aud=A4, AuU=U.

Ha AC B, akkor ANB=A és AUB=B.
Tovabba
A\B = A\(An B), AAB = (A\B)u (B\4),
ANBcCA, AcC Au B.

Nyilvinvaléan A\B és AN B diszjunktak, és
{A\B)U (AN B) = A.
Az egyesités és metszet disztributivak egymdsra nézve:

ANn(BuC)=(AnBYU(AnC)

AU(BNC)y=(AUB)N(AUCQC).

A komplementer halmazokra néhiny érdekesség:

¢=U, T=8, AUB=AnNB, AnB=AUB.
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1_.2. A valds szamok

A halmazok kozott a szamhalmazoknak kiemelt szerepiik van. Az
N ={1,2,3,4,5,.. .}
halmaz a természetes szdmok, pozitiv egész szdmok halmaza. Az egész szdmok halmaza
I={0,+1,%2,43,...,},

ésraciondlis szimoknak nevezzik a p/q torteket, ahol p, q egész szdmok. A p a tort szamlaléja,
g a nevezdje:

Q={§=p,qé I,q+# 0}.

Irraciondlis szimoknak nevezzik azokat a szdmokat, amelyek nem dllithatdk elé egész szdmok
hdnyadosaként. Ilyen példaul a /2.

1.1. Megjegyzés. Tizedes tort alakban a raciondlis szdmok véges vagy végtelen szakaszos
tizedes tértek, az irraciondlis szdmok a végtelen nem szakaszos tizedes tortek. A tizedes tértes
értelmezésbdl adédik, hogy minden irraciondlis szdm tetszdleges pontossiaggal megkszelithetd
racionalis szamokkal, azaz raciondlis szdmok hatérértékeként dllnak el8 (lasd a 2. fe_]ezetet)
Példaul a n-t kozehthet_]uk a 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... szamokkal.

A szimegyenes

A valés szdmok és az egyenes pontjai egyértelmilien megfeleltethet8k. Tekintsiink egy egye-
nest, amelyen rogzitjiik 2 0 pontot. Innen jobbra felmérve egy adott {egység) tdvolsdgot kapjuk
az 1 pontot. Ezt a tdvolsdgot végtelenszer jobbra felmérve kapjuk a pozitiv egész, balra felmérve

"o

a negativ egész szdmokat. A ¢ nevezdjli térteket kapjuk (¢ € N), ha az egeszek kézti tavolsdgot
g egyenl részre osztjuk. Ezt minden ¢ természetes szdmra megtéve, egy ”végtelen siir(i szitat”
kapunk. A kimaradt pontok felelnek meg az irraciondlis szdmoknak. Az igy kapott egyenietesen,

linedrisan skildzott egyenes a szamegyenes.

Egyenl6tlensédgek és tulajdonsdgaik

Azt mondjuk, hogy 0z o valds szdm kisebb, mint b {a,b € R), azaz a < b, ha b— a pozitiv.
Az a szdm kisebb, mint b vagy egyenld b-vel, a < b, ha b — a =0 vagy b — a pozitiv.

Nyilvanvald, ha @ pozitiv, akkor @ > 0, és ha e negativ, akkor a < 0. A szidmegyenesen
dbrizolva, b nagyobb a-nil,haa b pont a-tél jobbra helyezkedik el.

Az egyenlétlenségek legfontosabb tulajdonsdgai az aldbbiak.

Ha a < b és b < ¢, akkor a < ¢ (tranzitivitds).

Ha a < b, akkor nem igaz hogy b < a.
Haa < bés b < a, akkor a = b.

Ha a < b, akkor ¢ + a < ¢+ b (minden ¢ valés szdmra).
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Haa>0¢ésb> 0, akkor ab > 0. Ha a < 0és b < 0, akkor ab > 0.
Ha a > 0, akkor —a < 0.

Ha c > 0 és a < b, akkor ca < cb.

Ha c < 0 és a < b, akkor ca > cb.
Ha.0<a<b,a.kkor0<%<i.

Egyenldtlenségekkel definidljuk az intervallumokat:

la,b] = {z:a<z<b} zirt intervallum,
[@,0) = {x:e<z<b} balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum,
(a,b] = {x:a<zx<b} balrél nyitott, jobbrél zart intervallum,
{a,b) = {z:a<x<b} nyitott intervallum,

<ab> nyilt vagy zart intervallum

(—00,b] = {z:z<b}
(—o0,b) = {z:z<b}
[@,00) = {z:a <z}
(a,00) = {z:a< =z}
(—o0,00) = R.

{ab] (a,b)
P . Py —)}——
b a b
(~o0,a] s (a,2)
a [#1

Az a velds szdm kérnyezeteinek az a-t tartalmazd nyitott intervallumokat nevezzik. Az
a baloldali krnyezetei a {(b,a] (b < a) intervallumok. Az a jobboldali kérnyezetei az
la,b) (b> a) intervallumok. A oo kdrnyezetei a (b, co) intervallumok. A —co kirnyezetei a
(—o0,b) intervallumok.

Az abszolit érték
Egy valds szam abszolit értékét az aldbbi formula definialja:

|a|:{a (e > 0)

—a (a<0)

A szamegyenest tekintve egy szdm abszolit értéke az origétdl vald tavolsaga. Az a és b pontok
tavolsiga pedig |e¢ — b|.

lcz— &1

I ——

A legfontosabb tulajdonsdgok ellenérzését az olvaséra bizauk:

|al 2 0 (la|=0(=a=0)

la+8 < o[+ ]3]

lla[ 8] < |a—B]

la — b < la—¢|+]c—b| (héromszog egyenlstlenség).
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1.3. Koordindtarendszerek, halmazok Descartes-szorzata

Rajzoljunk a stkon két, egymadsra meréleges szamegyenest (x- és y-tengelyek), gy hogy a 0
pontjukban messék egymast (baloldali 4bra). A Descartes-féle derékszisgli koordindtarendszert
kapjuk. A tengelyek metszéspontja a koordindtarendszer origéja. A sfk valamely pontjén
keresztiil rajzoljunk a tengelyekkel pArhuzamos egyeneseket. Az x-tengellyel vald metszéspont az
adott pont x-koordindt4ja, az y-tengelyen levé pedig az y-koordindta. Forditva, ha a koordindték
adottak, akkor a megadott koordindtdkat jelsljiik be a megfeleld tengelyen. A kapott pontokon
keresztiil hizzunk parhuzamost a mésik tengellyel. Ezen egyenesek metszéspontja lesz a keresett
pont. A stk pontjainak megaddsa tehat ekvivalens a koordindték, azaz egy (=z,y) rendezett
szampar megadasaval, ahol az elsd szdm az x-koordinata, a mésodik pedig az y-koordindta. Az
origé a (0,0) pont.

Y ' ‘
(1,2) > 4 (57
2 d
(xpy]) J27
Xy=X,
— - ——
] X X

A sikbeli koordindtarendszerben a pontok tavolsagit a Pithagorasz tétellel szamitjuk ki
(jobboldali 4bra). Legyenek (z1,41) és (2, ys) a sik pontjai. Ekkor

d? = (552 - 1‘1)2 + (yz - yl)z-

A térben is hasonléan kapunk koordindtarendszert. Ttt hdrom egymasra mertleges tengelyre
(z,y, 2) van sziikségiink, és a tér pontjait szdmharmasokkal azonositjuk. A tér (%1, 1, 21) és
(z2, y2, 22) pontjainak tivolsigat a Pithagorasz tétel kétazeri alkalmazdsaval a

d* = (z2 — m1)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2

formula adja.

< |

(1,2,

!

s

Adatparok szdmos mds teriileten is képezheték. A térképen valé tdjékozédashoz is két adatot,
a hosszisagi és szélességi koordindtdkat kell megadnunk.




1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

fgy pl. Szeged az ésuaki szélesség 46.2° és a keleti hosszisdg 20.1° mentén talilhaté. A
pontos helymegaddashoz tehéat a (46.2°,20.1°) szdmpéar megaddasa sziikséges. Ez minden fsldrajzi
hely esetén igaz, ha a déli szélességi és nyugati hossziisigi korsket negativ szammal jelsljiik.

Egy ember betegségének megadidsihoz a betegre és a betegségre is sziikség van. Ha E az
emberek és B a betegségek halmaza, akkor egy kéresetet egy (e, b) par azonosit, ahole € E, b €
B. A koordindtarendszerhez hasonlé abrazolds alkalmazhatd az ilyen 4ltaldnos esetekben is.
Csak tudni kell, hogy az egyes "tengelyeken” mit és hogyan jelsljiink. Példaul, az E = {1,2} és
B = {2, 3} halmazok esetén ez az aldbbi:

5

. (2.3)

2 | (7. 3)

- 7.2) (2,2}
by o
i 2 E

Altaldban, bérmely két A és B halmaz elemeibél képezhetiink (a,b) rendezeit pdrokat.

1.1. Definicié. Az A és B halmazok Descartes-szorzatinak az dsszes lehetségesa € A, be B
elemre képzett (a,b) pdr halmazdt nevezzik, és ezt A X B jelgli. Ha A = B, hasendljuk az
A x A= A? jelglést is. Formdlisan:

Ax B={(a,b):ac A, be B}.
Lattuk, hogy a sik pontjait az
RZ=R xR ={(z,y): z,y € R}

halmazzal azonosithatjuk, ahol R a valds szémok halmaza. A térképen A a szélességi, B a
hossziisdgi adatok halmaza, {(a,b)} az &eszes pont a f6ldgombon. F x N az &sszes férfi-nd
rendezett parok halmaza.

Képezhetjiik az elemhirmasok, elem n-esek halmazat is. A tér pontjait (x, y, z) hdrmasokkal
azonosithatjuk, ahol z, y, z a megfelels tengelyek mentén mért koordindtak:

RE=R xR xR={(z,y,2):z,9,2€ R}

RP=RxBx...xR={(z:1,22,...,%.) : z: € R}

Megjegyezzilk, hogy ha A # B, akkor A x B # B x A. A pérokban a komponensek sorrendje
lényeges. Kzért hasznaljuk a rendezett par kifejezést.

1.4. Fiiggvények

A valds életben taldlhaté objektumok kozott dsszefiiggéseket taldlunk, a folyamatok id6ben,
térben valtozhatnak. Ezek a kapesolatok matematikailag halmazok elemei kézti megfeleltetések,
specidlisan fiiggvények.

Adott A és B halmazok elemei kézétt megfeleltetéseket definidlhatunk. Példaul minden em-
berhez hozzidrendelhetjiik a rokonait vagy a betegségeit. Az elsé megfeleltetés emberek kbzstti, a
mésodik pedig emberek és betegségek kozstti megfeleltetds. De szintén megfeleltetéseket kapunk,
ha minden egyes emberhez hozzirendeljiik a nem rokon embereket vagy azokat a betegségeket,
amelyeken még nem esett it az illetd.

Most tekintsiitk azt a megfeleltetést, amely minden személyhez hozzarendeli az anyjit. Ez
specidlis, mivel mindenkinek csak egy anyja van. Hasonldan, ha egy mozgd test helyzetét az
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adott pillanatban hozzarendeljiik a pillanathoz, ugyanilyen tulajdonsigd megfeleltetést kapunk
az idépillanat és a pont helyzete kézdtt, mivel a test egyszerre csak egy helyen lehet. Ezekben
a példékban a megfeleltetés egyértelmni.

1.2. Definicié. Azokat az A és B halmazok kézotti f megfeleltetéseket, amelyek minden a € A
elemhez egyértelmien hozzdrendelik a B halmaoz legfeljebb egy b elemét, A-b6l B-be képezd (f :
A — B) figgvényeknek nevezzik. A figgvénykapcsolatra ¢ b = f (@) jelolést hasendljuk. Az f
szabdly ledrdsdre haszndlatos az f : A — B jelslés is.

A Dy C A halmaz, ahol az [ szabdly értelmezve van, a fiigguény értelmezési tartomdnya.

A Ry = {f(a) € B} halmaz o figguény értékkészlete.

A Gy={(a,f(a)):a€ Ds} C AxX B halmaz « fiigguény grafikonga.

A figgvényt definidltuk, ha megadivk o Dy C A és Ry C B halmazokat és az f hozzdrendelést
szabdlyt.

Megjegyezziik, hogy ha a; # ay, akkor nem kizart, hogy f(e1) = f(az). A fentiek miatt az

7
a
Ob2
AN B
b

tipusi megfeleltetések megengedettek, de nem megengedett a

a
2 b,

tipusi megfeleltetés. Az y = f(z) egyenldségben z a fiiggetlen viltozd, amely az értelmezési
tartornany elemeit veheti fel. y’a fiiggd viltozé, a fiiggvényérték, amely az értékkészletnek eleme.

A szabaly megaddsa tobbféle médon térténhet. Példdul, a grafikon egyértelmiien megadja
a fiiggvényt. Egy tetszéleges G C A X B halmaz akkor és csak akkor grafikonje valamely figg-
vénynek, ha bdrmely a € A-ra legfeljebb egy (a,b) € G.

A tovabbiakban f6ként R. — R fiiggvényekkel és tulajdonsdgaikkal foglalkozunk, amelyek
értelmezési tartomdnya és értékkészlete is valds szdmok halmazai. Ilyen fiiggvény példaul a
testh&meérséklet, az oldédasi folyamat sordn feloldédott anyag mennyiségének id8beli valtozésa.

A 7. fejezetben tobbviltozds, R2 — R és R® — R tipusd fiiggvényekkel foglalkozunk.
Tobbvaltozds fiiggvényekkel irhatdk le a tér pontjainak tulajdonsdgai, példdul hdmérséklete,
szine (megfeleléen kédolva) stb.

1.4.1. Az f:R — R fliggvények és dbrdzoldsuk

Tekintsiink egy f: R — R fiiggvényt, és legyen Dy, Ry C R. Grafikonja egy halmaz a sikon, a
Descartes-féle koordindtarendszerben (G5 C Rz). A vizszintes r-tengelyen mérjiik a figgetlen
valtozét, a fiiggbleges y-tengelyen pedig a fiiggvényértékeket.

Ha ismerjiik az f(z) fiiggvény grafikonjat, akkor az a € Dy helyhez tartozé f(a) fiiggvényér-
téket megkapjuk, ha vessziik a grafikon és az x-tengely a pontjdn &t hiizott fiigg6leges egyenes
metszéspontjanak y-koordindtéjat.

Egy G C R x R halmaz akkor és csak akkor fiiggvény grafikonja, ha barmely y-tengellyel
parhuzamos egyenes a G halmazt legfeljebb egy pontban metszi.
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-

T W A

a fiiggvény fiiggvény nem fiiggvény

Ha valamely a € R esetén nincs metszéspont, akkor az nem eleme az értelmezési tartomany-
nak. Ha van metszéspont, akkor azt az y-tengelyre vetitve kapjuk az f(a) fiiggvényértéket.

1.5. Osszetett fiiggvények

Rendelje g minden emberhez az anyjat, f pedig az apjat. Legyen egy ember adott. Legyen a
neve a. Ekkor g{a) az anyja. Alkalmazzuk f-t az anydra. Az anya apjét, azaz az anyai nagyapit
kapjuk. Formélisan,

f(g(a)) = h(a)

- minden emberhez az anyai nagyapjdt rendeh.
Az f(g(a)) jelslés azt jelenti, hogy a-ra alkalmazzuk a g figgvényt, majd az igy kapott
elemre (ha lehet!) alkalmazzuk az f fiiggvényt. Az f(g{a))-hoz hasonléan, képezhetjiik a
g(f(a)), f(f(a)), g{g(a)) fiiggvényeket. Példankbeli jelentésiik kitaldldsat az olvaséra bizzuk.

1.3. Definicié. Legyenek adottak az A, B,C halmazok ésag: A— B és f : B — C fiiggvények.
Legyena € D, C A. A b= g(a) € Dy C B elemekre alkalmazhaté az f figgvény: f(b) = f(g(a)).
A g és [ egymds utdni végrehajiisdval kapott figgvényt az f(g(e)) Gsszetett fiiggvénynek
nevezzik.

Nyilvédnvald, hogy a végrehajtés sorrendje lényeges. A g-t belsd, f-t pedig kiilsd fiiggvénynek
nevezzitk. Mivel f(g(z)) akkor képezhet, ha = & D, és g(z) € Dy, ezért az f(g(z)) értelmezési
tartomanyat az aldbbi formula adja:

Dyg) ={a€ Dy : g(a) € Dy}.

1.16. Példa. Tekintsiik a kévetkezs példdt. Legyen A = B = C = R a valds szdmok halmaza
és legyen g(z) = —=z, f(z) = \/z. Ekkor f(g(z)) = /== és 9(f(z)) = —/z. Az f(g(z))
fliggvény értelmezési tartomdnya az {z < 0} = (—o0,0|, mig a g(f(z)) fiiggvény értelmezési
tartoménya az {z > 0} = [0, c0) halmaz.

1.17. Példa. Legyen g(z) =z — 1 és f(z) = \/z. Ekkor f(g(z)) = vz — 1. Az értelmezési
tartomanyon teljesiilnie kell az £ — 1 > 0 egyenlétlenségnek. Innen D = [1, 00).

9




1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

1.6. Kolcsdnosen egyértelmi fiiggvények

Az el6z6 pont példdjaban minden emberhez hozzirendeltiik az anyjit. Ez a hozzérendelés egyér-
telm@i. Ha a kapcsolatot megforditjuk, azaz minden néhéz hozzarendeljik a gyerekeit, a kapott
megfeleltetés nem lesz fiiggvény, hiszen egy anyanak t6bb gyermeke is lehet.

Az ember — ujjlenyomat megfeleltetés esetén azonban méas a helyzet. Itt a személy és
ujjlenyomata kéleséndsen meghatarozzdk egymast.

1.4. Definicié. Az f : A — B figgvényt kblcséndsen egyérielmiinek nevezzik, ha a; # as,
akkor f(a1) # f(az). A figguvény grafikonjdt tekintve ez azt jelenti, hogy adoit b € B esetén
legfeljebb egy (a, b) lehet eleme o G = {(a, f(a))} halmaznak.

Az dbran a baloldali hozzarendelés kélcsonssen egyértelmt, de nem az a jobboldali.

CI] o P— b] a] e ’O b!

1.6.1. Koblcs8ndsen egyértelmii R — R fiiggvények grafikonja

A definfcié miatt egy f : R — R fiiggvény akkor és csakis akkor kolesonosen egyértelmti, ha a
Gy C R x R grafikont barmely z-tengellyel parhuzamos egyenes legfeljebb egy pontban metszi.

A - A

/ , \

kdlcs., egveEr. » rrerrr kKéilo.s. egyerr!

1.7. Inverz fiiggvény

1.18. Példa. A szervezetben a gyogyszer felszivédasit az f(t) fiiggvény irja le. Ha kivéncsiak
vagyunk a gyégyszerszintre adott ¢y pillanatban, akkor az aldbbi dbrdn lithaté médon jarunk
el:

iy

Jtg) |t %\

I‘O f

A kérdés gyakran forditott. Mikor adjuk be a kovetkezd tablettdt? Akkor, ha a szint egy
minimalis hatdsos értéket, mondjuk yo-t elér. Azt a #o pillanatot keressiik, melyre f(t0) = yo.

10




1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

Yo

[0 r

A fentipéldaban a tg és yo kozotti hozzdrendelés irdnydt megforditotiuk. Ezt csak kolcséndsen
egyértelmii fiiggvények esetén tehetjiik meg.

Kslcsénssen egyértelmi fiiggvények esetén a hozzarendelés irdnyat megfordltva szintén fiigg-
vényt kapunk.

1.5. Definicié. Ha [ kilcsindsen egyértelmd, akkor o forditott b = f(a) — a hozzdrendelés
15 figguényt definidl. Ha b € Ry adott, azt az a € Dy elemet keressik, amelyre f(a) = b. Azt
a figgvényt, amely az f(a) € B figgvényértékhez rendeli az a € A elemet az f inverzének
nevezzik és f-val jeloljik. Néha haszndlatos az f~1 jelolés is. Formdlisan, ha b = f(a), akkor

F(b) =a, ozaz W )
f(fla))=a és f(f(b))=tb.
Nyilvanvald, hogy Dy = Ry, Ry = Dy és a grafikon G¢ = {(f(a),a): a € Dy}.

Példankban a tg = f(yo) id8pontot keressiik.

1.8. R — R fiiggvények inverze

Legyen adott f : R — R k&lcsénésen egyértelmii fiiggvény grafikonja, és legyen & € R. Keressiik
az f(b) értéket, azaz azt az a szidmot, melyre f {a}) =b. Az a hely grafikus megtaldldsdhoz
a gyédgyszer felszivodasanal a fenti példdban hasznalt eljardst ksvetjik. Hizzuk meg az y = b

egyenest. A grafikonnal valé metszéspont ( ha van, akkor egyetlen egy) x-koordindtaja a keresett
o szém,

v A

b

11
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Az inverz filggvény grafikonja

Ha y = f(z), akkor f(y) = =, ezért az (z, f(z)) pont az f(z) grafikonjénak, (f(z),z) pedig
az f(z) grafikonjinak eleme. Ez geometriailag azt jelenti, hogy az f és f grafikonja egymds
tikorképel az y = = egyenesre vonatkozdan.

li
o

i Ax) v
(f{a )

Jfia)
/ (a f {a))

o

Six)

Az inverz fliggvény megaddisa

Az inverz fiiggvény megtaldldsdhoz az analitikusan (képlettel megadott) f{x) fiiggvény esetén
az

flz)=y
egyenletet kell z-re megoldani. Ekkor
z= f(y)
Mivel szokdsosan « jelsli a fiiggetlen valtozdt, ezért végrehajtva az y < =z cserét, kapjuk az
y = f(z) fiiggvényt.
1.19. Példa. Legyen f(z) = 5%":_13 Az inverz meghatédrozasihoz oldjuk meg az

_ T+ 2
Y=oz -3

egyenletet:
z+2=y(2z-3)=2z-y— 3y
(2y—1)z=3y+2
_ sy+2
- Ty 1
Tehdt f(z) = 322 Az f(z) és f(z) grafikonjét az aldbbi 4brén ldthatjuk:

4
2

4
2
!

2

q 2 2 4 6
-
i 2 2 1 é

-2

3 7
-

o
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1.20. Példa. Tekintsik az f(z) = (z — 2)® + 3 a csicsponti képlettel megadott parabolit.
Oldjuk meg az

y=(z-2)%+3
egyenletet z-re:
(-2 =y-3

z—2=2y—-3
z=2+y—3+2.

A parabola csak az z > 2 vagy az z < 2 feltétel mellett kslcsénosen egyértelmi (részletesen lasd
a 1.14. fejezetet). Ezért két eset van.

a.) Ha fi(z) = (z—-2)2+3  (z>2), akkor fi(z)=+vz—-3+2  (z > 3) (baloldali 4bra).

b.) Ha pedig fa(z) = (z—2)*+3 (z < 2), akkor fo(z) = —/z — 3+2 (z > 3) (jobboldali
dbra).

n
-
bl
-

A fenti példak a kévetkezd dltaldnosabb eljdrssnak specidlis esetei. Legyen f(z) kolesénssen
egyértelmt, és legyen inverze f(z). Ekkor a g(z) = f(z — p) + ¢ is invertdlhaté, és inverze
§(z) = f(z — g} + p. Az ilyen alaki fiiggvények dbrizoldsaval részletesen a 1.13. fejezetben
foglalkozunk.

1.9. Monoton fiiggvények

Azt mondjuk, hogy f(z) nemcsékkens (nemnsvd) az (a,b) intervallumon, ha minden 21 < 29

esetén
flz1) € flm2)  (f(=1) > f(x2)).

fxy AR
fixy) fxg) i\

X Ry
Fi 2

x1 X2

Az f(z) szigorian monoton n§vé (szigorian monoton csskkend) (a, d)-n, ha minden
21 < 19 esetén '

flz) < flz2)  (f(21,) > f(22).

13
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f(x_g

Jlxy)

*p

X2

Nyilvinvald az alibbi fontos tétel:

f ?-‘52)

A

flxg)

1.1. Tétel. Az(a,b) intervallumon szigordan monoton névé (csékkend) f(z) figgvény kélcsinisen
egyértelmil, ezért létezik az inverze.

A 1.12.1. pontban megmutatjuk, hogy az z°® fiiggvény szigorian monoton nsvd R-n, az z

2

fiiggvény cstkkend (—oo,0]-n, és nsvé az [0, co) félegyenesen.

1.10. Néhany fontos tulajdonsag

Tekintsiik az f : R — R fiiggvényt. Az aldbbiakban definiéljuk a legfontosabb tulajdonsdgokat.
A kévetkezd fejezetek sordn az egyes fiiggvények targyaldsanal ezen tulajdonsdgokra részletesen

kitériink.

Azt mondjuk hogy ¢ zéréhelye f(z)-nek, ha o gydke az f{z0) =0 egyenletnek Az f(z}=0

egyenlet megolddsi médszere az f(z) fuggvenytol fiigg.

Az f(z) figgvény paros, hae f(z) =

Az f(z) pdratlan, ke f(z) =
szimmetrikus.

Six)
jréhe[ ek
v -

A

A —=x)

f(—z). Az f(z) grefikonje az y-tengelyre szimmetrikus.

JCx)

\

_)\/

—
\/ -
—f(—=). Ekkor az f(z) grafikonje az origéra kizéppontosan

|

JUx)

S—x)

14
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Az z? fiiggvény péros, az z° pedig pératlan.

Az f(z) figgvény periodikus p > 0 periédussal, ha minden © € Ds-re f(z + p) = f(z).
Ha p periédus, akkor barmely egész tobbszarsse is az. Elegendd a fiiggvényt valamely [zo, 2o +
p) intervallumon megadni, ekkor a teljes értelmezési tartorndnyon ismerjiik. A sinz fiiggvény

periédusa 2x.
/_\ | I/—\
o _\/l \/ﬂ:
-1

Azt mondjuk, hogy az f(z) figgvény korlitos valemely H C R halmazon, he van olyan K
szdm, hogy |f(z)| < K minden z € H esetén.

$———
U 5]

Az f(z) = 2? fliggvény nem korldtos a valés szamok halmazan, de korldtos barmely [a, b]
véges intervallumon.

1.11. Egyenesek

Két viltozd mennyiség egyenesen ardnyos egymaéssal, ha hanyadosuk allandé:

m=Z,
T
Innen
y=m-z,

azaz a kapcsolatot leiré fiiggvény origén dtmend egyenes. Az m konstanst az egyenes meredek-
-ségének nevezziik, az y viltozd és az & valtozd viszonyat adja meg. Lathatd, hogy m = tga,
ahol o az z-tengely és az egyenes 4ltal bezart szog.

A

¥

Gyakori, hogy két valtozd mennyiség megvaltozdsa egyenesen ardnyos egymdéssal. Azt mond-

15
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Juk, hogy két viltozd kozétt linedris (egyenes) kapesolat van, ha

Ay
Az -m

azez az y €s © megvdliozdsdnak o hdnyadose konstans. Miasképpen fogalmazva, barmely két
(z1,91), {=2,y2) pontra
Ay _ p—h

= 2% — m = konstans.
Az =z — 3

Az ilyen térvénynek eleget tevé folya.matok képe egyenes.

(«’Cg: yz)

Y

Az egyenesek egyenletei

Legyen (z,y) az egyenes 3ltaldnos pontja (futépont). Mivel a %% = m Bsszefiiggés barmely
két pontra teljesiil, az aldbbi egyenleteket kapjuk.
1. Ha (z1,%1), (22, y2) pontok adottak, akkor

-y _Yy-n
Ty—%y T —Ty

ahonnan

y—y1=y2_y1(

p—— T — 1)

ez (z1,y1) és (x2,y2) pontokon dtmend egyenes egyenlete.
2. Ha m és (g, yo) adott, akkor

y — yo = m(z — zq)
az (x0,yo) ponton dimend m meredekségd egyenes egyenlete. Specialisan, ha m és a (0,5) pont
(az egyenes és az y- tengely metszéspontja) adott, akkor kapjuk az ismert
y=mz+b
egyenletet.

Egyenesek helyzete, metszéspontja

Tekintsiik az
y=m1x+bl, y=m2m+bg

egyeneseket. Az egyenesek parhuzamosak, ha m; = mgy és merélegesek, ha my - mg = —1.

Két egyenes metszéspontjit az egyenletekbsl alkotott egyenletrendszer megolddsdval kapjuk.
Nincs megoldis, ha az egyenesek pirhuzamosak.

Vegyiik észre, hogy az y tengellyel parhuzamos egyenesek, amelyek egyenlete x = konstans,
nem irhatck le a fenti médon a meredekség fogalmdval. Ezek nem is fiiggvények.

16
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y=mx+bp

x=konst.

Mig a meredekség nagysdge az y megvdltozdsinak a gyorsasdgdt jellemzi, meredekséy eldjele
jellemzi a vdltozds irdnydt. a m > 0, akkor Ay = mAz > 0, ha Az > 0, y az z-szel egyiitt
valtozik, azaz az y = mx+b egyenes monoton nd. Ha m < 0, akkor az egyenes monoton cstkken,
az z névekedése az y cstkkendsét vonja maga utan.

Ha m = 0, akkor az egyenes parhuzamos az z tengellyel, y konstans, fiiggetleniil az =
valtozasatél.
y ‘ m>=>0
m<0
m=0
— \
< o

1.21. Példa. Egyenes vonali egyenletes mozgis esetén a kezd8ponttdl valé tavolsigot az
8 = v -1+ 3¢ Osszefiiggés irja le.

1.22, Példa. Valamely test lassii melegitése sordn a felvett hémennyiséget a AQ = meAT
képlettel szamoljuk ki, ahol m a test témege, ¢ a fajhé, AT a hémérsékletviltozas.

1.12. Hatvanyfiiggvények
1.12.1. Nemmnegativ egész kitevd

Legyen n nemnegativ egész szdm. Ekkor az f,(z) = z" fiiggvényt n-ed fokd hatvanyfiiggvénynek
nevezzikk. Specidlisan, fo(z) = 2% = 1 konstans, fi(z) = z pedig linedris fiiggvény. Konnyen
belathats, hogy ha n = 2k péros, akkor (—z)** = z%** > 0, azaz a fiiggvény péros. Ha n =
2k + 1, paratlan, akkor (—z)2¥*+1 = —g?*+1 a3a7 a fiiggvény pératlan. Az egyetlen zéréhely az
z = 0, és minden fiiggvény grafikonja dtmegy a koordindtarendszer (1,1) pontjin. Az dbrin az
20, z, 22, 3, z* fiiggvények grafikonja lathats.

2

n=d n=2

1.5 n=1I

n=0
0.5

.15 -1 - a.5 i 1.5 2
-5
-]
i35
n=3 )

-2
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Mivel az 0 < 3, < 73 egyenldtlenségbtl #f < z} kovetkezik (bizonyitas!), a fiiggvény szi-
gordan nové minden n > O esetén. A parossdg ill. pératlansdg miatt azonnal adédik, hogy az
z" fiiggvény negativ = értékekre piros n esetén szigorian csokkend, paratlan n esetén szigordan

névé. Osszehasonlitva az egyes hatvanyfiiggvényeket, kapjuk, hogy ha 0 < z < 1 és n < m,
akkor

g™ = gt = g g < g
mivel ™" < 1. Ha pedig = > 1, akkor

g™ = g"TMTR = g g™ S g

1.23. Példa. Legyen m egy felnbtt ember testmagassdga. Ekkor az F testfelszin és V test-
térfogat kiszdmitdsara hasznédlatosak az F ~ kym? és V = kam?® kozelité formuldk. Ezeknek a
laboratdriumi gyakorlatban és gydgyszerek adagoldsdnak meghatdrozdsédndl van haszna. A ky, ks
konstansok életkoronként és nemenként statisztikusan meghatirozottak, de esetenként (kovér,
sovdny beteg) el lehet télitkk térni.

1.12.2. Az f(z) = L = z7" fiiggvények, negativ kitev8jii hatvinyok {(n ¢ N
. T g

7

Az 1/z™ = 2™ negativ kitevSjli hatvanyfiiggvények az z = O-ban nincsenek érfelmezve. Az 1/z
és 1/x? fiiggvények grafikonjdt az alibbi dbra tartalmazza.

3

2

Az el6z6 pont egyenlStlenségeibdl adddik, hogy ha x > 0, akkor az ™" fiiggvény szigorian
monoton cstkkend. Ha = > 1 és n > m, akkor 27" < 2~ ™. Ha pedig 0 < z < 1 és n > m, akkor
T > T ™,

Ezek a fiiggvények az ismert forditott ardnyossdgot ill. a magasabb rendii forditott aranyos-
sdgot irjdk le.

1.24, Példa. Tekintsiink egy oldatot, legyen m az oldat témege, m, a benne oldott anyag
témege €s ¢ a toménység. Ha m, adott és az olddszer mennyisége valtozhat, akkor a teljes témeg
és a koncentricié kozétt az m = 100m,/c Ssszefiiggds all fenn.

1.12.3. Gydkfiiggvények

Tekintsiik az f(z) = y = z?* fiiggvényt (k pozitiv egész). Mivel 2?* csak az 2 > O vagy az 2 < 0
félegyenesen szigortian monoton, ezen félegyeneseken képezhetjiik inverzét. Definicid szerint, ha
x>0, az f(z) = y = z2F inverze

o) = = M/

az a nemnegativ szdm, melyre ( 3/z)** = z. A fiiggvények értelmezési tartomdnya a [0, 00)
intervallum. Megjegyezaiik, hogy a ¥/z2* és ( %/z)%* fiiggvények nem azonosak. Speciélisan, az
f(z) = 2% inverze a /% fiiggvény (z > 0), és

Vai=s| (s € B), (VB)=z(c>0).
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Az z? és \/x grafikonjit az alabbi 4bran lathatjuk.

0 02 04 06 08 [ 12 14

Most legyen n = 2k + 1, paratian. Ekkor az f(z) = z?**! fiiggvény az egész szamegyenesen
monoton nivd, tehat invertdlhatd. [nverze az

f(m) — 2k+\1/£ — xll(2k+1)

jelenti azt a szémot (z < 0 esetén negativ), amelyre ( *HY/z)*t1 = z. Az f(z) = 2%és f(z) = I=
grafikonjit lathatjuk az aldbbi dbran.
15

Hasonlitsuk 8ssze az egyes {/z fliggvényeket, ha = > 0. Az inverzképzés miatt (grafikusan
az y = x egyenesre vald tiikrézés), ha 0 < z < 1 és n < m, akkor {/r < %/z. Ha 1 < z, akkor

Yz > .

1.12.4. Hatvanyfiiggvények tetszodleges valds kitevivel

>

Hasonléan az irracionalis szamok bevezetéséhez, az irraciondlis kitevdjli hatvény fogalmat is
bevezethetjiik. Legyen z > 0. Legyen « irracionalis szam. Tekintsiik az o = /2 speciélis esetet!
Ismert, hogy az

a1 =14, ar=141, a3=1414, ag4=14142,...
szamok tetszéleges pontossiggal megkozelitik v/2-t. Képezve az

a1 ag a3 an
T, T, EC,...,T7,...

7

raciondlis kitev§jli hatvinyokat (definidlva vannak!), bizonyithatd, hogy tetszdleges pontossiggal
megkézelitenek egy bizonyos A szdmot. Ezt nevezziik az zV? hatvinynak. Ezt az eljirdst minden

z > 0 esetén elvégezve kapjuk az a:\/i, minden irracionélis o esetén elvégezve pedig «® fiiggvényt.
A hatérérték targyaldsandl (2. fejezet) latni fogjuk, hogy nem tettiink mdst, mint képeztiik a

V2 = lim %
n—co

hatarértéket.
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A hatvény fogalmit immar irraciondlis kitevére is kiterjesztettitk. A hatvinyozds azonos-
sagai és a hatvanyokra vonatkozd egyenl6tlenségek a hatvanyozds negativ és tortkitevére valé
kiterjesztése sordn végig érvényben maradtak. Ezeket ott elemi titon tudtuk bizonyitani. Az azo-
nossagok és egyenlétlenségek az irraciondlis kitevére is érvényesek. Ez kovetkezik a " tetszbleges
pontossiggal vald kézelités technikdjabél”. A pontos bizonyitést mellSzziik.

Ha z > 0és , 8 € R, igazak az aldbbi tulajdonsdgok:

zy®* = (zy)?, %P =P (2%)F = ¢*P

Ha0<2<14és0< < f,akkor 2* > 2P, Ha pedig 1 < z és 0 < o < B, akkor 2% < zf.
Az zl/7 g1/ \/i, T, a:‘/i, =" fiiggvények grafikonjdt az dbrén lithatjuk:

’ o
1.5 o=1

1 o=l/%
0.5

0 0.5 1 1.5 2

1.13. Fiiggvénytranszformadciék

Ebben a pontban feltételezziik, hogy ismert az f : R — R fiiggvény és grafikonja. Megvizsgaljuk,
hogy a fiiggvényen tortént Atalakitdsok hogyan hatnak az értelmezési tartomanyra, értékkész-
letre, grafikonra. Valamely transzformacié soran keletkezett fiiggvény vizsgdlatdt az eredeti f(z)
fiiggvény vizsgalatdra vezethetjiik vissza. Forditva, a transzformdcié megkénnyitheti az eredeti
fiiggvény tanulmédnyozdsit, dbrizolasit,

1.13.1. A g{z) = c- f(z) transzformaicié

A g(z) = ¢+ f(z) transzformdcié adott ¢ szdm esetén az z — f(z) — ¢ - f(z) hozzdrendelést
valdsitja meg. Nyilvdnvaldan D,y = Dy. Legyen ¢ > 0. Ha ¢ > 1, akkor a grafikont megnyijtja,
ha ¢ < 1 akkor &sszenyomja az y-irdnyban. A ¢ = 1 eset nem csinél semmit.

Ha ¢ < 0, akkor a fentiekhez még egy z-tengelyre vald titkrozés is jarul. A ¢ = —1 eset pedig
{(g(z) = — f(z)) az z-tengelyre valé titkrszést jelenti.
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i
\ Py
— /

—Jf(x)

1.13.2. A g(z) = f(z) + ¢ transzformécié

Most az = — f(z) — f(z) + c hozzdrendelést hajtjuk végre, ahol ¢ tetsz8leges konstans. Minden
pontban az f(z) értékekhez hozzdadjuk ugyanazt a szdmot, ami a grafikonon y-irdnyd eltoldst
Jelent. Dy, . = Dy.

Jlx)+e

1.13.3. A g{z) = f(z — p) transzforma&cié
Az z — z — p— f(z — p) hozzarendelések végrehajtdsival kapjuk a g(z) = f(z — p) fiiggvényt.
Diz—py={z: z—pe€ D¢}

Innen adddik, hogy az f(«) grafikonjdt ismerve, az f(x — p) grafikonjdt az = tengely mentén p
értékekkel eltolva kapjuk meg. Ha p > 0 ez jobbra, ha p < 0, akkor balra térténd eltolast jelent.

A

Stx) Hx=p)
/\

xo;P ..‘_;x'o
1.13.4. A g{z) = f(—=) transzformi4cié

Ez a transzformécié az f(z) grafikonjat tilkrézi az y-tengelye. Konnyd 14tni, hogy Dy(_,) = {z :
-z D f}.
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£
/|
_,./A
_xo

1.14. Masodfoki fiiggvények
Az 2? fiiggvényre alkalmazva az = és y-irdnyu eltoldst és a konstanssal valé szorzést:
z— (z—p) = (z—p)* > a(z ~ p)* - afz - p)* + ¢,

az
y=a(z—p)’+q

parabolat kapjuk. Ennek csicspontja a (p,q) pont. Ha a > 0, akkor a parabola szarai felfeld,
ha a < O lefelé &llnak. :

a=0
(r.q)
\ 2 !
(C /
\ a<i
N
7 N

Mivel a parabola fenti képletét&l a csiicspont koordindtait kézvetleniil leolvashatjuk, ezt
cstcsponts egyenletnek nevezziik.
A parabola zéréhelyeinek (gyckeinek) kereséséhez megoldjuk az a(z — p)% + ¢ = 0 egyenletet:

(z —P)2 = Pt

Tyo = i\/—% + p.

Nincs gysk, ha ¢/a > 0; egy gysk van, ha ¢/a =0.
Ha a parabola a kanonikus
y=azt +bz+ec

alakban adott, akkor teljes négyzetté alakitdssal kaphatjuk a csiicsponti egyenletet. A gysksk

ekkor:
—b+ /b2 — dac

2a

Ha D = b* — 4ac > 0, két gyok van; D = 0 esetben egy gysk van; D < 0 esetben nincs gysk.
A kanonikus alakbdl kénnyli megkapni a csicspont koordindtait (p, q), ha észrevessziik, hogy a
parabola szimmetrikus a tengelyére, az {z = p} egyenesre nézve. Ezért

12 =

b
p=——, g=ap®+bp+te.
2a
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Ha z; és z; gysksk, akkor a parabola egyenlete
v = alz - o1)(z - 22)

alakban is irhaté (gysktényezds alak). A tényezSket dsszeszorozva, és a kapott formuldt a
kanonikus alakkal ésszehasonlitva kapjuk a gyokok és egyiitthatdk osszefiiggéseit leiré Viete-
képleteket: '

az® + bz + ¢ = a(2? — z(z; + 2) + z120),
T t+Ty=——,
a

c
TiTy = —.
a
1.15. Polinomok

Ha adottak az ag, a1, ..., a, szamok, akkor a
Po(z) = ana™ + ap—12”  + ...+ a1z + ao (e, # 0)

alaku fiiggvényeket n-ed foki polinomoknak nevezziik. P,(z) minden valds z-re képezhetd. A
masodfoki fiiggvényekhez hasonléan, ha zp a P,(z) zérdhelye, akkor igaz a

Pp(z) = (z — 20)Qn-1(2)

osszefiiggés, ahol Qp-1(z) egy (n — 1)-ed fokd polinom. A zéréhelyek keresésére azonban n > 4
esetén mar nines formula.

1.16. Racionilis tortfiiggvények
Legyenek P,(z) és Qu(z) polinomok. A
Po(z)
Qm(z)

fiiggvényt, a két polinom hényadosdt, racionalis tortfiiggvénynek nevezziik. Nyilvdnvald, hogy a
fiiggvény nincs értelmezve a Q,,(z) polinom zérdhelyeiben, és igy a tért zéréhelyei megegyeznek
a szdmlélé P,(z) azon zéréhelyeivel, ahol a nevez6 nem nulla.

1.17. Az f(z) = |z| fiiggvény
Az

2] = z, ha z>0
" | -z, ha <0,

fliggvény minden valds szamra képezhetd, és grafikonja két egyméashoz illesztett, egymasra me-
réleges és az x-tengellyel # /4 széget bezéré félegyenes.
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Most képezziik az |f(z)| &sszetett fiiggvényt:

_ ] f(z), ha flz)>0
|f(=)] = { ——(f()a:), ha f%:r:% <0

/
i f‘(x)

A grafikon z-tengely alatti részét tiikrozziik az z-tengelyre. Nyilvan D = Dy.

1.18. Trigonometrikus fiiggvények

A szdgmérés

Tekintsiink két, egy kozts pontbdl indulé félegyenest.

01

A két félegyenes altal bezart sziget az dramutatd jirasival ellenkezd irdnyban mérjiik fel. A
mérésre két modszer ismert, mindketts a O kézéppontd kérsk iveinek mérésén alapul. Elészor
az O kozépponti, tetszoleges kér keriiletét 360 egyenld részre, fokra osztjuk fel. A szdget a szog
szarai kizé es6 fokok szdma méri.

Bér a fokokkal vald mérés eléggé egyszertl, sokkal természetesebb az ivmértékkel vald szogmé-
rés. Rajzoljunk az O pont koré egységsugari kort. A szoget a szdgszarak dltal kimmetszett {v
hosszdval mérjiik. 1 radidn az 1 hosszd fvhez tartozé szog (= 57°).

e

! rad

A fteljes korhsz tartozé szog 360° = 2 rad, az egyenesszég 180° = x rad, és a derékszog

90° = 7/2 rad:
} w2 rad
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Negativ irdnyban mérve a széget —a-t kapunk.

A

A trigonometrikus fiiggvények definiciéja

Tekintsiik az origd kézéppontd, egységsugari kért az alabbi dbra szerint. Mérjiik fel az o
szoget az z-tengelyrél pozitiv irdnyban, legyen a szég szaranak és a kérvonalnak a metszéspontja
P. Definicié szerint cosa a P pont x-koordindtdja, sin o pedig a pont y-koordindtéja.

P={cos o, sin o)

Ez a definicié érvényes a 2m-nél nagyobb forgdsszogekre is. Bevezetiink két djabb szégfiigg-
vényt:

tge = ABr= o2 a# ik (k=0,+1,42,..)
cOs & 2
ctga = —— =8% G ikr (k=0,+1,42,..)

tga  sina’

Néhany nevezetes értéket azonnal kapunk a definicié alapjan.

sin0 =0, «cosO =1, tg0 =0, ctg0 nem def.-t,
sinf =1, cosj =0, g% nem def.-t, ctgf =0,

sinw =0, cosm = -1,

sin 3—;— = -1, cos 37"" =0,

sin2r =0, cos2x =1,

Az egyenld szaru derékszégl hiromszég vizsgilatdval, kapjuk hogy

Py
TS BOY S
fpeyo.
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Az egyenld oldali hiromszéghél pedig

1 w T \/5

. .
sin—=cos—- ==, CO8— =sin— = —.
6 32 6 '3 2
A definiciobdl a Pithagorasz tétellel azonnal kapjuk a sin z és cos z kézétti alapvetd dsszefiiggést:

sin® o +cos®a = 1.

Az egységsugard kérre pillantva azonnal adédnak tovabbi fontos ssszefiiggések:

sin{(a +27) = sina cos{a+2r) = cosa ( A periddus 2x)
tgla+7) = tga ctg(a+7x) = ctga (A periddus =)
cos = sin(§ — o) =sin(a+ %), ctga = tg(f—a)

sin(—a) = —sina cos(—a) = cosa

Az addiciés tételek igazoldsa a kozépiskolds tankényvekben megtaldlhaté:

sin{a + f) = sine-cosfB+ cosa-sinf, sin2c¢0 = 2sine-co
cos(a + B) = cosa-cosB —sina-sinf, cos2a = cos’a —si
— tgatt _ 2Mga

A fiiggvények grafikonjai

-—
iy’ f"l T~ sin x cosx o~
~ # ~ /’
’ h #
P ~ 2z )
’l
’, T
- -1

~
g * 7
- N - ~ ’
2m AN ™ \/
b
: \""-n ""-n-.-l"

A sinz és cosz grafikonja

A sinz monoton névé a [—%, ] szakaszon. Itt invertdlhaté. Inverze az arcsinz. A sinz
maximumat az z = § 4 2kx (k = 0,1,2...), minimumdt az ¢ = —F £ 2kr (k = 0,1,2..))

helyeken veszi fel, zérdhelyei z = £kn (£ =10,1,2...).
A cosz nevezetes pontjainak keresését a cosz = sin(z 4+ Z) azonossigot felhasznilva az
olvaséra bizzuk. A [0, 7) szakaszon szigordan monoton csékkend, inverze itt arccos .

4 g x
2
-2 % T e
-2
4}

A tgx grafikonja
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A tg z értelmezési tartomanya az R\ {§ + ka; k= 0,1,2...} halmaz. Monoton névé a (~%,%)
és minden (- + km, § + kx) szakaszon. A (-7, %) intervallumon vett inverze arctg .

4 ctg x

)

A ctg x grafikonja

A ctg  értelmezési tartomdnya R\{*+kn;k = 0,1,2,3...}. Nevezetes pontjainak keresését az
olvaséra bizzuk. Monoton cskkend a (0,7) és minden (kx, (k+ 1)7) intervallumon. A (0,n)
intervallumon vett inverze az arcctgz fiiggvény.

1.19. Fiiggvénytranszformidcidk, folytatds: a g(z) = f{ez), (¢ > 0) transzfor-
mécio6

Legyen ¢ > 1. Ekkor ¢z > =z, a transzformdlt fiiggvény az z helyen az f fiiggvény cz helyen
felvett értékét kapja. A grafikon az z tengely mentén ”c-ed” részére zsugorodik.

c>1

AN
Sflex) // \.\f(x)

- ™~
e N

- . N\

xo —_————— CJCO

)

Ha 0 < ¢ < 1, akkor, éppen forditva, az z-tengely mentén torténd nyidjtasrél beszéliink.
Ugyanis ekkor cz < z, és a transzformacié a cx helyen felvett értéket "hizza ki” az z helyre.

O<c<]

fxy / /\\ fles
/

/
/

Cxy - X

1.25. Példa., A periédikus folyamatok leirdsdndl hasznosak a sinecz és coscz fiiggvények,
amelyek periédusa 27 /c. A sin 2z, sin z és sinz/2 grafikonja lathaté az aldbbi abran.
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By N .
/ S /7 N sin 2x
X / Y
— \
2. S\ 5 N
o
Y ¥i - 1

1.20. Az exponenciilis fiiggvény

Tekintsiik a sejtosztédés folyamatdt. Tegyiik fel, hogy minden sejt masodpercenként osztédik,
¢és a O-ik méasodpercben 1 sejt van. Az els6 masodpercben 2, a 2-ikban 4, a harmadikban 8, és
igy tovibb,

-
e =
<
| <z
7 2 4 2"

az n-ik masodpercben pedig 2" sejt van. Itt a hatvanyfiiggvényekkel ellentétben nem az alap,
hanem a kitevé véltozik.

Altaldban, he hatvinyozdsndl aza >0 (a# 1) alap régeitett, és az x € R kitevd a vdltozd,
akkor az a* exponencidlis figgvényt kapjuk. Mivel a hatvanyt minden valds ¢ kitevdre definidl-
tuk, az a” fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza (D = R). Nyilvénvaléan
a® > 0 minden z esetén, vagyis az értékkészlet R = (0,00). A hatvinyokra vonatkozé egyen-
16tlenségek miatt, ha a > 1, akkor a® névekvé (z; < 23 = a®' < a®2), és ha 0 < a < 1, akkor

s

csdkkend (z1 < za = a® > a®2). A 2% és (1/2)* grafikonjdt 14thatjuk az aldbbi dbran:

Mivel (1/a)* = a~7, ezért az (1/a)® és a® fiiggvények grafikonja egymads tiikorképei az y-tengelyre
vonatkozdan. .
A hatvinyozds azonossigal miatt

aO — 1’ azl . azz — a21+mg’ (031)22 — azl-mz-
Konnyen lithatd, hogy a® — oo, ha z — o0, és a® — 0, ha ¢ —+ —co (@ > l-esetén). A
" s ooff, " — 0" jelolések azt jelentik, hogy a nyil elbtt levd kifejezés minden hatdron til

kizeledik a végtelenhez illetve nulldhoz. Ezt a fogalmat pontosan a hatarértékekrdl szdlo 2.
fejezetben targyaljuk. '
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1.21. A logaritmus fiiggvény

Mivel az f{z) = a® kolcsdnésen egyértelmil (szigordan monoton), ezért invertalhats. Inverze

f(z) =log, =

azt a szdmot jelenti, amelyre mint kitevére, a-t emelve z-t kapunk. Az log, « grafikonjdt mutatja
a kisvetkez$ dbra a > 1 és 0 < a < 1 esetén

2

L5

i Y

0.5

0

0.5
-1

-1.5

-2

Nyilvanvald, hogy az értelmezési tartomdny Dy, = (0,00), az értékkészlet Ry = R,
és a log, z = O egyenlet egyetlen megolddsa z = 1. A logaritmusra vonatkozé legfontosabb
azonossagok:

log,(z:y) = log,z+log,y

log,z% = alog,z
log, =
1 = 5%
O8a log, a

Megjegyezziik, hogy

a8 =g, ha z>0,
és

log,a® =2, ha zeR,

a két fiiggvény tehdt nem azonos.

1.22. Logaritmikus fiiggvénytranszformdcick, logaritmikus skaldk

Az exponencidlis fiiggvények vizsgilatat és ezaltal szdmos gyakorlati probléma megolddsiat nagy-
mértékben megkdnnyiti az aldbbiakban vadzolandé transzformdcid, melynek segitségével az ex-
ponencialis fliggvények grafikonjit egyenesként rajzolhatjuk meg. Az eljardst példdkon keresztiil
mutatjuk be.
Tekintsitk az
f(z) = 10%

fiiggvényt. Ennek grafikonjat ismerjiik, de nyilvdnvald, hogy a megkozelit8en pontos dbrazolds
is nehézségekbe iitkozik.
Vegyiik az
y = 10%

egyenlet mindkét oldaldnak 10-es alapi logaritmusat:
z=lgy = 3z.

A kapott z vdltozd linedrisan figg z-t6l, ezért grafikonja egyenes az (z, z) koordindtarendszerben.
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=3x

o
[
-4

A z =lgy kolesdnésen egyértelm, ezért az egyenletes z-beosztdst megcimkézhetjiik a meg-
felel y = 10% értékekkel, azaz a lg y helyhez y-t frunk.

7<=

A transzformalt 2z tengelyt a megfeleld y-értékekkel megcimkézve, egy tigynevezett logarit-
mikus skalat kapunk, ahol a skila —oco- helyett 0-val kezd&dik és a nulla helyett 1 van.

L 1 M i 1 L L Fl il 4
T T T T T " O T T t

O ——mg—r ... 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

Lithats, hogy 10" és 10"t! kozott ugyanakkora a tavolsig minden n esetén.
Az y = 103® fiiggvényre kapjuk az aldbbi grafikont:

v A

10000+
y=10°*
1000+
1004
104
I J. { Il b__
I 2 3 x

Természetesen mas alapd logaritmus is hasznilhaté. A logaritmus azonossigai miatt a
kiilonbszd alapi logaritmusok alapjdn késziilt skaldk csak egy konstans szorzéban térnek el
egymastél, ezért az egyenes meredeksége lesz més.

Az orvostudomdnyban és a gydgyszerésztudomanyban ennek az dbrazolasnak rendkiviili sze-
repe van, hiszen szdmos folyamat exponencialis csskkenést vagy nsvekedést mutat. A kisérietek
eredményeinek abrazoldsit gyakran elére gyartott "logaritmikus mm-papir” segiti, amely bar-
milyen alapd logaritmus szerinti dbrazoldshoz megfelel, figyelembe véve az &tirdsra vonatkozd
teszefiiggést. Manapsig papir helyett inkdbb szamitégépeket hasznalunk.

A fentiesetben és ditaliban az exponenciilis fliggvények esetén az y-tengelyt transzformdljuk.
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M4s esetekben az z-tengely logaritmikus transzformaciéjdra is szitkség lehet.
Tekintsiik az

y=Ig=z -I— 1
fiiggvényt. Ha bevezetjiik az u = lg = helyettesitést, akkor az

y=u+1

egyenest kapjuk, amelynek képe az (u,y) rendszerben egyenes. Mivel az ¢ — u kapcsolat
kilesonosen egyértelmii, az u-tengelyt cfmkézhetjiik a megfeleld z értékekkel. Ez hasonld az
elébbiekhez, de most az z-tengelyt torzitjuk logaritmikusan.

v A

4
3 1 y=lgx +1
2

.

Az y = (lgz)® + 1 fiiggvényt pedig ebben a koordindtarendszerben dbrizolva az y = u® + 1
gorbét kapnank. :

t 1 g H—
410 100 1000 "x

A fenti dbrézolasokat szemilogaritmikusnak nevezziik, mivel csak az egyik koordindtaten-
gelyt transzformaljuk.

Mindkét tengely transzformaécidjara sziikség van, ha valamely hatvanyfiggvényt, példéul a
y =100 22
fiiggvényt szeretnénk egyenessé transzformdlni. Mindkét oldal logaritmusdt (pl. 1g) véve
lgy=-2lgz+2
Bevezetve a z = lgy és u = lg x viltozdkat, a
z2=2-2u

egyenest kapjuk az (u, z) rendszerben. Mindkét tengelyt az eredeti z, y-értékekkel megcimkézve.
kapjuk a fiiggvény logaritmikus 4dbrdzoldsat.

7 |

o008 L
100 2 y=100x"2
10 L
]
1 -
I 1 100 X
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2. Hatarérték, folytonossig

2.1. Hatarértékproblémaira vezetd feladatok

A hatérérték a matematikai analizis alapvetd fogalma. Most néhdny olyan hatérértékre vezetd
matematikai és alkalmazdsokbdl szdrmazé példat, problémat tekintiink, amelyek a kovetkesd
fejezetekben kiemelten fontosak lesznek.

— Az f(z) fiiggvény grafikonjdhoz hizott érintd meredekségének, a fiiggvény valtozdsdnak a
vizsgdlata a differencidlszamitds alapfeladata.

— Az f(z) figgvény grafikonja és az x-tengely kozti teriilet kiszamitdsa, illetve teriiletszamitasra
visszavezethetd problémak vizsgdlata az. integralszdmitis kérébe tartoznak.

— Valamely valés folyamat jévébeli viselkedésének ” megjdsldsakor” a folyamatot leird f(x) fiigg-
vény aszimptotikus tulajdonsdgainak, a fiiggvény végtelen kizelében vald viselkedésének vizsga-
lata sziikséges.

2.1.1. A fiiggvény érintdje, mint hatirhelyezet

Tekintsiik az f(z) figgvényt, amely értelmezve van valamely zo pontban és annak egy kérnye-
zetében. Prébéljunk érint6t hdzni a fiiggvény grafikonjshoz az (zg, f{zg)) pontban. El8szor
pontosan meg kell mondanunk, mit értink az (zo, f(zo)) pontbeli érintd alott. Ha az érintd
fogalmat meghataroztuk, felrajzoldsdhoz a meredekségét kell még megkeresniink. Ezutdn az

y ~ fzo) = m(z — 20)

képlet megadja az érinté egyenletét.

Az aldbbi gondolatmenet az érinté fogalmdt is megvildgitja, és a meredekség meghataroza-
sdnak modszerét is megadja.

Legyen z; # xo adott. Az (zo, f(zo)) és {21, f(21)) pontokon dtmend egyenes (szeld) mere-

deksége (z0)
_ Ay fl=1) - flzo
m(2o, 21) = Az r —xg

‘amely fiigg az 2g, 21 pontok megvalasztdsitdl. A szeld egyenlete

fz1) — fl=o
y ~ f(zo) = M(m — o).
Ty — o
A S
(% %)) /
(% (%, e |
/ -
*o xz
Vegyitk az zg-hoz egyre kézelebb lev8, z,zs,...,2, pontokat (pl. zp + % vagy Tp — %

vélasztdsok megfelelsk lehetnek). A szel6k meredekségei rendre

m(zp, 2n) = f(E:: : igmo_),

egyenleteik
f (wn) - f (mO)

(2 — 20) {z — zp).

y — flzo) =
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v A

“Y

Ha a fiiggvény grafikonja eléggé *szép”, akkor az (zn, f(z,)) metszéspontok egyre kozelebb
keriilnek az (zq, f{zo)) ponthoz, a szel8k pedig hozzasimulnak egy egyeneshez, amely ”siman”
érintkezik a fiiggvény grafikonjival. Ez a grafikon érintSje az (zg, f(zo)) pontban. A szel8k
meredeksége pedig egyre jobban megkozelit egy szamot, egy hatarértéket, amely csak az zo-tél
fiigg. Bz a szdm az érinté meredeksége.

Osszefoglaldul azt mondhatjuk, hogy az (zo, f(xo)) és (z, f(z)) pontokon dtmend szeldk ha-
tarhelyzete az f(z) figgvény grafikonjdhoz az(zg, f(20)) pontban hizott érint8, midén z — xzo.
Az érintd meredeksége pedig a szeldk meredekségének o hatdrértéke ha r minden hatdron tdl
kézeledik zo-hoz. Ez utdbbira a

lim f(=) = f(=o) = m{zo)

=80 I — X

jelolést alkalmazhatjuk. Az érintd egyenlete

y = f(=0) = m(z0)(z — o).

Megjegyezziik, hogy egyaltaldn nem biztos hogy 1étezik az érint8. Legyen példdul f(z) = |z|
és zp = 0. Azt taldljuk, hogy a szeldknek nem léteztk hatdrhelyzete, ha * — zp €s nem létezik
a szelék meredekségének a hatdrértéke sem. A grafikon ”szépsége” tehat az érint6 1étezésének
feltételezését jelenti.

m(x)

2.1.2. A teriilet, mint hatarérték

Tekintsiik az f(z) = =? fiiggvényt a [0, 1} intervallumon. Szémftsuk ki a fiiggvény grafikonja
és az x-tengely kozti teriiletet 0 és 1 kézott. Mivel a téglalapok teriiletét konnyen ki tudjuk
szamftani, ezért prébaljuk a kérdéses tartomanyt minél pontosabban egymast it nem fedd tég-
lalapokkal kitslteni vagy lefedni. Olyan téglalapokat vesziink, amelyek oldalai parhuzamosak a
tengelyekkel. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenl8 részre, és az i-ik osztépontot jelsljiik
zi-vel: z; = i/n. Ekkor zq = 0, és z,, = 1. Ekkor a vizsgalt tartomény teriiletét alulrdl, illetve
feliilr8l becsiiljitk az 4bran lathatd téglalapok teriiletének ssszegével.
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A [ A

\\\‘\1 NN

0=x ¥ % S Fiy ‘a-v Fa-i = — =Xy oo X T et -;n-.: -T,F".-'

Mivel ziy1 — 2 = 1/n, f(z;) = (i/n)? és f(ziy1) = (({ + 1)/n)?, enért az [z;, xiy1] interval-
lumon alulrél becsls téglalap teriilete 12/n3, a feliilrél becsld téglalapé (i + 1)2/n3. gy a teriilet
alsé becslése:

0 1 2? (-1 1°F (n— Dn(2n- 1)
th=—+—+—=+... +—= =
- + n? + n? et n3 n3 gz 6n®

A fels6 becslés:

— 1 2 22 ( 1 & n{n + 1)(2n+1)

=gt gttt =— Z = =

Ha a beosztasokat minden hatdron til finomitjuk (n — o0), t,, és #,, egyre kozelebb keriilnek az
1/83 értékhez, ezért azt mondhatjuk, hogy a vizsgilt tartomany teriilete 1/3. A t,, és #,, kozel(ts
teriileteknek ezt a tulajonsigat dgy fogalmazhatjuk meg, hogy hatarértékiik 1/3, ha n tart
végtelenhez. Ezt igy jeloljiik:

Hasonlé gondolatmenetet kvethetiink mas sikidomok teriiletének kiszamitdsakor. A teriiletet
egymast nem atfedd téglalapok vagy maés egyszerii idomok teriilete Gsszegének a hatdrértékeként
kapjuk.

A
N
Y/

-
1NN
N

N
RN
\x\\\‘:\\\\

2.1.3. Fiiggvények viselkeddse a végtelen kézelében

Tekintsiik valamely gyogyszer felszivédésit a szervezetben. A gydgyszer mennyiségét a t idépil-
lanatban az f(t) fiiggvény irja le. Az f(t) két lehetséges grafikonja lathaté az aldbbi dbrakon.

i

AN
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Szeretnénk tudni, hogy tetszSleges id6 miilva is marad-e a szervezetben hatdsos mennyisé-
gli gydgyszer, vagy a gydgyszer gyakorlatilag eltlinik a szervezetb8l. Azt vizsgaljuk, hogy ha t
minden hatédron til naggya valik, mi térténik a megfelels f(t) fiiggvényértékekkel. Ha az f(t) ér-
tékek egyre kizelebb kerilnek nulldhoz a t id8 névekedésével, akkor azt mondhatjuk, hogy az f(t)
fiiggvény hatarértéke a végtelenben nulls, amire a limy,o f(2) = 0 jelslést alkalmazhatjuk.
A masodik grafikon esetén pedig lim,_, o, f(t) = A.

2.1.4. Fiiggvények hatirértékének intuitiv fogalma

A beveretd példdk mind speciélis esetei a hatarérték altaldnos fogalmanak. A bevezetett specidlis
Jjeloléseket egységesithetjiik:
Lim f(z) = A.

Ezt a jelslést ugy olvassuk, hogy f(z) tart A-hoz, ha z tart a-hoz, vagy az f(z) hatédrértéke A,
midén g tart a-hoz. Ez azt jelenti, hogy, ha az z minden hatdron tdl megkézeliti a-t, akkor f(x)
A-hoz kozeledik minden hatéron til. Ez nem pontos definicié, adésak maradtunk ” z tart e-hoz”
egzakt meghatdrozasival. Latni fogjuk, hogy a véges szdmhoz és a végtelenhez valé kozeledés
fogalmai kiilénbéznek egymaéstol.

A tovdbbiakban, ha a vizsgalt hely lehet véges vagy végtelen, akkor az * a” jelslést hasznéljuk.
Ha hangstlyozzuk a hely végességét, akkor a kérdéses helyet zo jelsli.

El8szor egy specidlis esetet, a sorozatok hatdrértékét tekintjiik. Utana foglalkozunk az alta-
lanos esetekkel.

2.2. Sorozatok hatirértéke

Soroljunk fel végtelen sok valds szdmot egymds utan. A szdmok sorrendje lényeges. Ezeket a

felsoroldsokat végtelen sorozatoknak nevezziik. Ilyen sorozat példdul a természetes szamokbél
4llé

1,2,3,...,n,...

vagy a négyzetszamokbdl all6

1,22,3% ... n? ...
sorozat és az

11 1

I;Esg)"')a:'

sorozat. Altaliban
81,02, .,8n,---; {@n}tozqy; {an}

jeloli szémok végtelen sorozatit, amelynek n-ik eleme a,. Sorozatok példaul a kiilonbozd pil-
lanatokban mért kisérleti eredmények, ahol az n index az n-ik pillanatot jelsli. A sorozatok
N — R tipust fiiggvények, melyek értelmezési tartomdnya a természetes szamok halmaza. Az
indexes jelolés itt célravezetdbb az f(n) jelslésnél.

Sorozat véges hatirértéke

Tekintsiik a fent emlitett a, = 1/n sorozatot. Létjuk, hogy az n névekedésével a sorozat
elemei bdrmilyen kicsiny megadott tdvolsdgndl kézelebb keriilnek a nulldhoz. Példaul, a, < 0.1
ha n > 10. Az g, < 001 egyenlétlenség pedig n > 100-ra teljesiil. Es igy tovdbb, még

kisebb, bdrmilyen kicsi pozitiv szdmot megadva, a sorozat elemes ndila kisebbek valamely elemtél
kezdddden.

—pam——"¢§-$——3 >

0 i

e
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2.1. Definfcié. Az {a,} sorozat nulldhoz tart, ¢ hatdrértéke nulla, midén n — co, ha bdrmely,
tetszélegesen kicsiny &€ > 0 szdmhoz van olyan N(e) e-tdl figgé kiszébindez, hogy |an,| <
minden n > N esetén. Ezt a tulajdonsdgot kétféleképpen is jelilhetsiik:

gr — 0 (n— oc) vagy r}irgoan = 0.

Az {a,} sorozat hatdréricke az "a” véges szdm, azez
q s

lim a, =@, ke lim |a, — a| =0.
n—oo n—+00

Sorozat végtelen hatirértéke

Tekintsiik az

ay = n’

sorozatot. A szadmegyenesen abrézolva, lathatjuk, hogy

az ay, értékek egyre nagyobbak az n névekedésével, és barmilyen nagy elbre adott K szamnal
nagyobba valnak. Ha K = 10, akkor a4, as... mar nagyobb, mint K, ha K = 10000, akkor
@101, G102, - - - hagyobbak K-nal. Hasonld igaz minden adott K szdm esetén.

- 2.2, Definicié. Azt mondjuk, hogy az {an,} sorozat tart co-be, hatdrértéke végtelen, midén n
végtelenbe tart, ha bdrmilyen nagy K szimhoz van olyan N(K) K-tdl figgd kiszébindez, hogy
a, > K minden n > N index esetén. A sorozat végtelen hatdrértékére az

ap, = 00 (n— oc) vagy lim a, = oo
n—oo

jeloléseket haszndljuk.
Az {an} sorozat hatdrértéke —oo, ha

g, (—an) = oo

2.1, Példa. Tekintsiik az a, = ¢" mértani sorozatot.

Ha ¢ > 1, akkor a,41 = ¢"*1 = ¢" - ¢ > ¢" = a,,, a sorozat monoton névé. Legyen K > 0
adott. Ekkor ¢ > K, ha n > log, K. Tehdt a ¢ > 1 esetben limy .o ¢ = co.

Ha ¢ = 1, akkor a, = 1, és nyilvdnvaldan lim,,_,o, ¢° = 1.
Ha ¢ = —1, akkor a sorozat elemei —1,1,—1,1,—1,... a sorozat oszcilldl, nem létezhet a
lim, e g™ hatdrérték, a sorozat elemei nem kozelednek egyetlen értékhez sem.

Legyen —1 < g < 1. Beldtjuk, hogy g™ — 0 mid6én n — co. Meg kell mutatni, hogy a |g|"
értékek tetszSlegesen kicsinnyé valnak. Legyen £ > 0 adott, akdrmilyen kicsiny szdm, példdul
0.1,0.01,0.001 vagy kisebb. A logaritmus definicidjabél adédik, hogy [g|® < e lesz, hacsak
n > log1/|q| 1/5.

Ha g < -1, akkor a ¢" sorozatnak nincs hatarértéke, ugyanis paros n-re az elemek (g%*)
pozit{vak és végtelenbe tartanak, a paratlan n-re pedig {g***1) negativak, és —oo-be tartanak.

Abrézoljuk a kiilonbszé eseteket koordinitarendszerben:
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g=1.2 g=1 g=0.8
. ] .................... 0.8 .
30 L 0.8 0.6
: 06
20 . ,
. 0.4 0.4
10 0.2 0-2i
5 70 15 20 T s 10 15 T 5 10 15 20
g=-0.8 g=-1 g=1
0.6 1 - - . . . . . . . . II ....................
0.4 0.8
0.2 500 0520 ER Y R TR 0.4
-0.4 0.5 0.2%
-0.6 ; :
0.8 y 5 10 15 20

Befejezésitl tekintsilk a mértani sorozat elsd n elemének Ssszegét. A kézépiskolds tanulmd-
nyokbdl is ismert, hogy

I—g"
S, = .
n 1 . q
A fentiek miatt, ha |g| < 1, akkor
. 1
lim §, = ——.
nhe " T 1-¢

Egyéb esetekben nincs véges hatarériék.

2.2. Példa. Legyen a, = ap + nd, egy {d > 0) differencidji szdmtani sorozat. Legyen K > 0

adott szdm. Mivel
K- g

d
ezért lim, o (ag + nd) = co. Ha d < 0, akkor pedig limy, .o ag + nd = —oo.

ag+nd> K, ha n>

2.3. Példa. Az a, — 2" sorozat hatarértéke végtelen. Ugyanis legyen K tetszdlegesen nagy
pozitiv szam. Ekkor 2™ > K, hacsak n > logy K.

2.4. Példa. Az {-1,2,-3,4,-5,6,...} sorozat egyik végtelenhez sem tart, mert a paros
indexti elemek végtelenhez, mig a paratlanok minusz végtelenhez kézelednek.

1\"1® » ]
2.3. Kamatos kamat, az 1+ . sorozat, az "e” szam

Tegyiink be a bankba ” Ap” forint dsszeget évi P % kamatra. Legyen p = P/100. Ekkor egy év
utén a kdvetelésiink '
Ay = Ao(1 +p),

két év utan
Ay = A((1+4p) = 4 (1+p)?,
a k-ik év utén pedig
Ap = Ap_1(1+p) = Ar_o (1 -i—p)z =...= Ap(1 +P)k
forint lesz.

A pontosabb elszamolss érdekében szamoljuk a kamatot félévenként. A félévi kamatldbP/2 %.
Ekkor az els6 év végén kovetelhetd By dsszeget a

2
Bz=AQ(1+§)
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formuldval szdmithatjuk ki. Hasonléan, a kamatot harmadévenként szdmolva, (a harmadévi
kamatldb P/3 %):
3
Bs = A, (1 + %’)

Néveljitk az osztépontok szdmit. Egyre gyakrabban szdmolunk kamatot. Evente 4-szer, 5-szér,
n-szer, rendre az id8ardnyos P/4 %, P/5 % illetve P/n % kamatldbakkal. Ekkor

4
By = Ap (14—2) ,Bs=Ao(1+§)

Ez a sorozat specialis. Az alap és a kitevd egyiitt viltoznak. Igaz altaldban, hogy

5 n
b (142)"
n

Bi<By<...< B,_1<8B,...
Ez j6, mert kévetelésiink a kamatszdmitis gyakorisiaganak névelésével emelkedik. Miért ne

szamitandnk a kamatot naponta, érdnként? Ez azonban mér célszerlitlen, mert a ndvekedés
meértéke egyre kisebb. Tekintsiik a speciilis p = 1 esetet, azaz az

1\"
Ap — (1+;)

a) = 2, a0 — 259374, apn — 270481, a1000 — 2.71692, 210000 — 2.71815.

sorozatot. A sorczat néhany eleme:

Bebizonyithaté, hogy
2= < <. .. << pp1<... <3,

Belathaté tovdbbé, hogy létezik a

1 n
lim a, = lim (1 + —)
n

n-—+00 n—oo

hatérérték. Ezt a hatirértéket ”¢”-vel jeloljitk és alapvetd szerepe van a matematikdban. Min-
deniitt taldlkozunk vele, ahol az exponenciélis és logaritmusfiiggvényekkel dolgozunk. Az e szdm
irraciondlis, és egy kozelitd értéke

e~ 2,718281828459...

Toviabbi, ha b # 0, akkor szintén
. I \bn
Jim (145" =
ezért np
. I A LA
Jm (1+2)" = lim [(1+ )" =

A fentiek miatt betétiink az aldbbiak szerint alakul évi egyre t&bbszéri kamatszamitds esetén
pyn p\7Y
Bn:A0(1+—) = Ag (1+—) — Ag-éf (n— o0).
n n

2.1. Megjegyzés. A kamatos kamat problémdanak biolégiai alkalmazdsai is vannak. Ha
egy populacid népessége évenként P %-kal nd, akkor a népesség szdmitdsit a kamatos kamat
képletével végezziik.
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2.4. Fiiggvény hatdrértéke véges pontban

A sorozatok hatérértékének felhasznaldsdval az intuitiv definicié teljesen egzakttd valik.

2.3. Definici. Legyen az f(z) fiigguény értelmezve az z¢ véges hely eqy kornyezetében, kivéve
esetleg xo-t. Az f(x) figguény hatdrértéke oz z¢ helyen az A szdm, ha a figgetlen vdltozd
tetszbleges xo-hoz tartd {z,} (z, # o) sorozela esetén o figguényérickek {f(z,)} sorozatdnak
hatdrériéke A. E tulajdonsdg jelolése:

lim f(z) = A vagy f(z) — A he 2 — .

Z— Ty

S(xn)

2.2. Megjegyzés. A hatdrérték lokdlis tulajdonsdg, a fiiggvény egy adott zy hely kozelében
valé viselkedését jellemazi.

2.3. Megjegyzés. Nem tételeztitk fel, hogy az "z,” helyen a fiiggvény értelmezve legyen,
csupan azt, hogy hatarértéke legyen az értelmezési tartomanyhoz tartozé helyek sorozatainak.
A fenti abrak mutatjak, hogy ha z az értelmezési tartomanyhoz tartozik, a hatarérték nem fiigg

£ (z0)-t6.

A hatérérték fontos tulajdonsiga, hogy egyértelmiien meghatérozott. Szemlélet alapjsn
nyilvanvald, hogy egy fiiggvénynek egy adott helyen nem lehet két kiilonboz6 hatarértéke. Igaz
az aldbbi tétel.

2.1. Tétel. A hatdrérték egyértelmi. Ha lim, ., f(z) = A és lim;,, f{z) = B egyidejileg
fenndll, akkor A= B.

2.5. Példa. Legyen f(z) = z*/z, amely nincs értelmezve az 25 = O helyen. Mivel f(z) = z,
ha z # 0 ezért lim;_,o z%/z = 0.

2.6. Példa. Legyen f(z) = |z|/z, amely nincs értelmezve az =9 = O helyen. Mivel f(z) = 1,
ha z > 0, és f(z) = —1, ha = < 0 ezért lim, g |z|/x nem létezik, hiszen példdul ha z, = 1/n,
akkor im,_. f(2z,) = 1. Ha pedig @, = —1/n, akkor limy, o f(Zn) = ~1.

39




2. HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

S

T

A hatédrértékek kiszdmitdsat néhdny szabaly megksnnyiti. A fiiggvények kozotti miiveleteket
a hatarértékek is ” 6roklik”. Ezek a szabdlyck mar a sorozat hatarértékére is érvényesek.

2.2, Tétel. Legyen im, .., f{z) = A, lim,_,,, g(z) = B, ahol A, B és z¢ valds szimok. Ekkor

lim ¢- f(z) =c- A,

Jim (f(z) +9(z)) = A+ B
lim f(z)g(z)=A-B

L—Zg

Ha B # 0, akkor
lim M = é

s—z0 g(z) B

2.7. Példa. Tekintsik az f{(z) = z? fiiggvényt valamely z; hely kozelében: lim, ,,, z? =
lmg ., 2 imy . == z0+ zo = Z&.

2.8. Példa. limz_,2(3w2 +z) = 3lim,..g 2% + limy; .y 2 =3 -4+ 2 = 14.

2.5. Féloldali hatdrértékek

2o

Az el6z6 pontban a példdk kszstt lattuk, hogy az f(z) = |z|/z fiiggvénynek az zq = O helyen
nincs hatarértéke. Azonban, ha z, > 0, és 2, — 0 (n — oo), akkor lim,_, f{z,) = 1. Ha
pedig z, < 0, és z, — 0 (n — oo), akkor lim,,_, o f(z,) = —1.

Altaldnosan is bevezethetjiik az aldbbi fogalmakat:

2.4. Definicié. Az f(z) beloldali hatdrértéke az zo helyen az A szdm, ha a hatdrérték definici-
gjdban csak T, < zq, vagyis az x < zg értékeken keresztil kozelitink xo-hoz. Ennek jelolése

lim f(=).

z—zg—0

A hatdrérték jobboldali, he a hatdrérték definicidjdban x,, > xo, vagyis csek az z > zq értékeken
keresztil kozelitink xo-hoz. Jeldlése

lim f(z).

2+ %o+

A
Vi3 T
F——
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2.9. Példa. Az f(z) = \/x esetén e = O-ban csak a jobboldali hatarértéknek van értelme, és
iimm_,g_;.g '\/_ =0.

Gyakran hasznos az aldbbi éllités.

2.3. Tétel. Ha
im f(z)= lim f(z)= A4,

z—Tg—0 z—zp+0

akkor limy .., f(z) = A, azaz a hatdrérték létezik és A-val egyenls.

2.4. Megjegyzés. A hatarértékek kiszamitisanak szabdalyai (2.2 tétel) a féloldali hatérérté-
kekre is érvényesek.

2.6. TFolytonos fiiggvények

A gyakorlatban folyamatok folytonos illetve ugrdsszer(i valtozdsinak jelentése szemléletes. Infi-
zi6 esetén a gydgyszer " folytonosan” jut a szervezetbe. A szervezetben lev8 gydgyszer mennyi-
sége rovid 1d6 alatt keveset valtozik. Ugyanakkor a gyégyszer tablettdnkénti adagoldsa a gyégy-
szerszint "ugrisszerll” valtozasit eredményezi. A folytonos és ugrasszerii véaltozds pontos fogal-
mat a hatirérték segitségével definidlhatjuk.

2.5. Definicié. Legyen az f(z) figgvény értelmezve az xo véges pontban és egy kornyezetében.
Az f(z) figgvényt folytonosnak nevezzik az o pontban, ha

zlillrzlﬂ f(:i:) = f(xﬂ):
azaz o hatdrértek létezik, és egyenld a figguényértékkel.
2.6. Definicié. Ha f(z) értelmezve van valamely [z, 7o + h) intervallumon és

i f(z) = flao),
akkor o figgvény jobbrdl folytonos zo-ban. Ha f(z) értelmezve van valamely (xq — h, zg] inter-
vallumon és

lim f(z) = f(zo),

z—an—0

ekkor a figgvény balrdl folytonos zo-ban.

Ho a figguvény egy < a,b > (nyitott vagy zdrt} intervallum minden pontjdban folytonos ( a
végpontokban balrdl ill. jobbrdl), akkor azt az < a,b >-n folytonosnak nevezzik.

A folytonossidg fogalma nagyon szemléletes. Probaljuk felrajzolni egy folytonos fiiggvény
grafikonjat. Ha két hely kozel van, akkor a fiiggvényértékek tdvolsiga is kicsiny. A grafikon
megfeleld pontjai is kbzel vannak, ezért az egyik pontbél a masikba nagyon révid ceruzamozgassal
jutunk el. Mivel ugyanez a megfontolds a kozbiilsé pontokra is igaz, azt kapjuk, hogy egy
folytonos fiiggvény grafikonjit a ceruza felemelése nélkil meg tudjuk rajzolni, azaz a grafikon
egy "folytonos” gérbe. Az aldbbi fiiggvények folytonosak.

ﬁ A
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A kévetkezd grafikonokhoz tartozd fiiggvények az zp helyen nem folytonosak.

Mindhérom esetben a szakaddsi helyeken a féloldali hatarértékek léteznek. A mésodik fiigg-
vény balrédl, a harmadik pedig jobbrél folytonos.

A leggyakrabban hasznalt fiiggvények, az elemi fiiggvények kellemes tulajdonsiga folytonos-
sdguk. Pontosabban, igazak az alabbi tételek.

2.4. Tétel. A hatvinyfiggvények, a trigonometrikus fiiggvények, tovdbbd az exponencidlis és
logaritmus figguények folytonosak értelmezési tartomdnyuk minden pontjdban.

A tétel a fiiggvényekrdl kialakult szemiéletes elképuzelés alapjan elfogadhatéd. A bizonyitést
az erésen technikai jelleg miatt nem végezziik el. Az olvasd gyakorlds gyandnt megteheti.
A hatdrértékek definiciéjat alkalmazva és a miiveleti szabilyok segitségével belathaté a

2.5, Tétel. .

a) Legyen f(z) és g(z) folytonos zq- ban. Ekkor c- f(x); f{z)+ g(x), f(=)-g(x) is folytonos
zo-ban. Ha tovdbbd g{xo) # 0, akkor f(z)/g(z) folytonos zo-ban.

b) Ha f(z) kélesondsen egyérielmd, és folytonos xo-ban, akkor inverze f(z) folytonos f(zo)-
ban, azaz folytonos figgvény inverze is folytonos.

c) Ha g(z) folytonos zq-ban és f(z) folytonos g(zo)-ban, akkor f(g(z)) folytonos zo-ban, azaz
a folytonos fiiggvenyekbdl képzett dsszetett figgvény a folytonos.

2.10. Példa. A fenti tétel miatt példaul folytonos az f{z) = 1/z, ha z # 0, de nem folytonos
az zg = O-ban, hiszen ott még értelmezve sincs.

2.11. Példa. Folytonosak tovdbbd a tgz (z # n/2-+kx (k= +1,£3,%5,...)) ésa/z (v > 0)
fiiggvények.

2.12. Példa. Mivel 2% és z? folytonosak, ezért limg_,o(2% + &2) = 1, és lim,_,o %2% = 0.

2.5. Megjegyzds. Folytonos figgvények esetén a hatdrértékek kiszdmitdsa egyszerd behelyet-
tesitési probléma. Az igazi gondot a szakaddsi helyeken vagy az értelmezési tartomdny hatdrdn
vett hatdrérickek kiszdmitdsa jelenti.

2.7. Végtelen hatarérték véges helyen

Tekintsiik az f(z) = 1/2? fiiggvényt az zo = O hely kizelében. Tartson az {z,} sorozat (x, # 0)
nulldhoz ha n — co. A sorozat hatérértékének definici6jadbél azonnal adédik, hogy 1/22 — oo
ha n — oo.

2.7. DefiniciS. Legyen f(z) értelmezve az o véges hely egy kirnyezetében, kivéve esetleg az zq
helyet. Az f(x) figguény hatdrértéke az zo helyen végtelen, ha a figgetlen vdltozd tetszbleges xo-
hoz tarté {xn} (zn # zo) sorozaidra a figguényértekek {f(z,)} sorozatdnak hatdrértéke végtelen.
Formdlisan jelglve:

lim f(z) = co vagy f(z) — oo he z — =o.
T— T
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A 2.5, fejezethez hasonldan definidlhatjuk o féloldali

lim f(z)= lim f(z)=

z—zo+0 z—2q—0

végtelen hatdrériékeket. Tovdbbd, analdg médon definidlhatd a —oo hatdrérték is.

flxn) Hxn)

A baloldali 4bran a fiiggvény nincs értelmezve az zy pontban, mig a jobboldali Abran a

fiiggvényértéket a fekete pont mutatja. Lithaté, hogy a hatirérték és a fiiggvényériék egymdstol
fiiggetlenek.

2.13. Példa. Tekintsiik az f{z) = 1/z fiiggvényt és az z¢p = O helyet. Konnyen lithaté, hogy
lim;_,g491/2 = oo és lim;_,g—q 1/z = —oo0.

2.14. Példa. A jellemz esetek lathaték az alabbi 4brén, amely az f (z) = z(z—1)(z—2)(z—3)?
fiiggvény és reciprokéanak a grafikonjdt tartalmazza:

flx) 1flx)

4
3 4 U
2 2
I
N -1 ] 2 3 4
iy, ;/ N_2 3 4 2
4

A fenti példanal tapasztaltakat dltaldnosan is megfogalmazhatjuk.

2.6. Tétel. Legyen lim, .., f(z) =0.
Ha f(z) > 0 az "zo” hely kérnyezetében, akkor

lim —

i 7 =
He f(z) <0 az "zo” hely kérnyezetében, akkor

1
lim — = -0

=% 1(a)

Ha f{z) nem szigordan pozitiv vagy negativ, eléjelet vdlt az zo hely bdrmely kérnyezetében, akkor
nem létezik hatdrérick.
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2.7. Tétel. Legyen lim,_.,, f(z) = +o0 és lim, .., g(z) > 0. Ekkor

Jim f(=)o(a) = +oo
He lim;_,,, g(z) < O, akkor
Jim f(a)o(e) = —oo.

A fenti szabalyok nagymeértékben megkénnyitik a végtelen hatdrértékek kiszdmitdsat. Van
azonban néhany eset, amelyekre nem fogalmaztunk meg szabélyokat. Ilyenek a oco/oo,0/0,0-
00,00 — co tipusd hatarértékek. Ezek hatdrozatlanok. Kiszdmitdsukra nincs dltaldnos szabdly.
Vagy kozvetleniil prébaljuk a hatérértéket meghatarozni, vagy a specidlis esetek egyenként vizs-
galhatdk (ldsd a 2.9.3. pontot). Altaldnosabb esetekben hasznalhaté az din. 1 Hospital szabaly
(4.3. fejezet).

2.8. Hatarértékek a végtelenben

A fiiggvények végtelen kizelében vald viselkedésének tanulményozdsa a végtelenben vett hatdr-
érték fogalmdhoz vezet. Az aldbbi hdrom gorbe alakja hasonld, mégis lényeges kiilonbség van
kbzottik a végtelen kozelében.

i i

A kiilsnbséget a végtelenben vett hatdrérték fogalma irja le.

2.8. Definicié. Legyen f(z) értelmezve valamely (a,c0) intervallumon. Az f(z) figgvény ha-
tdrértéke a végtelenben az A szdm, ha a figgetlen vdltozé tetszéleges, végtelenhez tarté {z,}
sorozatdra o megfeleld {f(z,)} sorozat hatdrértéke A. A végtelenbeli hatdrérték szimbdlikus
Jelolése:

Jim f(z) = A vagy f(z) = A ha T — co.

A definicid hasonld a —oco-belt hatdrérick esetén.

f(xn)

2.15. Példa. Legyen f(z) = 1/z, és legyen limy,_,o, 2, = 00. Ekkor limy,_,o 1/2, = O, ezért
limg_,o 1/2 = 0.
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2.16. Példa. Tekintsiik a sinz fiiggvényt. Legyen z, — nx. Ekkor sinz, = 0. Ha 2, =
7 /2 + 2nx, akkor sin z,, = 1. Ezért nem létezik a lim,_,o sinz hatdrérték.

2.17. Példa. Legyen f(z) = z%. Ha lim, ¢ 2, = oo, akkor lim, .. 2 = co.
Az utolsé példa alapjan bevezethetjiik a végtelenben vett végtelen hatérérték fogalmdt.

2.9. DefinfciS. Legyen f(z) értelmezve valamely (@, 00) intervallumon. Az f(z) figgvény hatdr-
értcke a végtelenben végtelen, ha a figgetlen viltozd tetszéleges, végtelenhez tarté {z,} sorozatdra
a figgvényertékek {f(z,)} sorozatdnak hatdrértéke végtelen. Jelslése:

zli’xg)f(a:)roo vagy f(z) — oo ha z — oco.

A definicic analdg ¢ —oo hatdrérték esetén.

fom) | T |
== |

|
il

|
|
|
|
-

Xn

2.6. Megjegyzdés. A véges helyen vett véges illetve végtelen hatdrértékek kiszamitdsara vo-
natkozé szabalyok végtelenben vett hatdrértékekre is érvényesek.

2.7. Megjegyzés. A végtelenben (minusz végtelenben) vett hatarériékek féloldaliak.

2.8. Megjegyzés. A hatarértékre vonatkozd szabdlyokat a sorozatokra kiilén nem fogalmaz-
tuk meg, bar az altaldnos hatdrérték-fogalom bevezetésénél a sorozatokbdl indultunk ki. Az
altaldnos esetre megfogalmazott szabalyck a sorozatok hatarértékére véltozatlan formdban al-
kalmazhatdk, mivel a sorozatok specidlis N — R fiiggvények, és a sorozatok hatarértéke a
fiiggvények végtelenbeli hatdrértékének a specidlis esetének is tekinthetd.

2.18. Példa. Grafikus ismereteink alitdmasztjdk az aldbbi tulajdonsdgokat:

mzo 2 =00 (a>0), lim, ,o2®*=0 (ax<0),
hm; .o a® =00 (a>1), limy ,,a®2=0 (0<ea<1),
lim, .o log,z =00 (a>1), lim; oo log,z=—c0 (0<a<1).

2.9. Fiiggvények 6sszehasonlitisa

Mindennapos gyakorlati probléma két fiiggvény viselkedésének az Gsszehasonlitdsa valamely
véges vagy végtelen hely kozelében. Véges hely esetén ”lokdlis”, végtelen esetén pedig aszimp-
totikus 8sszehasonlitdsrdl beszéliink.

A legegyszer(ibb médszer a hatirértékek ssszehasonlitdsa. Ha azonban mindkét hatdrérték
nulla vagy végtelen, akkor felmeriil a kérdés, hogy melyikik kizeledik gyorsabben a kérdéses
hatérértékhez. Ekkor a fliggvények kiilonbségének vagy hdnyadosdnak a hatdrértékét vizsgdljuk.
Néhany fontos esetet tdrgyalunk az aldbbiakban.

2.9.1. HatAréridkek tsszehasonlitdsa

2.8, Tétel. Tegyik fel, hogy f(z} > g(x) az "a” véges vagy végtelen hely kizelében. Ekkor
limg o f(z) > limg ., g{z), felt€ve, hogy a hatirértékek léteznek.
Specidlisan, ha f(z) > 0 az "a” hely kizelében, akkor lim, ., f(z) > 0.
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w
e

a

Megjegyezziik, hogy f(z) > 0-bél (z # @) nem kovetkezik hogy lim,_,, f(z) > 0. Ezt igazolja
a limz—,q 2% = 0 példa is.

Sok esetben nem tudjuk magat a hatérértéket meghatdrozni. Ezért megprébalunk becsléseket
adni. A renddrelv a hatdrértéket a fiiggvény kétoldali becslése segitségével hatdrozza meg. A
késobbiekben ezt a szabélyt t&bb helyen is alkalmazni fogjuk.

2.9. Tétel. Tegyik fel, hogy f(z) > h(z) > g(z) az "a” véges vagy végtelen hely egy kérnyeze-
tében. Ekkor, ha lim,_,, f(z) = limg_,, g(z), akkor létezik a lim,_,, h(z) hatdrértck és

liy(e) = Jim () = lmy o)

Ha az alsé és felsd becslések hatdrértékei nem egyenliek, akkor o h(zx) figgvény hatdrértékének
létezését nem garanidlhatjuk.

Jix)
hi(x

g(x)

A fenti allitdsok féloldali hatdrértékekre is igazak.

2.19. Példa. A lim,_,o sin z/z hatérérték kiszdmitdsara nem tudjuk alkalmazni a szorzatsza-
balyt, mert a sin « hatdrértéke nem létezik. De

sin ¢

<

<

3

8=
8| =

T

ezért a rendérelvet alkalmazva, a hatdrérték nulla.

2.9.2. "Erintd a végtelenben”: aszimptota

A 2.1.1. pontban lattuk az érintd kitiintetett szerepét. Most egy példan megmutatjuk, hogy a
*végtelenbeli érintének” hasonlé jelentésége van.

2.20. Példa. Tekintsikk az (2 — 2z + 1)/(z - 2) fiiggvényt. Mivel

:1:2—22:-1—1_5_’_ 1
2(z—2) 2 2(z—2)
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és lim,_,o 1/{ — 2) = 0, a fiiggvény és az y = z/2 egyenes tavolsiga nulldhoz tart, ha . — co.
Az f(z) fiiggvényt a végtelen kozelében az y = x/2 egyenessel kizelithetjiik.

s
£y “ — ™ o +«~

/\ 4 6 ¥

Altaldban oz y = mz+b egyenest az f(z) figgvény aszimptotdjinak nevezzik a végtelenben,
ha

lim (f(z) — (mz + 1)) =0.

T—rC0

Specialis eset, ha az aszimptota valamely y = konstans egyenes. A konstans meghatdrozdsa
nem més, mint a lim;_,., f{x) = oo hatdrérték kiszamitdsa.

2.9.3. A lim, ., {2 hatdrérték vissgalata, § és % alakii hatérértékek

Most hasonlitsuk &ssze két tetszSleges fiiggvény viselkedését. Kérdés, hogy az f(z) és g(z)
fiiggvények koziil melyik n&vekedése illetve cstkkenése gyorsabb, vagy valtozdsuk osszemérhetd
valamely ”a” véges vagy végtelen hely kozelében. A valaszt a

lim M

hatarérték vizsgalatdval adjuk meg.

Legyen limz_., f(z) = oo és lim,_,, g(z) = co. Ekkor lim,_., f(z)/g(z) = oo azt jeleni,
hogy f(z) ”gyorsabban” tart végtelenbe, mint g{x). Ha limg.o f(z)/g(z) = konstans # 0,
akkor nivekedésik hasonld. Ha limg_., f(z)/g(z) = 0, akkor f(z) "lassabban” tart végtelenbe,
mint g(z). Végil, ha nincs hatdrérték, akkor a két folyamat nem hasonlithatd Gssze.

Ha limg—,, f(z) = 0 és lim,_,, g{z) = 0, akkor limy_,, f(x)/g(z) = O azt jelenti, hogy f(z)
“gyorsabban” tart nulldhoz, mint g(z). lim, o f(z)/g{x) = konstans # 0 esetén niovekedésik
hasonld. Ha pedig lim, ., f{z)/g(z) = co, akkor f(z) *lassabban” tart nulldhoz, mint g(z).

Nehézséget okoz, hogy a vizsgélt hinyados hatérértéke hatdrozatlan co/oco vagy 0/0 alaki.
Most csupdn néhany fontos speciélis eset vizsgalatdt tudjuk elvégezni. Késébb a L’Hospital
szabdly altalanosabb esetekben is alkalmazhatd lesz.

2.9.4. Racionalis tortfiiggvények hatarértéke véges helyen

Hasonlitsuk &ssze két polinom, P(z) és Q(z) viselkedését valamely véges zg hely kozelében. Az
eljardst példdkon keresztiil mutatjuk be.
Szamitsuk ki a

P
lim 22)
220)
hatarértéket.
2.21. Példa. Szamitsuk ki a
- |
lim
=—1 x—1
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hatarértéket. Mivel az 2o = 1 helyen a fiiggvény nincs értelmezve, ezért nem folytonos. A
hatarérték behelyettesitéssel nem hatdrozhaté meg. Mivel azonban

-1 {z+1)(z-1)
r—1 z—1

=zl (e#1),

ezért
2 -1

lim
z—1 T —

= gl:eri(m +1)=2.
2.22, Példa. A

lim
z—1x—1
esetben a tért nem egyszeriisithetd,
2
. z . . 1
lim = lim z* - lim .
z—1lx—1 z—1 z—1x—1

A masodik hatdrérték nem létezik, csak a megfeleld bal- és jobboldali hatarértékek. Ezért

limz? lim
z—1 s—1+0x — 1

. 1
limz? lim = —po

— = 00.
z—1 z—1-0gx—1

H

2.23. Példa. Végiil tekintsik a legegyszerlibben kezelhetd esetet:

lim ——
zl—Ivri I:Z-I-z-

Az z/(z* + 2) fiiggvény nevezdje nem nulla az o = 1 pontban, itt a fiiggvény folytonos.
Egzért
m — 2 =+
zl—lﬁ 552 —{-' 2 o 3 ’

Az dltaldnos esetekben az eljards a fentiekkel analég. A megfogalmazédst gyakorlatként az
olvaséra bizzuk.

2.9.5. Racionilis fiiggvények hatarértéke a végtelenben

Most két polinom névekedését a végtelen kozelében hasonlitjuk dssze. Kezdjiik néhany péld4val.
2.24. Példa.

L = = = —.
0 278+ 1 500 2+ & limgoo(2+ ) | 2

2.25. Példa.

y etz z+%_1imz_,oo(x+$1—2)_oo
m — = lIm = % - = — = co.
zmoo g1 mo0 14+ 5 limgo(1+25) 1

2.26. Példa. Végiil pedig

241 1+ L 1 1
lim %t = lim +’°12:1im . lim (1+;5—2)=0-1:o.

z—oo g3 4 1 z—boox+;§d z—roox+zl2 z—oo

Mindhirom esetben ugyanazt a mdédszert alkalmaztuk. A szamlalét és nevezdt elosztottuk a
legmagasabb hatvinyok kisebbikével, igy a hatdrérték mar nem 2 alaki, alkalmazhatdk a ha-
térértékekre vonatkozd tételeink. Ezzel a modszerrel kapjuk az aldbbi tételt.
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2.10. Tétel. Legyen Pn(z) = anz™...+ a1z + ag n-ed fokd, Qu(z) = bpa™ + ...+ b1z + bp
m-ed fokd polinom. Ekkor

00 {n>m)

. Py(x)
lim —~S=1{ & {(n=m)
2~ Qm () ) Sm (n < m)

A —oc-ben vett hatdrértékeknél figyelembe kell venni, hogy paratlan kitevé esetén z™ < O,
ha ¢ < 0. A mddszer a fentivel azonos.

2.9.6. Alim 522 = ] hatarérték

z—0

A hatérozatlan hatdrértékek kézott igen fontos a

lim S2% _ 1

z—0 2z
hatarérték, amelynek jelentése, hogy a sinx fiiggvény az origé kozelében a y = z fiiggvényhez
hasonléan viselkedik. Bizonyitsuk be dllitdsunkat! A hatarérték 0/0 alakd, ezért behelyettesi-
téssel nem szdmithaté ki. Tekintsik az egységsugari kort és jeldljitk be az z széget az 4dbrén
lathaté médon. A szdget radidnban mérjiik, ezért a szoghz tartozé {v hossza z.

A 5,

B

O A; A

Nyilvdan A; B = sinz, AB; = tgz. Az 4brardl leclvashatd, hogy az OAB  héromszog
teriilete kisebb az OAB kércikk teriileténél, ami kisebb, mint az O AB; hiromszdg teriilete.
Formalisan

1. z 1 1sinz
—smzr < - < -tgx=—
2 2 2 2cosx
Innen . .
sin 2 sin 1
<1l< . ,
coszT
ahonnan .
sin z

cosx < — <1
T

A cosz fiiggvény folytonos a nulldban, ezért lim, ,qcosz = 1. A fenti egyenlStlenségben a

hatirdtmenetet végrehajtva az egyenlStlenségek a renddrelv (2.9 tétel) szerint megmaradnak,
ezért : .
sin =

1=limcesz < lim
z—0 z—0 T

Mivel az egyenl8tlenség bal- és jobboldala egyarant egy, ezért

<1

sinx

lim =1.
z—0 I
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3. A differencidlszamitis elemei

3.1. Bevezetés

A hatérértékek bevezetésénél a 2. fejezetben az f(z) fiiggvény grafikonjshoz az (zo, f(zo)) pont-
ban hizott érint8jét az ezen a ponton dtmend szel6k hatirhelyzeteként definidltuk. Az érinté
m(zo) meredeksége pedig az (2o, f(z0)) és (z, f(z)) pontokon dtmend szeldk

Ay _ f(=z) - f(zo)
Az X —Ip '
meredekségének a hatdrértéke ha o — 2q:

m(zp) = lim —~*~—f(x) — f{zo)

T T — o

A Sex)

i
(xfix)) /

(% %)) &

— Ay

/ — ‘

—— 1 ——— ——

0 X xol X3z X XxX; X
——————

Azt is lattuk, hogy ha f(z) lineéris fiiggvény, annak meredekségét kapjuk. Az m(zg) hatdrér-
ték tehdt az egyenes meredeksége altaldnositdsinak tekinthetd. A Ay az y valtozd megvaltozdsa
a Az hosszisdgl intervallumon. A Ay/Az hinyados a fiiggvény &tlagos véltozdsi sebessége,
véaltozdsi ratdja az adott szakaszon. A '

Ay
Azm0 Az
hatérérték a fiiggvény pillanatnyi vdltozisi ratija, amely a filggvény megviltozdsinak
mértéke az adott pillanat kézelében. Az egyenes esetén ez a mérték, a meredekség, konstans.

Ebben a fejezetben az dltaldnositott meredekség elmeletének, o differencidlszamitdsnak
alapjaival foglalkozunk. Latni fogjuk, hogy ez az elmélet alapvetd eszkoz a fiiggvények viselke-
désének tanulmdnyozdsdhoz.

A szémos alkalmazis koziil két igen fontosat vdzolunk. A targyalds sordn ezeket matematikai
pontossdggal is megfogalmazzuk.

Tudjuk, hogy ha az egyenes meredeksége pozitiv, akkor az egyenes nisvé, ha a meredekség
negativ, akkor csskkend. Hasonlét tapasztalunk altaldnos esetben is az érintd meredekségét és
a fiiggvény monotonitdsat figyelve. Ezt illusztrdlands, tekintsik az al4bbi dbrat:

N A

Végiil, felhivjuk a figyelmet az érintd kitiintetett tulajdonsdgdra. Az f(z) fiiggvény gra-
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fikonjdhoz az (=, f(zo) pontban huzott érinté minden més, ezen a ponton &tmend egyenesnél
pontosabban kézeliti a fiiggvényt az zg hely kdzelében. Ezért a filggvény megvaltozasat az érintd
megvaltozdsaval becsiilhetjiik az zg kérnyezetében:

Ay = m(zo)Az,  f(z) — f(zo) » m(zo)(z ~ 20),

Ennek szamos alkalmazdséval fogunk taldlkozni az elméleti és a gyakorlati (pl. fizikai problémék)
soran.

3.2. A differencidlhanyados definicidja

3.1. Definicid. Tegyik fel, hogy az f(z) fiiggvény értelmezve van valamely (a,b) intervallumon.
Legyen zg € (a,b).
Ha a
1) fa0)
_ g=Tp T — Ip
véges hatdrérték létezik, akkor ezt a hatdrériéket a fiigguény xo-beli differencidlhdnyadosdnak
(deriviltjinak) nevezzik, és f'(zo)- lal jeloljik. Ho a differencidlhdnyados az (a,b) intervallum
minden pontjiban létezik, akkor f(x) az (a,b) intervallumon derivdlhaté és derivdlifiigguénye

f'(=).

Az
f(z) ~ (o)
T—Tp
kifejezést, minthogy a differencidk hdnyadosa, differenciahdnyadosnak hivjuk. A differencia-
hanyadosra hasznélatos a kordbbiakban is alkalmazott

Ay
Azrx

jelslés. A differencislhdnyadost pedig gyakran

dy
dz

jelsli, ami igen jol utal a differencia— és differencidlhdnyados kozotti szoros rokonsdgra és a
formalis okoskodédsoknél is hasznos lesz.

A derivdlt hatdrértékként vald definicididbél azonnel adddik, hogy ha létezik, akkor egyértel-
mi. Ugyanakkor nem biztos, hogy a derivalt létezik.

A geometriai értelmezés a bevezetés alapjin nyilvdnvald. Foglaljuk éssze eddigi geometrial
megfontoldsainkat. A differenciahinyados barmely két zg,z1 € Dy pontra képezhets, és az
(%o, f(z0)), (z1, f{z1)) pontokon dtmend szel§ irdnytangense. Az ezen két ponton dtmend szeld
egyenlete

y— f(mO) — f(xl) f(x()) (.’E _ mO)
1 — To
Az f(x) figgvény differencidlhatd, "sima” xo-ban, ha létezik o grafikonjdnak érintdje az (zo, f(z0))
pontban. Az f'(xq) derivdli értéke az (zo, f(z0)) pontbeli érinté meredeksége. Az érinté egyenlete
pedig
y — f{=0) = f'(o)(z — z0)
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(xpflx )
Ay y (50 f2, )
(xgflx) & meigh= —= m=1go=f(x,)
% xy %y
3.1. Példa. Tekintsiik az f{z) = az + b egyenest.
lim 22 TE0) _ oy a5 a%0 o 2om
Tz T — T Zo%0 T — 29  I-%0 T — T

Formélisan is visszakaptuk az ismert meredekség fogalmat. Az érintd az egyenes maga.
3.2. Példa. Legyen f(z) == z®. Ekkor f!(z) = 2z.
Rogzitsik az =y helyet.
P (a-z0)(s+ )

lim = lim
TE0 T — g z—To r—Ip

= lim (z + x0) = 220
T—Tg
A fiiggvény meredeksége nem konstans.

3.3. Példa. Legyen f(z)= 2% és 2o = 1,z; = 2. Hatérozzuk meg az (xo, f(z0)) és (21, f(z1))
pontokon 4tmend szel6 valamint az (zp, f(zo)) ponton dtmend érinté egyenletés.

A szel§ kérdése gyorsan elintézhetd, f(1) = 1, f(2) = 8, tehdt az (1,1) és (2, 8) pontokon
atmend egyenes egyenletét keressiik. A meredekség m = {8 — 1)/(2 — 1) = 7, az egyenlet pedig

y—1="T(x-1).

Az érintéhoz szitkségiink van a derivaltra. Mivel a derivélt kiszdmitasdra vonatkozé szabalyokkal
késdbb foglalkozunk, ezért hasznaljuk a definfciét. Legyen zq adott.

3 _ .3 _ 2 2
f'(mo) = lim T "% _ lim (= — 20) (2 + 220 + z) = lim (:;:2 + zzg + m%) = 32%.
T—Zy T — Iy %0 T — g g

A derivalt értéke az zo = 1 pontban f/(1) = 3. Az érintd egyenlete ezek utdn

y—~ (1) =f'(1)(=z- 1);

y—1=3(z—1).
2 :
15 /
i
0.5
1/4/ 07 T
e -0.5
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.4. Példa. Tekintsitk az f(z) = v/~2? figgvényt. Ennek értelmezési tartomdnya a {0}
halmaz. Nincs értelme a derivéltnak, hiszen mar a differenciahényadosok keresése is értelmetlen.

3.5. Példa. Tekintsiik most az

-z, <0

f(m)=|z|z{“” z29

fiiggvényt az zp = O pontban. A fiiggvény grafikonja az zy = 0-ban megtirik. A gorbének a
(0,0) pontban nincs érintéje.

yi .VA x|’

!

B— -1
x .

Nézziik meg, mi torténik a differenciahdnyadossal. Ha z < 0, akkor

— (o -
lim f(x)—f(ml — lim —Z_- ~1;
z—0-0 -0 z—0-0 z
ha viszont z > 0, akkor
— f{0
i {E=FO L 2y
£—0+0 z—0 z—04+0
Kovetkezésképpen, a differenciahdnyadosnak nincs hatdrértéke, midén = — 0, nem 1étezik diffe-
rencidlhanyadosa az zg = O pontban. Léteznek ugyanakkor az z < 0, illetve az > 0 megszori-
téssal a jobb és baloldali hatarértékek.
Az |z| figgvénynél tapasztaltakat altaldnosfthatjuk. A szemlélet alapjan nyilvdnvald, hogy
ha a grafikon nem ”sima”, az zy pontban megtorik vagy szakaddsa van, akkor abban a ponban
nem differencialhats.

3.6. Példa. Sima gérbék példaul az alabbiak:

— /.
\_/x

l | X

Toréspontjal vannak az alabbi flirészfogas fiiggvénynek, amely az elektronikdban gyakori:

A
N\

53




3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Szakaddsai vannak a kvetkezd grafikonnak (l4sd a folytonossdgrél sz6l6 2.6. fejezetet) amely
a szamitastechnikiban alapvetd:

i

!

3.3. A derivalhaté fiiggvény folytonossdga

Lattuk, hogy valamely folytonos fiiggvény nem feltétleniil derivalhaté. Ugyanakkor a derival-
hatésdghdl kévetkezik a fiiggvény folytonossdga.

3.1. Tétel. Tegyik fel, hogy f(x) értelmezve van valamely (a,b) intervallumon, és f(z) diffe-
rencidlhatd az xo € (a,b) pontban. Ekkor f(z) folytonos is zo-ban.

Az 4llitast nagyon konnyen igazolhatjuk. Mivel f(z) derivilhatd és

1@) = 1) + [ LE gy

ezérd

lim f(z) = lim M lim (z — z9) + f(zo) = f'(z0) - 0 + f(zo) = f(zo),

T—+To T—*Zg T — Iy T—Tp

azaz az f(z) fliggvény folytonos zg-ban.

Tételiinkbdl kapjuk a fiiggvények killonboz6 osztilyainak kapcsolatdt.

~
( dsszes fiiggvény

folytonos fiiggvények

Eiiﬁ’erencidlhaté ﬁ'iggvényela
- J

3.4. Féloldali derivdltak

Az |z| esetén a féloldali hatdrértékek létezése azt jelenti, hogy léteznek a bal- és jobboldali
érintSk. Kiilonds jelentdségiik van a téréspontok (esetleg szakaddsok !) esetén.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMET

3.2. Definicib. Tegyik fel, hogy ez f(z) figgvény értelmezve van valamely (o, zo) szakaszon.
Ekkor az f(z) baloldali derivdlljdnak nevezziik zo-ban a

b f(=z) = f(zo)

z—zp—0 T — g

=f ! (3?0)
értéket.

3.3. Definicid. Tegyik fel, hogy f(z) értelmezve ven valamely [zo,b) szakaszon. Ekkor az f(z)
jobboldali derivdltjdnak nevezzik zp-ban a

flz) — 1 (z0)

e i (=o)

lim
t—xg+0

értéket.

Nyilvdnveld, hogy ha f!(zo) és f' (o) léteznek és f' (xo) = fi (o), akkor f'(z) is létezik,
€s a féloldali derivdltak kiézds értékével egyezik meg.

3.7. Példa. Legyen f(z) differencidlhaté. Az |f(z)| fiiggvénynek csak a féloldali derivaltjai
léteznek az f(z) zérbhelyeiben, ha ott f/(z) # 0.

Jix) If(x)!
10 10

IANEVARN

{M34

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon minden fiiggvényre legaldbb a féloldali derivaltak léteznek-
e. Szerencsére a benniinket kériilvevd vildg, és ezért a fiiggvények vildga is sokkal gazdagabb
anndl, hogy erre a vélasz igenld legyen.

3.8. Pdlda. Az 1
f(z)= sm(;)

fiiggvény nem folytonos és nem differencidlhatd se jobbrdl, se balrél az x=0 helyen.

-

o i

3.5. Differencidldsi szabalyok

Maér sok mindent tudunk a differencidlhdnyadosrdl, de az alkalmazdsok sordn az elsé lépésnél
megakadndnk. Ugyanis igen nehéz lenne minden fiiggvény derivaltjit a definicié alapjén kzvet-
leniil kiszdmolni. Ebben a pontban a legfontosabb differencialdsi szabalyokat tekintjiik 4t.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.5.1. A hatvanyfiiggvények differencidlhdnyadosa
1.  f(z) = konstans =+ f'(z) = 0.

Az all{tds nyilvanvald, ui,
£2) = 1o _
z—1r9
2. (z¥=1, (2% =2z, (2%) =3z
A bizonyitdst elvégeztiik a 3.2. pont példai kszott.

3. Legyen n letszdleges pozitiv egész szdm. Ekkor

(") = nz™" 1.
Ugyanis
.zt —zf . 1 2 2 1
lim —— = lim(z" '+ 2" zo+...+2-27 % +23 )=
T—T0 X — g pavery)

- - - - -1
= (=g 1—|—a’:3 22:0+...+:r:g-a:3 2-{—:1:3 1):n$3 ,

mivel az els6 sor jobboldaldn sszesen n tag szerepel és mindegyikre igaz, hogy

lim mi n—1l—i _ mn—l
T—rzp 0 L

Késtbb be fogjuk bizonyitani, hogy ez az illitas igaz tetsz8leges hatvanykitevd (negativ, tors
és irraciondlis) esetén is. Pontosabban;

4. Ha o #0, akkor

3.9. Példa.,

(% = 102°
&)
va)' = () =

(z") = m.2™L

Il
——
HI

o
St
Il
[
8, -

3.5.2. A sinz és cosz deriviltja
A sinx és cosz figgvények derivdlhatok, és
(sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinz.
El8szér tekintsiik a sin « fiiggvényt, legyen zp adott. Képezziik a differenciahdnyadost:

sin ¢ — sin zg 2cos“""42zl -sin £570 cosz"'—z‘BLL - sin 25

Tr— Iy T~ Ip T—&g

Az elsb egyenldségnél felhasznaltuk az

a+f . a-—-§

sino —sin § = 2cos - 5in
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

azonossagot. Mivel cos z folytonos,

] T -+ xg
lim cos

= COS Zg.
T—Tg
A szorzat masodik tényezdjére pedig kapjuk, hogy
. sin Z5f0 sin ¢
lim I —] =1.
Z—Tg 5__2_550. u—0 @

Itt az u = (z — 2¢)/2 helyettesitést és a limg_., (2 — 29)/2 = O Gsszefliggést haszndltuk. A
lim,.o(sin v)/u = 1 8llitdst a 2.9.6. pontban bebizonyitottuk.
Azt kaptuk tehét, hogy

sin g — 8in 5
lim —— = cos To,
zTg X — %

ami az allitdst bizonyitja. A sinz és cos z grafikonjdt tekintve ez nem meglepd. irjuk fel a sinx
érintdjének egyenletét az o = O-ban:

y —sin0 = cos0(z — 0),

y=z.

A cosz derivaltjdt hasonléan kaphatjuk meg, de most a

cosa —cosff = —ZSina—l_ﬂ - sin a—p
2 2
azonossagot hasznaljuk:
. COSE — COSZg ; . T4 xp sin i ;
lim —————— = lim —sin - — = —sinzyg.
z— 2o T — Tp z—zg 2 %‘l
3.5.3. Osszeg, szorzat és hinyados deriviltja
Fliggvény konstansszorosdnak derivdltja
Ha f(z) derivdlhatd, akkor cf(z) ts derivdlhatd és
(cf(z))' = c- f(z).
Ugyanis
lim & J(=z) — e f(z0) =c- lim f@) = flao) _ c- f'(zo).
Z—+ZTo T — Ty %o T — Ty
Osszeg deriviltja
Ha f(z) és g(z) derivdlhatd, akkor f(z) + g(z) is derivdlhatd és
(f(z) +g(z)) = f'(z) + ¢'(=z).
Ugyanis
i 1) 000)— (1(an) b gloo)) _ p, SC)=Sle0) | o) —lan) _ p iy
z—zg T — &g z=To T — Tp z—w(: T — Zg

3.10. Példa. (2% + 2+ 2)' =322 + 2=+ L.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Szorzat deriviltja
Ha f(z) és g(x) derivdlhaté, akkor f(z) - g(z) is derivdlhats és

(f(2)-9(z))' = (=) - g() + f(=) - o' (2).

Ugyanis
v 1(2) 9(e) = floo) g(za) _ . 9(a)(f(x) = Fa)) + F(zo)(o(e) ~ 9(zo)) _
= Jlim g(z)- lim —f(xi - f;()%) + f(z0) lim g““““"——(xi - iff’“)-

Itt lim,_,., g(z) = g(z0), mert g(z) differencidlhatésiga miatt g(z) folytonos is (3.1 tétel). A
mésik két hatérérték egyenld rendre f'(zp)-lal illetve g'(zp)-lal f és g differencidlhatésiginak
feltételezése miatt.

3.11. Példa. (z*sinz) = 4z®sinz + z*cosz.

Az f(z) reciprokdnak deriviltja
Legyen f(x) derivdlhatd, és f(z) # 0. Ekkor

( 1 )':_-f'(x)
f(=) fiz)

lim (1 1 )_. 1 f(=zo) - f(=)

A 2 \F@) ) A 7 — = f(:c) F(zo) "
— lim 1 . im _f(m)—f(mo) —flzo)) = f' To

Az els8 hatdrérték az f(z) differencidlhatésidgdbdl adddé folytonossdga miatt igaz.

Ugyanis

3.12. Példa. Bizonyitsuk be a hatviny derivalasi szabalyat negativ kitevs esetén:

RS AU 'n.-:::”_l_ n —n-1
T E S
A hanyados deriviltja
Ha f(z) és g(x) derivdlhatéak és g(z) # 0, akkor
f
(f(m)) _1'(2)-9(z) -~ f(z) - g'(z)
g(z) g*(z) |

Ugyanis, a szorzat és reciprok szabilyok szerint

i@ _ 1\ _ ) _ =90 _ f@) 9 - f(z) ')
(g(z)) =@ o ) ((m))‘g(x) @) e

3.13. Példa. A tgz derivdltjaz# F+kr (k=0+£14+£2+..)

tgz) =
(tg ) cos?
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3. A DIFFERENCIALSZAM{TAS ELEMEI

Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozé derivalasi szabalyt.

t _ysinz\! cosz-cosz — sinz(— sinz) 1
(te2) = (Gaea) = =

COB T cos? z cos? z

3.14. Példa. A ctgx derivéltja z#kr (A=0+x1+42+..)
Hasonléan kaphatjuk a ctg « fiiggvény derivaltjdt.

! cosay! —sin®z —cos?z 1
(ctee) = (5o) = =

sinz sin® z sin? 2

3.5.4. Az dsszetett fliggvény deriviltja

Tekintstik az f(g(x)) dsszetelt figgvényt. Tegyik fel, hogy a g differencidlhatd az = helyen, és f
differencidlhaté o g(z) helyen. Ekkor

(o)) = r(o(=)) - o'(2)

Ezt a szabalyt ldncszabalynak is nevezziik, mert az dsszetett fiiggvényt lancszerlien haladva a
kiils6 fiiggvénytél a belsbig differencidljuk, minden fiiggvényt a sajat argumentuma szerint.
Az igazolishoz irjuk fel a differenciahényadost:

flg(=)) - flg(=o)) _ flg{z)) — flg(zo)) glz) —g(z0) _ f(y) = f(wo)  g(=) — g(zo)

T—x0 B g(x)—g(-’b'o) T — g Y— Y T—xp

ahol y = g(z) és yo = g(20). Az elsd tényezd az f(y) differenciahdnyadosa y szerint, a mésodik
a ¢(z) differenciahdnyadosa z-szerint. Mivel g(z) differencidlhatd, ezért egyrészt

lim g(ﬂ:) g(iﬂo) g'(me),

THEg X — I

mésrészt g(z) folytonos is zg-ban. Ezért

lim (9(2) — 9(z0)) = lim (v - w)) =0.

T—ZIyp

Az els6 tényezdben kapjuk, hogy

flo@) = Fo(@o)) _ yp J@) = F0) _ e, s

lim
e—za  g(x) — g(20) % Y — Yo

az f differencislhatdsiga miatt. Osszegzésképpen

ti 80(=)) — f(g(=0))

Z—zg T — g

= f'(¢(z0)) - ¢'(z0)-

3.15. Példa. A sinz? fiiggvény esetén a belsé fiiggvény y = =2, a kiilsd pedig siny, ezért
(sinz?)' = (cos £?) - 2.

3.16. Példa. A végrehajtas sorrendjét megceserélve kapjuk a sin? z fiiggvényt. Ekkor y = sinz
a belsé és y? a kiils6 fiiggvény. Ennek derivaltja

(sin’z)' = 2sinz - cos z,
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

ahol 2y = 2sinz a kiils8 fiiggvény (y?) derivalija.
3.17. Példa. ((z®+ 1)1%) = 10(«® + 1)°(32?).
3.18. Példa. Tekintsik a {1/z)? fiiggvényt. Mechanikusan szdmolva kapjuk, hogy

2y 1 r
((va)) =2v=-(v).
Mivel 22 és /z egymés inverzei, (\/z)? = 2. Ezért {(\/z)?)' = 1. A két eredményt Ssszevetve,
I
kapjuk 2./x (\/E) =1, azaz
i 1
(vz) = N (z > 0).

Megkaptuk a hatvanyfiiggvény derivéltjira vonatkozé szabélyt az 1/2 kitevd esetén. A fenti
gondolatmenetet dltaldnosithatjuk tetsz6leges inverz fiiggvényre.
3.5.5. Az inverz fiiggvény deriviltja

A /z derivéldsinak médszerét 4ltalinosan is alkalmazhatjuk az inverz derivaltjinak kiszamit4-
sira.

Legyen az f figgvény differencidlhatd az y = f(z) helyen és f'(f(x)) # 0. Ekkor az f(z)
inverz figgvény is differencidlhatd oz = helyen és

N
)= 5G@y

Csak az utébbi allitdst igazoljuk. Minthogy f és f egymads inverzei, ezért
1(f(2) ==

Ezt az egyenléséget derivalva kapjuk, hogy

f'(f(=) =) =1.

Innen 1

F{(f(=z))
Példaként mar tekintettilk a 1/z esetét. Egy igen fontos alkalmazds lesz az exponencidlis fiigg-
vény derivaltjanak kiszdmitsa.

(=)

3.5.6. A logaritmus fiiggvény derivdltja, az In z definicidja

Legyen a > 0,a # 1, és tekintsiik az log, = fiiggvényt. Legyen o > 0 és £ =z + % frjuk fel a
differenciahdnyadost az zg és g + % helyekkel.

log,(zo + L) —log,xg 1
1 = nlog, (1+n-z0)

-y
=—1-loga(l+ L ) .
To n- o

A hatdrértékekrol 52616 2.3. részben szemléletes jelentését adtuk az

n

Gy = (1+%)1,1 és b, = (1—}—%),‘HJ (b > 0)

sorozatoknak.
Ott megallapitottuk, hogy 1étezik a

lim (1+ %)” = lim (1+ —-1—-)""’ —e

n—co n—co n-b
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

hatarérték. Az ”e” szdm irraciondlis, és egy kozelitd értéke e ~ 2.7182.
Ezt a tényt és az log, = folytonossdgat felhasznalva kapjuk, hogy

] 1 yzon
nll'rglo log, (1 + a:o_n) =log,e.
Vezessiik be az”e” alapi logaritmust. Ezt a log, = helyett In z vagy log 7 jelsli, és természetes
logaritmusnak nevezziik. A logaritmus azonossigai miatt

lo e—i
8a " lna’

! 1
(loga:r:) Tz Ine’
"
(lnm) = -,
T

Ez a hidnyzo lancszem a hatvinyok derivaltjai kézstt, ugyanis az 1/z fiiggvény nem derivéltja
egyetlen hatvanyfiiggvénynek sem.

A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a differenciahdnyadosban zy + % helyett tetszbleges
& = zp + h helyet kellene venniink. Ebben az esetben is ugyanazt az eredményt kapnank.

Belittuk tehat, hogy

specialisan

3.5.7. Az exponenciilis fiiggvény deriviltja, ¢*, exponenciilis nivekedés

Az a® exponencialis fiiggvény minden e > O esetén értelmezve van, most legyen a = e. Tekintsiik
az ¢® fiiggvényt. e* az In « inverze, ezért

1= (ln e‘“)' = elx(ez)'

ahonnan
(e:c)l — e:t:.
Hasonléan '
(1 x)"_ 1 ( ::)f _ 1
©08a @ " ¢*-lna @)=
miatt

(e¢®) = ¢ Ina.

Nagyon érdekes isszefiiggéseket kaptunk. Az exponencidlis figgvények viltozdsdnak mériéke
egyenesen ardnyos magdvel o figgvény értékével. Kés6bb latni fogjuk, hogy ez a tulajdonsig
altaldnos a populacidk névekedésénél, nukledris robbandsnal, lebomldsnal és sok mas alkalma-
zasban.

Altaldban az olyan fiiggvények, amelyek valtozdsi sebessége egyenesen arinyos a fiiggvény
értékével, exponencialisan névekednek ha k > 0, illetve csskkennek ha k < 0 (8. fejezet).

3.6. Linearis kozelitések

Most pontosan megfogalmazzuk az érintének és a szel6knek az f(z)-t6l valé tavolsdgéra a beveze-
tében (3.1. pont) vézolt észrevételt. Megmutatjuk, hogy az f(x) figgvényérték és az (o, f(z0))
pontban hizott érintd z-beli értékének kilonbsége sokkal gyorsabban tart nulldhoz, mint minden
- mds (2o, f(za)) ponton dtmend egyenes esetén, ha z — zg. Ezért az zq hely kézelében az f(z)
figgvényt az érintdjével kozelithetjik:

Ay = f'(z0)Ax, (7(z) — f(xo) = f'(z0)(z — =0)).
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Tekintsiink egy tetsz6leges, az (zg, f(zo) ponton 4tmend m meredekségli egyenesre az
f(z) = (f(=0) + m(z — zp)) kiilonbséget. Mivel f(z) folytonos, ezért

lim (f(z) - (f(ao) + m(z — o)) = 0.

A fenti kifejezésbél emeljiik ki (2 — zo)-t:
(@) = (f(ao) + iz - an)) = (LE=LE) )y (o),

Ha z — o, akkor az els§ tényezd hatarértéke f'(zo) — m. Ezért ha m # f(zq), akkor a tdvolsdg
csokkenése az x — xg csbkkenésével ardnyos. Ha azonban m = f'(z), akkor a tavolsdg

(110 i) (o - ),

ahol mindkét tényezd nulldhoz tart, ha * — zp. Kovetkezésképpen, az érinté esetén a tdvolsdg
cstkkenése sokkal gyorsabb, mint mds egyenesek esetén.

mix=xy)

()
ftey) /)

Fledlz—xg)

+ J—
/-"o :

Megjegyezziik, hogy jé becslés adhaté a fiiggvény és az érinté f(x) — (f(zo) + f'(z0)(z — z0))
eltérésére. Ezzel a Taylor polinomokrél s2616 4.5. fejezetben foglalkozunk.

A tétel gyakorlati alkalmazdsokban igen hasznos. A valds folyamatok altaldban bonyolult
nemlinedris (nem y = az - b alakd) fiiggvényekkel irhatdk le. Ezek matematikai vizsgalata
gyakran igen nehéz. Nagyon kiterjedt matematikai elmélete van ezen fiiggvények érintével vald
helyettesitésével torténd vizsglatoknak, az dgynevezett linearis kozelitéseknek.

3.19. Példa. Tekintsiik a matema,tik.ai ingat.

2

Azt tanultuk, hogy a lengd témegpontra haté érinté-irdnyd erd kis kitérés esetén egyenesen
aranyos a @ kitérési széggel, az erb a kitéréssel ellentétes irdnyd. Valdjaban az erd sin-vel
aranyos, de ennek vizsgédlata igen bonyolult. A sinzx fiiggvény érintSje az zo — O pontban az
y = z egyenes. Tételiink felhasznaldsaval kapjuk, hogy ha x kicsi, akkor sinz = =.

Ezért mondhatjuk a matematikai inga esetén, hogy kis kitérések esetén a visszatérit§ erd
k&zel egyenesen ardnyos a kitérés szogével.
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3.20. Példa. Adjunk linedris kozelitést a sin46° értékére. A legkszelebbi szég, amelynek
szinuszat ismerjik a 45° =7 /4. Asinz érintﬁje a m/4 helyen

L /)
\f V2

Ebbe behelyettesitve az z = 46° ~ 0.802851rad értéket, kapjuk az yp = 0.719448 linedris

kézelitést. Ellendrizhetd, hogy sin 46° — yg &~ —0.000108.

3.7. Magasabb rendfi deriviltak

Altaléban, ha egy f{z) derivalhaté fiiggvény derivaltja f' (z) is dertvalhats fiiggvény, akkor ennek
derivaltjat (f'(z))' = f"(z)-t a fiiggvény mdsodik deriviltjanak nevezzik. A figgvényt ekkor
kétszer derivilhaténak mondjuk.

Ha a mdsodik derivdlt is derivdlhats, akkor azt mondjuk, hogy a figgvény hdromszor derivdl-
haté, és a harmadik derivdltja [ (z) = f8)(z) = (f"(2)).

Tovabba, ha egy f(z) figgvény deriviltjai léteznek a2 1,2,3,...,n esetben, azaz az {1 (x)
18 derivdlhatd figguény, akkor ennek derivdltjdt (f ("“1)(.1:))’ ta fuggveny n-ik derivaltjdnak
nevezzik. Ennek jelslése f (”)(:c) Ekkor azt mondjuk, hogy a fitggvény n-szer derivéalhatd.

Ha a fiiggvény akirhanyadik deriviltja is létezik, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény végte-
lenszer derivilhats. Ilyen példaul az e®. A magagasabb rendii derivaltak hasznat a késébbiekben
latni fogjuk.

3.21. Példa. (z%)" = (32%)" = (62) = 6. Tovdbba, (z3)(*) = 0. Altalsban minden P,(z)
polinom végtelen sokszor derivdlhatd, de az {n + 1)-ik derivalt mar azonosan nulla.
3.22. Példa. (sinz)" = (cosz) = —sinz, (sinz)"” = — cosz és (sinz)¥) = sinz.

3.8. A derivalt fizikai jelentése, sebesség, gyorsulis

Tekintsiik az s(t) atfiiggvény altal leirt mozgast. Valamely ¢y < t; idépillanatok kozstt a test
altal megtett ut s(¢1) — s(fo). A test dtlagsebessége a i és ¢y idépillanatok kézstt

s(t) — s(to) _ As
ty—tp At

A test mozgdsinak pillanatnyi valtozdsanak . jellemzésére bevezetjiik a tg-beli pillanatnyi
sebesség fogalmit, amit a

‘v(to,t )

v(to) = hm v(to,t) = Jim s(t) — slta)
— g t—1io
hatarértékkel definidlunk. A pillanatny: sebesség v(t) figguénye az s(t) difigguény differencidl-
hinyadosa. ‘

Ha példaul s(t) = gi2/2 szabadeséssel van dolgunk, akkor v(t) = g, ami a kisérleti eredmé-
nyekkel megegyezik.

Hasonlé eredményt kapunk a v(t) sebesség viltozdsdnak mértékét, a gyorsuldst vizsgalva is.
A i, t; pillanatok kézatti dtlagos gyorsulds

vit vt
a(t[),t]_) — ( 1) ( 0).
t — &g
A pillanatnyi gyorsulds pedig
’U(t] - ‘U(to)
a(tg) = lim ————~.
( D) t—ig t— g
A pillanatnyi gyorsulds tehdt a sebességfiggvény differencidlhdnyadosa, az itfiggvény mdsodik
derivdlija. Példinkban a(t) = (gt)' = 9. Ha a mozgd test m témege nem valtozik, akkor Newton
masodik térvénye
m- §"(t) = F(i)

alakban irhaté, ahol F a haté erd.
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4. A differencidlszamitias alkalmazasai

Az el626 fejezetben a differencidlhdnyadost, mint a fiiggvény valtozdsanak mértékét, a fiiggvény
meredekségét definidltuk. Ebben a fejezetben az f{z) és derivaltja kozti mélyebb Ssszefiiggéseket
_vizsgdlunk. El6szor a derivaltat az f(z) szélséértékeinek keresésére és a névekedés vizsgélatdra
hasznéljuk, majd a fiiggvény konvexitdsat jellemezziik a derivalt segitségével. Ezutin hatérozat-
lan co/co és 0/0 alaki hatédrértékekkel foglalkozunk. Végiil pedig pontositjuk a 3.6. fejezetben
vazolt linearis kozelités technikdjat.

4.1. Monotonitds és szélsértékek

A vegyész a kémiai reakcié vizsgdlatdnal keresi azt a h8mérsékletet, amelynél a reakcié a leggyor-
sabb. A gydgyszerész a gydgyszer hatasianak vizsgdlatdnal azt az adagoldst keresi, amely mellett
a gyogyhatds—mellékhatas viszony maximdlis, illetve a kéltségek minimalisak. A ” cost—benefit”
(raforditds-nyereség) viszony minimalizdldsa mindennapi életiink része. Ezek a problémék ma-
tematikailag fiiggvények szélsGértékének keresésére vezethetdk vissza.

Az orvost influenzajarvany esetén érdekli, hogy névekszik vagy csikken a betegek szama, a
jarvany terjed vagy visszaszoruléban van. A bankar igencsak fontosnak tartja, hogy bevételei
nivekednek vagy csikkennek. Ezek a problémak fiiggvények monotonitdsi tulajdonsdgainak
vizsgdlatit igénylik.

A derivalt fogalma alapvetd eszkdz a fenti gyakorlati problémadk vizsgalatdban. Az y = mz+b
egyenes m > 0 esetén monoton névd, m < 0 esetén cstkkend, m = 0 esetén pedig konstans. Az
f(z) differencidlhaté fiiggvényre hasonlét 4llithatunk. Tekintsiik az alabbi fiiggvényt és érintéjét
néhany pontbarn: '

T~ S

-
‘X.'I x2 x

Vegyiik észre, hogy az x; pont el6tt és z; utdn a fiiggvény nové, és az érinték meredeksége
pozitiv. Az z1 és 24 pontok kézott a fiiggvény cstkken, az érintdk meredeksége negativ. Az zy
pontban maximum, az z2 pontban minimum van, az érint8k itt pirhuzamosak az z-tengellyel.

A grafikus példa mellett tekintsik az f(z) = z? fiiggvényt. Ennek deriviltja f'(z) = 2z.

’ A
\\/ 1/

A grafikonrdl leoclvashatd, hogy z* csokkend, ha z < 0. Itt f'(z} = 2z < 0. Ugyanakkor z2
nsvé, ha ¢ > 0 (f'(z) = 2z > 0). Az z = O-ban minimum van (f'(z) = 0). Ezek utdn mar
egyaltaldn nem lesznek meglepdek tételeink. Eszrevételeink altaldnos érvényfiek lesznek.
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4.1.1. Monotonitas

Ismételjiik 4t a monotonitds definicidit.

Az < a,b > intervallumon o f{zx) figgvény nemcstkken8 , ha bdrmely z;,z5 €< a,b >
esetén x1 < x3 egyenidtlenségbdl f(z1) < f(z2) kovetkezik.

Az f(z) figgvény nemndvd, ha bdrmely x1 < zq (€< a,b>) esetén f(z1) > f(z2).

Az < a,b > intervallumon o f(z) figgvény szigordan monoton nové, ha bdrmely z1,z5 €
< a,b> esetén o1 < x; egyenldtlenségbdl f(x1) < f(xq) kévetkezik.

Az f(z) figgvény szigodan monoton cstkkend, he bdrmely z; < =z (€< a,b >) esetén

f(21) > f(=2).

Most fogalmazzuk meg pontosan a monotonitds és a derivalt kapcsolatat.

4.1. Tétel. Tegyik fel, hogy f(z) differencidlhatd ez (a,b) véges vagy végtelen intervallumon.

1. Az f(z) figgvény nemcsékkend az (a,b) intervallumon akkor és csakis akkor, ha f'(z) > 0
ez (a, b) intervallumon.

2. Az f(z) figgvény nemndvé az (a,b) intervallumon akkor és csakis akkor, ha f'(z) < 0 ez
(a,b) intervallumon.

3. Az f(z) figgvény konstans az (a,bd) intervallumon akkor és csakis akkor, ha f'(z) = 0 az
(a,b) intervallum minden pontjdban.
Ha az intervallum zdrt, ekkor a végpontokban a féloldali derivdltakat tekintjik.

4.1. Megjegyzés. A derivalt akkor is lehet nulla, ha a fiiggvény szigorian monoton (l4sd az
f(z) = = fiiggvényt).

Ugyanakkor, az alabbi bizonyftdst kivetve beldthatd, hogy ha f'(z) > 0 az (a, b) intervallu-
mon, akkor ott f(z) szigorian monoton névé. Ha f'(z) < 0 az (a,b) intervallumon, akkor ott
f{z) szigordan monoton csskkend.

Bizonyitsuk be a tételt.

Elgszor megmutatjuk, hogy ha f(z) nemcsskkend (a, b)-n, akkor f'(z) > 0 az (g, b) minden
pontjaban. Legyen zp € (a,b). Mivel f(z) nemcsskkend, ezért f(z) < f(zp) ha z < =zp és
f(=) > f(zo) ha = > zg. A differenciahdnyados nemnegativ az zo pontban:

@)= 1(e) 5

Tr—Ip

mert, ha = < zg, akkor a szamlilé nempozitiv, a nevezd negativ. Ha pedig z > zy, akkor a
szamlalé nemnegativ, a nevezd pozitiv. Ezért

i 12 10) _
T T — Tp

Ugyanis, ha a hatérérték negativ lenne, akkor a hozza kiézeled8 differenciahdnyados is negativva
valna, ami ellentmondana a névekedés feltételének.

Forditva, most belatjuk, hogy ha f/(z) > 0 az (a, b) intervallumon, akkor ott f(z) nemcsskke-
nd. Legyen z; < z3 az (a,b) intervallum tetszéleges két pontja. Szeretnénk beldtni, hogy
f(z1) < f(z2). Tegylk a kovetkezSt! Hizzunk szelét az (zi, f(z1)) és (z2, f(z2)) pontokon
keresztiil. Vegyiik a szel§vel padrhuzamos egyeneseket. Ezek kézitt taldlunk legaldbb egyet,
amelyik érinti a fiiggvény grafikonjdt, azaz van olyan Z pont z; és z, kézstt, hogy az (%, f(&))
ponthoz hiizott érintd parhuzamos az adott szel6vel (A pontos bizonyitdst mellézziik).
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>k k\
| =7

—————T
//‘

“ el —
4////2@. = X 2
-

/

Ekkor viszont a szeld és a Z-beli érint6 meredeksége megegyezik,

fz2) — fl=1)

e — I =f(5:)20

a feltétel miatt. Innen azonnal adédik, hogy f(z3) > f(=1). Ha f'(£) > 0, akkor f(z3) > f(z1).

A nemnévo esetben a bizonyitds mindkét részében az egyenlStlenségek irdénya megfordul.

A konstans fiiggvényre vonatkozéan, ha f(z) konstans, derivaltja nyilvdnvaldan nulla. For-
dftva, ha a derivalt azonosan nulla, akkor a fiiggvény konstans. Ugyanis, ha nem igy lenne, akkor
léteznének z; < w3 helyek, hogy f(z:) # f(z2). Ekkor az (z1, f(z1)) és (z2, f(z2)) pontokon &t
hizott szeld meredeksége nem nulla. A fenti grafikus eljardst kovetve taldlndnk olyan helyet,
amelyben a fiiggvény deriviltja nem lenne nulla.

4.1.2. Lokalis széls6értékek
Legyen az f(z) fiiggvény folytonos az (a,b) intervallumon.

Az zg € (a,b) pontban az f(z) figgvénynek lokdlis minimuma van, ha ven olyan zo-t kdrilve-
vé (c,d) C (a,b) (zo € (c,d)), hogy birmely x € (c,d) pontra f(z) > f(zo). Az zo-t lokdlis
minimumhelynek nevezzik. .

Az zg € (a,b) pontban az f(z) figgvénynek lokdlis mazimuma van, ha van olyan zq-t kordlve-
vé (c,d) C (a,b) (zo € (c,d)), hogy bdrmely = € (c,d) pontra f(z) < f(zo). Az zo-t lokdlis
maximumhelynek nevezzik. A jellemnzd szituacidkat mutatja az aldbbi 4bra.

A

xl JCZ X3 Xy

Léathato, hogy lényeges kiilsnbség van az z; és z3 maximumbelyek illetve az z; és x4 mini-
mumbhelyek kézétt. Az z; és =4 pontokban a fiiggvény nem differencidlhaté. Mindegyik esetben
igaz azonban az aldbbi megdallapitas.

4.2, Tétel. Ha az f(z) valamely zo pontban nivekedésbil csokkenésbe vdlt, ott lokdlis mazi-
muma, ha csokkenésbdl névekedésbe megy dt, akkor lokdlis minimuma van.
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Ugyanis az elsd esetben, ha z < zq, akkor a névekedés miatt f(z) < f(zo). Ha z > x4, akkor
pedig a csskkenés miatt f(z) < f(zo). Hasonléan érvelhetiink a masodik esetben is.

Vegyiik észre, hogy megfontoldsaink sordn csak a folytonossdg fogalmdt haszmaltuk. Ha
a fuggvény derivalhaté is, a monotonitds és a derivalt kozti ssszefiiggéseket felhasznalva, jol
hasznalhaté kritérinmot kapunk lokalis szélséérték megkeresésére.

4.1.3., Differencidlhaté fiiggvény szélsdértéke

Legyen most az f(z) differencidlhatd az [a,b] intervallumon, és legyen zq € {a,b). Tegyiik fel,
hogy zo-ban f(z)-nek lokdlis maximuma van. Ha z elég kozel van zg-hoz és,

akkor 3 (z) — f(zo)

ha z < zg, > 0, ha pedig z > =z, akkor M <0,
x — g T — g
mivel f(zo) lokdlis maximum, és ezért f(z) < f(zo). Innen adédik, hogy
. f(=) ~ fl=zo) _ o A 1 € R 1 )
—_— = > - <4q.
z_l.lzrgl-o — Iy . f (ﬂ:g) 208 z_l.lzrfm T — Ty f (ﬂ:g) -

Mivel f(x) differencidlhatd zg-ban, ez csak tigy lehet, ha f'(zo) = 0.
Beldttuk az aldbbi nagyon fontos tételt:

4.3. Tétel. Ha f(z) differencidlhatd zq-ban és ott lokdlis szélséértéke van, akkor
f’(ﬂ:g) =0.

4.2. Megjegyzés. A megforditds nem igez. f'(zo) = O nem vonja mage utdn, hogy xo
szélséértékhely. Ugyanis példdul az 23 derivaltja 3z2, amely 0 az z = 0 pontban, ugyanakkor az
z® fiiggvénynek a 0-ban nincs se minimuma, se maximuma.

Az mindenesetre igaz, hogy a szélséértékhelyeket az
fle)=0

egyenlet megolddsai kézitt kell keresnink. Ezen egyenlet megolddsait kritikus helyeknek ne-
vezzik. A lehetséges eseteket ldthatjuk az aldbbi dbrén.

4.3. Megjegyzés. A kritikus helyek kézti intervallumokon f/(z) # 0, ezért ott f{z) monoton.
A 4.2 tételt hasznélva kapjuk az aldbbi eredményt.

4.4, Tétel. Legyen f(z) differencidlhaté az [a, b] szakaszon, és legyen xo € (a,b) kritikus hely.

1. Ha f'(z) >0 =z <mg esetén, és f'(z) <0 =z > zp esetén, akkor f(z)-nek zo-ban lokdlis
mazimume van.

2. Ha f'(z} <0 z < z( esetén, és f'(z) >0 =z >z esetén, akkor f(z)-nek zo-ban lokdlis
MINTMUMa Van.

3. Ha f'(z) nem vdlt eléjelet, akkor zo nem lehet szélsdériékhely.

67




4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI

Eljaras a szélsdértékek és monoton szakaszok meghatdrozisira

A fentiek alapjdn kénnyd eljardst adnunk a szélséértékek és monoton szakaszok megkeresé-
séhez.

1. 1épés.  Meghatirozzuk az f(z) figgvény kritikus helyeit az (a,b) intervallumon. Ha
f'(z) = 0 teljesiilt egy egész intervallumon, akkor vegyiik ennek a végpontjait. Kiszamitjuk a
fiiggvényértékeket ezekben a pontokban.

2. lépés. A kritikus helyek az (a, b) szakaszt részintervallumokra osztjdk. Megdllapitjuk a
derivélt el8jelét ezen részitervallumokon grafikusan, vagy mindegyik intervallum egy tetsz8leges
pontjéban (tesztpontban) a derivélt képletébe vald behelyettesitéssel. Ezen részintervallumokon
a derivalt eljele nem valtozik. A fiiggvény monotonitdsat a 4.1 tétel szerint dllapitjuk meg.

3. lépés. Ha a derivalt elfjelet valt valamely kritikus helyen, ott lokalis szélséérték van (4.4
tétel).

Mininm
N

i
T A

Annak az esetnek a megfontoldsét, amikor f'{z) = O teljesiil egy egész intervallumon, az
olvasdra bizzuk.

Kovetkeztetéseink dttekinthetSbbek, ha adatainkat és kévetkeztetéseinket tablazatos forma-
ban kezeljiik. A tablazat hasznélatdt a példdk sordn rmutatjuk be.
4.1, Példa. Legyen f(z) = e %", f'(z) = ~2ze=. Az f'(z) = O egyenlet egyetlen megolddsa
zp = 0. Konnyen lathats, hogy ha = < 0, akkor f'(z) > 0 (f(x) nsvé8) és ha = > 0, akkor
fi(z) <0 (f(z) cstkkend).

HKészitsiink tablazatot:

<0 0 x>0

f@)| /| MAX=1] \

fii=)| + 0 -

A nyert tulajdonsdgok fontosak, de nem elegend8ek abhoz, hogy a fiiggvény grafikonjdit
felrajzoljuk. Ehhez a kévetkezé fejezetek vizsgdlatai sziikségesek.
4.2. Példa. Klasszikus feladat adott hosszisdgy keritéssel a legnagyobb teriiletd téglalap alakid

kertet bekeriteni. Az egyszerliség kedvéért, legyen a keriilet 2. A téglalap oldalai nyilvin z és
1~ z. Ekkor

T = z(l1 — z).
A teriiletnek szélsSértéke van, ha
T'(z) =1-22=0,

mivel a derivalt el&jelet is valt. Innen = = 1/2, vagyis a kert négyzet alakii. Az eredményt elemi
dton az y = (1 — z) parabola kdzvetlen felrajzolésival is megkaphatjuk.
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4.3. Példa. Legyen f(z) = z®/3 — 22% — bz + 4. Keressiik a szélsbértékhelyeket és vizsgaljuk
meg a monctonitdst. A derivilt

fl(z) = 2% — 42 — 5.
Az z* — 42 — 5 = 0 egyenlet megoldésai z; = —1, zq = 5.
A kritikus helyek kézt a derivélt eldjele a para.bola ismeretében azonnal meghatérozhatd.
Eszrevételeinket foglaljuk t4dblézatbal

< -1 -1 -l<z<5b 5 5<x
f(z) /| MAX =12 N min=-%8| 7
f'(z) + 0 - 4 +
Tehdt z; = —1-ben maximum, mig z3 = 5-ben minimum van. A fﬁgg#ény és a derivalt

grafikonja:

O

2 2 4 6 s 20
/ -5 15
-10 10
-15 5

20

25 2\ J 6 8
-30

‘4.1.4. Szdlsédrték toréspontban

Az el6z6 pont megdllapitisai nem alkalmazhatdk, ha az f(xz) fiiggvény az z; pontban nem
derivélhaté. De ha zg elStt és utdn igen, akkor a fiiggvény monotonitdsdt zo eldtt és utdn a
derivalt el6jelével ellendrizhetjiik, és kovetkeztethetiink arra, hogy xq szélséértékhely-e. Bévitsiik
ki a kritikus helyek kérét a toréspontokkal. Ekkor a 4.2 tétel tovdbbra is érvényes marad. A
szélsdértékek és monoton szakaszok megtaldldséra adott eljirds valtozatlanul alkalmazhaté. Az
eljarast példan keresztiil mutatjuk be.

4.4. Példa. Legyen f(z) = |z% — 1|. Keressiik a szélséértékhelyeket és vizsgaljuk meg a
monotonitast. Az abszolhit érték definicidja miatt

z?—1, r< -1
flz)=1{ —(z%-1), —-1l<z<1
z? -1, 1<,

A fiiggvény a —1,1 helyeken nem differencidlhaté. Egyéb helyeken a derivaltja

2z, =z< -1
fllz)=4¢ -2z, -1<z<1
2z, l<u=.

Az f'(z) = O egyenlet megoldésa az z = 0 pont. A kritikus helyek nagysdg szerint rendezve:
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A kritikus helyek kdzt a derivélt eljele a parabola ismeretében azonnal meghatarozhatd.
Készitsiink tablazatot!

< —1 -1 -1<z<0 0 O<x<1 1 X |

f(=) N\ min = 0 Ve MAX =1 N min =0 e

ey - ® + 0 - ® +

A fiiggvény és a derivalt grafikonja:

4.1.5. Globalis szélsGértékek

Legyen f(z) folytonos az [a, b] intervallumon.

Az 2y € [a,b] pontban az f(z) figgvénynek globdlis minimumae van, ha minden z € [a,b]
esetén f(z) > f(=o).

Az zo € [a,b] pontban az f(x) figguénynek globdlis mazimuma van, ha minden z € [a,b]
esetén f(z) < f(=zo)-

Kénnyd belatni, hogy az f(z) fiiggvény globdlis maximuma az [a, b] intervallumon a lokalis
maximumok és az f(a), f(b) értékek maximuma. Hasonléan, az f(z) fiiggvény globdlis mini-
muma az |, b} intervallumon a lokalis minimumok és az f(a), f(b) értékek minimuma.

‘ * MAXI MAX2
MAX3

minl mind
min2

a } b

Az dbran M AX]1 globalis maximum és min2 globilis minimum. Az el6z6 pont példij 4ban
vizsgalt f(z) fiiggvénynek az £ = —1 és z = 1 helyeken lokdlis minimuma van, amelynek értéke O.
Ezek a fiiggvény globélis minimumbhelyei az egész R halmazon. Az z = 0-ban lokdlis maximum

van, ennek értéke 1. De példdul a [—1.5,1.5] intervallumon a fiiggvény globdlis maximuma 1.25
és azt az intervallum végpontjaiban veszi fel.
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4.2. A konvexitds és a deriviltak kapcsolata

Tekintsiik most az 22 és a \/z fiiggvényeket, ha z > 0. Bér mindkett4 monoton névo, néveke-
désiik jellege teljesen kiilonbozik.

.vr‘ A

7 I 7

Ugyanis, az z° esetén az = névekedésével a fiiggvény meredeksége egyre nagyobb, a fiiggvény
egyre gyorsabban nd, a derivdlt (22)' = 2z monoton névekszik. Eppen forditott a helyzet a
/T esetén. Itt a névekedés mértéke egyre kisebb, a fiiggvény egyre lassabban né. A derivilt
(1/(2y/z)) cstkken az z n&vekedésével.

Tekintsiink egy gyakorlati péidat, egy jarvany lefolyasdnak folyamatdt. A kezdeti szakaszban
kénnyen taldlni nem fert8zstt egyedeket, ezért a terjedés egyre gyorsabb (agressziv névekedés!).
Egy idé utdn, mar (majdnem mindenki fert8z6it), a fertézdttek szdménak névekedése lelassul, és
ez nem haladhatja meg az Ssszes egyed szadmat. A jarvany megsziinése hasonléképpen jatszodik -
le. A betegek szdma elészor lassan de egyre gyorsabban csokken. Végiil a csgkkends tjra lelassul.

Egy ilyen folyamatot lathatunk az aldbbi ébran.

v

max, szdm

| i
gyorsuld terjedés  lassuld terjedés  gyorsuld csokkenés  lassulé csokkenés ¢

A jirviny mértékének és terjedésének az elemzéséhez igen fontos a gyorsulé névekedésil és
lassulé névekedésii szakaszok megkiilonboztetése.
Irjuk le a tekintett tulajdonsdgokat matematikai szabatossiaggal.

4.1. Definicid. Azt mondjuk, hogy az f(z) differencidlhatd figgvény konver az < a,b > inter-
vellumon, ha differencidlhdnyadose, f'(z), monoton nemcsékkend.
Azt mondjuk, hogy f(z) konkdv, ha a derivdltja monoton nemnévé < a,b >-n.

Bebizonyithatd, hogy a definicié ekvivalens az aldbbi grafikus definiciéval.

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f(z) differencidlhaté figgvény konvez az < a,b > in-
tervallumon, ha grafikonjinek bdrmely pontban hidzott érintdje a grafikon alatt helyezkedik el.
A differencidlhatd f(z) figgvény konkdv az < a,b > intervallumon, he grofikonjinak bdrmely
pontban hdzott érintdje a grafikon feleit helyezkedik el.
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A konvex A konkdv

Fontos megjegyezniink, hogy a monotonités és konvexitds egymastdl fiiggetlen tulajdonsigok.
A jarvanyterjedést mutaté dbran konvex-ngvé, konkav-nsvé, konkdv-csskkend és konvex-csokke-
né6 szakaszok kivetik egymast. Ezen szakaszok taldlkozdsi pontjainak fontos szerepe van.

4.3. Definicié. Azokat a helyeket, ahol f(z) konvezbdl konkdvba vdlt, vagy forditva, inflezids
pontoknak nevezzik.

A konvexitds masodik definicidja alapjdn az inflexiés pontban hiizott érinté ebben a pontban
metszi a fiiggvény grafikonjat.

A konvexitds problémajat a derivalt monotonitdsdnak vizsgdlatdval oldhatjuk meg. Sziikségiink
lesz a derivalt derivéltjdra, azaz f(z) mésodik derivaltjira (f'(z)) = f"(«) (Lédsd a 3.7. fejeze-
tet!).

A monotonitdsra vonatkozé tételek felhasznaldsdval kapjuk az aldbbi allitdsokat.

4.5. Tétel. Tegyik fel, hogy f(z) kétszer differencidlhaté < a,b >-n. Ha az intervallum zdrt, o
végpontokban a féloldali derivdltakal vesszik, [
Ha f(z) konves, akkor f"(2) >0 < a,b>-n. Ha f"(z) > 0, akkor f(z) konvez < a,b >-n.
Ha f(z) konkdv, akkor f"(z) <0 < a,b>-n. He f"(z) <0, akkor f(z) konkdv < a,b >-n.
Ha o ez f(z) figgvénynek inflexids pontja, akkor f'"(zo) = 0. Ha f"(zp) = 0, és f"(z)
eldjelet vilt xg-ban, akkor otl inflexids pont van.

Eljarias konvex és konkdv szakaszok meghatirozisara

1. 1épés. Meghatdrozzuk az f"(z) = O egyenlet gyokeit.

2. lépés. A gysksk az < a,b > szakaszt részintervallumokra osztjdk. Ha f"(z) = O teljesiil
valamely intervallumon, akkor vegyiik osztépontnak a végpontokat. Megallapitjuk f"(z) el8jelét
ezen részintervaliumokon.
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3. lépés. Ha f"(z) elGjelet valt valamely pontban, ott inflexiés pont van. Azokon az
intervallumokon, ahol f"(z) pozitiv, a fiiggvény konvex, ahol negativ, ott konkdv. Ha f"(z) =0
teljesiil valamely intervallumon, ott a fiiggvény egy egyenes.

Komplex problémak esetén ssszekapcesoljuk a monotonitds és a konvexitds vizsgilatdt. Ekkor
az [a, b] intervallum osztépontjai a kritikus helyek és az f"(z) = O egyenlet megoldéasai lesznek.

4.5. Példa. Alkalmazzuk eredményeinket az f (z) = e~%* fiiggvényre. Egészitsik ki az el6z8
pontban kapott eredményeket:

f'(z) = —2ge™®
f'(z) = 2677 + 422%™ =277 (22% — 1)

Az f"(z) = 0 egyenlet megolddsai:

T3 = i?

Bévitsiik ki a tabldzatot az f"(x) sordval.

:;:<—lé 2 ~3§<w<0 0 0<.1:<32Q V2 ﬁ<x

f(z) Ve Infl.p. Ve MAX N Infl.p. AW

f‘(x) /‘! + MAX \u + 0 \:: - min /‘! -

)|+ 0 - - 0 +

Tételeinket felhaszndlva, ha z < —/2/2, akkor f'(z) pozitiv és névé, ezért f(x) konvex nové.
Ha —/2/2 < z < 1/2/2, f'(z) csokkend ezért f(z) konkdv. Ezen beliil, ha z < 0, akkor konkdv
névé, x > 0 esetén konkdv csskkend. Ha x > /2/2, akkor f(x) konvex csikkend.

Altaldban is érdemes megjegyezni az aldbbi kis tablézatot:

f(z) fi(z)>0 if'(z) <0

f'(z)>0

f'(z) <0

A récsokban f(z) képe taldlhaté. Tébldzatunk alapjdn mér konny( felrajzolni az e~s fiigg-
vény grafikonjét. Csupan azt kell észrevenniink, hogy €72 > 0 és limz_ 400 % =0. A i)éiz
pontok a fiiggvény inflexids pontjai. Ezért a grafikon az aldbbi:
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4.3. Fiiggvények menetének 6sszehasonlitisa, %, 2, 0-00 alakii hatdrér-
tékek, L’Hospital szabdly

A 2.9.3. fejezetben foglalkoztunk fiiggvények menetének sszehasonlitdsaval és hatérozatlan ha-
tarértékek kiszdmitdsdval. Ott még csak a raciondlis tértfiiggvényekkel tudtunk foglalkozni, és
meghatdroztuk a lim; ,osinz/z = 1 hatarértéket. A bonyolultabb esetek vizsgdlatdhoz még

nem allt rendelkezésiinkre a sziikséges matematikai apparatus. A L’Hospital szabdly segit az
altalanosabb esetekben.

4.6. Tétel. (L’Hospital szabdly) Legyenek f és g differencidlhatdk zo-ban és kérnyezetében (egy
intervallumon, amely belsejében tartalmazza zo-t).
Tegyik fel, hogy

lim f(z) =0 (o0); zli)nzlﬂ g(z) =0 {0},

Z—+Tg

és g'(x) # 0 az zo kozelében. Ekkor, ha

!
lim £ et
w20 g'(z)

akkor
| lim £(2)
IZ—Ip g(z)
is létezik, és a két hatdrérték megegyezik.
Az dllitds akkor 1s igaz, ha xo = oo vagy féloldalt hatdrériékek esetén. Ekkor a figgvények
differencidlhatésdgdnak valamely megfeleld féloldali kirnyezetben kell teljesdini.

4.6. Példa. A L’Hospital szabdllyal kapjuk, hogy

z

Im — = lim ® =00,
=00 T E—00
. Inzx .
lim — = Iim —-=0,
E—00 T—00
. ) In> ] i
lim zlnz = lim - = lim £-=0.
z—0+4+0 z—0+40 z £—040 -2

és
lim z*lne=0.
z—0+40
Iizen allitdsck igazoldsat az olvasdra bizzuk.
4.7. Példa. A 2.9.1. pontban a rendérelvet alkalmazva megmutattuk, hogy

sin z

=0.

lim
=00 I

Erre az esetre azonban nem alkalmazhatjuk a L’Hospital szabalyt, mert a szadmldlé hatérértéke
Himgz_.o sin z nem is létezik.
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4.4. Filiggvények grafikonjinak rajzoldsa, a fliggvényvizsgdlat lépései

Fiiggvényvizsgdlat alatt mindazon médszerek, eljarasok alkalmazdsit értjiik, amelyekkel a fiigg-
vény viselkedése, tulajdonsagai meghatarozhatdk, grafikonja felrajzolhaté. Az eddigiekben sza-
mos médszert ismertettiink a kiilonbozd tulajdonsigok vizsgélatira. Most ezeket ssszefoglaljuk
és egy példin bemutatjuk.

1. lépés. Az értelmezési tartomany meghatarozasa.
2. lépés. Zérdhelyek keresése, a fiiggvény eldjelének meghatirozasa.

3. lépés. Specidlis tulajdonsigok, pl. szimmetrikussdg, periodicits, tengelymetszetek ke-
resése. Hzek sokat segitenek a grafikon pontosabb megrajzoldsdban és a fiiggvény 4ltal lefrt
folyamat megismerésében.

4. lépés. TFolytonossig, szakadasi helyek, hatarértékek az értelmezési tartomdny hataraindl,
differencialhatosdg, téréspontok vizsgilata.

5. lépéds. Monotonitds, szélséértékhelyek: f'{z) meghatirozdsa, f'(z) = O megoldasa, f'(z)
eléjelének vizsgélata, a 4.1.3. pontban leirt eljiras szerint.

6. lépés. Konvexitds, inflexiés pontok: f7(z) = O megoldésa, f"(z) elbjele, konvex, konkdv
szakaszok keresése a 4.2. pontban leirt eljards szerint.

7. lépés. Osszefoglald tablézat készitése a 4.1. és 4.2. pontok példai sordn megismert forméban.
A tablazat sorai legyenek: f, f', f¥. Az oszlopok pedig nagysdg szerint rendezve minden spec.
hely: szakadasok, toréspontok, az f/'(z) = 0, f"(z)=0 egyenletek megolddsai és a koztiik levd
intervallumok.

8. Iépés. A tdblizat alapjan a fiiggvény grafikonjdnak felvdzoldsa.

4.8. Példa. Tekintsik az f(z) = %ezz fiiggvényt. Vizsgiljuk meg a fiiggvény viselkedését a
fenti séma szerint.

1. Iépés. Az értelmezési tartomdny a D = R\ {0} halmaz.

2. 1épés. - Az f(z) fiiggvénynek nincs zéréhelye. A szamlalé mindig pozitiv. A nevezd negativ,
ha z < 0 és pozitiv, ha z > 0.

3. lépés. A szamlald paros, a nevezd pératlan, igy f(z) paratlan (szimmetrikus az origéra
nézve).

4. lépés. f(z) folytonos az értelmezési tartomdnysn (ldsd a 2.6. pont megillapitdsait). A
hatéarértékek pedig:

2

. ) 2 .

lim — = lime* lim —=1-(-00)=-00
z—0—0 I o0 z—0-0 2

ez’ 2

Iim — = lime® lim —=1-co=00

z—0+0 £—0 z—04+0
2 2

. et . es ) . 2

Iim — = Iim (e”) = lim 2z = too
z—too g z—+oo (:r)' z—+oo

Az utolsé hatsrértéknél a L’Hospital szabalyt hasznaltuk.
5. 1épés. Az elss derivilt: : ‘
. = (222 — 1)
=

f'(=)

és az f'(z) = O egyenlet megolddsai =1 2 = +1/v/2. A derivélt negativ a két zéréhely kozstt és
pozitiv kiviil, mivel a derivdltban csak a 222 — 1 tényezd valt elbjelet.

6. Iépés. A madsodik derivilt egyszerfisitések utdn:

2¢%" (22 — 22 + 1)

P

f"(m) —
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A szdmldlonak nincs zéréhelye, mindeniitt pozitiv. A nevezd negativ, ha = < 0 és pozitiv, ha
z > 0.

7. 1épés. Osszefoglald tablazat az adatokrol:

z<—d -3 —k<z<0|0|0<z<t| 1 d<q
fl2) | /| MAX =2 N @ N |min=+2| /
fllz) | ot 0 N~ ® S- 0 s+
=) - - - (e o+ + +

8. lépés. Befejezésiil, a fiiggvény és derivaltjinak grafikonja:
40

'
(863
—

4.5. TFiiggvények kodzelitése, Taylor polinomok, Taylor sorok

A derivalt egyik legfontosabb tulajdonsiga, hogy az (zo, f(z0)) ponton dtmend egyenesek (y —
yo = m{z — 2¢)) k&ziil a differencidlhaté f(z) fiiggvényt az y — f(zo) = f'(z0)(z — 20) egyenletd
érintd kazeliti legpontosabban az zo kizelében (3.6. pont). Ezért itt az f(=) fiiggvényt kis hibdval
helyettesithetjiik az érintével (3.6. fejezet). Ez kiilsndsen hasznos az olyan nehezen kiszdmithatd
fiiggvények esetén, mint példaul az exponenciilis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények.

A bonyolult szamitdsokat igénylé fiiggvények egyszeriibb fiiggvényekkel valé minél pontosabb
kozelitése fontos probléma. Erre a célra a polinomoek kivdléan megfelelnek, mert kiszdmitasukhoz
csak az alapmiveletek sziikségesek. :

Ebben a pontban az érintével valé kozelités technikajat finomitjuk. Keressik azokal e poli-
nomokat, emelyek az f(z) figgényt az xo pont kérnyezetében a lehetd leghkisebb hibdval kizelitik.
Megvizsgiljuk, hogy a kozelités pontossdga tetszés szerint javithaté-e. Végiil a legfontosabb
példakat, az exponencialis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények esetét tekintjiik.

Vegyiik észre, hogy az érint6vel vald kozelités is mdr pontositdsa egy sokkal durvabb kéze-
litésnek, ahol csak azt kiveteljiik meg, hogy a kézelits fiiggvény értéke legyen azonos f(zp)-val
zo-ban. A legegyszer(ibb ilyen fiiggvény az y = f(zo}. Ezt nulladrendii kézelitésnek nevezziik.
Az érintdvel vald kizelitésnél megkiveteltik, hogy a kazelitd figgvény és fz) megudltozdsa xg
kéril ugyanolyan mértékid legyen, vagyis derivdlija zo-ban legyen ezonos az f(z) derivdljdval.
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Az érintével valo kozelitést elsérendli kozelitésnek nevezziik, mert benniik a fiiggetlen véltozd
elsé hatvénya szerepel.

A kozelités rendjének megfelelSen jelslje a kézelitd fiiggvényeket To(z), T1(z), ahol

To(z) (o),
Tu(z) = f(=o) + f'(=o)(z — 20) = To(2) + f'(z0) (= — zo}-

Az alabbi dbrdk mar ismertek.

Il

A fix) A fix)

T‘,(x)

Xg g

A Ty(z) és T1(=) fiiggvényekre igaz, hogy To(zo) = f(%o), T1(z0) = f(20), Ti(wo) = f'(z0).
Az f(z) és érintSje kozé mas fiiggvény grafikonja is ”befér”, pontosabb kozelités is adhato.
Ha f"(zq) létezik, akkor finomithatjuk a T;(z) altal adott kézelitést masodfoki fiiggvénnyel oly
mdédon hogy a kézelitS polinom konvezitdst tulajdonsdgai is egyezzenek meg az f(x) fiiggvényével,
azaz a nasodik deriviltak legyenek egyenlSk az zg helyen. Keressiik a polinomot

To(z} = Ti(z) + az(z — m0)2 .
alakban, ahol az ay egyiitthatdt a T4 (zo) = f"(xo) feltétel szerint hatdrozzuk meg (konvexitds).

Mivel T{'(z) = 0 és T4 (z0) = 2a2, ezért ag = ﬂ;—"l, tehat

Ty(z) = Ta(a) + T (& - 20)? = flao) + (a0} @ - 20) + L2z — 2o
A fx) Tyx)
T,(x)
T,(x)
/

Xg

o]

Az eljarast folytathatjuk. Keressik a legpontosabban kézelité harmadfokd polinomot, amelyet
Ts(z) = Ta(z) + as(z — z¢)?

alakban irunk fel. Ennck ki kell elégitenie a T§'(xo) = f"(zo) feltételt, feltéve hogy f(z)
haromszor differencidlhaté zo- ban és kérnyezetében. A magasabb rendl derivéltak definiciéjat
lasd a 3.7. fejezetben, Ez a feltétel a derivaltak ndvekedési illetve konvexitdsi tulajdonsigainak
azonossagat jelenti. Mivel T4"(zo) = (3!)as, ezért

_ £ (o)
3!

a3
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Innen

I}

Ty(e) = Tyla) + L (g gt =

= f(zo) + f'(zo)(ﬂ: — o) + G 0)( z0)? + f"'(:cg) el (RN

A k&zelités pontossagat fokozhatjuk, ha az f (:r) magasabb rendu derwé,ltja,i is l1éteznek. Igaz az
alabbi tétel.

4.7. Tétel, Legyen f(z) n-szer differencidlhatd az zo pontban és kirnyezetében. Az f(z) figg-
vényt az zo kdrnyezetében legnagyobb pontossdggal kizelits n-edfokd polinom, vagyis amely kie-

lgitz az
Tn(z0) f (o)
Th(zo) = f'(zo0)

T (o) iy ) (o)

Tiao) = £0)(o)
feltételeket, az aldbbi alakd:

Tr(z) flzo) + f(zo)(z —z0) +...+ '—f—(i)z_(!—mo)(z —zo) ..+ %(m —xg)" =

= i M(E - ﬂ:o)i-
Definicid szerint f(O)(z) = f(z). Nyilvdnvaldan

(n) x
To(e) = To-r (o) + L0 (o — ),
A Ty(z) polinomokat az f(z) figgvény xo kérili Taylor polinomjainak nevezzik.

A Tétel bizonyftdsdban a Ty(z) és Ta(x) esetén elmondottakat kell megismételni. frjuk fel a
Ty (z) polinomot
Te(z) =ag+ a1z — zo) + ...+ an(z — 20)"

alakban.
A derivaltakat felirva, a legjobb k&zelités feltételei szerint kapjuk, hogy

o) = a0 = f(zo),
Th(zo) = a1 = f'(z0),
T:.:(.’.Co) = 2(.12 =f"(I(}),

T(mg) = ila; = f8(zo),

T,(‘n)(:z:o) = nla, = f(xy).
Innen az egyiitthatdkat kifejezve kapjuk az Allitdst.

A kozelités pontossdgat javitandd, a Ti,—1(z)-r8l Tp,{z)-re nagyon egyszerien térhetiink 4t,
csupén a mér kiszémolt Flr— 1)(3:) fiiggvényt kell derivalni az fijabb egyiitthatd kiszdmitdsidhoz.

Azonnal felmeriil a kérdés, mit jelent az, hogy jé a kdzelités? Tudjuk-e beesiilni az |f{z) —
Tn(z)! hibat? Kérdés tovdbba, hogy a pontossig tényleg javul-e. A hiba becsléséhez még egy
derivaltra van sziikségiink, ami nem meglepd, mint azt latni fogjuk.
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4.8. Tétel. Legyen f(z) (n + 1)-szer differencidlhaté az [xg — h,zq + h] intervallumon. Ekkor
minden x € [zg — h,zo + h] esetén

|fimt ()| +1 [FH @)
To(z)] < s e
fe) = Tala)| < max | Hems - o < max S

A hibét egy a T}, (z) tagjaihoz teljesen hasonlé kifejezéssel becsiilhetjiik. A kiilsnbség csupan
az, hogy f("+t1. et nem csak wo-ban kell venniink, hanem az [zg — h, Zo + h] intervallumban
felvett maximumst.

Specialisan, ha n = 1, azaz az érintével kozelitiink, akkor

/(5) - Ta(@)] = |(z) - flao) - flao)z—zo)| < max - Olpz

t€[zg—h,zo+h] 2

Ez a becslés megadja az érintSvel valé kozelités pontossigat (3.6. pont). Akkor nem emlitettiik,
mert még nem tdrgyaltuk a szitkséges ismereteket. A becslés jobboldaldn a konvexitdst jellemzd
mésodik deriviltat kaptuk. Tekintsiik az alabbi abrékat.

A

(%)

X0

A misodik esetben a fiiggvény sokkal erbsebb konvex, mint az elsben, azaz a misodik de-
rivalt sokkal nagyobb. Az dbrakrdl az is leolvashatd, hogy az |f(z) — Tl(a:)l tavolsig a mdsodik

esetben nagyobb, mint az elsbben. Ez az eszrevetel teljesen egybeesik azzal, hogy a hibabecs-
lésben a mésodik derivalt jelenik meg.

Az alkalmazdsok eltt vizsgaljuk meg, hogy az "n” ndvelésével a kozelités pontossdga tet-

szdleges kicsinnyé tehetd-e, azaz mindig teljesiil-e a
lim |£(a) - To(a)] = 0
Osszefiiggés az zy kozelében levs z helyeken? Ez éltaldban nem igaz. Eldszér is, ennek feltétele,

hogy az f(z) fiiggvény végtelen sokszor (akdrhanyszor) differencidlhaté legyen. Ekkor bérmely
n-re létezik a Ty (z) polinom. A fenti tétel szerint pedig, ha z € (zo — h, o + h), akkor

. . If("’+1)(t)| ntl
< 1727
A |(=) — Tn2)} < Jlim, tefsohooth] (n+ 1)! n

ha a hatarértékek léteznek. Ha a jobboldalon lev hatarérték 0, akkor a pontossig tetszblegesen
nsvelhetd,
Kénnyen belathatd a kivetkezd elegendd feltétel.

4.9. Tétel. Legyen az f(z) végtelenszer differencidlhaté az [xo— h, xo+h] intervallumon. Tegyik
Jel, hogy van olyan K szim, hogy minden n-re

If"(z)| < K, ha z€zo—h,zo+h).

Ekkor
Tim [£(2) - Ta(a)] = 0

minden x € [zo — h, 2o+ h] esetén.
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Az &llitas konnyen belathatd, hiszen |f(*+1(z)| < K miatt

(n+1) n+1
lim Pk Ol (t)ihn"'l < lim Kh

=0.
n—00 tE[:G()—’al:}.';g-}-h] (n+ 1)t ~ n—oo {n + 1)!

Ez utdbbi hatarértéket nem bizonyitjuk.

Altaldban a Taylor polinomokra
f(z) =~ Tu(z).

Emellett, ha minden z € (zg -~ h, zg + h) esetén
Jim |f(z) - Tu(z)| =0,

akkor formélisan felirhatjuk az
o ol
f (e i
1) =7(@) =3 L o z0)
i=0 :

egyenlséget, ahol a jobboldali végtelen &sszeget az f(z) fiiggvény =g kérilli Taylor sordnak
nevezziik. A végtelen Ssszegzést minden egyes = helyen hatdrértékként értelmezziik:

n £l .
T(e) = Jim, Tofe) = Jim D S5 o)
i=0 :

Ha tehdt a Taylor polinomok tetszéleges pontossdggal megkézelitik az f(x) figgvényt az xo-
kizeli pontokban, akkor f(z) eqy végtelen hosszi polinomként (sorként), polinomok hatdrértéke-
ként dllithato elé. A legfontosabb fiiggvényekkel foglalkozunk a tovdbbiakban. Megiegyezziik,
hogy a szamoldgépek is ezeket a kozelitéseket hasznaljak fiiggvények kiszdmitdsara.

4.5.1. Az ¢* Taylor polinonjai az zq = 0 kriil

Legyen f(z) = €® és z9 = 0. M4s zg pont esetén a probléma erre a legegyszertibben kiszamithaté
esetre visszavezethetd, mivel eZoth = eZogh, Mivel (¢%)(!) = ¢* minden i-re,

f90)=1.
innen ) . )
x T " L
Tn(x):1+x+?+§+...+ﬁ=gﬁ.

Vizsgaljuk meg a becslés pontossigat! Legyen A = 1. Ekkor

e
#— Tp{z)| < ——= = Hp.
1= Tnlo)l < Gy =
Az n=1,23,4,5 esetekben
Hy= £,
Hy= g,
Hs= & m0.11,
Hi= 355 w~0.02
Hs= & = 0.003,

azaz a konvergencia igen gyors. Igaz tovdbbi, hogy tetszdleges valds z szdmra

n i
e = lim -,
n—oo il

=0

80




4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI

azaz
ﬂ:2 2:3 274
ee=14+z+ — +—+E+

Specialisan

) 1
e"1+1+2+3|+41+ ”“nll{gozﬁ

Ez a kifejezés az e szamot sokkal gyorsabban kézeliti, mint a 2.3. pontban adott sorozat.
Az dbrén az e fiiggvényt és els6 néhany Taylor polinomjat lathatjuk.

8

4.5.2. A sinz é8 cosz Taylor polinomjai az z; = 0 kiriil

Legyen f(z) = sinz és zp = 0. Més helyek kizelében valé kozelitést rendszerint trigonometrikus
azonossagokkal erre az esetre vezetjiik vissza.

fl(z) =sing, foy =0
f'(z) =cosg, S ffo) =1
fia) =—sinz,  f1(0) =0
f™(z) =-—cosz, f"0) =-1
f8(z) =sing, F®) =o.

A tovdbbiakban ez a ciklus ismétlédik. Innen kapjuk, hogy a sin z, az

T

113
T

b
ST

x> 2% T
S TR R

polinomokkal kézelithetd. A folytatds nyilvdnvals. Bebizonyithatd, hogy a hiba nulldhoz tart,
ezért sin z felirhatd a

3 5

( 1)
G ey

(-1

alakban. Az dbran a sin z és néhdny Taylor polinomjanak grafikonja lathatd.

T
sm:r:—a:—m+

81




4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI

A cosz-re az osszefiiggéseket hasonldéan kapjuk a fenti szamitdsok alapjan. A cosx Taylor
polinomjai a 0 pont koriil:

1
2
2
2!
2 4
¢t T
TR}
: 22zt a8
"Rt W
A cosz is felirthaté Taylor-sor alakban:
22zt 28 2B
cosz=1—-—+—— —

TR T T

Osszefiiggéseink valédisdgdt alatdmasstja, hogy tagonkénti derivéldssal (Vigydzat! Ennek
jogossdgat igazolni kelll) a cos z sordt kapjuk.

3

(sinz) ==' — (I—), + (:1:

3! 5l

5 2 4

) om1- B
cee— 2‘ 41 ... = COSLZ.

Az aldbbi dbran a cosz és néhiny Taylor polinomjinak grafikonjat lathatjuk.

~_
&

4.5.3. Az 1/(1% z),Iln(1+ z) Taylor polinomjai az zo = 0 kériil

Tekintsiik az {a, = 2"} (a0 =1,e¢1==2,...,6, = ") mértani sorozatot.
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Ismert, hogy a sorozat elsé (n + 1) elemének Gsszege

1—zntl
Sp=1+z+.. . ta"=—"—
: I1—=z
Ha |z| < 1, akkor lim,— s 271! = 0, ezért
. ) 1— -1 1
lim 8, = lim z = =1l+z+xi+25+...
n— 0o n—oo 1 —g 1-z

azaz az 1/(1 — z) fiiggvényre igaz az

n (o]
=i () - 4
=0 =0

egyenldség, ha |z| < 1. Az
S=1+4+z+2+z>+...
sor egy mértant sor.
A fentiekbdl adédik, hogy az f(z) = 1/(1 — z) fiiggvény Taylor polinomjai a
Toflz)=1+2+...+ ="

polinomok.
Természetesen, ehhez a formuldhoz a Taylor polinomok altaldnos képletébél is eljuthatunk:

o) =(&) =pip 1O =1

f"(:l:) :"(i—ZT)“ f"(O) :2’

fm(m) = (gf;)u fm(o) = 31)

és igy tovabb.
Az f(z) = 1/(1 + z) fiiggvényre hasonléan kapjuk, hogy
L=1—.'.:-+m2—x?’—l—a:'*—...
1+«

azaz az 1/(1 + z) Taylor polinomjai az zq = 0 koriil
Tn(a:).z l—z+22—...+ (—1)"z"

alakiak.

Mivel (In(1 + z)} = 1/{1+ z) és (In(1 — z))’ = ~1/(1 — x), ezért varhatd, hogy az In(1 + z)
Taylor polinomjai az zo = 0 kériil
2

T 3
Tn(ﬂ:):fﬂ*‘?-i-

z zt z™
(-
3 4 ot (-0 n
mig az In(1 — z) Taylor polinomjai az zg = 0 kériil

2 3 4 r
Tn(x):—(x+fz—+%+%+...+%)

alakiak, ha |#| < 1. Pontos indokldst mostani kivetkeztetéseinkre az integrélszdmitds segitsé-
gével adhatunk. Tovabba, ezen fiiggvények végtelen sor alakjdban is felirhatok:

2 28 i 1 "
1n(1+$)—$-7+?—‘..--z—:(—1) **r;"
n=1
és , -
z¢ g8 "
In(1—=2) = — (z+?+€+...) _~r§1;,
ha |z} < 1.
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5. A HATAROZATLAN INTEGRAL: A DERIVALAS MEGFORDITASA

5. A hatarozatlan integril: a derivilds megforditisa

A differencidlszamitas keretén beliil azzal foglalkoztunk, hogy az adott f(z) fiiggvény képletének
ismeretében hogyan hatdrozhatjuk meg a derivaltakat és a kiszamftott derivaltak segitségével
kivetkeztettiink az f{z) fiiggvény viselkedésére. A gyakorlatban gyakran csak a derivaltat is-
merjiik. A mozgastérvények a gyorsuldst (a mozgas mésodik derivaltja) adjik meg (F = ma).
Probléménk tehit, adott f'(x) esetén keressiik meg az f(z) fiiggvényt.

A kérdést kétféle médon kozelitjiik meg, melyeknek énallé speciélis alkalmazdsai lesznek, de
lényegében ugyanazt az eredményt adjik.

Ebben a fejezetben a differencidldsi szabilyok megforditdsdval formdlisan gondolkodunk.
Példaul, keressiik azt a fiiggvényt, amelynek derivaltja cosz. Egy ilyen fiiggvény a sinz. De
megfelel az 1+4sin x is. Ezaltal a primitiv figguvény és a hatdrozatlan integrdl fogalmihoz jutunk.

Ez a fajta okoskodds nem minden esetben vezet eredményre. Ekkor egészen révid interval-
lumokon kozelitjiik a fiiggvény valtozdsat érintinek megvaltozdsival, majd ezeket Ssszegezve
kapjuk a fiiggvény viltozdsadnak becslését. Hasonlé technikat alkalmaztunk az f(z) fiiggvény és
az x-tengely kozti tartomdny teriiletének kiszdmitdsa (lésd a 2.1.2. pontot) sordn. Ekkor révid
intervallumokon becsiiltiik a teriiletet, majd ezeket 6sszegeztiik. Ezek a példdk a hetdrozolt
integrdl fogalmdhoz vezetnek, amellyel a kvetkezd fejezetben foglalkozunk.

5.1. A primitiv fiiggvény, a hatarozatlan integrail definiciéja

A bevezetSben vazoltak alapjin, adott f(z) figgvényhez kell keresniink olyan F(z) fiiggvényt,
mely rendelkezik az F'(z) = f(z) tulajdonsdggal. Bevezetjiik az aldbbi fogalmat.

5.1. Definicid. Legyen az f(z) figgvény értelmezve az < a,b > intervallumon. Az F(z) figg-
vény az f(z) primitiv figgvénye az < a,b > intervallumon, ha ott F(z) differencidlhaté és

F'(z) = f(=).

5.1. Példa. Az f(z) = z primitiv fiiggvénye z?/2, mivel (£?/2)' = . Az f(z) = cosz primitiv
fiiggvénye sinx és sinz -+ 1 is, mert (sinz)’ = cosz és (sinz + 1)! = cos=z.

Kérdés, hogy ha létezik primitiv fiiggvény, az mennyire egyértelmii. Lattuk, hogy a konstans-
ban kiilonboz6 sinz és sinz 4 1 fliggvények egyardnt primitiv fiiggvényei a cosz fliggvénynek,
mivel a konstans fiiggvények differencidlhdnyadosa azonosan nulla.

Ugyanezt a megfontoldst az dltalinos esetben alkalmazva kapjuk, hogy ha F(z) az f(z)
primitiv fiiggvénye valamely < a,b > intervallumon, akkor tetszbleges ¢ konstans esetén az
F(x) + c is primitiv fiiggvény ugyanott.

Vajon ezzel kimeritettiik az $sszes lehetSséget? A védlasz igenld. Ugyanis, legyenek Fy(z) és
Fy(x) primitiv fiiggvények ugyanazon az intervallumon. Ekkor a primitiv fiiggvény definiciéja
miatt

(Fi(z) — Fo(z)) =0.

A 4.1 tétel szerint valamely intervallumon csak a konstans fiiggvény derivaltja lehet azonosan
nulla. Ezért

Fi(z) — Fo(z) = konstans.

Belattuk tehat, hogy a primiliv figgvény egy konstans hozzdaddsdtsl eltekintve egyértelmien
meghatdrozott, vagyis a primitiv figgvények csak konstansban kilonbizhetnek egymdstol.

5.2. Definfcié. Az f(z) figgvény valamely < a,b > intervallumon vett primitiv fiiggvényeinek
dsszességét ax f(z) figgvény hatdrozatlan integrdljinak nevezzik az < a,b > intervallumon.

Jelolése:
/ f{z)dz.

84




5. A HATAROZATLAN INTEGRAL: A DERIVALAS MEGFORDITASA

Ha F(z) primitiv figgvény, akkor

f f(@)dz = F(z) + ¢,
ahol ¢ tetszileges konstans.

Megjegyezziik, hogy az [ f(z)dz jelslésben az r valtozd helyett mdas valtozd is irhatd, példaul
[ f(y)dy = F(y)+c. Néha hasznaljuk az [ f jelolést is. Az integrdljel mogots all6 f(z) fiiggvényt
integrandusnak nevezziik.

Geometriai jelentés

A hatédrozatlan integral geometriai jelentése igen egyszerii. A keresett F'(z) primitiv fliggvény
meredeksége, derivaltja (f(z)) minden pontban adott. Nem ismerjitk az F(z) a grafikonjdt, de
tudjuk, hogy barmely zo helyen derivaltja f(zq), azaz ha a grafikon dtmegy valamely (zo, yo))
ponton, akkor ott érinti az y = yo + f(xo)(z — zo) egyenest. Ezutdn a koordinatarendszer
minden (z,y) pontjdban rajzoljunk egy f(z) meredekségii egyenesdarabkdt. Marmost, ha F(z)
primitiv fiiggvény, akkor grafikonja minden (z, F(z)) pontban érinti az ott felrajzolt egyenest,
azaz "simul® a kapott *érintémeszbhéz” .

Mivel barmely y-tengellyel pairhuzamos egyenes pontjaibdl inditott érintGdarabkék parhuza-
mosak, ezért egy primitiv fiiggvény grafikonjdt az y-tengely mentén eltolva, a kapott grafikon
szintén érinti a megfeleld egyeneseket. Tehat az y-tengely menti eltoldssal djra primitiv fiigg-
vényt kapunk.

Ezt az f(z) = z és az f(z) = cosz példdjan mutatjuk be.

NN o
x

T ey

FLLEFFPFESY
fErELreitis

~
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[RERERERRE]
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LELPRIELRY

ARSARRRLANY

Kérdés, hogy egy adott folyamat esetén, hogyan valasszuk ki a folyamatot leiré fiiggvényt a
primitiv fiiggvények sckasdgibol. Az el8bbi dbrik sugalljdk, hogy a fiiggvény értékét valamely
helyen rogziteniink kell, vagyis meg kell adnunk a grafikon egy (zo, F(zo)) pontjt. Igaz az
alabbi allités.

5.1. Tétel. Legyen F(z) az f(z) primitiv figgvénye az < a,b > intervallumon. Ekkor az
(20, ¥0) (20 €< a,b>) ponton dtmend Fy(x) primitiv figgvényt az

Fi(z) = F(z) + yo — F(x0)

képlettel kaphatjuk meg.

5.2. Példa. Tekintsiik az egyenes vonald egyenletesen gyorsuld mozgds esetét. Legyen v(t) = ¢
és s(0) = 1. Ekkor

t2
/ o(R)dt =5 4o

1=s(0)=c vagyis c=1.
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I F e e o o o S S
PR e
e s
=
e S
TS
DS e et S
TS
T S

oz od do o0 7

Ha a gyorsulds adott, pl. a(t) = 1, v(0) =1, akkor v(t) =t + ¢. Mivel v{0) = 1 = ¢, ezért
v(t) =t + 1. Ha s(t)-t keressiik, s(0)-t is rogziteniink kell a fent megadott médon. Ha s(0) =1
ismét, akkor '

2
s(t) = %-}—t +e¢1, de s(0)=1 miatt
s(0)=1=c1, ezért
12
s(t) =5 +t+1.

Altaldnosan mondhatjuk, hogy az s(t) difiggvény a v(t) sebesség primitiv fiigguénye, a sebesséy
pedig az a(t) gyorsulds primitiv figguénye.

Befejezésiil jegyezziik meg, hogy a differencidlds és a primitfv fiiggvény keresés (in-
tegrilds) egymids inverz miiveletei. Ezért jogos lehet a félelmiink, hogy integrdlni sokkal
nehezebb, mint differencidlni, s6t, mint ahogyan az inverz fiiggvény sem mindig létezik, nem
létezik mindig primitiv fiiggvény sem. Megjegyezziik tovabbd, hogy az igen fontos

2
eE

fiiggvénynek nem lehet a primitiv fiiggvényét formuldval felirni.

5.2. Egyszerii integrdlasi szabdlyok

Ahhoz, hogy a hatéirozatlan integrdl fogalmat a gyakorlatban is hasznalni tudjuk, sziikség van
a keresést megkdnnyitd szabdlyokra. Elbre leszégezziik, specidlis esetektdl eltekintve, nincs
dltaldnos szabily egy adott fiiggvény integrdljdnak meghatérozdsdra, mert nem is biztos, hogy

2”

eléallithatd formuldvall

Mivel az integralds a derivalds megforditdsa, ezért a szabélyok a derivéldsi szabalyok meg-.

forditisaként allnak eld. Az aldbbi szabalyok kézvetleniil, differencidldssal ellendrizhet&k:

fef(e)dz =c [ f(z)dz;

J{(§(z) +9(z))de = [ f(z)dz + [ g(z)dz;

JO0dz = konstans;

Jztdz :%+c (n # —1);

Jidz =In|z|+c¢ (z#0) (Az abszoldt érték az = < O értékek miatt kell);
[ e*dzx =e% 4 ¢

[ sin zdz = —CoS T+ ¢;

- [ cos zdz =sinz+ ¢;

[ orgde =tgetc (z# T Lkr)
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5.3. A parcidlis integrdlds szabdlya

A szorzat differencidldsdra vonatkozé szabdlyt is hasznosithatjuk. Differencidljuk az f{z)g(z)

szorzatot!
(F(z)g(2)) = f'(z)g(z) + f(2)g'(2)

Ha az azonossdgot integrdljuk, az

f(z)g(z) = /f’(m)g(m)dz-i—/f(m)g'(:c)dm
egyenldséghez jutunk, amelyet Atrendezve kapjuk:
/f'(m)g(a:)da:: f(z)g(=) —/f(x)g'(m)dz.
Ez a parcidlis integrdlas szabilya. Nem szdmolja ki az integrdlt, de egy mésik (remélhetéleg
egyszerlibb) integral kiszamitdsara vezeti vissza. Ezt a szabélyt az aldbbi médon értelmezziik:
Egy szorzatot kell integrdlnunk, amelynek els8 tényezdje (f'(z)) egy f(z) fiiggvény deriviltja.
Meg kell keresniink tehat az els6 tényezd (f'(z)) egy primitiv figgvényét. Ezutin a mésodik

tényez8 derivéaltjat szdmoljuk ki, és alkalmazzuk a szabdlyt. A miivelet sikere azon mnilik, hogy
az f(z)g'(z)-t kénnyebb-e integraini, mint f'(z)g(z)-t.

5.3. Példa. Szémoljuk ki az [ ze®dx integrilt. Legyen f'(z) = €%, g(z) = z. Ekkor f(z) = ¢
és ¢'(z) = 1. Ezért
/a:ezd:z::e”:c—fe”da:ze“-:rme”JrC.

Latjuk, hogy a kapott integralt ki tudtuk szémitani. Prébaljuk most forditva: Legyen f'(z) =
z, g(z) = e*. Ekkor f{z) = z%/2, ¢’(z) = €. Innen

ahol a kapott integral nem egyszerlibb, mint az eredeti. Ez rossz valasztds volt.

5.4. Példa. Most szamoljuk ki az In  integraltjét: Mivel [ In zdz = f 1-In zdz, ezért lehetséges
~aw f'(z) =1 és g(x) = Inz vélasztds. Ekkor

./-lnxdzrxlna:—[mid:z::mlnm—a:-I—C.
xr

5.5. Példa. Befejezésiil egy harmadik tipikus példa: [ e sin xdz. Most barmelyik valasztds j&
lesz. Legyen f'(z) = ¢%, g(z) =sinz. A szabdly szerint

/ e“sin xdr = e sinx — fem cos zdz.
Integraljuk a jobboldal mésodik kifejezését ugyanigy: Itt megint f'(z) = e®.
f e“coszdr = e®cosx + f e sin xdzx
Ezt behelyettesitve az elsS egyenldségbe
/ e®sinzdr = e“sinx — e cosx — f e” sin zdz,
ami egy egyenlet a kereselt integrélra. nézve. Ezt megoldva kapjuk, hogy

. 1., .
f e” sinzdr = Ee”(sm z—cosz)+ C.

87




5. A HATAROZATLAN INTEGRAL: A DERIVALAS MEGFORDI{TASA

A fenti tapasztalatok alapjan felsoroljuk a parciélis integrdlas néhany tipikus esetét.

[ z"e®da - (f'(z) = e®,g(z) = =)
f =" Inzdz (f'(z) =2",9(z) = Inx)
J z"sin zdz (f'(x) = sinz, g(z) = =)

fe®sinzdz; [sinzcosadr mindegyik vilasatds j6

5.4. A helyettesitéses integrdlds szabdlya

Prébaljuk megkeresni az dsszetett fliggvény derivaldsi szabélyanak, a lancszabalynak a megfor-
ditasdt. Ismert, hogy

(Fla(=)) = P'(9(2))e'(2)

Ezt integrdlva kapjuk, hogy

Po(@) + o= [ F(s(@)g'(z)dz
Ha F'(z) = f(z) akkor
[ Ho@)g' @z = Plo(a)) + <

ahol a jobboldalon F(z) az f(z) primitiv fiiggvénye. A jobboldal nem mds, mint

[ty =)+,

ha az y = g(z)} helyettesitést haszniljuk. A két egyenlbséget dsszevetve kapjuk, hogy

[ He@ne @ = [ rw)a,

ha y = g{z). Emlékezve a derivélt dy/dz jelslésére, kapjuk, hogy az y = g{z) helyettesités mellett
a dy/dz = g'(z), vagyis a dy = ¢'(z)dz helyettesitést is elvégeztiik. Ezt most teljesen formalisan
tettiikk. Azonban valéban komoly kéze van a derivalt segitségével megadott kis vdltezdsokhoz,
a figgveény vdltozdsdnak az érintd megvdllozdsdval vald kézelitéséhez. Ez a kivetkezd fejezetben
vilagossd valik.

A fent leirt szabélyt nevezziik a helyettesitéses integrilds szabdlydnak. Akkor haszndl-
hatd, ha az integrandus egy osszetett fiiggvény és belsS fiiggvénye derivaltjdnak a szorzata.

5.6. Példa. Szimoljuk ki az
/(2:1: +1)10 de

integrélt. Legyen y = (22 + 1) és dy = 2dz. Innen

10 11 11
/(2x+1)10dz= y?dy———y—+c=(2$—+1—)-—~

22 59 T

5.7. Példa. Szdmoljuk ki axz
fsin3 z-coszdr

integrdlt. Legyen y=sinz, dy = coszdz ezért
sin?

4

z

4
fsinsmcosmdx:/ysdyz yz—l-c: + ¢

5.8. Példa. A tgz integrdldsa hasonléan megy:

/tgmdm:fsmmdm:—fldy:—In|y|+c=—1n|cos:c|+c
Yy

COsSx
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8. A HATAROZOTT INTEGRAL

ahol y = cosz, dy = — sin zdz.

5.9. Péida. . .
T 2 2

ahol y =Inz, dy= ‘i—z.
5.10. Példa.

et 41
ahol y = ¢® + 1 dy = e%dx.

e* 1
f dw:/gdy=1n|y|+c=ln|e”—|-1|+c,

A példakban eléfordulé tipikus eseteket irjuk fel dltaldnos formaban:

_ f(f(ﬂ?))nf’(x)dx = L;i%“)_","c (n# —1)

=), _
e dz = In|f(z)|+¢

ff(am+b)a’ﬂ= = %ff(y)dy (y=oaz+b, dy=a-dz)

6. A hatarozott integral

A hatérérték fogalmanak bevezetésénél a 2.1.2. pontban kiszdmitottuk az f(z) = z? fiiggvény és
az z-tengely kozti tartomany teriiletét a [0, 1] intervallumon, oly médon, hogy a [0, 1] intervallu-
mot n egyenld részre osztottuk, és a vizsgalt tartomdny teriiletét alulrdl illetve feliilrl becsiiltiik
az dbrén lathats téglalapok teriiletének Ssszegével, majd ezek hatdrértékét vettiik.

A [ A /

7
7
7
_____ - 77
[

A

Le A - . Fe—
U=z 5 x Ko Ayg X Kpp 4=T U=xy 5, % T B R

Hasonlé gondolatmenetet kovethetiink tetszSleges nemnegativ folytonos f(z) fiiggvény gra-
fikonja és az x-tengely kozti teriilet kiszdmitdsa sordn is. Ha a fiiggvény negativ, és a teriilet
nagysigédra van sziikségiink, akkor a fliggvényértékek abszolit értékét kell venniink. A kévet-
kezd pontban azonban l4tni fogjuk, hogy jobban kezelhetd fogalomhoz jutunk, ha a teriiletet
negativhak vessziik negatiy fiiggvény esetén.

A fogalmak pontos tdrgyaldsa elStt, kdvetkezd pontban a teriiletszdmitdstdl latszélag fiigget-
len problémat vézolunk. Valamely fiiggvény és derivaltja kézti kapesolatot tekintjitk egy 1j
médszerrel. Mint latni fogjuk ez is teriiletszamitdsi problémara vezet.

6.1. A fiiggvény valtozdsdnak el6allitasa derivaltjabdl

A hatérozatlan integrdlt hasznalva formalis, technikai okoskodésokkal probaltunk valamely fiigg-

vényt derivaltja ismeretében megkeresni. Ez nem mindig lehetséges. Most kdzelité eljarasokkal
kisérleteziink.
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

Emlékezziink ra, hogy ha zo, F'(z¢) adottak, és z elég kozel van zo-hoz, akkor F(z)— F(zo) ~
F'(zg)(z — o), ahol a jobboldal az zo-beli érint8 értéke az zo-hoz kizeli z-ben. Ezt felhasznalva,
becsiiljiik az F(x) fliggvény valtozdsit az {a,b] intervallumon.

Osszuk fel az [a b] intervallumot ” elegendBen révid® részintervallumokra, példaul osszuk fel
[a,b]-t n egyenld részre. A részintervallumokon a fiiggvényt valamely ermté]evel fogjuk helyet-
tesiteni. Legyen h = (b ~ a)/n, és vezessiik be az

p — 4
] :a:g-l-h
T =$Q+?:'h

T, =xp+n-h=">
jelﬁ_lések.et. Ekkor F(z;y1) — F(z:) s F'(z;)(zis1 — i) = F'(2:)h, és
F(b) — F(a) =
= (F(zn) — Fn-1)) + (F(2n-1) = F(zazz)) + ...+ (F(z1) — F(z0)) = T3 Floigr) — Flz).

Az sszeg minden tagjdra alkalmazhatjuk a fenti tipust kézelitést. fgy
n—1 n—1
F(b) — F(a) ~ Z F'(z) (241 — =) = Z F'(z;)h
i=0 i=0

Késébb be fogjuk latni, hogy ha F'(z) folytonos, akkor n minden hataron tili névelésével a
kézelités egyenléségbe megy &t, vagyis

-1
lim Z F'(w,)h F{z,) — F(zo) = F(b) — F(a).

n—00
=0

A fenti eljardst nézziitk meg grafikusan: Eldszér az F(z) fiiggvény grafikonjit képuzeljiik el:

i F(x)
e B e
B
a=x, X, Xy X3 Xy X5 Xs =D

Ugyanez az F'(z) grafikonjin:

A
/ F'ix)
. /% |

”fﬂ’f,
L _

S

~,

.,

Léthaté, hogy |F'(z;)|h pontosan egy téglalap teriilete. Az isszes ilyen téglalap eldjeles
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

teriiletét {az abszoldt érték nélkiil) ssszeadva kapjuk, hogy 3 F'(z;)h az F'(z) fiiggvény és az =
tengely kozti el8jeles teriilet becslése az {a, b] szakaszon, el8jelesen véve. Ui. ha F'(z;) negativ,
a F'(z;)h is negativ el8jelii.

A fenti hatarérték relciét figyelembe véve kapjuk, hogy ha n — oo, akkor ez a kozelités
az F'(z) és az z tengely kozti eléjellel vett teriiletet kozeliti. Az eIOJeles teriilet nagysaga

F(b) - P(a).

F(x)
T = F(b)—F(a)

&
T
- Q\

Vegyiik észre, hogy eljarasunk alkalmazhaté akkor is ha a derivalt nem formulaval, hanem
grafikusan adott. Kézelits eredményt kapunk, ha kisérletb6l szirmazé adatsorozat 4ll rendelke-
zésre. Bz a hatarozatlan integril technikijaval nem volt lehetséges.

6.2. A hatarozott integral definicidja

Bevezetd példdink soran lattuk, hogy teriiletszamitdsi problémdk és egy differencialhato fiigg-
vény valtozdsanak a derivalt ismeretében valé eléallitasa egyardnt valamely fiiggvény grafikonja
és az x-tengely kézti tartomany teriilletének meghatdrozasihoz vezettek. Ebben a pontban ma-
tematikailag is megfogalmazzuk a vazolt technikit.

Legyen f(z) folytonos fiiggvény az [e, b] intervallumon. A bevezetS példak sordn alkalmazott
technikdt kivetve, probaljuk megmérni a kérdéses tartomany T'(a, b) elSjeles teriiletét, azaz ahol
a fiiggvény pozitiv, ott a teriilet is pozitiv, ahol a fiiggvény negativ, ott a teriilet is negativ.

i | .

1____//%\
3 b_

Legyenek h = (b — a)/n ( n adott), zg = q, :c.l =a+h, ..., z,=a+1th, ...,z, =b, és
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6. A HATAROZOTT INTEGRAI

vezessiik be az

@, = )

tE(Z“Zl.i_l] te(znzl+1]

fi=

jeloléseket. Kozelitsik az f(x) grafikonja és az x-tengely kozti tartomdnyt az [z;, ;1] alapd és
fi magasségi , majd az f; magassdgi téglalapok egyesitésével. A

=0 i=0

Osszegek a tartomany elSjeles teriiletének alsé illetve felsd kozelitését adjak.

A ) |

R, TN A
SISy TN A
" L ’f/ oy \lﬁ ey
A , -

/ / Y
% | /,

v
. /I

usty X% e g Faey BT = 4=y Ay I R

™,

Belathatd, hogy ha f(z) folytonos, akkor

lim t, = hm tn = T(a,b).

n—o0 =

Ez az eljaras 4ltaldnosabb fiiggvényekre is alkalmazhatd. Ekkor a fenti dsszefiiggést a T'(e, b)
definidldsdra hasznaljuk, feltéve, hogy a két hatarérték létezik és megegyeznek. Most mar beve-
zethetjitk a hatdrozott integrd] fogalmadt:

6.1. Definicié. Legyen f(z) folytonos fiiggvény az [a,b] intervallumon. Az f(z) {a,b] folotti
hatdrozott integrdljinak nevezzik a

lim ¢, = lim &,

n—oco n—oo

kozos hatdrértéket, az f(z) figgvény [a,b] intervallumon vett grafikonja és az z tengely kozitts
tartomdny eldjellel veit terdletét. Jelslése

b
/Hﬂﬂ-

Vegyiik észre, hogy a i, 6sszegre a hatdrdtmenetet végrehajtva az integral ”végtelen kicsi”
téglalapok teruletenek az &sszege, ahol f(z)dz egy elemi téglalap teriilete (emlekezzunk a dy/dx
jelslésre!!). Az [-jel (elnydjtott S betll (summa)) pedig ezek Gsszegzését jelenti.

6.3. A hatirozott integril tulajdonsdgai

A hatérozott integril szemléletes definici6jdbél azonnal adédik néhany fontos tulajdonsiga.

1. tulajdonsdg. Legyen a < b < ¢, és f(z) folytonos az [a,c| szakaszon. Az aldbbi 4bra
mutatja, hogy

fcf(x)d5=ff(x)dx+jf(m)dz.
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

Ha bevezetjiik az

fﬂnm=—fﬂww
b a

(a teriiletosszegzést visszafelé végezziik), akkor a fenti egyenlSség tetszéleges a, b, ¢ esetén érvé-
nyes. Ezt a tulajdonsdgot nevezzik az integrdl intervallum szerinti additivitdsdnak.

2. tulajdonsig. Kénnyen ldthaté tovdbbi, hogy

if(a:)da: =0,

Az alsé és felsd kozelits osszegek vizsgalatéval is igazolhatjuk, de késébb egyszerilibben is meg-
mutatjuk az aldbbi &sszefiiggéseket:

3. tulajdonsig.
b

fcf(a:)dmz cj:f(m)d:c

@

4. tulajdonsdg. A hatdrozott integrdl az integrandus szerint is additiv.
b b b
[ U@ +o(@Ndo= [ 1@yin+ [ g(z)de.
a a4 ’ a

6.4. A hatirozott integril becslése, integrdlkézép

Az alkalmazdsok sordn a hatdrozott integral becslésére az alabbi egyenlétlenségek igen fontosak.
A definiciébél azonnal adédik az

5. tulajdonsig. Ha f(z) > 0és a < b, akkor

b
[f@ﬂxzm
és ha f(z) <0, akkor
b
ff(:c)d:z: <0.

6. tulajdonsig. Legyenck M = max,e(qy) f(2) és m = mingepe ) f(z). Ekkor
b
m@—@ﬁfﬂﬂhﬁM@—@
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Ugyanis barmely alsé és felsé kszelits osszegre

b
mb—a) <Shle-n) =ta< [ <E=

=Y filzip1 — =) <MY (211 —x;) = M(b—a).

Innen azonnal adédik, hogy

b
1
< — < .
m_b_aff(m)d:t:_M

_ 1 b
flap) = m[a f(z)dz

€rtéket az f(x) figgvény (a,b) intervallumon vett dtlagdnak, vagy integrilkozepének ne-
vezzik.

Ugyanis a f[a,b] konstans fiiggvény integrilja [a, b]-n ugyanannyi, mint f(x)-é. Tovabba, van
olyan a < ¢ < b, melyre

b
£6) = fia = 5= [ 12

Megmutathato, hogy ez a fogalom természetes altaldnositdsa a szdmtani kézép fogalmanak.
Péld4ul, ha T'(z) a levegs hdmérsékletét jelenti a t pillanatban,, akkor a napi 4tlaghémérsék-
letet a

1 24 :
2 ), T@

integralkszéppel szémolhatjuk ki.
Hasonléan, ha v(t) a test pillanatnyi sebessége, akkor a #;,ts pillanatok kézott az dtlagse-

bességet az
1 b2
f o(t) dt
tz —t1 /1y

integrilkszép adja meg (részletesen lisd a 6.6.2. pontot).

6.5. A teriiletfiiggvény és tulajdonsdgai, az integrdlszamitas alaptétele

Most bizonyftjuk a hatérozott integrdl legfontosabb tulajdonsigat, melyet az integralszamités
alaptételének is neveziink. Ez a tulajdonsdg kapcsolatot teremt a hatirozott integral, a primitiv
fliggvény és a differencidthdnyados kdzott.

Tekintsitk az

T(a,x)sz(u)du

fiiggvényt. Ezt a fiiggvényt teriiletfiiggvénynek, integrilfiiggvénynek, vagy fels6hatdar fiiggvény-
nek is szoktuk nevezni, mert az intervallum fels6 hatdra valtozik.

fly -
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Kénnyen lathats, hogy
T{a,z) = T(a,a:) + T'(a1, ),
vagyis

/zf(u)duzjlf(u)du-i—/zf(u)du

az integril intervallum szerinti additivitdsa miatt. Két teruletfuggveny csak konstansban kiilénbozik
egymastol.

Az elbkésziiletek utdn bebizonyitjuk az integralszdmitas alaptételét.
6.1. Tétel. Legyen f(z) folytonos az xo € (a,b) pontban. Ekkor a T(a,z) = [T f(u)du figgvény

differencidlhatd, és differencidlhdnyadosa az zp pontban f(zo). He f(z) minden z € (a,b)-ben
Jolytonos, akkor T(a,z) minden pontban derivilhatd és

(T(a,m)) - ( [ f(?u)du) - f(z)

Kivetkezésképpen, a T'(a, z) terdletfiggvény az f{z) figgvénynek primitiv figgvénye.

A derivalhatdsag bizonyitasara irjuk fel a T(a, z) differenciahanyadosdt zg-ban:

T(a,z0+h) - T(a,z)) 17
a, Tg ) a, T —_‘E /‘ f(:t:)da:

E]

az integrdl intervallum szerinti additivitdsa miatt.

T
7

Xp—h Xg Xp+h

Az integril becslésére kapott egyeniftlenségek szerint

1 zo+h
j0<; [ f@ass _ max 1)

min
tE[zo—h,zo+h) t€[zo—h,zo+k]

To

ahol a minimum és maximum az f(z) folytonossiga miatt létezik (szemlélet alapjdn elhihetd,
nem bizonyitjuk), és ismét a folytonossdg miatt

it 1 70) =510 = 0

A fenti egyenlStlenségek miatt pedig

f(zo) = hm( min f(t)) < hm% f

fE[mg —-h :Go+h]

flz) < 11m (tc[zum2§0+h] f (t)) = f{=zo)-
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A rendérelvet (2.9 tétel) alkalmazva kapjuk, hogy

zg+h
lim > [ f@)de = f(zo).

Bebizonyitottuk tehét a teriiletfiiggvény differencidlhatdsigat.

Vegyiik észre, hogy a teriiletfiiggvény differenciahanyadosa, dtlagos véltozdsa nem mas, mint
az f(x) fiiggvény integrilkszepe az [zq, zo + A intervallumon. Jogos volt tehét, hogy az integ-
ralkdzepet a fiiggvény Atlaganak nevestiik.

A most alkalmazott bizonyitdsi eljirdst, a rendérelvet mar kordbban is alkalmaztuk a
limg...osinz/z hatdrérték kiszdmitdsanal. Egy kifejezés hatarértékét tgy szamoljuk ki, hogy
egy 6t kdzrefogd kisebb ill. nagyobb kifejezések hatarértékét keressiik. Ha ezek a hatdrértékek
megegyeznek, akkor a kizrefogott (”drizetes” ) kifejezés hatdrértéke is ugyanaz lesz.

A most bebizonyitott tétel egy nagyon egyszerli médszert ad a hatdrozott integrdl kiszdmi-
tasara. Vegyiink egy tetszéleges T'(z) teriiletfiiggvényt. Az integrdl intervallum szerinti additi-
vitdsa miatt az f(z) valamely [a, b] intervallumon vett integrélja

b
[ 1@z =1 - 7(0)

Mivel tételiink szerint T'(z) primitiv fiiggvénye f(z)-nek, ezért ha F(z) egy tetsz8leges primitiv
fiiggvény, akkor T'(z} = F(z) + ¢. Innen

b
[ 1@z = PG)- Fla) = [P

Ezt a szabalyt nevezzilk Newton-Leibniz szabdlynak. A hatdrozott integrdl kiszamitasdhoz

T

az eléz6 fejezet modszereit felhasznalva egy primitiv fiiggvényt kell keresniink, és alkalmaznunk
a Newton-Leibniz szabalyt.

6.1. Példa. Most mér kénnyedén be tudjuk bizonyitani az

[b (f(2) + g(a))de = f f(a)da+ f o(2)da

egyenltséget. Legyenek F(z) és G(z) az f(z) és g(z) primitiv fiiggvényei. Ekkor nyilvdnvaléan
F(z)+ G(z) az f(z)+ g(x) primitiv fliggvénye. Ezért a Newton-Leibniz szabaly alkalmazdséval

b b b
[(+9)= F®)+60) - F(a) - 6(0) = F() - F(a) + G() - Gla) = [ 1+ [ 4.
6.2. Példa. .
fsin zdz = [ cosz|y = —(cosm — cos 0} = 2,
de 2
fsin zdz = [~ cos z)2™ = 0.
0
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6.3. Példa.

Ezt az integrilt a 2.1.2. pontban kézelitd 6szegek hatdrériékeként mar kiszamftottuk.
6.1. Megjegyzds. Allitsuk el$ ismét az F(z) fiiggvényt derivéltja segitségével (ldsd a 6.1.
pontot). Az integralszdmitds alaptétele segitségével kapjuk, hogy ha F'{z) folytonos, akkor

Hﬂ:F@+/PWMu

b
F@-ﬂ@:fﬂ@m.

Megkaptuk tehit pontosan is a kézelitések alapjan kapott sejtésiinket.

(/ ra) = reo
0

és ff(u)duzff(u)du+71f(u)du:ff(u)du+c (c=]1f(u)du)

osszefiiggések mutatjdk, hogy a teriiletfiiggvények azonosak a primitiv fiiggvényekkel. A mésodik
sorban levé egyenldség adja a hatérozatlan integrdlban hasznélt ¢ konstans szemléletes jelentését.

6.2, Megjegyzés. Az

6.3. Megjegyzés. Az eléz6 megjegyzés alapjan vildgossd valik a primitiv fiiggvények &sszes-
ségére, a hatirozatlan integrilra hasznilt

[ 1(2)a
jelolés. S8t a helyettesitéses integrdlasnal a dz és dy, akkor még formalis, helyettesitései is
szemléletes jelentést kapnak.

Tekintsik az [ f(g(z))g'(2)dz integral egy kizelitd osszegét. Az alsé és felsd dsszeg kozotti
értéket kapunk, ha a

tn = Zj: Flo(z:)g' (@) (ivr — i) = i f(g(z:))g' (z:) Aw;
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tsszeget vessziik. Ha az y = g(z) helyettesitést vesssiik, % = g'(z). Mivel Ay = ¢'(z)Axz, ezért
Ay; = g(@ir1) ~ g(2i) = pir1 — i & ¢ (@} (21 — ) = o' (i) Ax.
Innen

tn=Y_ flg(z:))g"(z:) Az~ > fy:)Awi,
=0 i=0

ami az
a(b)
f(y)dy
9(a)
integril egy kozelits ssszege. A pontos szamitdsokat melldzziik, de meggondoldsainkbdél lathatd,
hogy a dy = f'(x)dz helyettesftés valésdgos jelentéssel bir.

6.6. Az integril alkalmazdsai

Az alabbiakban néhany olyan alkalmazdst, példat tekintiink, amelyek illusztraljak az integrdlfo-
galom gyakorlati hasznossdgat.

6.6.1. ‘Teriiletszimitssi feladatok

Foglaljuk §ssze eddigi teriiletszdmitdssal kapcsolatos megéllapitdsainkat. Ha f(z) pozitiv az '
[a, b] szakaszon, a teriilet maga |, cf f(z)dz. Ha negativ, akkor — [, : f(z)dz = fi’ (—f(z))dz. Innen
1athatd, hogy

T= f |£(z)|d=

fx)

SN : |

Megjegyezziik, hogy az |f(z)| fiiggvénynek altaldban nincs egyetlen formuldval megadhatd
primitiv fiiggvénye. Ezért az integraldst az a, b és f(z) zéréhelyei dltal hatdrozott intervallumo--
kon végezziik el. ' '

1

6.4. Példa. Szamoljuk ki az In grafikonja és az  tengely kizti teriiletet az |+, e] szakaszon.

e 1 e
f!lnm|d:c=—f1nzda:+flnmda:

1/e 1/e 1

Mivel {Inzdz = zlnz — = + ¢, ezért a fenti integrdl

/ |in z|dz = [(x—xlnz)]i/e+[(mln:c—a:)}i:1— (l-l—l) +(e—e)+1:2—§=2(1— %)

€ €
l/e
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A megmért tartomany az aldbbi abran lathatd:

K¢ét fiiggvény grafikonja kozsti teriletet az

b
[ 1) - s(@)lde

integrdl kiszadmitdséval kapjuk meg. Tegyiik fel, hogy f(x) > g(z) [a,b}-n. Ekkor az alibbi
dbra alapjan

1] b a b a b

kapjuk, hogy , ) )
7= [ f(2)dz - [ 9@z = [((z) - g(=))da.

Ha g(z) > f(z), akkor a kivondst forditva végezziik. Osszeségében, kapjuk a kérdéses integralt.
Ehhez megkeressiik az f(z) = g(z) egyenlet megolddsait. Az [a,b] intervallumot ezek részin-
tervallumokra osztjak. Ezeken az abszolit értéket feloldva, alkalmazhatjuk a Newton-Leibniz
szabalyt.

-6.6.2, Test rozgdsa

Legyen a test sebessége v(t}, a kezdeti pozicid s(0) = sy. Ekkor a Newton-Leibniz tétel alapjan

s(t) = 80+ j v(u)du.

A test altal megtett 0t valamely ¢y és ¢5 iddpontok kézott

fu(u)du.

ty

99




6. A HATAROZOTT INTEGRAL

Innen kapjuk, hogy a test 4tlagsebessége

[

: 1
r— fv(u)du,

L3

ami a v(t) fiiggvény integrdlkozepe a [t1, 2] intervallumon.

. Most tegyiik fel, hogy az m témegli testre F(t) eré hat. Az erd pillanatonként valtozik.
Newton mésodik térvénye szerint F = m-a, vagyis L P(t) = s"(t). Ha a test az s(0) = so, v(0) =
vg kezdeti értékekkel indul, akkor

v(t) = v(0) + %/F(u)du =vp+ %f F(u)du

s(t) = sp + vt + % j (jF(’u)du) du

A jobboldali integralt igy szamitjuk ki, hogy integraljuk az F fiiggvényt a [0, u| szakaszon, igy
F integralfiiggvényét kapjuk, majd ezt is integrdljuk. Ha a mozgds nem a O pillanatban, hanem
tg-ban indul, a formuldk hasonléak. Ezek felirasit gyakorldsként az olvasdra hagyjuk.

6.6.3. Munka kiszamitdsa

Ha a mozgd testre erd hat, a végzett munkat Ggy definidljuk, mint az elmozdulas iranyiba es&
erd és az elmozdulds nagysdgénak a szorzatit. Ha az erd az elmozdulasra merdlegesen hat, akkor
végzett munkdja zérd. Az elmozdulds irdnydba esb erd természetesen valtozhat. Legyen ez F(s).
Ekkor az sy pontbdl s1-ig valé elmozduldshoz sziikséges munka

W (s0,81) = ]IF(s)ds

Ugyanis az (50, 51) szakaszon (83 — sp)/n = h ( n valamely pozitiv egész szam) (zo = sg, ..., T =
zo +th,... Z, = s hosszisdgn szakaszdban az F(s) ert konstansnak véve {F(z;) az [zi, Tit1]
szakaszon) mér alkalmazhatjuk az ”er8 X elmozdulds” formulat. Ekkor

n
W (s0,81) m ) Flmi)(zi1 — =)
i=0
ami a fenti integrdl kozelitd ssszege.

6.6.4. 'Vonal ivhosszdnak kiszdmitdsa

Tekintsiik az f(z) fiiggvény grafikonjdt az [a, b] intervallumon. Kérdés milyen hosszi a grafikont
alkoté gorbe vonal? Kézelitsitk két adott z;,za € [a, b] pont kézétt a gorbe [{z1, £2) hosszat az
(%1, f(z1)),(z2, f(z2)) pontokat &sszekits szakasz hosszdval (lasd a baloldali abrat).

{epfix )}

(x flx )

X ES ETE T
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A Pithagorasz tétel szerint

Uas,22) /(o) = @)+ (an - )t = | (HZLZLE) ) oy o

Xz —

Ha azonban f(z) folytonosan differencidlhaté és a pontok tavolsiga kicsiny, akkor a gyskjel alatt
levé differenciahdnyados kozel van a fiiggvény z; pontbeli derivaltjdhoz. Ezért

tar,zn) ~ (V)P 1) (22 - 2)
Most tekintsiik az [a, b] intervallumot. Osszuk fel az [a, b] intervallumot n részre (h = (b — a)/n,
% = @ +th, £, = b). Az (z;,2;11) intervallumon kozelitsiik a gorbét az (=i, f(z:)) pontakat

osszekdtd tortvonallal (fenti, jobboldali 4bra), amelynek hosszat a fentiek alapjdn becsiilhetjiik.
Ezért

l{a,b) = nil Iz, zi41) nzl (\/ (f'(=:))? + 1) (i1 — =),
i=0 i=0

ami nem mas, mint egy integrdlkézelité sszeg. A beosztds minden hatdron tili finomitasdval

azZ b
l(a,b):f\/(f’(:c))2+1dm

integrdlhoz jutunk.

6.5. Példa. Szamitsuk ki az r > 0 sugard kor keriiletét. Ez négyszerese az f{z) = v/r2 — z?
fiiggvény grafikonja ivhosszdnak a [0, r| intervallumon. Az ivhosszat megadd integrilt az ¢ =
rsinu,dz = r cos u du helyettesitést és a Newton-Leibniz szabalyt alkalmazva szamithatjuk ki:

K=40,r)= dz = [raresinz]j = 2rr.

.
r
4 ‘[
V72 — g2
0
A részletes szdmolést az olvasdra bizzuk.

6.6.5. Forgdstestek térfogatdnak kiszamitisa

Tekintsiik az y = f(z) fiiggvényt. Forgassuk meg ennek grafikonjat térben az z-tengely koriil.
Szdmitsuk ki az igy kapott hengerszimmetirikus test térfogatit az [a, b] intervallumon!

A kapotit testet szabdlyos hengerekkel (korongokkal) kézelitjiik. Osszuk fel az [a, b] interval-
lumot n részre (h = (b—a)/n, z;: = ¢ + th, z, = b). Az (%, xi+1) intervallumon kézelitsiik a
testet egy f{z:) sugari hengerrel. Ekkor a test térfogatdt a

Va=2_F@)h-m=a) fP(a:)h
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dsszeg kézeliti. Természetesen belsd és kiilsé kozelitéseket is vehetiink.

Vn,bels& = WZ II'llIl fz(t)hE Vn,kﬁ[sé’ =7 max f2 (t)h
tE[z‘,a:H_l] te[m',mﬂ_l]

Ezek az &sszegek mind integrdlkszelitésnek tekinthetSk. Ha a beosztast minden hatiron fino-
mitjuk, folytonos f(z) esetén a

b
V(a,b) = w/fz(z)dm

integralt kapjuk. A kapoit képlet konstans f({z) esetén visszaadja a henger térfogatira ismert
r2rm formuldt.

6.6. Példa. A kapott képlet segitségével kiszamithatjuk a gémb térfogatdt Tekintsik az
" sugaru origd kszépponti fels6 félkort és ezt forgassuk meg. A felsd félksr képlete

flz) = Vit — g2

T 3 3 3
_ s [ 4 :4r7r
_F_er 3 ( ’ +3)] 3 ’

Ki kell szamftanunk tehat a

r . m3
V= Wf(‘?"z ~ g?)de = n(riz — ?)

amint az az elemekbd] is ismert.

6.7. Kozelitd integrilisi formulik

Ebben a pontban az integral kiszamitdsdnak kozelité eljardsaival foglalkozunk. Kérdezhetjiik,
hogy mi sziikség erre, hiszen hasznélhatjuk a nagyon kényelmes Newton- Leibniz formulat.
Ez igaz, de azt is tudjuk, hogy vannak olyan fiiggvények, amelyeknek a primitiv fiiggvénye
nem adhaté meg formuldval. Mdsrészt, szadmos fiiggvény kisérleti fiton adott és sziikség van
hatarozott integréljuk kiszdmitdséra valamely [a, b] intervallumon. Azonban ezekre nem tudjuk
alkalmazni a Newton-Leibniz szabalyt.

Az integralkozelftés technikéja dltaldban ugyanaz: Az f(z) grafikonja és az z-tengely kizti
tartomanyt valamilyen sikidomrendszerrel prébaljuk kézeliteni, és ennek a teriiletét mérjiik.

Legyen tehdt adott az [e, b] szakaszon folytonos f(z) fiiggvény. Osszuk fel az [a, b] szakaszt
n egyenld részre és legyen h = (b —a)/n. A mar ismert zp =@, z1 = a+ h, z; =a+1h, 2, =
a + nh = b osztdspontokat kapjuk. A

n—1
t,=h min t) alsd kozelitést
-z g tE[z,-,z,-+1] f( )

és a
n—1
t,=h max f(t) felsd kozelitdst
i=0 te[zi,2i41)

az integrél definiciéjdnal hasznéltuk. Numerikusan kénnyebben kezelheté a

n—1
tnpa =h Y f(=i)
=0

Osszeg.

A t,-nél a téglalapok magassiga az f(z) minimuma, a f,-nél az f{z) maximuma az egyes
részintervallumokon, mig a iy, 54 esetén az (z;,%;+1) szakaszon a kozelitd téglalap magassiga az
f(z) fiiggvénynek a bal oldali végpontban (z;-ben) felvett értéke.
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Hasonléan kézelithetiink a jobboldali végpontokban felvett értékekkel. A
n—1
tn jobb = h Z f(-’ﬂi+1)
1=0
tsszeget kapjuk.
Altaldban pontosabb kozelitést kapunk, ha a ¢, par s iy jobs szdmtani kézepét vesszilk, azaz
az |z;, Tiy1| szakaszon a ”fiiggvény alatti teriiletet” az (i, ziy1, f(%iz1), f(2:)) csiicsokkal ren-
delkez6 trapéz teriiletével kozelitjiik, mivel

1 z:) + flz;
3o = ) + flais)gis — a) = [T Etd g g
Lzért az igy nyert
tnbal +injos b—al "L e,
Trnprapes = bal 2 ujolb — 3 (Z fla:) + Z f($='+1)) =
n i=0 =0

- e (i%"—) +f(@) + (o) + -+ Fama) + %)

n

szabdlyt trapézszabdlynak nevezziik. Beldthatd, hogy folytonos f fiiggvény esetén tn, tn, tn pal, tn,jobb
8s L trope. egyarant tetszéleges pontossiggal kozeliti az

b
ff(z)d:c

integralt, ha » — co. A kiilonbség a kozelités sebességében van. A kozelitésekkel kapcsolatban
lasd az aldbbi dbrat.

A |
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

7. Tdoébbvaltozés fiiggvények

- 7.1. Definici6, 4brdzolds

2

Az el6z6 fejezetekben olyan fiiggvényeket vizsgaltunk, amelyek értelmezési tartoménya a valés
szdmok részhalmaza. Ekkor a fiiggetlen véltozét gyakran az idével azonositjuk. A fizikai testek
térben helyezkednek el. A tér pontjait az (z, y, #) koordindtahirmasokkal azonositjuk. Ezért egy
test hdmérséklete, siirlisége, egy oldat téménysége f(z,y, 2) alaki hdromudltozds figgvényekkel
irhaték le, ahol «, y, z véiltozdk egymastdl fiiggetleniil viltoznak. De ha a koncentrdcié példdul
az idében is valtozik, akkor a folyamatot, a koncentrdciét az adott ¢ pillanatban és (z,y, z)
helyen f(¢t,z,y, ) alaki négyvdltozds fiigguvénnyel jellemezhetjiik.

Az olyan fiiggvényeket, amelyek értelmezési tartomdnya valamely R™ halmaz részhalmaza,
mds szavakkal, tobb egymdstdl figgetlen valés vdltozdja van, tdbbviltozos fiiggvényeknek
nevezzik. Egy kétvaltozds fiiggvény értelmezési tartomdnya a sik (Rz) részhalmaza, egy harom-
valtozds fiiggvény értelmezési tartomanya R3-nak részhalmaza.

7.1. Példa. Az f(z,y) =+/z +,/y fiiggvénynek a D = {z > 0, y > 0} halmaz, a sik positiv
negyede az értelmezési tartomanya. Az f(z,y) = /1 — 22 — y? fiiggvénynek az {z? + y* < 1}
halmaz, az egységsugart zart korlap az értelmezési tartomanya.

A tobbvaltozds fiiggvények lehetnek szdm- és vektorértékiiek is (lasd az el6z8 fejezetet).
Ebben a fejezetben a szdmértékil tébbvdltozds fiiggvényekkel foglalkozunk. Az egyszerliség
kedvéért f8ként az f : R? — R fiiggvényeket tekintjikk. Meggondoldsaink 4ltaldban érvényesek
maradnak f : R® — R és 4ltaldnosabb f : R® — R fiiggvényekre is értelemszerii médositésokkal.
Ezekre a megfeleld helyeken utalni fogunk.

7.1.1. Abrizolds grafikonnal

A fiiggvények grafikonja defincié szerint az (g, f{a)) pontpirok halmaza. Ha a = {z,y) € R?,
akkor a grafikon egy {(z,y, f(z,¥)) : (z,y) € Dy C R?} az R® tér részhalmaza, amely az (z, y, 2)
koordinatarendszerben abrazolhaté. A z koordindtatengely a fiiggvényéridkek koordindtaja. Ha
a fiiggvény harom- vagy tobbvaltozds, akkor a grafikon R* vagy valamely R™ (n > 3), ezért
nem tudjuk dbrazolni. Ezért mas megjelenitési abrazoldsi médszerekre is sziikség less.

Kétvaltords fiiggvények grafikonjat sikban perspektivikusan dbrdzoljuk. Azonban egy térbeli
feliiletet nehéz olyan pontosan dbrdzolni, mint példaul a sikbeli gérbéket. Ezért a grafikont in.
vonalhdlok segitségével jelenitjiik meg.

A valtozok egyikét rogzitjiik valamely értéken. A fiiggvényt y = konstans és x = konstans
egyenesek mentén szadmoljuk ki. Ekkor egyvéltozés fiiggvényeket kapunk, amelyeket dbrazolni
tudunk. Ezt t5bb érték mellett mindkét véltozé esetén megtesszitk. Altaldban egyenletes be-
osztdsokat valasztunk. A kapott (z,e, f(z,c)) és (c,y, f(c,y)) gorbéket dbrézoljuk az (z,y, z)
koordinétarendszerben. Szdmitégéppel a vonalak kszé feliiletet feszithetiink ki, amely kzeliti (1)
a fiiggvény grafikonjat. A kézelités annal pontosabb, minél tébb y = konstans és x = konstans
egyenes mentén szamoltunk. Az eredményt az f(z,y) = 2% + y* és f(z,y) = 2® — y* fiiggvények
esetén az aldbbi dbra mutatja.

5’0
ANl

N\
T NS

W
NS
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

Megjegyezziik, hogy valamely védltozd, vagy valtozdk rogzitése 4ltaldnos eljdrds, amely a
vizsgalt problémat egyszerisiti kiilondsen a hérom- és tsbbvaltozds esetekben.

A kétvaltozds esetben az y valtozd yy értéknél vald rogzitésének grafikus jelentése, hogy a
grafikont R3-ban az {y = yo} sikkal ( az (, 2) sikkal parhuzamos, az y tengelyt yo-ban metszd
sik) elmetsziik. Az z vé}tozé rogzitése xo-ban a grafikon {a:]= zo} stkkal valé elmetszését jelenti.

Yoo

v

7.1.2. Abrdizolas szintvonalakkal, szintfeliiletekkel

A tsbbviltozds fiiggvények megjelenitése lehetséges az (n. szintvonalak segitségével. Alkalmaz-
zuk a térképek készitésénél a magassdgok és mélységek jelzésére bevalt technikdt. Ott sikban
rajzoljdk meg az azonos magassdgokat jelz& vonalakat.

Legyen f(z,vy) kétvaltozds fiiggvény, és legyen a zp érték adott. A fiiggvény R3-beli gra-
fikonjat metssziik el a 2z = 2o sikkal, vagyis az (z,y) sikkal parhuzamos, a z-tengelyt a 2y ér-
téknél metsz6 sikkal. A metszésvonal barmely (z,y, z) pontjdra z = zg, és f(z,y) = 2. Az
f(z,y) = z? — y? fiiggvény grafikonjdnak a z = O sfkkal valé metszetét lathatjuk az dbran.

A metszésvonalat vetitsikk az (z,y) sikra! A kapott gorbe az értelmezési tartomdny azon
pontjainak a halmaza, amelyekre f(z,y) = 20. Az f(z,y) = z0 egyenletet kielégité (x,y) pontok
halmazdt nevezzik az f(z,y) figgvény 20-hoz tartozd szintvonaldnak.

A fiiggvény pontosabb abrézoldsdhoz tsbb szintvonalra van szitkség. Ekkor a térképekhez
hasonléan a vonalakhoz irjuk a megfeleld fiiggvényértéket. Az egyes szintek kozétti Atmeneteket
gyakran a szin illetve szinarnyalat viltozdsa jelzi. Az f(z,y) = 2% + y? és a g(x,y) = =% — ¢*
fiiggvények zp = —3,-2,-1,0,1,2, 3 szintvonalait latjuk a kévetkezd dbrikon.

2 2|
I i
o 0

-i i

.2 2
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A grafikon és a szintvonalak egyiittesen adjdk a térképészetben elterjedt haromdimenziés
térképet. Ekkor a grafikonon megjeldljiik az (z,y) sikkal parhuzamos sikokkal valé metszés
soran kapott metszésvonalakat.

Az dbran az f(z,y) = 2 — y* fiiggvény "szintvonalas grafikonja” és egy valédi hdromdimen-
zids szintvonalas térkép 1athats,

L

Ha a fiiggvény hdromvaltozds, akkor az f(z, y, 2) = konstans egyenleteket kielégitd halmazok
feliiletek R3-ban. Péld4ul az f (z,y,2) = 2+ ¢ + 2? fiiggvény szintfeliiletei az origd kozépponti
gombak. '

7.2. Szélsbértékek, parciidlis derivdltak

A szélsbértékek keresése a tobbvaltozés fiiggvények esetében is fontos probléma.

Az (zo,y0) pont lokdlis mazimumhelye az f(x, y) R? — R figguénynek, ha van egy (zo, yo)
‘pont kirili kérlap, melynek minden pontjdben f(z,y) < f(%o, yo). Az (%0, yo) pont lokdlis mini-
mumhely, ha f(z,y) > f(zo,y0) @z (zo,yo) kézelében.

A grafikonokat ismerve lithatjuk, hogy az f(z,y) = a? + y? fiiggvénynek a (0,0) pont
lokalis minimumbhelye (baloldali 4bra), de az f(z,y) = 22 — y? fiiggvénynek (nyeregfeliilet) sem
minimuma, sem maximuma (jobboldali ébra).

2o

Az egyvaltozds esetben a szélsdértékek keresése szoros kapcsolatban van a monotonitdssal.
Mivel a sik és tér pontjai kézt nincs értelmezve a klasszikus e < b fogalom, ezért a monotoni-
tas fogalmanak a tobbvaltozds fiiggvények esetén nincs értelme. Ertelmezheté azonban, ha az
f(z,y) figgvényt egyvaltozdssa egyszeriisitjiik az egyik valtozé régzitésével, mint ahogyan azt
a fentiekben az 4brézolds kapcsan tettiik.

Legyen (zq, yo) € R rogzitett pontja az értelmezési tartomanynak. A g(z) = f(=, yo) egyvdl-
tozds fiiggvény monotonitdsa, szélséértékel a derivilt segitségével vizsgdlhaték. Ha f(z,y)-nak

” 7

(z0, yo)-ban szélsbértéke van, akkor g(z)-nek is szélséértéke van zp-ban és

¢'(z) = 0.
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A h(y) = f(z0,y) derivaltjira pedig
R'(y) =0,

ha az f(z, y)-nek szélséértéke van (zo, yo)-ban.

Egy fontos eredményre jutottunk. Az egyik valtozd régzitésével kapott egyviltozds fiiggvé-
nyek derivaltjanak specidlis szerepe van a t6bbvdltozds fiiggvények vizsgalatdban.

7.1. Definicié. Az f(z,y) figgvény y vdltozdjdt régzitve kapott z-té8l fiiggd egyvdltozds figgvény
derivdltjdt ez f(x,y) figgvény = szerinti parcidlis derivdlijdnak nevezzik.

Jeldlése
0 f(z,y)

dz

Az x vdltozdt rigzitve az y-1ol fiiggd egyviltozds fiiggvény derivdltja az f(z,y) figguény y-szerint
parcitlis derivdltja, melynek jeldlése

df(x,y)
dy
Formdlisan
8f(z,y) _ i fe+hey) - f(2,4)
oz h—0 h ’
0f(2:9) _ 1, fmy+h) - (=)
By h—0 h )

A parcidlis derivdltak kiszamitédsa a definicié alapjdn a derivélds ismert szabdlyai szerint
térténik. Eszerint 3

d
© (22— G2 .0y _
am(x y’) = 2z, ay(x y°) =2y

A 3f/Bx parciélis derivalt az f(z,y) figgvény z-irdnyd, mig 8 f /0y az f(z,y) fiiggvény y irdnyd
valtozdsdnak mértékét mutatja.
A parcialis derivaltak fogalmanak felhasznaldsaval megfogalmazhatjuk a fentebb bebizonyi-

9 4

tott allitast a szélsdértékre vonatkozdan.

7.1. Tétel. Legyen f(z,y) parcidlisan differencidlhati valamely téglalapon R*-ben. Az f(z,y)
szélsdértékhelyet kielégitik a
of(zy) _, 9f(=y) _,

dx ’ Oy
egyenletrendszert.

Az egyviltozds fiiggvényeknél tapasztaltak sejtetik, hogy ez nem elegendd. Grafikus tapasz-
talataink is ezt igazoljdk. Az f(z,y) = 2? — y? fiiggvényt parcialis derivéltjainak zéréhelye az
origd, de az nem szélsSértékhely.

A konvexség valamilyen Altaldnositdsira van sziikségiink, hogy a tételbeli egyenletrendszer

L

megoldésai kozill kivalasszuk a szélséériékhelyeket. A konvexitds tobbvdltozds kiterjesztiése nem

107




7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

targya a tananyagnak. Csak a legsziikségesebb segédeszkozoket tekintjiik. Tegyiik fel, hogy

1éteznek és folytonosak a
S (ary_2o% o (of\_2f
dz\dz) 0z’ Ady\dy) oy’

o (ofy_ 9 a(o8f)_ &f
dz\ 0y Odzdy’ Oy\dz) dydz

masodik parcidlis derivaltak is. Beldthatd, hogy ekkor

8*f  Oif
dzdy dydz’

Igaz a kovetkezd tétel.

7.2. Tétel. Tegyitk fel, hogy (zo,yo) megolddsa az

8f(z,y) . 8f(zy) _
oz " Ty 0

egyenletnek.
Tegyiik fel, hogy az f(z,y) dsszes mdsodik parcidlis derivdltja folytonos (zo, yo)-ban és

a2y axf [ a% \”
dz? Oy dzdy
Ha 8%f /8% > 0, akkor (wo,yo)- ban f(z,y)-nek minimuma van.

Ha 8%f [0x < 0, akkor mazimum van.

a*r a2y [ a%r\’
3w2.6y2_ dzdy

Ellendrizziik a fenti tétel segitségével az elemi megfontoldsok alapjan mér ismert tényeket.
Legyen f(z,y) = 2% + y?. Ekkor

>0,
(z4)=(%0.40)

Ha

<0,
(z0,50)

akkor nincs szélséérték.

af _ af _
ax - 21:) ay - 2y3
2 2
2f_, P _,
Jdzl dy?
o f _ o*f .
dzdy  Aydz
Az 22 = 0; 2y = 0 rendszer megoldésa (0,0) és
orf 1f (o \ 0% f
. - =4>0, —-=2>0
dz? 9y? \0zdy ' Oz? ’

tehdt a (0,0) minimum pont.

Ugyanigy beldthatd, hogy az f(z,y) = z% — y* fiiggvénynek a (0,0)-ban nincs szélsdértéke.
iz a figgvény grafikonjinak ismeretében varhatd volt.
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

A kettdnél t5bb valtozd esetén a parcidlis derivaltak hasonlé médon definidlhaték. Az n

véltozds f(x1,...,s,) fiiggvény =; szerinti parcidlis deriviltja a
lm flzy, .. zi+h,. . .2p)— flz1,...%4,...Tn) _ of
h—0 h 6:5,' ’

vagyis az z; kivételével minden véltozdét konstansnak tekintve, a kapott egyvaltozés fiiggvényt
(z:-t6l fiigg) derivéljuk. 8f/3z; a fiiggvény z; irdnyd viltozdsit mutatja. A maésodik parciélis

derivaltak hasonléan definialhaték:
9 (85} _ 9
dz; \ Az; “6.1:;3%

Az f(z1,...,2,) figgvény szélsdértékhelyei kielégitik az

dx; T Oz,

0

egyenletrendszert.
A kétvaltozds esethez hasonld elegendd feltétel megfogalmazdsa tdl bonyolult, ezért mel-
16zziik. Igaz azonban, ha a fiiggvény

flzr, ey mn) = (@ + b;)?
: =1

alakd, akkor a fiiggvénynek van szélsGértéke. Ha azonban az dsszegben valamelyik (a;z; + b;)?
tag el6jele negativ, akkor a fiiggvény egy n-dimenziés nyeregfeliilet, és igy nincs széls6értéke.

7.3. A legkisebb négyzetes kiozelités

Tegyiik fel, hogy mérések soran kaptuk az {z1,v;), (22, ¥2) - . . (Zr, yn) szdmpérokat, pontokat az
(2, y) koordindtarendszerben. A pontok elhelyezkedése sejteti, hogy az «, y mennyiségek kozott
milyen fiiggvénykapcsolat allhat fenn. A baloldali esetben a pontok valamilyen egyenes mentén,
mig a jobboldali dbran egy cstkkend exponenciélis fiiggvény mentén helyezkednek el.

1.5

525

.75

0.5

5 Fy 15 2 25" . 3

Feladatunk, hogy valamely fiiggvénycsalddbdl vdlasszuk ki azt a figgvényt, emely az adott
ponthalmazt legpontosabban kozeliti meg. A legpontosabb kizelités azt jelenti, hogy a pontok és
a keresett h(zx) fiigguény kizti négyzetes tdvolsdg, azaz

Z:(yi — h(z;))?
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

az adott figgvénycsalddhoz tartozd figgvények kézott minimdlis. A fiiggvénycsaldd megadésa
paraméterekkel torténik. Ha a pontparok egyenes mentén helyezkednek el, akkor a pontokat az

y=az+b
alaki, mig az exponencialisan kapcsolat esetén példdul y = b10%* alaki fiiggvényekkel kozelit-
hetjiik. Bonyolultabb problémaknal t6bb paraméter is sziikséges lehet.

A feladat tehat a kozelits fliggvénycsaldd paramétereinek meghatdrozésa. Ez egy tobbudltozds
szélséértekszdmitdsi feladat.

A probléma megoldésit gyakran visszavezetjitk a legegyszeriibb esetre, egyenessel vald koze-
lités esetére. Ezért a linedris kézelités probléméjat vizsgiljuk a tovabbiakban.

Tekintsiik az
y=axr+5b

alakd linedris kszelitést.
Az egyenes értéke az x; helyen
az; +b.

Az y;-t6] vald eltérés
8 = yi — (az; + b).

Az (z;,4;) (i =1...n) pontoktdl valé négyzetes eltérés akkor a legkisebb, ha az
n n
S(a,b)=>_ 62 =) (v — azi — b)*
i=1 =1

fiiggvénynek minimuma van. Képezziik a 22, 25 parcidlis derivaltakat:
gg y p da> ab P

a8 n as "
aa i=1 2(y’ o b)mi, ab i:lz(y‘ o )

Oidjuk meg a

Z2(y,—aa:,—b Jz: =0, Z2(y,—aa:;—b)—0

i=1

egyenletrendszert:

n n n n

Zy;a:,- — aZx? - me,— =0, Zy,- — aZm,- —nb=0.

i=1 i=1 i=1 i=1
Vezessiik be az & = %E:c,-, g = %Ey,- jelléseket. Az T és § az z; illetve az y; szamok
(¢ =1...n) tlagai. E jelslésekkel kapjuk, hogy

b=—-ax+y (§=aZ+b),
Zy.-:c,- —a) gz —nz(—az+§) =0,
a(z z? — nz?) = Zy;:c,- — nZj.

Végiil:
2 Yty — nEY
>zt —nz?’

A kapott a egyiitthatSt a statisztikdban linedris regressziés egyiitthaténak, a kapott

a =

yzaa:-i—b
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

egyenest pedig regresszids egyenesnek nevezziik. A b értékre kapott osszefiiggés azt fejezi ki, hogy
az egyenes itmegy az (Z,%) ponton. Itt nem foglalkozunk azzal, hogy a kozelités mennyire jé.
Csak azt tudjuk, hogy az egyenesek kozott a legjobb. A kozelités jésdgara vonatkozd részletesebb
elemzések a statisztika targykorébe tartoznak.

Végiil ejtsiink néhany szét a linearis kozelitésre valé visszavezetésrdl. Ha exponencialis

y = B10%
alaku osszefiiggést sejtiink, akkor mindkét oldal logaritmusdt véve kapjuk az
lgy=I1lgB+ax

egyenldséget. Ugyanazt tessziik, mint a fiiggvények szemilogaritmikus dbrézoldsanal (1.22. feje-
zet). Az y logaritmusa és z k6zott mar linedris az Gsszefiiggés. Ezért az {(=z:,1g y:)} értékpérokra
a fenti lineédris kozelitést alkalmazhatjuk. Ha a regresszids egyenes y = az + b, akkor az eredeti
ponthalmazt az f(z) = 10°%1? fiiggvény kozeliti legjobban. Ugyanezt a fiiggvényt kapnank, ha
az eredeti pontsorozatot kézvetleniil a y = B10°® alaki exponencialis fiiggvénnyel kozelitenénk.

Befejezésiil tekintsiink néhany specidlis tulajdonsdgi adathalmazt, melyeknél tovdbbi vizs-
galatok nélkiil nincs értelme j6l illeszkedd fiiggvényt keresni.

1 oo e !
T 0s
0.1 : . S - . 0.6« 2ot s wre ynd " e 2
L o4
% 0.2
02 04 06 08 1 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

A baloldali 4brén olyan ponthalmazt latunk, ahol az (z;,y;) pontok véletlenszerfien helyez-
kednek el. Lathatéan nincs kapcsolat a két koordindta kazétt.

A jobboldali 4brdn az adatok egy y = konstans egyenest kvetnek. Az z véltozisa esetén y
konstans marad, ami arra utal, hogy az y kooordindta 4ltal leirt tulajdonsag nem fiigg z-t6l.

Utolsé abrénkon az adathalmaz kettSs tulajdonsdgd. A pontok két egymast metszd egye-
nest kovetnek. Ennek t&bb oka lehet, de felmeriil a gyani, hogy két kiilénbszd adathalmaz
Osszekeveredett, a mérések koriilményei véltoztak, vagy a mintavétel nem volt megfelels.

080 SR

0.6 B
0.4 R

0.2
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8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

8. Kozonséges differencidlegyenletek

8.1. A differencidlegyenletek definici6ja, geometriai jelentése

Emlékezziink vissza a primitiv fiiggvény keresésének feladatdra (5.1. fejezet). Ha adva van az
f(z) fiigggvény, akkor keressiik azt az F(z) fiiggvényt, amelynek derivaltja f(z). Mas szavakkal,
az f(z) fiiggvényt ismerve meg kell oldanunk az

F'(z) = f(=)

egyenletet. Az egyenlet megoldasai az f(z) primitiv fliggvényei, amelyek egy hozzdadott kons- -
tansban kiilonbsznek egyméstSl. Pontosan egy megolddst kapunk, ha az F(z) fiiggvényt vala-
mely zp pontban roégzitjiik. Ez a megoldas

z
F(z) = F(z0) + / f(u)du
2o
alakd. Ha példaul f(z) = z?, akkor

Flz)=c+—, F(0)=c.

o.:|!'3w

A

\T
N

Ebben a fejezetben a primitiv fiiggvény keresésének feladatét altaldnositjuk.

A primitiv fiiggvény keresésének egyféle gyakorlati interpretdciéjaként idézziik fel a mozgé
test péld4jat. Legyen z(t) a test helyzete a ¢ pillanatban. Feladatunk, hogy az z'(t) pillanatnyi
sebesség ismeretében meghatdrozzuk magit az z(t) fiiggvényt.

A problémék tobbségében azonban nem ismerjiik az z'(t) sebesség explicit képletét, csupan
a fiiggvény, a derivéltja és az id6 kozott ismeriink valamilyen osszefiiggést, torvényt. Példaul,
Newton masodik térvényében

ahol z"(t) a test gyorsuldsa és az F er8 nemcsak id8ben véltozhat, hanem a helytél is fiigg.
Ez a helyzet a matematikai inga esetén, ahol az erd a kitérés szogének szinuszaval ardnyos és a
kitéréssel ellentétes iranyd (3.6. pont). Igy egy

gz = —ksinz
alakd egyenlethez jutunk, ahol az z(t) fiiggvényt kell meghatdroznunk. Az &sszefiiggés ennél
sokkal bonyolultabb is lehet.
A fenti fizikai interpretdcié az alapja, hogy a tovdbbiakban a fiiggetlen valtozdt t-vel jelsljiik,
a keresett fiiggvényre az z(t), y(t), 2(¢) jelcléseket hasznéljuk. A jelolést egyszerlisitendd, a
fiiggvények argumentumait gyakran nem irjuk ki.
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Altaldban, az
F(t,z,2') =0

egyenletet, amely kapcsolatot teremt egy «(t) figgvény, «'(t) derivdlija és a © figgetlen vditozd
kozott, elsbrendli differencidlegyenletnek nevezzik. Ha innen o' kifejezhetd, akkor az

g = f(t7x)

explicit, elsérendii differencidlegyenletet kapjuk.

Szamos kémiai, biolégiai folyamat véltozdsa elsérendli egyenlet szerint torténik. Speciélis
esetként kapjuk az
' = f(1)

differencialegyenletet, melynek megoldésai, mint tudjuk, az f(¢) primitiv fiiggvényei.

Ha az egyenletben szerepelnek magasabd rendd derivdltak is, és az eléforduld legmagasabd
rendd derivdlt (™) (t), akkor n-edrendd differencidlegyenletrél beszélink. A matematikai inga
egyenlete mésodrendi egyenlet. Megjegyezziik, hogy a Newton-térvény szerint a fizikai mozgésok
mozgastérvényét masodrend{i differencidlegyenletek irjék le.

A differencidlegyenletek elméletének alapvetd fogalmait az elsdrendil egyenleteken keresztiil
mutatjuk be. Kés6bb masodrendii egyenletekkel is foglalkozunk (8.10. pont).

A differencidlegyenlet megoldasakor feladatunk ugyanaz, mint az integralds esetén. Az egyen-
letb8l hatarozzuk meg az ismeretlen z(t) fiiggvényt. Ezért nevezziik gyakran a differencidlegyen-
let megolddsanak folyamatdt az egyenlet integraldsdnak.

Az elsérendd differencidlegyenlet megolddsdnak nevezink minden olyen differencidlhaté
figgvényt, amely kielégiti az egyenletet.

Geometriai jelentés

A differencidlegyenlet geometriai jelentését a hatarozatlan intergdlndl latottakhoz ha-
sonldan kapjuk.
Tekintsiik ismét az
3:' — t2

egyenletet. Ismételjiik el a hatdrozatlan integral geometriai interpretdciéjanal elmondottakat
(5.1. fejezet). Ha az egyenlet valamely z(t) megolddsa dtmegy a (tg,zo) ponton, akkor ott a
grafikon érintSjének meredeksége t3. Ezért az érint6 egy iranyvektora (1,tZ). Rajzoljuk meg
a megfeleld (1,t%) irdnyvektort minden (t,z) pontban. Az abrazolhatésdg miatt vehetjikk a
vektorok valamilyen konstansszorosdt is. Az egyenlet megolddsai (a t* primitiv fiiggvényei)
minden pontban siman érintkeznek a megfelel6 vektorral. A 5.1. fejezetben nem vektorokat,
hanem érint6darabokat rajzoltunk. A vektorok elénye, hogy nem csak az érintkezés tényét,
hanem a megolddsck valtozdsanak irdnydt is jelzik. Az eredményt lathatjuk az aldbbi dbrékon.

F T Y B R T A v | //
l,//:p...oll”f
,,/11'.2.-'4/’//
,f//’.-..—-tf/f
/”’l—-"---t’/// ;
I‘fft....-.';f/f ’,
Lts .. et t !
IR S | 17
/f/;...]....;l// "/
/fft..:...'tlff //
/fl/... ..,//// /,
Prrso . 2p oot ! t!
!y, ot ! . !
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Alkalmazzuk ugyanezt a technikét az dltaldnos

g = f(t) 2:)

egyenletre. Ha z(t) az egyenlet egy (o, 7o) ponton 4tmend megoldésa, akkor z'(Z0) = f(to, o),
ezért az érinté irdnyvektora (1, f(fo, z0)). Adott (to, zo) pontbdl indulva ragzoljuk meg az (1, f (o, zo))
irdnyvektort (baloldali dbre). Ezt minden pontra elvégezve a differencidlegyenlethez tartozd irdny-
mez6t kapunk. Vegyiik észre, hogy az irdnymez8 megrajzoldsdhoz nem kell az egyenletet meg-
oldanunk. Az egyenlet barmely z(t) megoldasinak (¢, z(t)) pontbeli érint8je az irdnymez8 innen
indulé vektora. Megjegyezziik, hogy a jobb 4brazolhatdsig kedvéért a vektorokat egységesen
kicsinyithetjiik, vagy nagyithatjuk.

A fentiek alapjdn azt mondhatjuk, hogy a differencidlegyenlet megolddsa az irdnymezéhéz
tlleszkedd fiigguények keresését jelents.

Ire 7

A jobboldali dbra az =’ = —& + t egyenlet irAnymez&jét és néhény megoldasit tartalmazza.

........

~~~~~~~~ > a  a
-, - x  x A
e 2 s s

£ A2 7 r r
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s rrr
s r 2 7
P A B A A
IRV A NV Y A A )
r !
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Ezutan a vizsgilt egyeneletek megoldasait mindig az irdnymez&vel egyiitt dbrazoljuk. Az
iranymezd segit elképzelni a fel nem rajzolt megoldasokat is.

8.2. A kezdetiérték probléma és megolddsa

A geometriai értelmezés alapjan vildgos, az egyenlet megolddsa nem egyetlen fiiggvény, hanem
egy figgvénysereg.
Az egyenlet megolddsaként kapott figguények seregét a differencidlegyenlet Altaldnos meg-

oldasdnak nevezzik. Specidlisan, az ' = f(t) egyenlet dltaldnos megolddsa az f(t) fiiggvény
hatarozatlan integrélja.

Ha a keresett megoldés értékét rogzitjiik valamely ¢y pillanatban, az

' = f(t,z), z(to) = zo

kezdetiérték problém:dt kapjuk. Ennek megolddsat a kezdetiérték probléma megoldédsinak
vagy partikularis megoldasnak nevezziik.

A hatérozatlan integral példija alapjdn sejthetjiik, hogy a kezdetiérték probléménak egyetlen
megolddsa van. Azonban az egyenlet jobboldaldn allé fiiggvény igen &ltaldnos lehet, ezért,
eléfordulhat, hogy nincs az adott kezdeti feltételt kielégité megoldds. Mdskor a megadott kezdets
Jeltételt tobb fiigguény is kielégiti. Ezeket a szélsd eseteket zérja ki az z(fp) = zo kezdeti feltételt
kielégité megoldds 1étezését és egyértelmiiségét biztosité alabbi tétel.
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8.1. Tétel. He az &' = f(t,x) differencidlegyenlet jobboldala (kétviliozds figgvény!) folyto-
nos mindkét viltozdja szerint valamely, ez (to,x0) pont korili kér belsejében, akkor az ' =
ft,z), =(to) = zo kezdeticrték problémdnak legaldbb egy megolddsa létezik.

Ha o Of(t,z)/8z parcidlis derivdlt létezik és folytonos valamely, a (to,x0) pont kirili kor
belsejében, akkor az o' = f(t,x), =z(to) = zg kezdetiériék problémdnak pontosan egy megolddsa
létezik. '

Az ébrin az 2' = —z +t, =2(0) =1 kezdetiérték probléma megolddsit latjuk.
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A magasabb rendl egyenletek esetén gyakran eléfordul, hogy olyan megolddst keresiink,
amelynek az z(tg) = zo és z(t1) = z1 feltételeket kell kielégiteni. Példaul a koncentrdcié kezdeti—
és végértiéke adott, és az oldédéas lefolydsa érdekel benniinket. Az ilyen feladatokat peremérték
problémadanak nevezziik.

Vannak egyenletek, ahol az egyenlet megolddsét nem lehet formuldval el84llitani, mint pél-
déul az

" = —sin z
masodrenddi egyenlet esetén. Ekkor kiilénssen fontosak az olyan mddszerek, amelyekkel az ere-
deti egyenlet megolddsait kozelitjiik, vagy a megoldésainak tulajdonsdgait azok ismerete nélkiil
prébéljuk jellemezni.

A. vazolt problémaék, feladatok messze tlilmutatnak kereteinken. A tovdbbiakban a gydgy-
szerésztudomdnyban, orvostudomdnyban leggyakrabban eléforduld egyenletekkel foglalkozunk.

8.3. Egyensiilyi helyzetek

Legyen az xg érték olyan, hogy minden t-re f(t,z0) = 0. Ekkor az =(t) = zo konstans fiiggvény
megolddsa az 2'(t) = f(t,z) differencidlegyenletnek. Forditva, ha az z(t) = =z, fiiggvény meg-
oldas, akkor f(t,zp) = O minden t-re (ldsd a 4.1 tételt). Ezekrdl az értékekrs] a megoldds nem
mozdul el, egyensilyban van.

A differencidlegyenlet konstans megolddsait az egyenlet egyensilyi helyzeteinek nevezzik.
Az egyensiilyi helyzetek az f(t, z) fiiggvény t-t8l fiiggetlen zéréhelyei.
8.1. Példa. Az z' = (z — 1)(z — 2) egyenlet egyensilyi helyzetei z; = 1 és 25 = 2.

L - e e e e e - - - Z - -
e " 7
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8.2. Példa. Az z' = —z +t egyenletnek nincs egyensilyi helyzete, mert a —z +¢ = 0 egyenlet
megolddsa z(t) = t nem konstans (nem is megoldésa az egyenletnek).

8.4. Autoném differenciilegyenletek

Vegyiik észre a 8.1. pontbeli egyenletek (z' = t2, z' = —z +t) irdnymez8i és megoldésai kozti
kiilsnbséget. Az elsénél adott o esetén az érintSvektorok parhuzamosak minden t = konstans
fiiggbleges egyenes mentén, és a megolddsokat fiiggSlegesen eltolva ismét megolddst kapunk (az
egyenlet jobboldala csak ¢-t8l fiiggstt!). Az utébbi esetben ez nem teljesiil. S6t, éppen forditva,
ha az egyenlet

2’ = f(z)
alakd (az egyenlet jobboldala nem fiigg t-t6l!), akkor az érint8vektorok az = = z; egyenesek
mentén parhuzamosak, ugyanis az (1, f(z)) vektor nem fiigg a ¢ fiiggetlen véltozétdl. Ezért ha
egy megolddst az t-tengely mentén eltolunk, szintén megoldédst kapunk. Ez azt jelenti, hogy a
folyamat viselkedését nem befolydsolja mikor kezd&dik. Ennek nagy gyakorlati jelentésége van.

Példaul a Newton-toérvény szerint az inga lengésének lefolydsa nem fiigg attdl, hogy reggel vagy
délben kezd6dik a lengés.

Az olyan egyenleteket, amelyek jobboldala nem figg ezxplicit modon t-tél, autondm egyen-
leteknek nevezzdk. Zart, a kiilvildg hatdsatdl fiiggetlen rendszerek viselkedését irjék le ilyen
egyenletek. A kdvetkezd fejezetekben f6ként ilyen egyenleteket vizsgalunk.

8.5. Az z' = az egyenlet

Az z' = —=z egyenlet specialis esete az egyik legegyszeriibb, de igen fontos

' = az
differencidlegyenletnek, ahol a # O konstans. Itt a viltozds sebessége aranyos a fiiggvény értéké-
vel. Ilyen egyenletre vezetnek a nukledris robbanas (a > 0), nukledris bomlés (a < 0) vizsgalata
és egyszeri szaporodési problémak. Ezekkel kés8bb részletesen vizsgaljuk.
Az a = *1 esetekben az irdnymezbket és néhdny megoldést 1athatunk az aldbbi dbréan.

L

Prébaljuk az egyenletet integrdlni. Az exponencidlis fiiggvények derivaltjat ismerve, sejt-
hetjiik, hogy a megoldds valamilyen exponenciélis fiiggvény lesz.
Ha z = 0, akkor z' = 0, kévetkezésképpen az z = O fiiggvény megoldas. Ha z # 0, akkor

xl
_=a’

x'
/;dt=/adt=a-t+c1.
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A baloldalt helyettesitéssel integrdlva

2'(t)
dt = / “dz = In|z| + ca.
2(0) Ed
Legyen ¢ = ¢1 — ¢3. Innen

Injz| = at +ec,

lz| = e+ e® (e >0),

tovdbba
z(t) = Ce™,

ahol C' = Ze°, mér lehet negativ vagy 0. A ¢ = O behelyettesitéssel adédik, hogy C = =z(0).
Ezért az egyenlet altaldnos megoldasa

z(t) = z(0)e™.

A kapott eredmény teljesen egybeesik elvirasunkkal, mivel (e®)' = ae®. Lathatd, hogy ha
zp > 0, akkor a megolddsok ¢ > 0 esetén exponencidlisan nsvekednek, a < 0 esetén pedig
cstkkennek. Alkalmazdsként tekintsiink néhany gyakorlati problémét.

8.5.1. Egyszerii szaporodasi folyamat

Tekintsiink egy populéciét (éllat, nsvény stb.). Jelslje N(t) a populacié egyedeinek szamat.
Tegyiik fel, hogy a populdcidt egy egyed sem hagyja el, senk: nem hal meg, és a szaporoddisnak a
kérnyezet sem szab hatdrt.

Nyilvdn N(t) értékei egész szdmok, de nagy elemszdmid populéciéndl folytonosnak, diffe-
rencidlhatonak tekinthetjiik. Tegyik fel tovdbbd, hogy e szaporodds egyszerd osztddds, ami egy
pillanat alett végbemegy. Nincs eltolddds a fogamzds és a szaporodds ideje kézott!. Minden egyed
azonos idénként osztddik. Ekkor a sziletések iddbeli eloszldsa egyenletes. Egy sejt osztodasdt az
exponencialis fiiggvény definiciéjanal mar tekintettiik. Ezért a népesség szamanak megvaltozéasa
At i1d6 alatt

AN =X-NAt,

ahol A statisztikusan meghatarozott ardnyossdgi tényezé. Ha At — 0, az

dN
o =

egyenletet kapjuk. Ennek megolddsa N(¢) = Nj- e, ahol Ny az egyedek szdma a kezdeti
pillanatban.
8.5.2. Sziiletési-haldlozasi folyamat

A populéacié létszamanak valtozdsa egyenld a sziiletések szama minusz a haldlozdsok szama, azaz
AN = AS - AH.

Innen a At 1dd alatti valtozas
AN AS AH

At TOAL At
Mint az el8z8 példédban, ha a populécié elég nagy, At — 0 esetén kapjuk, hogy

dN _dS _dH
dt  dt dt
Az el6z6 példa megfontoldsaihoz hasonléan
ds dH
= AN, —=
dat g~
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ahonnan N
- = AN

Ha a sziiletési rdta nagyobb, mint a haldlozési, akkor a populécié nd, az ellenkezd esetben pedig
a populéacié aszimptotikusan kihal,

8.6. Az z' = ax + b differencidlegyenlet
Tekintsiik az
=az+b

egyenletet. A b = 0 esetben az z' = az egyenletet kapjuk vissza.

Az egyenletet az el6z6 pontban alkalmazott médszerrel oldjuk meg. Keressiik az z(0) = zo
kezdeti feltételt kielégitd megolddst. Az egyenlet atalakitdsaval kapjuk

=afet)
r=alx+4+ —
a

Feltehets, hogy a # 0, ui. ellenkez8 esetben az z' = b egyenletet kapndnk, aminek megolddsai
trividlisan az z(t) = bt + c fiiggvények. Vegyiik észre, hogy ha z = —%, akkor z' = 0, tehét az

z(t) = —% konstans fiiggvény egyensiilyi helyzete az egyenletnek.
Ha z # —%, akkor
g .
z+ % '

Innen integréldssal kapjuk, hogy

mf
/ bdt:fa-dt:a-t-l—c.

A baloldalon az z = z(t), dz = z'(t)dt helyettesitéssel
j‘ dz —=In
T+ a

a:(t)—{—é‘:at—l-c
a

z+ -
a

ahonnan

In

o(t) + %\ = M=ot (Cp > 0).

Az abszolit értéket elhagyhatjuk, és nem kell kiilon kezelniink az z(t) = —b/e megoldést, ha a
Cp > O korldtozsst feloldjuk. gy z(2)-re altalinosan kapjuk, hogy

b
t) = Ce — —.
z(t) e -
C jelentése pedig
b b
m(O):xO:C-E, ezértC:mo—’ra.

Az egyenlet dltaldnos megoldasa tehat
by .+ b
z(t, zp) = (mo + a)e -
Vizsgaljuk meg, milyenek a megolddsok az a és b kiilonbsz8 véalasztasinal. A egyenletben az
a -z tag az z értékével ardnyos véltozdst jelent (pl. sziiletés, nuklearis folyamat stb., lasd

Iy

az el6z6 pontot!). Ha a > 0, az z-szel ardnyos nivekedést, szaporodédst jelent (exponencidlis
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névekedés!), a < O esetén exponencialis csokkenéssel (haldlozds, nukledris lebomlés stb.) van
dolgunk. Az egyenletben a b tag id6t&l, helytdl fiiggetleniil konstans mértékben néveli (b > 0)
illetve csékkenti (b < 0) a folyamatot. Ennek jelentése lehet egyenletes sebesség; populaciénal
allandd, egyenletes bevandorlds (b > 0), illetve kivandorlas (b < 0), illetve egyenletes sebességli
népességszabalyozs folyamat lehet. A szabalyozdsnél gondolhatunk, a termés betakaritdsara, a
felesleges vadillomany rendszeres kilovésére vagy lehaldszésra.

Gyégyszeradagoldsnél az a - = tag (¢ < 0) a kordbban beadott gyégyszer lebomlasét irja le,
mig a b tag b > 0 esetén folyamatos infizi6 hatdsa, b < 0 pedig egyenletes sebességli gydgyszer-
szint csSkkentést, méregtelenitést (pl. dializis) jelenthet. Megjegyezziik, hogy az id&tél fiiggetlen
sebességre vonatkozo feltétel a gyakorlatban nem mindig teljsesiil.

Az aldbbi dbrédk az irdnymezdt és a megolddsokat mutatjdk e = +1, b = +1 esetén.

R T T O N O L T L R Y

TRV
LI T SR UL TR U SR U WA WY
ATR TR T T U U T U S U U U Y
R T T O S O T N O O N N

trgpryrrrrr bt R EERERRES

Sy rdfirfir i S
i L A A N
® ST SN SN SN N A A A O

L A A A A A N e S

R T T T T Y Y T WO W W Y W

........................

;;;;;;;;;

............ Hror P r st rrrtoy
N s v vt v '2{111111»'/1/.'.'.'
I N Frrvvrrrrrine,
L\\\\H\”H. RN R RN NN
AN drritrrriitti

a=1, b=17 a=—1, b=1

A A A

Frrtrrrr

a=—1, b=~1

A vézolt lehetséges interpretacick utdn tekintsiink néhény alkalmazdst.

8.6.1. Korlitozott nvekedds

Semmilyen organizmus vagy populécié nem névekedhet korldtlanul. Korldtozast jelent az élelem
hidnya, a szilik lakéteriilet stb.

Tegyiik fel, hogy az egyedek szdma (z(t)) nem haladhatjo meg a B ériéket, de z(t) aszimp-
totikusan megkozelitheti B-t. B kozelében a ndvekedés egyre kisebb és kisebb. A névekedés
ardnyos a (B — z) kiilénbséggel. Egy ilyen névekedési folyamatot az

z' = k(B — z)

egyenlet ir le (k > 0), amelynek dltaldnos megoldasa z(t, zg) = (w0 — B)e™* + B. Az alkalmazds
szempontjabél csak az 0 < z(t) < B és 0 < zy < B esetekben van a megolddsoknak értelme. A
B =1, k =1 esetet litjuk az aldbbi abran.

e o
08 - - = - o e e - - -
b - rd - - - - — - - -
06 o - P - - - - P - - P
=z, - P e - - - P 4

04 L red d - -~ P -~ - -~ -~ - -~ -~
g o) A A A T A A A
£ P P o G - 7 P ”~ S
0.2 A A A S A Y A R A A A
R N S S O N L A g

Wl Lo Vd VA4 d Vd L d Z Z W

0 0.5 i 1.5 2 2.5 3
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8.6.2. Srziiletési folyamat lehaldszdssal

Tegyiik fel, hogy az ' = Az térvény szerint szaporodé népességbdl u sebességii kivandorlas vagy
lehaldszas torténik, megakadélyozandd a tilnépesedést. Ekkor a populdcié 1étszamat az

gd=Xz—p

egyenlet irja le, ahol A > 0 a szaporoddsi réta, p > O a csokkenés sebessége. Az egyenlet
egyensilyi helyzete vy = p/A. Az egyenlet megolddsanak elemzésével konnyen 14thatd, hogy ha a
populacié kezdeti népessége nagyobb, mint v, akkor a népesség az egyenletes lehaldszas, kivdn-
dorlas ellenére névekszik. Azonban, ha a népesség szama kisebb, mint -y, akkor a populécié véges
T id6 alatt kihal. Ezt az idét kénnyen kiszdmithatjuk a megoldasok képletének ismeretében.
Legyen 0 < 29 < . A 8.6. pontban, az iltaldnos megoldésra adott formuldt felhasznélva az

z(T, z0) = (a:o - '7) T +y=0

T:lln( i )
a i it 4]

Az 4brén az z' = 2z — 1 egyenlet megolddsait latjuk.

egyenléségbdl kapjuk, hogy

A RRSSRLY

(AEEERY R RS R Y

VIR B AR\ RRR QLY
(AN EEERRRRRRN\RY

Py

A EEERER R RN
BEP Y GO0V NN

©p
)
n
o~
~
¥

8.6.3. Sziiletési és bevandorldsi folyamat

A z' = )z szerint szaporodé populdciéba érkezzenek bevandorlék 4llandé sebességgel, (a bevan-
dorlasi réta p, az egységnyi id8 alatt érkezett bevandorlék szdma). Ekkor a populdcié népessé-
gének valtozdsa az

Z=dz+u

egyenlettel irhaté le (A > 0, u > 0). A baloldali 4brdn a A = 1, u = 1 eset megoldésait lathatjuk.

0t ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 2 NN N NN

P A Y 175 NN N NN

¢ ¢ 4 & ¢ 4 & & 4 ¢ ¢ EEEN NNN NN

82 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 15 NN N N N

A I R ) NN N SN

¢ ¢ 4 ¢ ¢ 4 ¢ ¢ ¢ < ‘) 1.25 -

6 LR A A A A A « e Re-SsSssamasSSmeSay T s e s
L v v v L 4 * L4 - * * L 4 v 1

47 r ¢ ¢ ¢ ¢ v v v ¢ v T R BT e e s S S s -

vy v v v v v v v v v 0.75 - - - - -

r L4 \d L d L d L 4 v L4 L d L d L 4 v -~ -~ -~ -~ -~ -~

v o - e v v - - 0.5 ;s s

- > r v v o 0.25 Ve VAV AV a4 7 Vd
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Ha X < 0, akkor a populacié haldlozasi rdtdja nagyobb, mint a sziiletési, akkor a létszamot
csak a —Az mértékli csskkenést ellensilyozd bevandorlas képes fenntartani. Ennek az esetnek

a vizsgdlatdt az el6z8 pont alapjén az olvaséra bizzuk. Segitséget adhat a munkdhoz jobboldali
dbra, amely a A = —1, u = 1 esetet mutatja.
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8.7. Az 2! = a(A — z)(B — z) differencidlegyenlet

Az el6z6 pontokban vizsgilt egyenletben z, z' legfeljebb elsé hatvdnyon szerepel. Ezek az egyen-
letek linedrisak. Ezzel szemben az

' =a(A-z)(B-12)

egyenletben x masodik hatvénya is szerepel. Ez egy nemlineéris egyenlet.

Ha A # B, az egyenletnek két egyensilyi helyzete van: z(t) = A, =z(¢) = B. Ezeken a
helyeken z' = 0. Az aldbbi ibra mutatja (¢ = 1, A = 0, B = 2), hogy a megoldésok nem
metszhetik 4t az z(f) = A és z(t) = B egyensilyi helyzeteket.

:—/////////////
el P S S S
7.5F NN N N N N N NN
) NN N N N N N NN
NN N N N N N NN
1 NN N N N N N NN
WON N N N N N NN
0.5 SN N N N N N NN
e T U O O Y

0 R R
A P A
/ S S S S/

-0.5

Az egyenlet megolddsit a kordbbiakhoz hasonléan végezziik:

!

(A—z)(B—z)
/(A—m)(B——a:)dt:fadt:at_l_c'

A baloldal integraldsdéhoz némi atalakitésra van sziikségiink.

1 1 1 1
(A-z)(B-z) B-A\z-B z-A

Ezt mér tudjuk integrdlni. Az = = z(t), dz = z'dt helyettesitéssel

/(A~x;:('B—:c)dt - BiA(/mixB—[m(iwA):

. 1 I |22 Bl
~ B-4 |z-A|
ezért B
In| 2= t = (B - A)(at + ¢},
—A
és B
T —
— (B—A)at
Y Ce ,
ahol C-re kapjuk, hogy (to = 0, z(0) = =)
_ Ty — B
- ro — A.
Innen z(t) kifejezhetd, és
B-A
z(t,0) = A+ 1 — Ce(B=A)at’
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8.7.1. Korlitozott ndvekedési folyamat

Mar vizsgaltunk egyszerli szaporodédsi, novekedési folyamatokat. Tegyik fel most, hogy a lét-
szdmardnyos (méretardnyos) nivekedést (a - x) korldtozd feltételek is befolydsoljék ( (B — z),
ahol B a maximaélis létszém vagy méret). Ha a populéacid kicsi, és nem t&lti ki a teret, a korld-
tozé feltételek nem hatnak, akkor az a - = rész dominans, ha pedig = kozeledik B-hez, akkor az
egyedek koziil (bar a szaporodés most is 1étszémaranyos) sok elpusztul, mert a kérnyezet nem
birja eltartani a megszaporodott népességet. Ezért ezt a folyamatot az

g’ = az(B — 2)

alaku egyenlettel lehet modellezni. A megolddsok menete elképzeléseinkkel ssszhangban van.

1.75 p» "~ T ' e I -~ P ”~ s 7
7 7 VARV R A A Y A
15 27 LSS S s S S S S S
725 v/ 2 VA S A A S A A
g SIS S S S S S S S S 7
7 Vi VARV AR S A A Y S SN o
T/ RN LA/ A A S A A O Y v
0.75 Y, V/ A/ A/ AV VA A A A O B A 4
_ A/ A A A A S Y Y A A S
S8 A 4V 4V R S R B R R B B
” ” ~ Pl -~ P ”~ ~ Pl -~ ” -~ -~ -~ rd
025" - g - - - - - - - - - - Ead -
o 7 2 3 4 5 5

A megoldasok képletét az =’ = a(A — z)(B — =) egyenlet megolddsaira nyert 4ltaldnos for-

mulabdl kapjuk:
B

z(t, mo) = 1+ B=Za Bat’
Zp

ahol z(0) = zo a populdcié létszdma a #p = O pillanatban.

8.7.2. Korlitozott n8vekedés lehaldszissal
A fenti nemlinedris modellbe is beépithetiink népességszabalyozd mechanizmusokat. Tekintsitk
a népességcsokkentds, a lehaldszds esetét. Ekkor a folyamatot leiré egyenlet

¢ =ax(B-2z)-b (a,B,b>0).

Keressiik meg az egyensiilyi helyzeteket, azaz az az{B—z)—b = 0 egyenlet megolddsait. Az dbra

mutatja (a=1, B=2, b=2), hogy ha 4/ BT2 - % < 0, akkor nincs egyensilyi helyzet, és barmely
pozitiv kezdeti népesség esetén a populécid kihal. A lehaldszds mértéke tdl nagy a szaporodési
ratdhoz és az ideélis maximadlis népességhez képest.
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Ha +/ _32_2 - % > 0, akkor az egyensilyi helyzetek:

B Bz B B b
h=g Nz 2 P=3t\V7 3

A lehaldszéassal most is 6vatosnak kell lenniink. Ugyanis, ha a népesség szdma kisebb, mint 8,
akkor is kihal a populécid véges id6 alatt. Ekkor a szabdlyozdsi folyamatot le kell allitani vagy
mddositani kell. Az dbrdn az ¢ = 1, B = 2,b = 0.5 eset megolddsait ldthatjuk.

Megjegyezziik, hogy az egyenlet o' = a(z — f1)(x — B;) alakban irhatd, ezért megoldésait
ismerjiik. Igy a kihalds varhaté ideje kiszémfthaté. A B1 = B2 eset megolddsaval a 8.8. pontban
foglalkozunk.

8.7.3. Kémiai reakcidk

Tekintsiink két egymdssal reagalé kémiai anyagot. A reakcié soran egy harmadik anyag kelet-
kezik. Valamilyen homogén mértékegységet véve legyen az egyik anyag kezdeti mennyisége A, a
mésiké B. A keletkezett anyag mennyisége a reakcié soran valtozik, legyen ez z(t).

A reagilé vegyiiletek mennyisége a t pillanatban A—z, illetve B — = a megfelel6 mértékegysé-
geket véve (annyi anyag fogy, amennyi keletkezik). A reakcid sebessége z'(t). A kémidban ismert,
hogy katalizdtor nélkiil a reakciésebesség ardnyos az egyméssal reagilé anyagok mennyiségével.
Ezért az

z'(t) = a(A - z)}(B — 2)

egyenlet irja le a vézolt reakciét. Ezt az egyenletet mdsodfokd kémiai reakcidegyenletnek ne-
vezziik. A keletkezett anyag mennyisége 0 < z(t) < A, B. Ha elérné valamelyik reagens mennyi-
ségét, akkor a reakcié megéllna. Az aldbbi dbran az ' = (1 — z)(2 — z), z(0) = O kezdetiérték
probléma (kezdetben még nincs termék) megolddsat ldthatjuk:

2

8
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Ha egyik reagens, példaul az els8, olyan nagy mennyiségben van jelen, hogy cstkkenése
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elhanyagolhatd (pl. a levegd oxigénje), akkor az (A — z) tényez8 konstansnak tekinthetd, igy az

egyenlet az el8z8 pontban tdrgyalt
¢’ = a(B - 2)

egyenletre redukalédik, amelyet az elséfokd kémiai reakcidk egyenletének is neveznek. Ha a
masodik tényezd csokkenése is elhanyagolhaté, akkor az

T =a

egyenlethez jutunk, amely a nullarendd reakcidk egyenlete.

Az egyenletet tovabbfejleszthetjiik. Ha a reakciét katalizdtor vagy egyéb hatds befolyasolja,
akkor a

z' = a(A - z)(B - z) + f(z)

vagy
' =a(A—-z)}(B—z)+g(t)

egyenleteket kaphatjuk. Az els6 esetben a kiils6 hatds a keletkezett anyag mennyiségét6l fiigg
(pl. ndvekedés esetén lancszerfl gerjesztés). A masodik esetben a kiilsd hatés az id8t8l fiigg, ami
lehet melegités, keverés vagy valamilyen mas behatés.

8.8. Az z' = a(A — z)? egyenlet

Az
z' = a(4 — z)?

egyenlet az el8z8 pontban tirgyalt eset speciélis eseteként tekinthetd (B = A), azonban latni
fogjuk, hogy viselkedése attdl teljesen eltér. Az egyetlen konstans megoldds az z(t) = A, egyéb-
ként z(t) snmaga négyzetével ardnyosan né ( a derivalt pozitiv, ezért a megolddsok novéek),
ami z > A esetén gyorsabb az exponencialis névekedésnél.

Specidlisan az A = 0 esetben az egyenlet

' = az?
alakd, ami olyan szaporodasi folyamatot modellezhet, ahol minden egyed minden egyeddel pé-
rosodik, és a szaporodés azonnal be is kévetkezik. Meg fogjuk mutatni, hogy ez a szaporodasi
torvény a populécié véges id6 alatti szétrobbanéasdhoz vezet. A kordbbi modellekben ilyet nem
tapasztaltunk.
Ezek utan oldjuk meg az
g = a(A - z)®

egyenletet. Ha x # A, akkor

mf

e

ahonnan a kordbbiakhoz hasonléan

dz _
[a=g=are

A =at+c.
Ha z(0) = =g, akkor
1
A— g -
Az egyenletb8l z-et kifejezve kapjuk
T— A=— !
at+c
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1 T0— A
t)=A—- —— = A —
=(t) at + A—lzo + a(A-zo)t+1

Lathaté, hogy z(t) nincs értelmezve a

1
T= a(zo — A)

pillanatban, ami azt jelenti, hogy ha @ > 0; zg > A, akkor a populé4cié tagjainak szama T id8
milva végtelenné véalik. Az a =1, A =0 esetben mutatjuk a megolddsokat az aldbbi 4bran.

2.5 s

Pror !

! A A

! ! ! ! !

! ! ! ! !

i5 ’ ’ ’ ’ ’
L * ” I ’ ’
7 . - - - ’ -
o0s5F v - v v - v
0 - 3 - 4 T
-0.5 - - - -

8.9, Altalénosftésok, nemautoném egyenletek, szétvalaszthaté egyenletek

Az eddig vizsgélt egyenletek jobboldaldn a ¢ id8valtozé nem szerepelt, autoném egyenletek vol-
tak. El6fordul azonban, hogy a rendszer nem autoném. Ekkor az egyiitthaték nem konstansok,
az egyenlet jobboldala explicit médon fiigg az id6t8l. Péld4ul az

' =az
egyenlet helyett vehetjiik az
g’ = a(t)z

egyenletet, ahol az a(t) idéfliggésének oka lehet sziiletésszabslyozdsi rendelet, jdrvény vagy bér-
milyen kézvetlen beavatkozds a folyamatba. '
Az
g’ = a(t)z + b(2)

egyenletben a b(t) fiiggvény lehet id6tél fiiggd bevandorlési réta, népességszabilyozds, véltozd
sebességli infiizid stb.

A nemautoném egyenletek megoldésa, a megolddsok vizsgdlata dltaldban nehezebb. Egysze-
riibb esetek azonban kénnyen kezelhet8k. Példaul, az

egyenlet megolddsa
!
/z—dtzféa—;:fa(s)ds+c
T T
In|z| = /a(s)ds+ c.

Némi meggondolds utén
t
f a(s)ds
z(t) = z(0)ec
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Vegyiik észre, hogy az egyenletek megolddsdra mindig ugyanazt az egyszeri médszert haszndl-
tuk. Kihaszndltuk azt az egyszerli tényt, hogy az egyenlet jobboldala egy z-t8l és egy t-t&l
fiiggd tényezd szorzata. Ez a mddszer 4ltaldban is alkalmazhaté az dgynevezett széivdlaszthatd
véltozd7¢ egyenletekre, amelyek

o' = f(z) - g(2)
alakiak. Ha f(z) = 0, akkor ennek az egyenletnek a megolddsai a differenciélegyenletnek is
megolddsai, hiszen a derivélt ezeken a helyeken zéré. Ha f(z) # 0, akkor

IB,

}m = g(t))

ezért integrilva az egyenletet (z = 2(t), dx = 2'dt), az
| z! dz
= [ 5= [gar
| 7%= 5=/ o

%, f o(t)dt

integrdldsok elvégzése utdn z(t)-re egy egyenletet kapunk, amely egy hatirozatlan konstanst
is tartalmaz. Ez a konstans az zo = z(tp) kezdeti feltételb8] meghatérozhaté. Az egyenletet
megoldva (ha megoldhatd!) kapjuk az z(t) megoldést.

A fenti mddszert nevezzik a véltozék szétvdlasztdsa mddszerének. Néhany esetben az (z,t)
valtozékra alkalmazott transzformdiciékkal visszavezethetjiik az egyenletet szétvdlaszthaté val-
tozdjira. Ezekkel itt nem foglalkozunk.

egyenl8séget kapjuk. Az

8.10. Magasabb rendfi egyenletek, linedris egyenletek megoldasa

A Newton térvény miatt az z(t), 2'(t) és z”(t) is szerepel a mozgésokat leiré egyenletekben. Ezek
egy altaldnosabb alakja
2"(t) = f(t, 2(t), #'(2)).

Az egyenletben a mésodik derivélt explicit médon ki van fejezve. Ez egy mdsodrendii differen-
cidlegyenlet.

Altaldban, n-edrendfi differencidlegyenletrdl beszéliink, ha az egyenlet sszefiiggést tartalmaz
t, z(t), a'(t), 2"(£), . .. é (") (t) kozott. A masodrendii egyenletnél kezdeti feltételt kell adni =(t)-
re és z'(t)-re, az n-ed rend(inél pedig az z(t), z'(t),...2(""1)(¢) fiiggvényekre. Ezek az egyenletek
i8 lehetnek linedrisak vagy nemlinearisak. Az inga mozgdsét leird

2" +sinz =0

egyenlet nemlinedris. Ennek megoldédsait mutatja az aldbbi 4bra:

Felhaszndlva a differenciélhatd fiiggvények linedris kozelitését (3.6. fejezet), a fenti mésod-
rend{i egyenlet jobboldaldn lev6 nemlinedris fiiggvényt helyettesithetjiik az érint8jével az z =0
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egyenstlyi helyzet kérnyezetében. Az 2" = —z egyenletet kapjuk. Ez &ltaldban is megtehe-
t8. Ezért van kiemelt jelent8ségiik a linedris egyenleteknek, a fizikai alkalmazdsokban a lindris
mésodrendti egyenleteknek.

A tovébbiakban a masodrendd, konstans egyiitthatés, linedris
2+ bz +cx=0

egyenlet megoldasinak mdédszerét vézoljuk. Az illitdsokat nem bizonyitjuk, utélagos differencis-
léssal ellendrizhet8k. Az elsrendd linedris «' = ax egyenlethez hasonldan, keressiik a megoldéso-
kat z(t) = e* alaki exponenciélis fiiggvény alakjsban. Ezt a fiiggvényt a differencidlegyenletbe
helyettesitve kapjuk az

2(t) = MM+ bA+¢)=0
egyenletet. Eszerint, az e* fiiggvény akkor és csakis akkor megolddsa az egyenletnek, ha X
kielégiti az
Miybr+c=0
dgynevezett karakterisztikus egyenletet.
1. eset. Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus egyenletnek két valés megolddsa van (5% —4c > 0).

Legyenek
b0 —4c
A1; AZ - 2

Ekkor az egyenletnek megoldésai az e*1f, e*?t fiiggvények, és barmely megoldds
z(t) = a1e™t + age)""t,

alakid, ahol a; és ay a kezdeti feltételekb8l hatdrozhatdk meg.

2. eset. Tegyiik fel, hogy b2 — 4c = 0. A karakterisztikus egyenletnek egy valés megoldédsa
=b

van, Ao = 3.
Ekkor e*o? és te*of megolddsok, barmely megoldés pedig
z(t) = a1 + agteo’
alakban irhatd, ahol a1 és as a kezdeti feltételekbdl hatdrozhaték meg.

3. eset. Végiil legyen b% — 4c < 0. A karakterisztikus egyenletnek nincs valés megolddsa.
Ekkor a Ag = —% és p = V/dc — b? jelsléssel élve, az erot . sin ut és az e*of cosut fiiggvények
megoldasok. Minden megoldds pedig

Aot

z(t) = age?®t - sin ut + aze®t cos ut

alakban irhaté, ahol az a; és as konstansok a kezdeti feltételekbél hatdrozhatdk meg. A fizikusok
gyakran hasznéljdk az

z(t) = Ae* sin(ut + @)

formdt, ahol A az amplitids, ¢ pedig a kezdeti fézisszog. Az elnevezések a harmonikus rezgésnél
és az ingamozgésndl hasznilatos elnevezésekbdl maradtak meg.

8.3. Példa. Tekintsiitk példaként a harmonikus rezgmozgds
2’ +kz =0
egyenletét, ahol k2 a rugalmassigi egyiitthaté. A karakterisztikus egyenlet
A4 k2 =0,
aminek nincs valés gyske. Innen Ao = 0, u = k. Ezért az 4ltaldnos megoldds
z(t) = Asin(kt + )

alakid.

127




8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

8.11. Linedris differencidlegyenlet-rendszerek

A sikbeli, térbeli mozgdsok sordn, illetve mindeniitt, ahol tébb folyamat véltozdsit, egymdésra
hatésat vizsgaljuk, mindegyik véltozéra differencislegyenletet, egyiittesen differencidlegyenlet-

rendszert nyeriink. Két folyamat (z(t), y(t)) esetén egy eléggé altaldnos alaki az
'(t) = (¢, 2(2), y(2)),
¥ (1) = g(t,2(t), y(t))

rendszer. Lithatd, hogy az z(t) véltozéra az y(t), és az y(t) véltozéra az z(t) is hatdssal van.

X8 ¥(1)

x'(1) ¥'(1)

Az z(t), y(t) komponenseket kiilsn-kiilon 4brézolhatjuk a (¢, z), (,y) koordindtarendsze-
rekben vagy egyiitt a (¢, z, y) térbeli koordindtarendszerben. Ugyanitt képezhetjiik az egyenlet-

rendszerhez tartozé {(1, f(t,z,¥),9(t, z,y))} irdnymezdt is.
Ha a rendszer autoném (a jobboldal nem fiigg t-t8l)

g = f(a:,y)

y = g(z,y)

akkor a megolddsokat dbrdzolhatjuk az (z,y) fazisstkon. Az igy kapott (z(t),y(t)) gorbéket
fizisgbrbéknek nevezziik. '

Minden (z(t), y(t)) pontban a mozgds irdnydt és sebességét ez (z'(t), y'(t)) sebességvektor mu-
tatja. A fdzissik tetszéleges (x,y) pontjdra a sebességuektor az egyenlet szerint (f(z,y),9(z,v)),
gy ezeket a megolddsok ismerete nélkil is felragzolhatyuk. Ezt minden ponthoz megtéve, vektor-

i

mez6hiz jutunk. Az
=y, y=-2

rendszerhez tartozd vektormezdt ldthatjuk a baloldali 4brén.

////'/"_-_.,_\

/////’,-“\\\\\
/////t--._‘\\\\t
f !l r s ft',~“\\\\
l‘ [ L Y \ ‘
| I T ST T A R |
\ I Y Y or N o« s, vy ;
\ L U T N AR /

\\\\\\‘-"’11/ {
\‘\\\\\‘_"’////
\\\\\-\\_“(/////

Az autondm differencidlegyenlet-rendszer megolddsa a fdzissikon az egyenlethez tartozd vek-
tormezdhoz simuld gorbek (nem feltétlendl y = y(x) figgvények grafikonjai) keresését jelenti. A
fenti egyenlet megoldésainak fazisgérbéit a jobboldali 4brdn lidthatjuk.
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Megjegyezziik, hogy a fentiek alkalmazhatdk a térbeli (z(t), y(t), 2(t)) mozgdsok egyenlet-
rendszereire és dltaldnosabb rendszerekre is. Ott a fazisgorbék egy térbeli vektormez8hoz simul-
nak.

Az
dt) =y, Y{t)=-y-z, Z()=1

egyenletrendszer néhany megolddsanak fazisgorbéjét és vektormezdjét mutatjak az aldbbi dbrik.

A legegyszerlibb lineéris

' =azx + by

Y =cx+dy

differencidlegyenlet-rendszernek szdmos gyakorlati alkalmazdsa van. A tovdbbiakban csak ezzel
az egyenlettel foglalkozunk. A

Mindenekel8tt vézoljuk a megoldds mddszerét. Ez hasonlé az €l6z6 pontban targyalt ma-
sodrendil linedris egyenlet megolddsdnak médszeréhez. Az allitdsokat most sem bizonyitjuk,
utdlagos differencidldssal ellenérizhet8k. A megoldésokat exponencialis fiiggvény alakjdban ke-
ressiik: x(t) = pe*, y(t) = geM. A differencidlegyenlet-rendszerbe helyettesitve, valamint p-t
és g-t kifejezve, A-ra most az aldbbi

(a— A)(d— A) = be,

M- (a+d)A+ (ad—be)=0

karakterisztikus egyenletet kapjuk. Legyen D = (a+ d)? — 4{ad — bc) az egyenlet diszkrimi-
nansa.

1. eset. Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus egyenletnek két valds Ai, A2 megoldasa van
(D > 0). Ekkor a megolddsok

x(t) = Are?? -+ Byet?t
y(t) = AgeM? + Byerat

alakuiak, ahol (A1, By) és {Ag, By) a kezdeti feltételekbdl, illetve a differencidlegyenlet—rendszerbe
valS behelyettesitéssel hatdrozhatdk meg.

2. eset. Ha D =0, és egy valds gysk van (Xg), akkor a megolddsok
:l}(t) = AleAUt + Byt - etot
y(t) = Aze*ot + Byterot

alakiak. Az egyiitthaték meghatarozdsa a fentiekkel azonos mdédszerrel torténik.
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3. eset. Ha D < 0, akkor legyen u = +/—D. Most a megoldisok altalinos alakja
z(t) = Are**tsin pt + Bjeot cos ut = Cyeotsin(ut — 1)
y(t) = Aze’sin pt + Baetof cos ut = Cretot sinut — )

Az egyiitthaték meghatdrozdsanak médszere -a kordbbiakkal azonos.

8.4. Példa. Oldjuk meg az
d=zty, y=z-y

differencidlegyenlet-rendszert. A karakterisztikus egyenlet és megoldasai:
A —2=0, App=+V2
A megoldasok éltaldnos alakja
z(t) = Are¥¥ 4 Ble—ﬁt, y(t) = AgeY? 4 Bye V2
Keressiik az z(0) = 1, y(0) = —1 kezdeti feltételt kielégité megoldast:
1= A;+ By,
—1= Ay + Bs.
Az egyenletbe helyettesitve, és a ¢ = 0 pillanatot véve
A1V2 — BiV2= A1+ Bi + Ay + By =0,
As3V/2 — By/2 = A1+ By — (A3 + By) = 2.

Innen
A1+ By=1, A;- By =0,

Ag+ By =—1, Ay — By=+2.

Oldjuk meg a fenti egyenletrendszereket:
1 V2 -1 _—1-4/2

2)

Az adott kezdeti feltételeket kielégitd megoldéds tehdt

o) = (VR4 evE), g = VLo 1V

E rendszerhez tartozé vektormezdt és néhany fazisgorbét ldthatunk az aldbbi dbrikon.

TS NONN A
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8.11.1. Egy gyodgyszerfelszividdsi modell

A vér dramlik a szervezetben az érrendszer, a szdvetek és szervek kozott. Valamely gydgyszert a
szervezetbe beadva (intravénésan a vérbe, injekcidval a szévetekbe), a felszivédést, lebomldst és
kiiiriilést vizsgdljuk a vérben és a szévetekben. Egy egyszeriisitett sémat tekintiink. A gydgyszer
a vérbél a szivetekbe és szervekbe vy relativ sebességgel keriil 4t (felszivédik), ugyanakkor, van
egy v forditott irdnyd mozgds is. A gydgyszer a vesébdl kiiiriil Og relativ sebességgel. A
vérben és a szdvetekben a gydgyszer lebomlik ag, as relativ sebességgel. A relativ sebesség az
egységnyl mennyiséghez viszonyitott sebességet jelenti. Mindegyik lebomldsi, dramldsi folyamat
a gyogyszer adott pillanatbeli mennyiségével ardnyos. Legyen a gyégyszer mennyisége a vérben
z(t), a szovetekben y(t).
Rendszeriinket grafikusan is dbrazolhatjuk.

VJX
x(t} > ¥(t)
ayx vy @y
~———— , N " L
vér s70velek

looy

Az Iy dram (kiils§ input) folyamatos adagoldst, infiziét jelent. Ez fiiggetlen a mar eddig
beadott gySgyszer mennyiségétsl. Az z(0) = o, y(0) = yo a gydgyszer beadésdnak pillanatdban
levé mennyiség {dbzis), feltéve, hogy az elterjedés az adott részben (vér,szévetek) azonnali.

A fentiek szerint

2'(t) = —a1z — v1z + vay + Iy,

y'(t) = —azy — v2y + viz — Opy.

Az Iy = 0 esetben a fent targyalt egyenletre jutottunk. Ha Iy # 0, az egyenlet akkor is kénnyen
megoldhaté. A megolddsi médszert lisd példaul L. Sz. Pontrjagin kényvében ([8]).

Az egyenletrendszer egyiitthatdit kisérleti eredményekbdl hatérozhatjuk meg oly mddon,
hogy a differencidlegyenlet-rendszer megolddsait (amelyek fiiggnek az 4ramldsi paraméterektdl)
a legkisebb négyzetek médszerével illesztjiik a mért adatsorozatokhoz. A linedris regresszié két
paraméterével szemben itt t8bb paraméterre vonatkozé minimalizdldst kell végezni (l4sd a 7.3.
fejezetet). Ezekkel a feladatokkal itt részleteiben nem foglalkozunk. '

Az olyan rendszereket, ahol kilénbézd rekeszek kézétti anyagdramldst vizsgdljuk, rekesz-
vagy kompartment rendszereknek nevezztik. Ezen rendszerek matematikai vizsgélata 16kést
adott a gyogyszerhatédstani, az ér— és nyirokrendszer miikédésének modellezésére irdnyuld kuta-
tasoknak.
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B. Fiiggelék. Fiiggvények tanulményozdsa szamitégéppel

A jegyzetben a fiiggvények tulajdonsdgainak tanulmdnyozdsdhoz sziikséges legalapvetSbb el-
méleti fogalmakat és eljarasokat targyaltuk. A gyakorlati feladatok megolddsa sordn szamos
technikai részprobléma, példdul a grafikonok készitése, a derivélds, az integrilds, a Taylor po-
linomok keresése vagy a legkisebb négyzetekkel valé kozelités meglehetdsen iddigényes lehet, és
csak eredményiik érinti a probléma lényegét.

Ma mar a matematikai feladatok nagy részét is elvégeztethetjiik szdmitégéppel. Ezzel is
segithetjiik a feladat gyors megoldéasat és a lényegre valé koncentraldst. Szdmos program ismert,
amely kiilénbszd tipusi feladatok megolddsidban segit. Az &ltalunk legfontosabbnak tartott
rendszerek az aldbbiak:

Mathematica (Wolfram Research) : Altaldnos matematikai rendszer,
Maple (Waterloo Maple Software) : Altaldnos matematikai rendszer,
SAS (SAS Institute) : Statisztikai rendszer,
SPSS (SPSS Inc.) : Statisztikai rendszer.

A statisztikai rendszerekkel a biostatisztika tantdrgy keretében taldlkozik az olvasd. A mate-
matikai rendszerek koziill a SZOTE-n a Mathematica haszndlhaté. Szamos oktatéanyag all a
hallgatésig rendelkezésére, amely segiti az elméleti tananyag elsajatitdsdt, és a szakmai tér-
gyak tanuldsdndl is hasznos lehet. Egy révid Mathematica bevezetés és a legfontosabb példik
gylijteménye 6ndllé jegyzetben 4llnak a hallgatdk rendelkezésére.
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