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1. Bevezetés

A kurzus célja, hogy az alapképzésben részt vevd, elsésorban gazdasaginformatikus hallgatok
megismerkedjenek a tarsadalmi, illetve gazdasasi rendszerek halézatokkal valo modellezésének
alapjaival. A gazdasagi, ezen belill is elsGsorban pénsiigyi rendszerek modellezésének cgy-
re nagyobb jelent&sége miatt a modern héalézatelmélet oktatdsa egyre sziikségesebbé valik. A
kapcsolodd tanagyag kiegészités a képzésben kotelesd kozgazdasagtani és gazdasaginformatikai
targyhoz, tovabba rendkiviil hasznos lehet azok szédméra, akik pénziigyi, illetve adatelemuzési
munkakérben szeretnének elhelyezkedni. A targy elsGsorban grafelméleti és valoszintségel-
méleti alapismeretekre épit, és a héalozatelmélet alapfogalmaira alapozva inditva eljut olyan
témakordkig, mint a gazdasag- ¢és tarsadalomtudomanyokban is fontos szerepet jatszo jatékel-
mélet, dontéselmélet vagy példaul az tgynevezett .fert6zési modellek” vizsgalata.

Motivacié, példak

Egy hdlozat lényegében pontok (szereplék, entitdsok) halmaza, melyek élekkel (kapcsolatok,
linkek) kapcsolodnak egymashoz. A matematikaban ezeket az objektumokat grdfnak nevezik
¢s Leonhard Euler 6ta! rendkiviil kutatott teriilet. Egészen a 20. szizad mésodik feléig a
legtobb tapasztalati (valos) halozat {6leg kis mérett, szociologusok altal konstrualt tarsadalmi
kapcsolati (baratok, munkahelyi kapcsolatok) halo volt. A modern szamitogépek megjelenése
lehet&veé tette, hogy olyan 6ridsi méretd halozatokat lehessen vizsgélni, mint a WWW, online
szocialis halok, biologiai rendszerek modell halézatai, vagy olyan technolégiai halézatok mint
egy clektromos ellato rendszer, illetve kiilénb6z6 uthalézatok.

!Lényegében az 1700-as évek els6 felében, a Kdnigsbergi hidak probléma kapcsan alakult ki a grafelmélet.
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1. abra. Kiilonb6z6 valos rendszerek halozatos reprezentacidja

Az els6 dbran csak néhany példat megemlitve, kompler hdlozatként tekinthetiink online
szocialis halozatokban megjelens kapcesolati halokra (a), sorozatok, konyvek szerepléinek kap-
csolataira (b), a vilag légikozlekedésének halozatara (c), orszagok kereskedelmi rendszerére,
egy orszag elektromos ellatasi rendszerére (d), és a sort hosszan lehetne folytatni.
Miért modelleziink halézatokkal?
Tobbek kozott

e Kozponti szerepiik van az informéacié aramlasban

e Fontos szerepiik van fert6zések” terjedésének vizsgalataban

e Mit vasarolunk, milyen nyelven beszéliink, hogyan szavazunk, milyen oktatasban lesz

résziink, sikeresek lesziink-e szakmailag, ...

Kulesfontossagn megérteni:



1. Milyen halézati strukturdk jelennck meg a tarsadalomban és gazdasagban?
2. Hogyan hat a halézati strukttura a szereplsk viselkedésére
3. Hogyan befolyasolja a szerkezet a halézatban végbemend dinamikus folyamatok viselke-
désést
Mit6l komplexek ezek a halozatok?
e Sok egymaéssal kapcsolatban allé és egymasra hato szerepls
o Adaptivitas: visszajelzes, szereplék kozti kooperacio
e Novekednek és id6ben valtoznak (evolacio)

e Nincs linearitas: Az cgész tobb, mint a részek Osszessége!

Grafelmeéleti alapfogalmak

A G := (V,E) par egy gral, ahol V = (1,2...,n) a graf pontjai (csticsai) és E C V xV
a graf élei. Ha E elemei rendezetlen parok, akkor a graf iranyitatlan, ha rendezettek, akkor

. , - 2 PR e I F2 2 P o . 2 N A
iranyitott grafrol beszéliink. Egy iranyitatlan G graf egyértelmien leirhato az Ag € RV*N
szomszCdsagi matrixaval, melynek elemei
wij, ha i és j csics Osszekotott
Ajj = o
4 0, kiilénben
Ha G silyozatlan, akkor w;; = 1. Irdnyitott esetben természetesen altalaban w; # wjy;.
Egy i,e1,7,e2,k,...,ep l sorozat egy séta a grafban, ha i, j,..., ¢ pontok, e1,es, ..., ep élek ,

tovabba az élek két végpontja a két mellette levs pont a sorozatban. Ha a pontok kozott nincs
ismeétldés, akkor 1trol beszéliink. Ha az élek iranyitottak és a sorozatban az élt megel6#6 pont
az ¢l kezdGpontja, az 6t kévetd pont pedig a végpontja, akkor egy i — ¢ iranyitott ttat kapunk.
Két pont kozott a legrividebb it az dsszes lehetséges ut kozul a legrovidebb (természetesen
tobb ilyen és létezhet, tovabba sulyozott graf esetén cz a két pont kozti Gt, amely élein 1évé
stilyok &sszege minimalis)? Egy komponcus olyan részgraf*, melynek barmely két pontja kozt
van Ut, mas szoval dsszefiiggd. Iranyitott esetben az crésen Osszefiiged komponens fogalmét
fontos definialni. Azt mondjuk, hogy egy i és egy j pont clérhetk egymasbol, ha i —j és j —i
iranyitott ut is létezik. Egy irdnyitott graf erésen 6sszefliggs komponensei azok a részgrafok,
amelyek minden pontjara igaz az elérhetéség®. Az i € V pont foka k; = Z?:l ajj, azaz a ra
illeszkedd élek szama. Iranyitott esetben beszélhetiink be-, illetve kimend fokszamrol, melyek
definicio szerint k¢ = Y7, aji, k' = > =1 @ij-

Az eddigi jeloléseink és definicionk alapjan a kovetkezd néhany egyszert észrevételt tehet-

jik. Az élek szama
N

|t .
m= EZ;]W: 522“@'»

=1 7=1

?Természetesen a biologiai és technologiai rendszerek esetén is hasonlé kérdések meriilnek fel, de ezek vizs-
galata nem targya a kurzusnak

STIsmétlés: Dijkstra, Ford-Bellman, Floyd- Warshall algoritmus

“Olyan graf, melynek ponthalmaza és élhalmaza az eredeti G graf ponthalmazanak, illetve élhalmazéanak
részhalmaza

*Tsmétlés: mélységi keresés, Tarjdn algoritmus
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2. dbra. Grafok, alapfogalmak. Forras: Aaron Clauset Network Analysis and modeling course
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{(1.2), (1.5),(2,3). (2, 4), (3,5), (3.6)}.

3. dbra. Grafreprezentaciok: szomszédsagi matrix, szomszédlista, éllista. Forrds: Aaron Clau-
set Network Analysis and modeling course

vagy masképp, a fokok Gsszege egyenls kétszer az élek szama. Az atlagos fokszam

N
1 2m
(k) =—> ki=
i=1

3
n

tovabba az élstirtiség (az Osszes lehetséges ¢l mekkora része van a grafban)

Tovabbi olvasnivalo:

e Ismétlés: grafelmeleti alapok, valoszintség szamitas alapok, algoritmusok

e Jackson, Matthew O. Social and economic networks. Vol. 3. Princeton: Princeton
University Press, 2008 - I. fejezet

e Newman, Mark EJ. "The structure and function of complex networks." SIAM review
45.2 (2003): 167-256. — 1. és II. fejezet

2. A halézatkutatas néhany alapfogalma
Jeldlje ¢;; a a legrévidebb utat a halézatban i és j pontok kozott. Ekkor A = max; ;(;; a

halozat atmeérdje, azaz az Osszes legrovidebb utak hosszanak a maximuma. Halozatok fontos
Je, g
jellemzGje az atlagos tthossz, ami a pontparok kozti legrovidebb uthosszak atlaga:
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Erdemes gondolkozni rajta, hogy valés halozatokban ez miért érdekes, milyen informaciot ad.
A késtbbiek folyaman erre a kérdésre még visszatériink.

Fokszameloszlas

Komplex hélézatok egy ujabb fontos globalis jellemzGje az tgynevezett fokszameloszlas, ami
azt mutatja meg, hogy mennyi az adott fokszdmu pontok ardnya a hélézatban az 6sszes pont-
hoz viszonyitva (1d. 3. abra). Masképpen fogalmazva, mennyi annak a valészintisége, hogyvha
véletleniil kivalasztjuk a halozat egy pontjat, annak a foka éppen k,

P(k) = P(egy véletleniil valasztott pont foka k).

Miért érdekes egy halézat fokszameloszlasa? Milyen fokszameloszlast kovetnek a valos héaloza-
tok? Van-e ebben hasonlosag? Kuleslontossagn fogalom, a késébbiekben részletesen targyalni

fogjuk.
P .v\.
%o /
o 8" )
/ ’ ® ’1.;
J ‘ /,w 'y. ’ /. 2
‘Q ! . 3 ..l. '4 .:: ., ’ 8 . i
Ll '3
v
e

\
\

Vertex

5. abra. Fokszameloszlas. Forras: Aaron Clauset Network Analysis and modeling course



Centralitasi mértékek

Halozatok vizsgalatanal alapvets kérdes, hogy melyek a halozat ,fontos” pontjai? Szubjek-
tiv lehet, hogy mit értiink fontossag alatt, ugyanakkor strukturalis szempontboél fontosnak
tekintenénk egy pontot, ha példaul

e magas fokszamu
e a halozat ,kézpontjaban” van

e valamilyen dinamikus folyamat szempontjabol fontos szerepet jatszik (pl. fertzés terje-
dés, véletlen bolyongas)

A centralitas fogalma a pontoknak ilyen tulajdonsagait probélja megfogni. Mivel nem egységes,
hogy mit is értiink egy pont fontossaga alatt, tobb kiilonboz6 definicio (és kiszamito algoritmus)
sziiletett. Osszességében egy centralitasi meérték definiciojanal az altalanos alapely a kovetkez6:

Lgy pont minél centralisabb annal fontosabb, minél kevésbé centralis annél kevésbé fontos.”

Fokszam centralitas

Az egyik legegyszeribb centralitasi mérték azon a feltevésen alapul, miszerint minél nagyobb
fokszamu egy pont (gondolhatunk peldaul, hogy egy ismertségi halozat esetén annél fontosabb
valaki, minél t6bb ismerdse van), anndl fontosabb, azaz Cgeg(i) = ki =jo1 Gije Iranyitott
halozatok esetén pedig megkiilonboztetjiik a befok, illetve a kifok centralitast.

Betweenness (koztiség) centralitas

Két pont kozott altalaban tobb olyan ut is létezik, aminek a hossza minimdlis. Egy adott
pont fontossagat a fogalom ugy ragadja meg, hogy két pont kozti legrovidebb utak hany
szazalckaban van jelen ez a pont, dsszegezve az dsszes pontparra. Masképpen, két tetszoleges
pont kozti legrévidebb utak koztl véletlenszerden valasztunk, mekkora eséllyel haladunk egy
at egy adott harmadik ponton. Formalisan a (adott harmadik) pont betweenness centralitdsa

Bogy = 3 ),
ikt U
ahol o;; a i és j kozotti legrovidebb utak szama, o;;(k) pedig azon legrévidebb i — j utak
szadma, melyek atmennek k-n.
Szorgalmi feladat: gondolkozzunk egy O(nm) futdsi idejd BC' szdmitd algoritmuson (n a
pontok, m pedig az élek szdma)

Closeness (kbzelség) centralités

A closeness centralitas azt mutatja meg, hogy mennyire van a hélozat kozéppontjaban” egy
pont, pontosabban, hogy atlagosan milyen hossztiak a pontbol a halézat tobbi pontjaba indulo
legroviebb utak. Definici6 szerint

ahol £;; az i és j kozti legrovidebb t hossza®.

Szamolas: a Floyd-Warshall algoritmus segitségével
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6. abra. Mennyi X és Y betweennes, closeness és harmonikus centralitas értéke az egyes halo-

zatok esctén?

Harmonikus centralitas

Két alapvetd probléma mertil fel closeness centralitassal kapcsolatban. Az elss, hogy a valos
halozatok atmérgje altalaban kicsi, vagyis a closeness értékek csak egy szik tartomanyban
valtoznak, vagyis nem adnak tal sok informéciot a pontok halézatban betdltdtt szerepeinek
kiilénbségeirdl. Masik gond, hogy nem 0Osszefiiggd halézat esetén nem szamolhato, ugyanis
bizonyos ¢;; értékek nullak. A harmonikus centralitas, mely kikiiszoboli ezeket a problémakat,

i 1
Cpli) = ——=) —,
h() w— 1 ;[’U

ahol 0;; = oo, ha nincs a grafban ¢ — j ut.

definici6 szerint

Sajatérték centralitas

A sajatértek centralitds bevezetésének alapgondolata, hogy nem minden szomszéd egyfor-
ma sillyal szamit a centralitas kiszamitasanal. Az alapfeltevés, hogy minél fontosabb egy
szomszéd, annal nagyobb mértékben jarul hozza az adott pont fontossdgahoz. A centralitast

kiszamit6 rekurziv formula
n

(L) 1)
x; = g wiT;
j=i
illetve atirva matrixos formaban:
Ax = \ix,

ahol \; az A métrixhoz tartozo legnagyobb sajatértek.”

PageRank

A sajatértek centralitas egyik problémaja, hogy iranyitott grafok esetén nem tal hatékomny.
Altalanosan, ha egy pont nincs benne egy erdsen Gsszefiiggé komponensben (egymaga alkot
egy komponenst), akkor a sajatérték centralitdsa nulla lesz. S6t, ha a grafban nincs irdanyitott
kor, akkor csak lesz nem nulla egy pont centralitasa, ha a kifoka nulla. A PageRank centralitas
kikiisz6boi ezt a problémat, ugy, hogy minden pont eleve kap egy kis centralitas értéket. (A
modellt a véletlen bolyongas kapcsan részletesebben fogjuk targyalni; A PageRank a Google
keresémotorjanak is egy alapeleme, lényegében egy interneten ,yvéletlen szorfoz6” viselkedését

1d. részletesebben: Perron-Frobenius tétel



szimulalja 8.) A PageRank rekurzié:

PR(@?):I_A+)\ P

ahol A € [0, 1] egy paraméter (ugré faktor), N (i) az i pont azon szomszédjai, amely pontokbol
megy €l i-be. Matrixos formaban, A PageRank matrix felirhato

R=MP+(1-\U

alakban, ahol U egy n X n matrix, melynek minden eleme 1/n. Mivel a matrixhoz tartozo
legnagyobb sajatértek 1 (Id. Perron-Frobenius tétel sztochasztikus mdtrizokra), igy a PageR-
ank vektor (mely az egyes pontok PR értékeit tartalmazza) a kovetkezs sajatérték egyenlet
megoldasa:

PR =PRR =PR(AP+ (1 - \)U).

Ezt atalakitva
PR = PRR=PRO\P+(1-NU)=
= MPRP+(1-\PRU =
= APRP+(1- A)PRHILT%

1
= I 1yt
APRP + ( 5

felhaszndlva, hogy U = ]lIlT% és PR1 = 1. Innen kapjuk, hogy

¥ i »
PR = ""1(I - AP)™,

majd ezt atirhatjuk a
1- A o
o n
PR=-—"1 > (\P)
n=0
alakra. Ez egy modszert is ad a PageRank szamolasara, nevezetesen a hatvanymodszert,
miszerint P matrix hatvanyait addig szamoljuk, amig a PageRank értékek nem konvergalnak,
azaz
lpr® — pr-D| < e,

HITS (Hyperlink Induced Topic Search)

Join Kleinberg nevéhez fiiziidik az algoritmus ami ® a PageRank egy "finomitott" véltozatanak
tekinthets. A graf pontjainak rangsorolasanal megkiilonboztet an. Hub, illetve Authority
tipust pontokat, miszerint

e J6 Authority pont, amibe sok link mutat

e J6 Hub az, amibdl sok link megy j6 Authority pont felé

8Brin & Page, Computer networks and ISDN systems ,1998
“Kleinberg, Journal of the ACM ,1999



HUBS AUTHORITIES

(a) (b)

7. dbra. (a) Az i pont PR értéke a szomszédjai (z6ld pontok) PR értékeibdl szamithato. (b)
Hubok és authority-k egy grafban.

A HITS algoritmus a kovetkezs:
Input G iranyitott graf
Output a pontok Hub és Authority értékei
: Kezdetben minden pont értéke 1
: repeat
for all hub i € H do
Ry = ZjeF(i) aj % F(i): azon pontok, melyekbsl megy €l i-be
end for
for all authority i € A do
a; = ZjEB(i) hj % B(i): azon pontok, melyekbe megy €l i-bol
end for

©C AR

: until konvergal
: Normalas

Szorgalmi feladat: Irjuk dt a HITS-et mdtrizegyenletek formdjiba és gondoljuk dt a kapott
sajdatérték egyenleteket.

=
o

Szoftverek halézatelemzéshez
Néhdany ingyenes program halozat vizualizaciohoz és elemzésez
e Cytoscape (GUI)
e Gephi (GUI)
e iGraph (R, C++, Python)
Feladatok:
1. Egy halozat (pl. a Zachary-téle karate klub) pontjainak kiillonbozs centralitasai és vizu-
alizacio.
2. Ismétlés: matrixok, egyenletrendszerek, sajatérték-sajatvektor
Tovabbi olvasnivalé

e Jackson konyv 2. fejezet



3. Véletlen grafok, grafmodellek

Véletlen grafok
e Milyen altalanos kozos tulajdonsagai vannak ,tipikus” grafoknak?
e Tudjuk-e valamilyen modellel kozeliteni a valosagban megjelend halozatokat?
e A kiilonbozs teriileteken (tarsadalom, gazdasdg, biologia, technologia) megjelend halo-

zatok modelljei kozott mik a legfontosabb kiilonbségek/hasonlosagok?

Fontos kérdés a halézatkutatasban, hogy mely grafok az érdekesck és mi alapjan kiillonboztet-
jik meg az érdekeset a nem érdekest6l? Egy referencia pont halozatelemzésnél a véletlen graf.
A grafmodelleket két {6 tipusba sorolhatjuk:

e Konstrukeios modellek: adott szabalyok mentén bizonyos tipusa hélozatot hoz létre; pl.
spreferential attachment” algoritmus

e Generativ modellek: szabad paraméterek felhasznalasaval general halozatot; pl. az élva-
loszintség adott

Az Erdés-Rényi modell °

A modell egy olyan n pontu grafot definial, melyet G(n, p)-vel jeloliink, amelyben minden élt
p € [0, 1] valosziniiscggel hizunk be (és 1 — p-vel nem hzunk be), minden pontpar esetén egy-
mastol fiiggetleniil. A kovetkez6 néhany egyszert észrevételt tehetjiik a graffal kapcsolatban:

e Az élek szama varhato értékben: (721) P
o Atlagos fokszam: k = (n — 1)p

o fokszameloszlas:

azaz binomialis.

Fontos és rendkiviil intenziven vizsgalt matematikai modell. (Tovdbbi olvasnivalé a vélellen
grifrol: Bollobas Béla. Random graphs. Springer New York, 1998.; G(n, m) modell, melyet
Gilbert definialt még Erdés és Rényi el6tt)
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8. dbra. Egy generalt ER graf fokszameloszlasa és az illesztett binomialis eloszlasgorbe

YErdss & Rényi, 1959
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A Konfiguracié modell

Egy masik fontos grafmodell a kouliguracio modell, melyet G(n,k)-val jeloliink, ahol n a
graf pontjainak a szdma, mig k = (ki,k1,...,k,) a grafhoz tartozo fokszamsorozat (), k;
paros!). Specialis esetben, ha minden k; egyenld, akkor egy regularis grafot kapunk; ha k;
Poisson-eloszldsi véletlen valtozo c¢/n varhato ertékkel, akkor a G(n,p)-hez  keriil kozel” a
konfiguracio. A kérdés az, hogyan generalnank le a grafot, ha adott n és k? A modellben a
kovetkez6 valoszintiségek definidlasaval tesszik ezt meg:

P(i és j Osszekotott) = % (1)

2m
Ha adott egy graf, és ezzel egyiitt annak fokszamsorozata, akkor ezt a fokszamsorozatot hasz-
nalva egy olyan véletlen grafot tudunk generalni, mely az eredeti graf fokszamait meg6rzi.
Ezaltal a modell lehetdséget biztosit valos halozatok vizsgalatara azaltal, hogy kvantitati-
van meghatarozza, hogy egy megfigyelt haldzati strukiira mennyire pusztan a fokszamok ki-
vetkezménye. A megfigyelt mintazatok a halézatokban mennyire magyarazhatok pusztan a
fokszamok ismeretében? A konfiguracié modell fontos eszkoz lesz kozosségek vizsgalatanal,
nevezetesen a Newman-modularitds bevezetésénél (4. fejezet).

Kisvilag-grafok

Stanley Milgram (1933-84) kisérlete 1967-ben az volt, hogy véletleniil kivalasztott emberek
probaljanak egy levelet eljuttatni egy altaluk vélhetSen ismeretlen bostoni orvosnak. A le-
velet egy ismerdsiiknek tovabbithatjak néhany alapvets informaécioval a bostoni orvosrél. Ha
az ismerdsiik szemeélyesen ismeri az orvost, akkor egyenesen postazhatja neki a levelet, ha
nem, akkor egy ismerdsnek kell tovabbitani, tovabb folytatva a levelezési lancot. A kisérlet
eredménye az volt, hogy a 64 célba érkezd levél az USA 64 kiilonboz6 pontjarol atlagosan 5.5
levélvaltas utan célba ért.
A kisvilag grafok legfontosabb jellemzéi:
o Kicsi atmeérd: A legtavolabbi pontok sincsenek tul messzire egymastol (1d. Milgram-
kisérlet)
e A haromszogek szama nagy (,A baratom baratainak nagy részét én is ismerem”). Ezzel
kapcsolatos fogalom az tn. klaszterezettség (clustering coefficient), mely definicio szerint

3 x haromszogek szama

Osszefliggd pontharmasok szama

Szorgalmi feladat: szamoljuk ki a hdromsziogek vdrhato szamdt a véletlen grafban, illetve néz-
ziink meg néhdny valds tdrsadalmi hdldzat klaszterezettségét.
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9. abra. Regularis graf (p = 0), kisvilag graf (p > 0), véletlen graf (p = 1). Forras: Watts &
Strogatz, Nature, 1998
A Watts-Strogatz modell !
A modell lényegében egy algoritmus, mely kisvilag tulajdonsaga grafot general a kovetkezsk
szerint:

1. Kiindul egy 4-regularis gratbol (minden pont foka 4)

2. Minden élt p valoszindséggel atdrotoz ( azaz (i,7) €l esetén valasztunk véletleniil egy k&

pontot, p valoszintséggel toroljik (i, j)-t és behuzzuk (i, k)-t)

Ez eljaras egy ~ log(n) atmérdGji grafot hoz létre, tovabba nagy klaszterezettseg értek jellemzd.

A Barabasi-Albert modell 12

A konstrukeid, lényegében azt modellezi, hogy idében hogyan fejlédhet ki egy halozat. A
modell az tn. preferencialis kapesolodason (preferential attachment) alapul és a kovetkes
egyszer( algoritmussal adhaté meg:

1. kezetben egy Osszefiiggd Go graf ng ponton

2. t id6pontban hozzdadunk G-hez egy 4j v pontot ugy, hogy

P(v-t Gsszekotjiik egy megléve i-vel) =

22 kj

A 6. fejezetben részletesen fogjuk targyalni a modellt.

YUWatts & Strogatz, Nature, 1998
12Barabasi & Albert, Science, 1999
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4. Ko0zosségek hal6zatokban

A halozatra vonatkozo egyszerd meértékek, mint az atlagos fokszam, a fokszameloszlas, a klasz-
terezettség vagy az atlagos tthossz sok informaciot adnak a vizsgalt rendszerrél de clrejthetik
az closzldsok heterogenitasat. Pelddul azt, hogy a haromszogek vagy a fokszamok nem egyen-
letesen helyezkednek el a halozatban, hanem bizonyos részeken magas a haromszogek szama
vagy a fokszam, a halézat mas részein pedig kis fokt pontokat és fa szerd részgrafot latunk
(10. &bra).

Természetesen meriilnek a kérdés, hogy mi a halozat ,mmagasabb szinti szervezédésénck”
mintézata? Gondolhatunk erre ugy, hogy egy kisméretii halozat esetén ez szemmel lathato
(feltételezve, hogy aki lerajzolta a grafot ismerte ezeket a mintazatokat és szemléletes abrat
adott (10-11. abra); ugyanakkor nagyméreti (akar t6bb ezer, vagy milliés nagysagrendd pont
¢s él) halozatok esetén ezen mintazatok meghatarozasihoz kvantitativ eszkozok sziiksegesek.

Asszortativitas

A halozat pontjai kozott bizonyos attribiitumok (tulajdonsagok, jellemzdk) azonossagara meg-
léve élek vilagitanak ra, példaul ismerdseink egy részének kozos jellemzdje a kozépiskola, ahova
jartunk, més részének a munkahely vagy egyéb kozosség, ahova tartozunk. Tarsadalmi haloza-
tokban az is jellemz6, hogy olyan ismer@seink /barataink vannak akik valamiben hasonlitanak
rank, példaul életkor, beszélt nyelv, sziiletési hely, végzettség, anyagi helyzet, érdeklédési kor,
stb. A halézatkutatas szempontjabol érdekes és fontos kérdeés, hogy egy ilyen haldzatban

e az ¢l a hasonlosag miatt letezik (asszortativ kapesolodas)

e az ¢l letezése (ismertség/baratsag) miatt valnak hasonlova bizonyos attributumok, pl.
érdeklgdési kor vagy politikai beallitottsag

A héloézat heterogenitasa globalis szinten adédhat ilyen tipust asszortativ kapcsolodas miatt,
illetve abbdl, hogy a vizsgalt pontok olyan diszjunkt csoportokra oszlanak melyek egyenként
meglehetdsen homogének. Halozatokban az ilyen mintazatot modularis-, vagy kozosségszer-
kezetnek hivjak, ahol a kozosségek homogén épitd kovei egy amugy heterogén strukttranak.
Grafos megkozelitésben azt mondhatjuk, hogy a kozosségek olyan részgrafok, amelyekben a
kapcsolatstiriség nagy, mig az egyes kozosseégek kozotti mend élek szama relative kicsi.
Megjegyezzik, hogy attributumok hasonlosaga alapjan generalt halézat modellezésére egy
lehetség az ugynevezett Filness modell (a valogatott fejezetekben még visszatériink ra.)

10. abra. Haromszogek szama nagy, de azok csak a halozat egy részén talalhatok. Forrés:
Aaron Clauset, Network analysis and modelling course
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modnlar? core-periphery ardered

11. abra. Kozosségszerkezet, mag-periféria szerkezet, rendezett (linearis hierarchia) szerkezet.
Forras: Aaron Clauset, Network analysis and modelling course

A modularitas fiiggvény

Halozatok kozosségszerkezetének vizsgalatahoz egy lehetséges eszkoz az tugynevezett modula-
ritas [iggveny hasznalata. A fiiggvény tulajdonképpen azt méri, hogy az adott graf mennyire
tér el egy ugyanolyan fokszameloszlasu véletlen graftol, azaz

Modulartas = #{kozosségen beliili élek} — E|#{kozosségen beliili élek}) egy, a halozathoz
valamiben hasonlo véletlen grafban]|,

ahol # a halmaz elemszamat, E-vel pedig a varhato értéket jeloli. A Newman-modularitas 12,

mely az elsd ilyen fiiggvény volt kozosségszerkezet vizsgalatara a

oL

2m

Z(%‘ - p3;)8(C;, Cj),

2,

fiiggveny, ahol § a Dirac-delta figgvény (6(C;,C;j) = 1, ha i = j és 0 kiilénben), p;; pedig
annak a valészintisége, hogy i és j Ossze van kotve egy véletlen (null-modell) grafban. A
keérdés persze az, hogy mi legyen ez a véletlen null-modell graf? Az Erdés-Rényi G(n,p)
véletlen graf altalaban nagyon ,messze van” a valés halozatoktol, vagyis ezzel osszehasonlitani
egy valés grafot nem biztos, hogy célszerd. Ha a konfiguracié modellt hasznaljuk és ha az
eredeti graf fokszamsorozata (ki, ks, ..., ky) akkor py; = kik;j/2m, igy

1 k‘ik‘j -
Q= g 204~ 518G, Ci).
8
A c¢l pedig a pontok osztalyozasa (szétosztasa) Ci, ..., Cy (k =?) osztalyokba (klaszterekbe),
hogy € minél nagyobh (maximadlis) legyven, ezaltal meghatérozva a halézat kozdsségszerkezetét.

Néhany algoritmus modularitas maximalizalasra

Ha S a G graf pontjainak Osszes lehetséges particionalésa (klaszterezése) akkor egy f: S — R
fiiggvény méri egy adott P € S felosztas ,,josagat” (Persze kérdés mit6l jo a felosztas, vagy
még inkabb az, hogy mit értiink jo felosztas alatt 1*). A Newman-féle Q modularitas fiiggvény

13Newman, Physical Review E, 2004

HItt emlitjilk meg Jon Kleinberg egy eredményét, miszerint néhany egyszeri elvarast (axiomat) felallitva
megmutathato6, hogy nincs olyan klaszterezs fiiggvény amely minden elvarasnak eleget tenne. (Kleinberg, Jon.
"An impossibility theorem for clustering." Advances in neural information processing systems (2003): 463-470.)
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12. abra. Kozosségek és hierarchikus szerkezet

egy lehetséges ilyen fliggvény, az alapgondolat pedig az, hogy @ ,minél nagyobb, annal jobban
klasztereztiink”. Vegyiik észre, hogy S mérete exponencidlisan nagy (miért?), tovabbd Q-
t maximalizalni NP-nehéz probléma, de mégis léteznek jol miikodd heurisstikik, tovabba a
témdaban tovibbra is nagy szamban jelennek meg 4j tudomdanyos eredmények. Itt egy moho
algoritmust emlitiink (illusztralva a 12. abran):

1. Kezdetben minden pont egy 6nalld kozosség

2. Moho modon olvasztunk Ossze kozosségeket, aszerint, hogy a lépés minél jobban noveli

Q érteket

Az eljards implementélasra szamos kiillonboz6 technika létezik (1d. pl. single linkage, average
linkage, k-means etc.). Megemlitiink még néhany tovabbi lehetdséget kizosségek keresésre:

e Modularitas optimalizalds szamos valtozata

Mas kiértekels fiiggvények hasznalata (Mit tartunk fontosnak kozosségkeresés esetén?)

e Sztochasztikus blokk modell (a kovetkezé fejezetben tdrgyaljuk részletesebben)

Atfeds kozosségek keresése

Spektralis modszerek, dinamikus kozosségkeresés

Jegyzet, tovabbi olvasnivalo:
e Véletlen grafok: Jackson konyv IV. fejezet, Newman cikk IV. szakasz
o Kozosségek: Newman III. szakasz

e Kozosségkeresés oOsszefoglalo cikk: Santo Fortunato (2010): Community detection in
graphs, Physics Reports

Feladat: Probaljunk ki kiilonb6z6 kozosségkeress algoritmusokat egy valos grafon, nézziik meg
a kilonbségeket

15



5. A sztochasztikus blokk modell

Maradva a haléozatok magas szintd strukturalis mintazatainak feltarasa témakorben egy vé-
letlen generativ modellt fogunk megvizsgalui, ami a véletlen grafmodell egy finomabb vélto-
zaténak tekinthet6. Ennek érdekében egy P(G|0) véletlen eloszlast fogunk definidlni az dsszes
n ponta graf halmazan, ahol 6 kodolja az adott mintazatot, P(G|6) pedig megmondja, hogy
milyen gyakran latjuk ezt a mintazatot a halézatokban. Egyreészt ha adott 6, tudunk generalni
cgy grafot (a veéletlen segitségével) ezzel a mintdzattal, masrésszt visszafelé, ha adott G valés
vagy szintetikus halézat, meg tudjuk hatarozni a legvaloszindbb 0-t, ami a halozat létrejottét
kontrollalta. De mire is jo ez?

e Explicit generalhatunk adott halozatokat (nem egy algoritmus)
e Strukturaval kapcsolatos hipotéziseket tudunk ellenérizni vele
e Modellek ,,josagat” ellendrizhetjitk (mennyire kdzeliti a modell a valésagot?)

e Hidnyz6 mintak vagy jovébeli strukturak feltarasara is egy lehetsség

Modell definici6

A modell el6szor a 80-as években jelent meg szocioldgia téméja folydiratban'®. Napjainkban
szamos alkalmazasi tertilete van, gyakran haszmaljak gépi tanulasban, komplex rendszerek vizs-
galatdhoz és a statisztikus fizikdban. Létesnek altalanositasai iranyitott és sulyozott grafokra,
is, de itt csak a legegyszertibb esctet targyaljuk.

Az SBM egyszerten egy 0 = (k, z, M) harmas, ahol

1. k a csoportok (kozosségek/ pont osztalyok) szdma a héldézatban
2. z egy n hosszu vektor, ahol z; megadja, hogy az i pont melyik csoportba tartozik

3. M egy k x k blokk maétrix, ahol M,, megadja annak a valoszintiségét, hogy egy u
csoportbeli és egy v csoportbeli pont kapcsolodik egyméashoz

A modellben el8szor k-t kell fixalni, tovabba megjegyezziik, hogy az azonos csoportban 1éve
pontok sztochasztikusan ekvivalensek. Halézatot SBM-mel a kovetkez6 lépésekkel tudunk
generalni:

1. Megadjuk a (k, z, M) harmast

2. Minden (i, j) pontpéarra feldobunk egy érmét: M, .. valészintséggel behtzzuk (i, j) élt,

i%j

1 — M, ,-vel nem

Szemben a G(n, p)-vel aminek két paramétere van, ¢s G(n, k)-val aminek 1 + n, az SBM-nek
14+n+ ('5) parameétere van, ez a nagy szabadsagi fok pedig lehetdséget ad rengeteg kiilonféle
halozat generalasara. A G(n,p) Erdds-Rényi graf lényegében az SBM egy specidlis esete, ahol
k =1, azaz egy csoport van, M = p, vagyis M, .. = p mivel z = z; minden pontparra.

25

' Holland, Laskey, and Leinhardt, ,Stochastic blockmodels: First steps.” Social Networks, 5(2), 109-137
(1983)
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random graph block matrix random graph

13. dbra. A blokkmatrix és a realizalt graf (Forras: Aaron Clauset, Network Analysis and
Modelling course)

assortaiive block matrix assortative connmunities

14. abra. Graf kozosségszerkezettel (Forras: Aaron Clauset, Network Analysis and Modelling
course)

core-periphery block mudris core-periphery network

15. abra. Graf mag-periféria szerkezettel (Forras: Aaron Clauset, Network Analysis and Mo-
delling course)



Maximum likelihood becslés
Adott egy (valos) halozat, a kérdés az mi az a blokkmodell, ami legjobban kozeliti ezt a
struktarat? Feltéve M-et és z-t (azaz 6)-t a likelihood fiiggveny
L(GIM,z) = M. [[ 1- M.
(i.j)EE (i.7)¢E

A cél, hogy valasszuk M-et és z-t gy, hogy £ maximalis legyen. Példaként tekintsik a
kovetkez6t.Legyen N, a pontok szama az u csoportban (blokkban), ekkor N, = N,N, a
lchetséges élek szama wu és v kozott, tovabba legyen FE,, a ténylegesen létezs élek szama
(megfigyelés) u és v blokkok kozott. Ekkor az egyszerti becslésiink az élvaloszintségre a blokkok
kozott: My, = Euy/Nuy. A likelihood fiiggveényiink igy

B N B E Euu E Nur_Euu
LIG|M,z) = | | M2 (1 — My, = L 1-—=
( l Z) H w ( “ ) H < Nll’U NU,’U
u,v u,v
Vegyiik mindkét oldal logaritmusat, ekkor egyszeri szamoléassal

108; E = Z Eufu 10g‘ Eu'u I (Nu'u - Eu’u) log(Nu,'u - Eu.’u) - Nuv log Nu.'u

U,V

adodik, ami csak a z altal indukélt Ny, és E,, mennyiségektol fiigg csak.
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