GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

Kurzug-példatir

SZERKESZTETTE

SZABGOG Z OLTAN
egyetemi docens

Lektor

NAGY PETER’

tangzékvezetd egyetemi .
docens '

SZEGED
1985
Bolyai Intézet




9.§.

TARTALOMJIEGYZEK

Irodalomjegyzék

Bevezetd
le§e Az euklideszi geometria axidmdi | o 1
’7225;%f26563¥55EﬁW"'"“W""ff"W%mm"m””w’*“mw“"'”"””””i“’"”WW‘G’*’”’
Pdrhuzamos eltolédsok ) | 10
Forgdsok | | 16
Irdnyitést forditd izometridk ’él 27
3.8, Hasonldadgok : : ¢? ’,, 35 B
4.§. Kristdlycsoportok, rdics geometria, szabdlyos testek. . 46
50§, Miveletek vektorokkal (belazl-vektor és vegyesAszorzééNﬂB . ﬂ
6.9, Affin geometria, konvex geometria ' 8l
7.5 Kor geometria, k¥rtartd transzformdcidk ' 91
8.§. Elliptikus geometria | 108
Hiperbdlikus‘geometria ' _4 | 116




BEVEZETO

Példatdrunkban & klaesszikus geometridkkel (euklideszi

“geometria, rdcs geo metria, affin geometria, kor "ésk_gb'nb" o

-ﬂéeometria, elliptikus géometria, hiperbolikus geonetria)

illetSleg ezek transzformdcids cmoportjaival kapcaolatos
feladatokat gy(jtottik Sasze. Minden fejezet elején be-
vezetd talélhaté,'amiben az illei8 geometridirs vonatﬁbzé
elméleti eredményeket éz fogalmakat isgmertetjiltk, Ezek a.
bevezetlk "felépiteftek" abban az értelemben, hogy egy i
lehetsdges el8adds vdzlatainak is tekinthet8k. Minde-
mellett 6nnagugpggui§,tggulményozhaték, mivel nem tételez-
nek fel elfismereteket. ’

Az elméleti ismeretek elmélyitéaéhez,f8ként az irodalom-

jegvzékben felsorolt példatdrakbdél, mintegy 500 feladatot

gydjt8ttiink Sesze. Ezeknél a feladatokndl a pontos hivat-

kozdst is megadtuk, hogy az olvasd a megfelell k8nyvben

szerepld Utmutatisokat is felhaszndlhassa,.
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1.8, Az euklideszi geometria axi Smdi

Az euklideszi sfk axiomatikus feldpitésénél az alap-

elemek a pontok és az egyenesek (a pontok bizonyos rész-

__halmazal), amikre a kdvetkez§ illeszkedési és rendezési

axi dmdk érvényefek:
I, Iétezik legaldbb két kiilonbozd egyenes éa birmely
egyeneare legaldbb két killtnbozd pont illeszkedik.
I, Két killénbbz§ pontra egy éa csak egy egyenes illesz~
kedik.fzﬁglés - egyeneseket pérhuiamosnak mond juk,

(Jelben g; |l g5) ha g; = g, vagy gi n &= 9 teljesiil,

A t5bbi esetben az egyeneseket metszSknek mondjuk.

I3 Minden g egyeneshez és P ponthoz pontosan egy a P
pontra illeszkedl és a g egyenessel pdrhuzamos egye-

' nes létezike. |
1.1, Igaioljuk az eddigl axidmdkbdl, hogy két egyenes
vagy parhuzamos vagy pedig egy és csak egy pontban met-
szik egymdst. | :
1.2, Bizonyitsuk be, hogy a pérhuzamosség, ﬁint reldcid
ekvivalencia reldcid. A pdrhuzamossdgi osztéiyokat ne-

vernzilk irdnyoknake.

' 1.3. Nevezzlik pontoknak az A,B,C,D betﬁket; egyeneseknek
pedig sz {4,B} {A,C} [A,D] {3,0’} {¢,p} {ﬁ,n} két elem{
részhalmazokat. Bizony{tandd, hogy ez igy dfinidlt pont
egyenes rendszer kieldgfiti az illeazkedési axidmdkat.

Ry Bdrmely egyenesen adott két egyméséal_inverz teljes

rendezéa,




Ledo
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R, Ha valamely g egyenes az ABC hdromszbg egyik =
catdcgdra gem illeszkedik, de az egyik oldaldt

metszi, akkor pontosan még egy misik oldalt is

metsz. ' i

A fenti rendezésl axidmik segitségével vezessiik be |

——
__ P

a félagik fogalmét a kovetkezs m.Odei;””Avpﬁﬁtfdkw Aty

halmazdbdl vegylik el egy g egyenes pontjait, és az
{gy nyert Il \ g halmazon vezesallk be a kbvetkez§
¢ reldeidt: . | '

Ppa@ {=> DPqng-g, ahol T aP,Qq€ T\ g

pontok d4ltal meghatdrozott aszakaszt jeldli.

Bizonyitandd, hogy a g reldcid ekvivalencisa relécid,‘ .

amelynek legfeljebb két ekvivalencia osztilya létezik. ,’

Ezeket az ekvivalencia osztdlyokai nevegzilk téla{kok=-

nak. A két félafk létezése csak egy tovdbbi feltétel

' mellett igazolhatd.

Bizonyitsuk be, hogy ha bdrmely egyenesen bdrmely
pont el8tt is és.utdn létezik pont, akkor bdrmely egye-
neshez pontosan két félsfk létezik..

A kSvetkez8 metrikus axidmikban azt tesszik fél,hogy
bdrmely két P,Q ponthoz egy |PQ[jellel.Jjeltlt valds
szdn (tdvolsdg) adott a kivetkezld tulajdonsdgokkal:

Ml IPQl 2 0 és |PQ| =0 <= P=Q,
My Iral = ezl , .
M, lPQ| + [QRI2|PR| és az egyenlBeég pontosan

akkor teljestil, ha Q € PR, -

.




1 Ls5. Bizonyitandé hogy az M4 axiémaban szereplo Q pont
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M4 Minden (g £ ) rendezett egyeneshez, P € g

ponthoz éa A 2 0 valds gzdmhoz 1&tezik

Q € g pont, amelyre P £ Q és |PQ[=2]
teljestil. |

egyértelnien meghatarozott. | -

A pontok valamely o : T—>T 1eképezdését izometriinek

nevezzﬁk. ha megorzi e pontok tdvolségit.

.1 l.6. Igazolandd, hogy az izometridk bijekciék, amelyek—

ag keszt szekeszra, félegyenest félegyenesre, egyenest

egyereabe transzformdlnak.

A gfk axidmdl koz6tt az utoladt, az u.n. tengelyes tiikrfzések

axidmidjit vezetjuk be, -

I, Minden g egyeneshez létezik olyan '73 involutiv izometrie,
amelyik a g egyenest pontonként fixen hagyja, a hozzd tar-'
tozé xét £é1sikot pedig felcseréli.

1.7 Igamolandé, hogy minden g egyeneshez a (fj tikrbzés
" égyértelmﬁen meghatérozoft. | |
A h egyenes merCleges a g egyenesre (jelben K lg)),
ha h:% g és q%(h):h érvényes. ‘

1,8, Bizonyftendé a hl g => gln szinmefria, valamint

az, hogy tetszlleges g egyenesre tetazllegea P ponton

kereaztill pontosan egy mer61eges bocadthat .

Egy szakasz felezlpontJdban e szakaszre 411itott merdleges

g _felez8 merdleges,




Py & PyP,. Bzek kozil legyen a (Py, P, Pj) pdr olyanm,
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1.9. Igazolandd, hogy a felezd merSleges azon pohtok

halmaza, amelyek a két végponttdl azonos tdvolsdgra

helyeykednek el.
A tér axiéméit hasonl dan- csoportositjuk, mint a sfk

axiéméif. Itt az alapelemek a pontok m halmaza, a sikok

z halmaaa éa | az egyenesek T halmaza. “Ezekkel az axidé=

mékkal hosszadalmassdguk miatt nem foglalkozunk. A tovéQbi
‘réaszleteket 1d.LSzJ 1. fejezetében.

Végezetill-az-axiimék gyakorldsdhoz Sylveszter hires fela~
datdt emlftitiks :

1.10. Ha a sfk B pontja nem fekszik egy egyenesen, .akkor

létezik olyan egyenes, amelyik a pontok k¥zlil pontosan kettSt

tartalmay.

Bizonyitda: A pfoblémét Sylvester 1893-ban vetette fel, de

coak Jéval késdbb Gallai Tibornak sgikertilt igarzolnia« Ma
mir egy nagyon egyszerd biﬁonyités ig ismeretes:

Tekintslk a (Pi' Pj Pk) pont-egyenes pdrokat, ahol

hogy & ©P; pont [PlQ) tdvolsdga a P,P, egyenestdl az
adott pdrolkra a legkisebb, ‘Ekkor aPZPB eg,yerfes ndr més

Pj pontot nem tartalmazhat.

leéban, ha a P2P3 egyenes még egy tovébbi‘P4 pontot
tartalmazna; akkor a 3 pont k¥zll kettd, pl. a PQ’PB
pontok a Q pontnek ugyenarra az oldaldra esne ugy, hogy

Q 4 P21£P3 ig teljestil. (Ez dtjelbléssel elérhetl).




P, A
Ekkor viszont s P, pont
kbzelebb lenne & P1P3‘egye-
neshez, mint a Pl pont a |

S », P,Py egyeneshéz, aqi ellentJ

1e d4bra - mondds.

] Gallal Tibor bizonyitésa az R2 Pasch—fele exidmin ala-
pul' ' ,
A PyPses P, pontokstd jeldljiik be gy, hogy aaPl,PZ;PB

pontok ne legyenek kollinedrisok. A Pl pontot = tﬁpbivel

8=wekotS egyenesek a P2P3 egyenest véges sok ponfbﬁn metaszik,
éa legyen Q ezen az egyenesen ezektSl a ﬁetszéSponfoktél
kiilBnb6z8 pont.e A Pin egyenesek. a P1Q egyenest véges
sok pontban metszik, amik az egyenezt agakaszokra bontjdk.
Legyen PlA egy ilyen szakasz ( amit mdr = Pin egyenesek
nem metszenek), tovdbbd az A pontot a P4P5 egyenes mesge
ki, Ha a P,P; mér mis P, pontot nem tartalmaz, akkor a
bizonyitds kész. Ha ezen van még egy Pé pont ia skkor ezek
szdmozaadt Ggy végezzilk el, hogy a PSA a P4-et tartalmazza,
a P6 nontot pedig ne tartalmaszza.

*1 5 egyenes nar nem tartalmazhet tSbb ?g?tot a Pi

pontok kozmlil,

Valéban, ha P, € PP teljestilne, akkor vagy P, € P;Ps

.vagy padig P7‘$ ?I?S érvényes.




__tovd4bbi pontot nem tartalmar, amiﬂgz éilitést‘igazolja.

.6 -

A7 @138 esetben Pasch axidndjdt a P5 A P, hiromszdgre
’q ~ o '-_-a_'_. TSSO v T 2 A_
és =a P7P6 egyenegte dIkalpazva a P7P6 metgzene a ?1 |
oldalt, a mdsodik eaetben pedig a‘P7P4 egyenea netszené
a P{A oldalt. Ez pedig ellentmondds, vagyis a PJ_P5 AT

2.5, Izometridk

A sk izometridi k8z8tt a tengelyes tilkrdzéseket axioma~

tikusan vezettlik be., Nyilvdnvald, hogy tengelyes tilkrs-

zégek szorzatdval ujabb izometridkhoz jutunk. Az iébmet-
ridk leirigdndl fontos tétel, hogy minden sikizometfia
tongelyes tikrdzédsek azorzataként fejezhetd ki, a8% minden

sikizometria legfeljebb 3 tengelyes tukrozés szorzataként

ithatd fel. Amikor egy izometriét'tengelyea tiikrozégek szor- -

retaként fejezink ki, akkor a tengelyek i1ll. ezek szdma
nem egyértelmi, viszont a téngelyek azan@nak paritdsa
‘egyértelmien meghatdrozotte. P4ros szdmi tengelyes tiikrs-

zéa szorzataként felfrhatd izometridkat mozpgdsoknek, mig a

a tobbit irdnyitist forditd izometridnsk nevewziik,

A tengelyes tikrozésekkel speciélis izbmetgiék defi-

nidilhatdk.

e

.3[0. dbra
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Két, metazd tengelyekre'vonatkozd tikrdzések szorzatdt
forpgdenak neveszziike A tengelyek metazésbontja a:a forgés
cenfruma. Megnmutathatd, hogy k8zos éentrumn forgdsok Abel
féle. transzormdcidas csoportot alkbtnak,'valémint a tenge-

lyeket a centrum kdriil tetszllezesen (egylitt) elforgatva

- az uj tengelyekre vonatkozd tengeiyes tiikrozések gzorzata

az eredetl forgdst adja. Merfleges tengelyek eaetén a

forgdst centrilis tiikrdzéanek nevezziik,

A piarhuzamos eltoldsokat pdrhuzamos ténegglyekreivonat-

Koz$ tlkrozések srorzataként definifljuk. Fzek a transz-
formdciodk is Abel féle transzforzdclds csoportot alkotnak,
valamintta tengelyeket egylttesen tetsleegesen-pérh&zamo-
gan eltolva az dltaluk meghatdrozott eltolds nem vdltosmik.

Az eddig elmondottakbdl kdunyen 14thatd, hogy hérom
kbBzos pontra ilieszkedS vagy egyméssai_pérhuzamos tengelyre
vonatkozd tiikrtzés szorzata ismét tengelyes tlikrozée. Az
is megmutathatd, hogy pdros szdmi centrilis tikpszés szor-
- zata pidrhuzamos eltolds, mig péfatlan szémi szorzata ismét
centrdlia tlikrdzés. :

Ha héfom, Ta , Te )'tc tengelyes tﬁkrﬁzéghél allb’
és a,bl c teljesiil, akkdf 8 T rtﬁ-’tc Lszorzatot

csvaztatva tikrdzéanek nevezziik,

TetazSleges izometrifra megmutathatd, hogy vagy tengelyes

tiikrozés vagy forgds vagy pirhuzamos eltolds vagy pedig

calsztatva tikrdzés.
A tengelves tlkrbzések felcserélhetbfségére vonatkozdan

még megjegyezuilk a
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felcseréldsi szabdlyt, amibdél kbnnyen adddik, hogy

~ Y ,
L Te = Te e (= ha a=b vagy a.l b teljes#il.
A térizometridk tdrgyaldsa hamonlden tOrténhet.

~ Ekkor axiéﬁatiﬁﬁ?iﬁgawgfﬁfa;VBnatkozé*fukroiééékét‘vézetz“m" S

het itk be és ezek segitségével definidlhatdk a t5bbi spe- |
cidlis izometridk. Pl. Két metzzd 81kra vonatkozd tiikrdzés
szorzatdt tengely koriili forgasnak nevezzuk, mlg hsg a ket
51k pérhuzamos, akkor & szorzatot parhuzamos : eltolaanak

neversitk. A térizometridkra vonatkozd részletes tdrgyaldst

 14.[G3F 2; fejezetében,

A geometria fogalmi rendszerének kiépitésében az izometridk

e lehetd legalapvet8bb szerepet jdtszdk. Ez a késSbbiekben

is nyomon kivetkets, €s itt csak az irdnyitds, szig és teril-

1et fobalnakat eml{t jlik,

A glikot irdnyitottnak nevezziik, ha minden rendezett ( 3 ) o

egyenesének kituntetjﬁk az egyik 5:3 félaikjit (jobbpartjdt)
gy, hogy ha valahdnyszor egy LF mozgas A& ( 3 <4 ) egyenest
a (h &) rendezett egyenesbe transzPormilje, mlndannyiszor
a jobb part jobb partba keriil. '

A teret Yey irdnyitjuk, hogy az irinyitott sikok jobb part

rendagzerét tiintetjilk ki moszgdsinveridns nmédon. A térnek is
pontosan két irdnyitdsa létezik.

Blemi &zdgnek az (a., b,) alaki pirokat nevezzik, ahol

a, é3 b, kBzbs kezdlponti félegyenesek. A sikban az irdnyi-

tott szbpgeket az elemi szdgeknek mozgdsokra  vonatkozd

egybevdgdedgi omztdlyaiként definiéljuk. Ezek k&zttt, a

B
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reprezentdnsok amegitsdgével definidlt Ai<(a+b+) + £

(b+c+) = <§ (a+c+) Csgzeadds Abel csoportot definiél;
A reprezentdnsok segitségével termdazetes rendezés is

bevezethetS, és bebizonyithetda gzdgmérésre vonatkozs.

pontesan &gy

kovetkezd tétel:-Legyen - X >C>valés szim. Ekkor létezik

olyénrr¢ hozzarendeles, amelylk az iranyltott éiogekhez o

a [gx)intervallumbaveSG gzémot rendel Ygy, hogy (1)

§ (xep) = ($e0+ ) mod X ; (1) () £ $() ha X <f

~ tovabb4:(3) a ¢ a derékszoghoz a X/ 4 értéket rendeli.

A ¢ fiaggvényt mod ¥ mzbgrérésnek nevezzﬁk

Az elemi szognknek izometriékra vonatkozo egybevégésagi\

ogztdlyait skaldris vagy iranyltatlan szbgeknek nevezzlik.

A térbenTcsak'ezek a gzbgek definidlhatdk, az irdnyitott

gzbgek nem. A gzbgekre a Kiilsnréle szdgfiiggvényeket a szo-

kdzos mddon értelmazzﬁk.

Valamely ponthalmazt konvexnek nevezzlik, ha bdrmely

két pontjdval egylitt az ezeket YBsszekdtd szakaszt is

.tartalmazaa. A konvex halmazok metszete is konvex, éa

egy ponthalmasz lkonvex burkin a ponthalmazt tart&lmazé

konvex ponthalmerok metszetét értjilks A konvex burok az

a minimdlis konvex ponthalmaz, amelyik az adott ponthal-

mazt tartslmazza.

Ttt & terlilet és a “Erfogat mérdsdt csak ezekre a

a konvex ponthalmazokra vezetjiik be.

Bebizonyithatd a ktvetkezS tétel:
. Létezik egy és csak egy V hozzdrendelés, amelyik a Slk

ill. tér konvex K ponthalmazaihoz V(K) valds szimot rendel

a kovetkezd tulajdonsdgokkal
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(1) W) =2 0.
(2) Ha K =K1VK2 és}Kllﬁ Ky = #, akkor
V(K) = V (K 4V (Ky) (edditivitds).

(3) Bdrmely Y dizometridra

(4) AV a sikban az egységnégyzethez ill. & térben

az egyaégkockdhoz az 1 értéket rendeli..

A V hozzdrendelést a sikban tertilet-mérésnek a térbéﬁj
pedig térfogat-mérésnek nevezzilk. A kbvetkezdkben iémert-
nek tételezziik fel a killénféle geémetria alakzatok (hdrom-
sztigek, tetradderek, parallelepipednnok) térﬁlet-ill.
térfogat-képleteit is.

Feladatok pdrhuzamos eltoldsokra (M;lo-lé.o.- Ve66-71,
144~151404)

L | 2.1 Adottak az S, S, kOrok és az 1 egyenes. Huzzunk l-el

pirhuzamosan olyan 1® egyenest, amelynek az Sq1» 52

.....

kortikkel valé metszéapontjal adott a tdvolsdgra
vannak egynmdgtdl. :
2,2/a, Hovd kell épiteni egy folydra az MN hidat, he azt

akarjuk, hogy az A és B falvak kozotti ut a legrovis
debb'legyen_(4./a. ébra).

4\$\\¢v o ii\\\w

/4
—

7 4 /a=b dbra

B ' -v ) ( *LF*(*K*)*)*V '=**'*V*(*K")"*’7Tf’(’i*nv'&’1‘1:&’nci*&)i" e
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" Feltételek: Az A és B falvak a folyd kilsnbdzé pontjain

helyezkedhek el, a folyét pedig két pdrhuzamos egyenes
d1tal meghatdrozott sdvnak tekintjik, & hid irdnya meréle-
ges a folyd irdnydra. | |

b) 0ldjuk meg a feladatot'ugy_iglxyggy a két falut

t6bb folyd is elvdlaszthatja, amelyek mindegyikén hidat
ékarunk-épiteni.(A feltételek az eldézfek (4/b ébrai}

2.3/a. Hatézozzuk.megﬁazokmakaz M pontoknak a halmézét.
amelyeknek az adott 1, éu.i2 egyenesektél méxrt tévoléég-
Ssgzege egy eldre adott szakasz a hosazival egyezikfmeg.[

h) Hatirozzuk heg azoknak az M pontokhak‘a halnéiét,.
amelyeknek az adott 1, és 1, egyenesektSl mért tdvolsguk
kiil#inpeég ismert a hosszuéég.

2.4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy ABCD négyszbg MN k¥zép-

‘vonalnak a hosgza megegyeszik az AB és a CD oldaluk szém-

tani kdzepdvel, akkor a négyszﬁg trapéz., (M az AD, N
pedig a BC oldal felezési pontja.)

2.5. Ismerjk egy kr AB
éa CD hﬁrjait; Keresaiik a
~ kbrdn olyan X pontot, hogy
- az AX és a BX hurok a CD
hurbdl adott a hosszisdgu
EF szakaszt vdgjenak ki

(5. édbra).
5. 4bra 2.6/8, Az 59 és S, kBer
" metazéspontjalit Jjeloljiik
A-val és B-vel. Huzzunk




‘a% A ponton 4t olyan 1 egyenest, amelynek az S1 éa

. baszege ( vagy a kiiltnbsége) adott & nagysdgu szakasszal
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————— »

S, kordk belsejébe ead része asdott a nagysdgu gzakasz
lessz.

Q) Szerkeasziink adott hdromszidggel egyﬁevégé hdrom-
szoget, amelynek az oldalai hdrom adott ponton haladnak

2.7, Agott kér kor az S, éa az 82;9Sierkesszunk olyan

1l egyenest amely: L ’
a) pérhuzamos egy edott 1, egyenessel é8 ag Sl es S5 |
korokbol egyenlé hirokat metsz ki. ;f 3{
b) pirhuzamoz az adott 1, egyenessel és az S, ?é So |

k6r8k olyan hurokat metszenek ki beldle, amelyekhek“az“

egyezik meg.

¢) Athalad egy A ponton, és az S1 és az 82 korok. egyen16
hurokat metszenek ki beldle.
2.8, Adott a g ésaz 1 metaz8 egyenes meg egy ABC A .
Szerkessziink az. adettal egybewdgd hdrimazdget gy, hogy
annak egyik oldéla'a gy szemkbuti cslcsa ped;g-az 1 egyenesen
legyen! ' i |
2.9, Adott az ABC A\ és az i irdny. Szerkesszﬁk meg az i
irdnnyal pérhuzemos e egyenest ugy, hogy az AB oldalt olyan
X, & BC-t pedig olyan Y pontban messe, amelyekre te;jesﬁl
ay AX:BY=m:n adott ardny! '
3;19; Adott az a; meg az a, egyenes €3 az Tys hyy Toy by
szakaszok, valamint az 1 irdny. Szerkessziink olyan két kﬁrﬁ.

amelyek k8ziil az rlsugarﬁ az al-b61 hyy az rp sugari ag
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a2-b61 h, hogazisdgd hirt metaz ki, és olyan pontban érintik .

egymdat, amelyhez ta:tqzd_kszs érint6jilk 1-vel pdrhuzamosz!
2,11. Adott a k kér, a P pont és a ¢ szakesz. Irjunk az
adott kbrbe olyan ABC /\ -et, amelynek ¢ oldala nagységra

_éa irdnyra az adott ¢ szakasszal egyezd, a y szdg felezlje

pedig az adott P ponton mégy at!

2,12, Adott a k k8r és bemme az AB,CD hirok, tovébbs az
FG szakesz, Szerkessziink a k8rén olyan X pontot, amelybdl

AB-t CD-re vetitve, a vetiilet hosaza FG!

2.13. Adott az ABC A éa egy t szekasz. Keressink az AB
oldalon olyan X, a BC oldalon pedig olyan Y pontot, amelyek-
re érvényes ay XY=t egyenlBaség, és az AX:CY=m:n ardny adott!

g;;i; Adott két kdr (Ol,rl), (02'r2)' ay i ifény meg a t
szakasz, Szerkesszink i-vel pdrhusamossn olyan egyvenest,
amelyb8l az adott k8rdk olyan hirokat metszenek ki, hogy
azok hogsgainak Ysszege ag adott t szakasy hosszdval egyen-
161 | |

'2.15. Epy adott P ponton 4t szerkesaszlink olyaé egyenesat,
amelyb8l két adott kbr egyeanlhosszﬁ hﬁrokatwmetsz ki!

2,16, Két adott (Olrl), <02r2) k8rben olyan pdrhuzamos
sugarakat kell szerkeszteniink, am8lyek egy adotf P pontbél
egyenld szbg alatt ldtszanak, |

2.17. Szerkessziink olyan trapézt, amelynek adott a két

4t16ja, a k8zépvonala éa egy szbgel -
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2,18, Szerkessziink olyan négyszbget, amelynél adott asz
8, by, ¢, 4 o;dalak hossza é8 az ac azbg!

2.19. Szerkesszlink olyan négysziget, amelynél adva van
az e é3 az £ 4t18k hossza, az ef sz8g(= Y ), tovébbd a

négyszdg két szemkdrtl szge (x'ésﬁ) !

2.20. Szerkesszilk meg azt a trapést, amelynél ‘adott az

e 3 az £ &t16k hossza, az ef az¥g (= ? ), valamint két

szomgzédos oldal Yaszege (a+b)!

2,21. Szerkessszlink olyan hﬁrnégyszﬁget,.amelyben{gdqtt

‘az e éz az £ 4116k hossza, emek ¢ hajldsszdge, tov&bbE

az egylk £tlénak az egyik oldallal bezdrt sgfgel

2,22. Adott a négyszig e éa ¢ dt16jdnak hossza, azeknek @ . .

L?hajlésszage, 8z a é8 a b oldalak ardnya ( aibap:q)

és a mdsik két oldalnak (c,d)y hajlésseztge. Szerkesszlk
meg s négyszdget! |
2,23.Adott az ABCD négyszidgben két szemksti (AB, CD)
oldalénak hossza, tovédbbd a k8vetkezl hérom‘szﬁgsBAC¢£)
ACD 4. BDA 4..8rerkessziik meg a négyszbget!

2.24; Szerkessezilk meg a négysztget két szemkBzti olda-
1661 (AB, CD) éa négy sz8gébéll :

24254 Szerkesszilk meg & trapézt két atléjébél(e f),ezek
gz6géb8l (£ ) és az egyik 0ldddbdl (AB)!

2,26, Sze:}ggggﬁk_ggg az ABCD négyszdget BC, CD, DA
oldaléibél_negva'és I sz8geibll! | _

2.27, Adott az ABCD négyszdgnek két szemkbzti oldala
(AD és BC), ezek ¢ hajldsszbBge, valemint a két 4t16

( e és £). Szerkessszilk meg a négyszget!




meg *&’*t*ra’p é'z’t’l" e T p—
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2,28, Szerkessziink trapést, ha adott m magassdga, a pér-

huzamos oldalainak 4 killtnbaége és r, a kSriilirt kdr sﬁgara!

2.29. Adott az ABCD trapézban az e és az f 4t16, a pdrhuza-

mos oldalak felezéai pontjait Bsszek®td k hzakasz, meg az
4t16k felezdsi pontjalt bamzekdtd t szakasw. Szerkesszilk

2,30, Adott a k8r és azon a D, E, P pontok. Irjunk a kirbe

olyan ABC A\ ~et, hogy az ehhez tartozd hdrom {v felezési
pontja D, E, F legyen! |
2431, Tikrdzzik az A pontot egymds utdn a Pl’PZ’?Bé?4
paralelogramma négy osicsdra! Bizonyitsuk be, hogy ha
eltériink a ciklikus sorrendt8l, akkor a négy tukrézééx
ereddje olyan transzldcid, amelynek mértéke velamelyik ol-
dal hosszdénak négyszeresel

2.32, Adott az A pont és az egy egyenesen fekVG:Pl,Pz

- éa P3 pontok. Szerkesszilk meg &t az O pontot, amelyre

vald tiikrdzéssel helyettesithetS az A pontjgak az adott
pontokra ( az adott sorrendben) vald egymds utdni tilkrb-
zége! | | |

2.33. Helyettesithetb-e a Py és a P cehtrunogra vald egy-

mds utdni tikrdzés egyetlen pontra 3&16 tﬁkrSiéssel?
2,34, Adva vanvégy pérhuzemos sik.(slllszll83|ls4).
Tlkrdzziink egy tetszlleges P pontot a négy sfkra egymds
utén: Pl’P12;P123,P1234,I Hol leaz P1234f

2,35, A szabilyos oktadédes hirom cavcstengelyének vég-

pontjai legyenek: 1 da 4,2 ds 5,3 éa 6. Tﬁk&ﬁézﬁnk egy

‘tetSzGIéges A pontot az 1,2,3,4,5,6 sorrendbensﬁgy, ﬁogy

az elad tiksrkép Aqs emmek. tiikdrképe A12, A123;...’A1_6
legyan! A végeredmény mivel helyettesithet&?
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2,36,  Valamely kocka egy csidcadbdél kiinduld hdrom élének
végpontjal legyenek 1 3 és 5. B E cadesokkal dtellenes cad-
caok legjenek 4,u éa 2. Mikr8zziink egy tetszbleges A pontot
a kévetkez§ sorrendben: 1,2,3,4,5,6 Ygy, hogy az elsd tUkdr-
kép Ayy gnnek tﬂkdrképe A12, ennek tukorképe A123,¢..,

Aq_¢ legyen! Mivel helyett331thet6 a végeredmény? -
2,37, Adva ven egy Ponton £imend hérom sik: Sqs 82,83
é3 egy ABC A . Adjunk meg egy 1 vektort gy, hogy_a_héron- 
szbget avval eltolva, a hdrom pont a hdrom sikra iiieszked#ﬁ
3éx! ]

géégg Adve ven hérom kitérS egyenes: e11€5s@5, SzgfkéasZﬁk
meg azt a téglalapot, amelynek két csicsa az egylk egyeme~
gsen van, a mdsik ké! caticea redig a mdsik két egyeneseﬁ van!
2.39, Adva van hdrom olyan kitérS egyenes, amelyek ugyan- '
azon S sikkal pirhuzamosak. Olyan deltoidot kell szerkesz-
tent, aﬁelynél az egyik 4t16 merSleges @)-re is meg e,-re

ia és végpontjal e két égyenesen vannake. A harmadlk caidcs

az ej-on van és e cavcshoz tartozd 4416 hossza adott d

tdvo 153'.8.

Forgdsok, centrdlis tikrtzések (M.15-28, V 66-T1, 144-151.0.)

2.4C. Adott egy S kbr, egy 1 egyenes és egy A pont. Huz-
gunk az A ponton keresztill olyan egyenest, melynek az 1
egyenessel éa az S kbrrel vald metszésportJénak tévolségét.
8z A pont felezi.

__i;; Huzgunk az S, és 82 k8rdk kbzbs A pontjdn &% olyan
1l egyenest, melyre teljesiil hogy:

- N .
S S R




2.44, Tekintsiik a sfk 01,02”"°n pédros szému pontJét
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2) Az S, és S, kortk asz 1-b81 egyenld hurokat met-

gzenek ki,

b) Az 5; éa S, kbrtk d1tal kimetszett hurok killdnbsége

adott a hosszusdgd szakasy legyen. A

egy J pont. Szerkessziink a kBan '
olyan X pontot, hogy az AX és BX

V ‘hnrok a CD hurhdl olyan EF gza-~
kaszt vdgjanak ki, mglynek ad

pont a felezési pontja (€.4bra)

2.43. Két pdrhuzamog egyenes "
g1tal meghatirozott s&vnak nyil-{?
vénvaléan végtelen sok szimmetria-
k8zéppontja van. Létezik-e olyan ;
alakzat, melynek l-nél t6bb, de f
véges sok szimmetriacentruma ven?
(Pl.olyan alskzat, melynek kettd
és csak ketts éziﬁnetriacent-'

TUMS Val,)

és e AB szakaszt. Az AB @zekasz 0, pontra vénatkozéltukﬁr-
képét Jeltljiik | o |




7/a=b dbrs

A,B,-gyel, az AB, szakasz O, pontra vonatkozd tuk&fképét
Asz-vel, stb.-végﬂl agz An—l Bn—l gzakasy On pon%ra .
vonatkozd tikdrképédt A B -nel. Bizonyitsuk be, hogy:AA =
BB, . Helyes marad-e az 411{tds, ha n pératlgn? (A_7./al:
dbra azr =4 esetet dbrdzoljs).

2,44/b. A= 01,02""’0n pontok a sik pontjei. Tegylik fel,
hogy ez n pdratlan. TUkrbzzik a aflk egy tetazllzes A pont-
Jét a% 07,055.040,, pontokra, majd folytatSlagosan iamétel-

" ten tiikrdzzlik a kapott tlikdrképet as 0‘1,02-,_...0n pontokra. .

A 2n darab tUkrazés'utén kapott pontot jeldljiik A, -nel.
Bizonyitsuk be, hogy A, = A. ( A 7/v. dbrdn az n=3 esetet
l4thatjuk.) Igaz marad-e az 411{tds, ha n'pérds?

- 2,45, Adott a sikon pdratlan szdmu pont. Legyenek ezitk

a pontok egy n-oldalu sokszbg oldalfelezd poﬁtjai. Szer-
kessziik meg az n-oldalu sokez8g oldalait. Vizégéljuk meg

azt az egetet is, amikor n pdros!




., 8/a<b dbra

2.46/8. Bizonyitsuk bve, hogy bédrmely négyszig oldale

fele8 pontjai paralelogrammét hatéroznak nmeg! (8/5 dbra). \
. ‘ |
2.46/b. Bgy hatazbg oldalfelezési pontjalt jelSljk My,Moseees. |
Me-tal. Bizdnyitsuk be, hogy 1létezik olyan T, hiromszdg,
melynek oldalai pdrhuzamosak és egyenlSk ar MlMZ,'MSMG éza—
kaszokkal, és létezik olyan T, hiromszdg, melynek oldalai
pdrhuzamogsk éa egyen16k ar M2M3, M4M5 szakaszpkkal (8/b ‘
dbra). , ‘ ii
2.47, Adott az llés az 1, egyenes, 8% A pon§ §s egy « ;
825g. Szerkessziink olyan A kBzéppontd kdrt, aqélyben as 1, |
 éa 1, egyenesek dltal kimetszett k8rivher tarszé k8zépponti 1
8z5g £ o | N o
giig. Szerkesaziink olyan szabdlyos héromszageé; melynek a i
csucgai hdrom pirhuzamos egyenesen, vagy pedig hdrom kon- !
centrikus kdrdn helyezkednek el. |

 2.49. Adott az S k8r, az A és B pontok valamint egy o< szig. ‘
Szerkesszunk az S kordn olyan'C és D pontokat, amelyekre

igaz, hogy CA H DB éa a CD ijhez tartozd k8zéppontl szbg o o
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2,50, Adottak az S, ég S, kbrdk, az A pont éa egy X mzdg.
az

Sgerkesazlink A ponton 4%t olyan X nagysdgli szdget bezdrd

1, és 1, gzelfket, amelyekbdl az Sy éa 82 kordk egyenld

nagysdgi huroket metszenek ki.

' mzdgeket szerkesztiink. Bizonyit- |

2.51s Szerkessziink n-szdget,vhg;isnerJUk §§§W7az‘n gapabrwrww

pontot, melyek az’® n szdg oldalaira mint alapra szerkesz-
tett, adott o(,4o(, ..., X, szdrazbgd, egyenlSszdri hi-

romszdgek csucsai (9. dbra n=6).

9. dbra \

2,52, Egy ABC hdromazdg olda- \
laira kifeld szab4lyos hérom- 5

guk be, hogy ezeknek a hdromszb-
geknek az 0y, 0,, 0, ktizéppontjai i
ismét mzabdlyos hdromsztget ha- -
tdroznak meg (l0.4bra). Véltozik-e . 10. &bra
a feladet 411itdea, ha a szabdlye-

hromszdgeket nem kifelé, hanem
befeld mzerkemztjik? >




2,54, Egy ABCD paralelogramma
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b) Egy ABC hdromsz8g oldalaira szerkessziink kifelé
egyenld szdri hiromszdgeket. A BCAy, ACBy, ABCy
egenl8szdri hdfromsz8gek szdrszdgelt, azaz asg Al,Bl,Cl
caucsokndl levd szigeket jelbljuk «, ﬂ és ¥ =-val.
Bizonyitsuk be, hogy ha d’+ﬁ4-3" =360°,'akkor az

| ‘Aiiicl h;;ggggsg‘ggagéi‘“;gi“”: Jét“""ggwfigé-1“7“T55§fm"”ﬂ“W" """
- az AlBl 1 hdromszdg szgei fliggetlenek azx ABC hdromszog
megvdlasztdsdtdl, Vdltozik-e a feladat allitésa, ha az

egyenlaziri haromszogeket befele szerkesztjﬁk?

ggggg Szerkesazlink egy ABC héromszag oldalaira ézabélyos
BCAy, ACB;, ABC, hdromszBgeket. Az A, és A pontok a:-BC
oldel, &

B, és B pontok.pedig az

AC oldal kiil®nb&zd pontjein
helyezkednek el, a Cy éa C
pontokat viszont ne vdlasaga

el az AB oldsl. Jeldljik M-

mel az ABClqﬁéromszﬁg kﬁzép;
pont jét. Biibnyitsuk be, hogyll

11, dbra az AlBIM haronazbg olyan egyen-

18gzdri héromazdg, nelynelk
az M-csucandl levé azige 120°
(11. dbra).

oldalal £61é szerkeasmziink kife-
1é-négyzeteket, Bizonyitsuk be,
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- hogy ezeknek a négyrzeteknek

pontjsi négyzetet hatdroznak
meg (12 4dbra). Megvédltogzik-e
a feladat 411{td=sa, ha minden

UWnégyzetet befelé rajzolunk?

2,55, Adott egy ABCD Xonvex | :
négyszdg. Bizonyitsuk be, hogy T 12.ébr§ e
ha az ABO1 és & CDOg egyenl 8- o ' i

szdru derékszbgil hdromszdgek

01 én 03 csucsal egybeesnek,

- akkor a BCO, és a DAO4 egyenl 8azdru derékszﬁgﬁ haromszd— '
gek O, ér O4 csuceal is egybeeanek (1l3.4dbra). Az 4dbrén

&ind a négy hiromazdg a négysztg belsejében van,

5C

2,56, Adva van az AB srakesz meg a vele egyenlé'hosszﬁ
A B, szakasz dgy, hogy AB‘kYAlBl. (Ismeretes, hogy ekkor
 van egy olyan O; pont, amely korilli forgatéisgal e két
szakasy megfe1e16 pontjal fedéabe hozhatdk). Toljuk el




az AlBl szakaszt egy tetszlleges irdnyban az AZBZ’ _ o |

- k6zéppont jainak mértani helye? ' -

2.57. Adva van az AB szakasz meg a vele egyenld hogszd

ABBB"°' helyzetekbe! Mi lesz az eredeti . AB szakaszt
az Uj helyzetekbe Atvivd8 forgatdsok 02;03... forgdai

'AlBl szekasz gy, hogy ABJrAlBl. Forgassuk el az AyB,

‘ez aronossdg?

szakaszt egy tetszlleges XK. poni k8ril az Asz,A3B3,...' N
helyzetekbe! Mi lesz az eredeti AB szakaszt az ﬁj hely- ‘
zetekbe atvivo forgatdasok 02,03,... forgata81 centrue
mainsk halmaza? | ‘

2.58. Adva van az AB szakasz neg a vele egyehlS hosszi
és pdrhuzamos AlB1 gzakasz. Forgassuk el egy tetezzlleges
Klpont k6ril az AlB1 szekaszt az'Asz,'A3B3,... helyze-
tekbe! Mi lesz az eredeti AB-t ezekbe a helyzetekbe
Viv6 05,0554 forgatdsi centrumok halmaza? |

59. Adott az ABCD negyszbg négy ¢csdcsa, a negyszbg i

—

gzbgel d,ﬂ,xq .Forgassuk a sik tetsz61eges P pontjit -

a négy csdca k¥riil rendre egymds utdn <, [,y éa & |
gzbggel! a) Mi a négy forgatds ereddje? b) .Mikor leaz |

2,60. Az ABC A ~ben adott « ,b+c,-£bvébbé a BD+CD4

Buszeg, ahol D az my nagassdg talppontja. SZerkesszﬁk

meg a hdromszdget! | | | '
2,61, Adottek az(ol,rl), (02,r2)‘k6r6k ég az A pont. Szere
keasziink olyan egyenld oldald hdromaszBget, amelynek egyik
csucsa A, a néaik kettﬁ pedig egy-egy adott kidrdn van!




2062, Adott két pdrhuzaemos egyenes és az egylken egy
A pont, tovibbd egy tetszbleges P pont. Szerkessziink

az A és a P pontokon 4t olyan két pirhuzamos sgyenest,

amelyek az adott két egyenessel egylitt rombuszt hatdrol-

~nakV

2463, Adott egy kdrszelet és egy héromszag. Szerkesszﬁnk

Aaz adott hdromszbggel egybevégd hAromszbget ugy, hogy an-

nak csidcaal a kdrazalet hﬁrjén; illetve ivén legyenek!

- 2.64. Adott egy kBr és egy P pout. Szerkesszink a?kﬁrbe'

olyan ABC /\ -et, amelynek adott az a oldala, az s gily-
vonala 4g a milyvonalnak a P ponton kell éthaladnia!
2,65, Adott hirom koncentrikus kr. Szerkessziink olyar

egyenld szdrd derékszigil hdramgzdget, amelynek minden

ceticsa egy-egy kdrdn, a derékazbg csicea pedig a legnagyobdb ..

. sugaru kdron van!

2, 66 Adott egy paralelogramnma és az ABC egyenlo azgdrd

haromszﬁg, melynek fécsicaa C. Szerkesszilink a paraslelog-

rammiba az adotthoz hasonlé hiromsztget dgy, hogy C casilcsa.

a paralelogramma egylk caticasdban legyen, mésik két caticsa

pedig egy-egy oldalén!

;_§1L Adott a paralelogremma és az. w szog¢ Irjunk e

paralelogrammibe olyan téglalapot, amelyben az 4116k szdge
Wi

2,68, Adottak az (Ol,r ) (02,r2 (03,r3) k6rdk. Kereasiink

a kbrdkdn egy-egy (Al, Ay AB),pontot dgy, hogy az A1A2A3

AN 010293 D -gel egybevdgld legyen!
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2.69. Adva van négy olyan slk (81,82,8 ) amelyek egy t
egyenesre illesgkednek, TikrSzziink egy P pontot a négy

sikra egymis utdn! Hol lesxz P1234

2,70 Adva van négy sik: Sy |\ 55,65 8 \lS4, de z*r Sqp Mivel
halyettes1thet6 a négy sik vald egymds utdni tUkrbzés?

g;z;; Adva van négy ={ik: Sys Sps S35 Sy gy, hogy -azok ugyan-

'fazon~t~egyenesael—pérhuzamosakt~Mimleszfafnégymegymésﬁuténirvw;vw~:

tikrozéds ereddje?
2.72, Adva van négy afk dgy, hogy Sl’ 82 1lleazkedik ugyan-
azon t egyenesre, S4 viszont a t&bbihex kepest altalanos
helyzetd, Mi lesz a négy egyméa_nténi_tﬁkrﬁzéa eredGJe?
2.73. Mi az Baszefiiggés = S PRt

szabilyos tetradder lapszige és = szabélyos oktaéd9r lapszige

~. . kBzt?

- 2.74. Adva Vanjavézabélyos tetradder négy lapjdnak sikja:

S1» Sps Sy 68 S, hu 8, S,,§8fkok kbuts pontjdn &t vegylink
egy‘ﬁj gikot (Ss),mely pirhuzamos S4-gyell Allapftsuk meg,
hogy az. egy ponton dtmend négy sik mit alkot!

2475 Adva ven egy szabdlyos tetraédér négy hatdrold sikja:
Sq» Sg, S35 5y o A négy dltaldnos sikra vald tlkPBzdsnél
tanult mddon végemzitk el hdrom forgatist ﬁgy,lhogy véglil is
S3 meg S4 és 32 neg S1 i1s merdlegesek legyenek egymésral.
Mutagsuk. meg-a% eredményt rajzban és szémitésban egyﬁft!

2476+ Adva van a szabdlyos oktaéderbll egy csﬁcsﬁan Yo~

futd héromsziglap: 815 825 S 35 5, Forgassuk el metgzés-~
ﬁpnaluk kdrtil Sy~et és S,~t, majd Sq-at éa Sy~-et dgy, hogy
Sy, és 83 azonos legyen mint d4t16a aik! Keresailk meg az Sq

és az S4 metézéavonalét!
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2.77. Az ABC szabdlyos hdromszdg alapli gdila alapéle 2 (E;

oldaléle {S: Mit 4llapf{thatunk meg a gila D f8csdcasdban

Bsazefut$ hirom lap vetilleti héromélérSl?

2,78+ Adva van egy szabdlyos tetrsédernek egy csicaban

Baszefutd hdrom lapja. Hatérozzuk neg a vetilleti héromél

elszogeinﬁk osszéget' |
2479 Adva van a térben egy O.ponton-étmenS négy'egygnesx

CH a‘z, a3,a'4;é1talénos helyzetben., ( Bz természetesen azt

is jelenti, hogy legfeljebb két egyenes van egy‘éikﬁan). Tk~
rd8zziink egy tetszlleges P pontot, majd annak tﬁkSrképét a négy
egyenesre egymis utdn! Mi lesz a négy tilkrtzés eredményé, és
hbgyan érhetjik azt el? '

2.80. Legyen a szabdlyos oktaéder egyik (0) csicsédban Sssze-
futd négy él: aq, ap, gy 8y o Alkelmazzuk. rajzban az ellzé
feladatot erre az esetrel |
2.8l Adva van egy ponton étmen6 hérom egyenes Ugy, hogy

azok paronkent merflegesek egymdsra ( egy'kocka élei).
THkrdzziink egy P pontot, majd annsk tikdrképét sorban mind

a hédrom egyenesre! Mi lesz az eredd elmdzdulés?'

2.82. Adva van egy O ponton dtmend Bt afk &1taldnos helyzetben.

- ( Bz ternésgetesen azt is Jelenti, hogy egy metszéavonalra

t6bb a1k nem'illeszkedik). Tikrbzziink egy P pontot, majd
tikdrképét sorvan a négy egyenesre egymds utdn! Mi lesz az
eredd mozgds? |

2.83. gy kocka kdzéppoptjdra illeszkedik a négy cstvcsten-
gely: d,, dy, dg, 4. TUkrBzziink egy tetézGleges P pontot,
majd annak tUkdrképét sorban a négy egyenesre egymis utdn!

{rjuk le, hogy mivel helyettesithet§ a végeredményf
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Irdnyitist fordito izometriék (M 29 52, V.66-T1, 144-151.0)

2.84. Vegylink fel awm MN egyenes egylk partjan egy A ég

egy B pontot. Szerkesassziink az MN egyermesen olyan X pontot,
hogy az AX és a BX egyeunesek az NN egyenessel egyenl8 szd-
geket zdrjanak be. | | o

D) Vegyﬁnkgféi oz MN egyenes egyik oldaldn egy 5,83 ?éiffi
SQVkBrt. Szerekesszink az MN egyenesen olyan X pontot,
melybSl a kdrhoz huzott érintdk egyenld aszbgeket zé:nék be
az MN egyenessel. , ' . ;

c_ ) Vegylink fel az MN egyenes egyik partjén egy A és egy
B pontot. Szerkesszﬁnk az MN egyenesen olyan X pontot hogy
‘az AX egyenes kétazer akkor sziget zarjon be az MN egyenessel,
‘mint a BX egyenes, azaz AXM 4. =2BIN 4. (14.4bra).
24854 Ado%t egy ponton dthaledd hirom egyenes, Jeldljik
ezeket az ngenesek ll, 1, éa 13-mal. Vegylink fel az egyi-
ken egy A pontot. Szerkeaszdnk olyan ABC haromezoget, mely-
nek az 11, 12 ég az 13 egyenesek a szogfelez6i!

“l Adott egy S kbr éa a kdr k3zéppontjdn dthaladd 14 12 és
13 egyenes. Irjunk a kdr k8ré olyan héromszoget, melynek
csucgal az adott egyeneseken vanmak,
¢) Adott egy ponton dthaladd |
hérom egyenes, Jeldljiik ezeket %

az egyenaseket 1y , 1, és 1,-
mal. Az egyiken vegylink fel egy |

Ay pontot. Szerkesaszlink olyan E ‘ Ty

. e e s s - r———— o ——

ABC hérbmszﬁget, hogy e A, pont
a8 BC oldal felezlpontja, az 11, ;4’ dbra
1, és IBegyenesek pedig a hérom-

azbg oldalfelezd merdlegesei legyenek.




24§§{' Szerkesszlik meg az ABC héromsnget, ha ismerjﬁk az
AB = a hosszusdgu oldaldt, ehhez az oldaléhoz tartozsé m;
magagsdgit déa az oldslon fekvd azbgek kiiltnbaégét, a '5’-ta

b) Szerkessziink hiromsz¥get, ha ismerjlk két.oldalénak a

hosszdt és a harmadik oldalon fekvd szbgek killtnbeégét!

ISQébra »

2.87. Adott egy MON szbg és két pont, az A ég a B. Szer-
\keSSZUnk az OM egyenesen olyan X pontot, hogy az XYZ héron-
87dg egyéanszérﬁ hiromsztg legyen (15.8bra).

2.88, Ismerjiik az ABCD négyszdg minden oldaldnak a hosszét.
Szerkessazlik meg a négyszdget ha tudjuk, hogy az AC &t16ja
felezi az A csucsnéi levs szdget!

b) Sierkesszﬁk meg az ABCD érint6négysz6ggt, ha ismerjilk
az AB és az AD oldalak hosszdt, valamint a B és:D csucsokndl
levd azdgek nagysdgdt. )

. 2.89. Tudjuk, hogy s bilidrdgolyd egy egyenes falrél ugyan-
akkors azdg alatt verfdik viagza, mint amekkorérszagben neki-
UtkEz5tt. o '

Adott & sfkban n egyenes és a két pont. JelSljﬁk.az egye-

neseket 1,, 1p,eee, 1, ~nel a két pontot pedig A-val és B-vels
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Milyen szdg alatt kell ellkni
a golydt az A pontbbl, hogy egy-

misutdn mindegyik egyenesrSl valé '
visagzaverddés utdn a B pontba
jusson a .golyé (16. 4bra nns).
b) Vizsgéljuk meg ennek a feladat-

e o woeo————— nak agzt 8 specidlis esetét, amikor

16, dbra az A pont megegyezik a B ponttal,

n=4 és az 11, 12, 13, 14 egyenegek téglalapot hatéroznak neg f

Bizonyitsuk be, hogy ebben az esetben a biliérdgoi&é dltal

megtett ut a téglalap 4tl6jdnak a kétszeresével egyezik

ﬁegl( azaz a megtett ut nagysdga fliggetlen az Afﬁont*neg-

vélasrt4sddl.) Bizony{tsuk be azt is, hogy ha a golyé az.

A pontbha t¥rténd visszatérése utdn tovébb‘mozog, akkor “

ujabb négy visazaver8dds utdn iamét visszatér az A pontha.

2,90 Adott az 1 egyenes killonb8zS partjain egy A és egy
B pont. Szerkessziink az egyenesen olyan X pontot, hogy

az AX és BX szakaszok Usszege adott g hossrusdgu szakesz- '

szalvegyezzen nege. | S ‘_

b) Adott az 1 egyenes xl18nb628 partjain eéy A és‘egy‘

B pont._Szerkesszunk az egyenegen olyan X pontot, hogy

az AX és a BX szakaszok hosszkiilénbsége adott g hosszusdg
‘legyen. ‘ "

2.91. Bizony{tsuk be, hogy ha égy tetsz8legea ABC hérmm-

8288 magagsdgpontjidt tiikrozziilk az oldalakra, akkor a
tikdrképek a hiromszdg k8ré irt kSrdn 1eszhek.

!




‘ héromszobn ek, az A2 pont az

~ pont pedig ez_A1A2A4 hérom-

. =30 -

b) Szerkesszilk meg az ABC héromsztget, ha immerjiik a
dagasaégpontdénak az oldalakra vonatkozé tukﬁrképeit! |
2.92. Vegyllk fel a gikban az Al’ A2, AB’ A4 pontokat gy,

‘hogy az A4 pont az A1A2A3héromsz6g magaaségpontja 1egyen.

azdgek kdre irt“kdrdket S4, S3, 82 és Sl-gyel, a kozep-ﬁfﬁm a

pontjaikat pedig 04, 03, 0, éa Ol-gyel.
Bizony{tsuk be, hogy:
a) Az Ay pont 8z AjAqh,

A1A3 A4 haromszdgnek, az A3

gzdgnek a magassdgpontjae.
b)Az Sq, 82’>83 éa Sy

k8r8k sugarail megegyeznek.
c)Az 01020304 négyazdg

. valamilyen O pontja vonat-.

kozdan az‘A1A2A3A4A négyazdg
tikSrképe (17.dbra). ( A fe=

ladat ¢) részét ugy is megﬁo-
galmazhatjuk, hogy &z A;04 ( 1=1,2, 3,4) szakaszok fele~
z8pontjal egybeesnek.)

2,93, Adott a alkban négy pont. Jeltljik ezeket a
pontokat Ay, Ay, Agy A, -gele JelUljlik az AjAAs, A1A2A4’

A1A3A4, A2A3A4 hiromsgbgek maggsségpontjait rendre




- 31 -

M4 '] MB’ }dz (B Ml -gyelo~ Biz—onyit"'
- guk be, hogy ha asx A1A2A3A4 pontok
egy kbrtn helyezkednek el, akkor:
a)Az N, MM M, négyszbg az

-M pontra vonatkozd tilktrképe lessz

(18. dbra).(Azt im mondhatjuk, hogy

zéspontjal megegyeznek, eg lesz az

18, ébra

i

M., pont).

S b)em AAGMGM, A ASM, , AjAMOMa, ApASMN,

.A2A4M1M3 ) A3A4M1M2 és M1M2M3M4 pontnégyesek egy-egy kordn

helyezkednek el, és ezeknek a k¥rtknek e sugaral egyenlSk.

- 2.94. Bizonyitsuk be, hogy ha egy sokszbgnek kettdnél t8bb

szimnetriatengelye van, akkor azok mind egy ponthan metszik

'_'egymast!

2.95. Adott az 1 egyenes egyik oldaldr két pont, az A és

a B, valamint egy & hosszusdgu szakasz. Keregsilnk agz 1

egyenesen olyan & hosszuadgu XY szakaszt. hogy az AXYB t8r8ttvow

- nal hossza minimdlis legyen.

24964 Szerkesasiik meg ez ABCD négysiaget, ha tudjuk, hogy a
C és a D caucenil levd szlgek egyenllk, tovdbbd ismerjitk az
AB és a CD oldalak hosszdt, valanint a BC és az AD oldalak
Ssszegét és az A pontnak a CD oldaltél vald d tdvoladgdt.

az AM, (i=1, 2 3,4) szakaazok fele~

AjAshqh, ,}lfgygzognek Valan\ilyen o
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g;gz; A fénysugdr a afktliksrrdl ugy'veerik‘vissza,'hogy
8 beemdai szbg ds a visgszaverddési azbg megeg&ezik. He-
lyezzlink el .a afkon két egymiesal < szbget bezdrs skk—
2 ’ éhbl n

- tukrot. Bizonyitsuk be,'hogyhaya5'¢= 90
egesz szamy akkor bérmely olyan fénysugér, amely bejut

ebbe a tartomanyba, bizonyos gzimu visezaverédes utén

a bejovs irdmyal ellentétes irdnyban jut ki ebbdl a

tartoménybél.

1?/a-b dbra

2}98. Adoftak a afk 11’12""’1n egyenegel. Szerkessziink

SR - olyan AjAseeeh gokszbget, amelynek ezek az egyenesek

a) az oldalfelexd ner61egesei (19/a ébra),
b) a csucsoknal lev8 kiils8 vagy belsl szﬁgfeleZOi
. (19/p ébra).
Vizagdljuk meg kiilon azt az esetet, amikof n pidros; és
azt az esetet, amikor n pdratlan! Milen esetekben nem
lesz a feladatnak megolddsa, és milyen ésetekben lesz a

feladat hatdrozsat lan?
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gzgg; Adott a sikon n - 1 darab egyénea az 1,, 13,;..in

és egy M pont. Szerkessziink olyan AjAjsesed 1 oldalu

' gokazidget, amelynél : _

a)az AjApoldal telezdpontja M, a tsbbi oldal felez6-
mer61egesei pedig az adott egyenesek.

szognek a szogfelezdje haladjon 4t azx M ponton,

az A, , A3 ,...,An csucsokndl levd srdgek azdg-

felezdi pedig az adott 12',...lﬁ egyeneqek,legyenek;

24100.5zerkeassiink egy adott sugaru kirbe beibt n;dldalu
sokszdget, amelynek az oldalei pirhuzamosak a gik eiBre
megadott n darab egyenesévell |

2.101: Adott az ABC A b oldala X szdge éz azr a-c killtnbség.
Szerkesszitk meg a hiromazbget! | |

2.102,A30tt az ABC A -ben az a o0ldel, az < szdg és a

“b-c kiiltnbaség. Szerkesszilk meg a hiromsudget!

2,103, Adott az ABC A -Ben ar my megessig, a (- ) kiilonb-

ség é8 r, a koriilirt kBr sugara. Szerkesszilk meg a hirom-
- gzdget! | , “%‘

2 2,104, Adott az ABC A a oldala my magassééa, valamint a
| /3 X kiildnbség. Szerkeassilk meg a héromszoget!
2,105, Adott az ABCD négyszbg négy oldala, és tudjuh, hogy
a8z AC dt16 az K az8g felezlje. bzerkesszuk neg a négy-

szﬁget! -
2,106, XKépzeljlink el egy hdromszdg alakd bilidrdasztalt és

azon két pontazerd golySt. Milyen irdnyben kell ar egylk
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golyét ellskni, hogy az asztal mindhdrom oldalén visz-
gzaverSdve, eltaldlja a mdsik golydt? |

2.107. Adott az ABCD négyszdg oldalainak négy felesd
mer8legese ( helyzetiiket tekintve). Szerkesszik meg a
negyszoget! ’

2.108. Adott a ki meg a k, k8r és egy g egyenes. Sger- .
kesgziink a két kdrhoe egy-egy olyan ti; illetve t,
érintét, hogy azok metszéspontja g-n legyen, tovébbal
a tlg szog a gﬁg azdggel egyenld 1egyen!
2.109. Adott egy hegyessx8g két szdra ( a é8 b), tovébba
a szdgtartomdnyon bellil a P éa a Q pontoks Szerkesggﬂnk
_olYan ABC egyenld szdrt héromszdget, melyheklfécsﬁcsa,
A a b egyenssen van, alapja (BC) az a egyenesen,.tovébbé.
egy-egy 8z4rs a P és a Q pontokon halad 4+t! ‘ |
2,110, Adott az A és a B pont & a B-re illeszkedd b egye- "
nes. Kevessiink a b-n olyan X és Y pontot, amelyek B-t81
egyenl§ tdvol vannak, 8 az XY szakasz az A pontbdl édott.
A azdg alatt létaszik! |
2,111, Adott a két metazd k8r. Az egylk metazégpontonf
.(P) dt olyan szeldt szerkesszﬁnk; ameij a kbrdket még
egy-egy olyan pontban metaszi, hogy a,velﬁk‘meghatérozott
gzakasznak P s felezési pontja 1egyén!;'
2,112, Adott ABCD négysrdghbe irjunk paralelbgrammét 4gy,
hogy cslcapontjal a négyszig oldalain, £t1déinak metszés-
pontjai pedig egy adott P pontban legyen! * | :




Wﬁfhbgj~kordljarésuk ellentétes.
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2,113, Adott egy ABC A a oldala, 8y sﬁlyvonala és ay
g,b 4 =) 8z0ge. Szerkeaszilk meg a hiromawdget!
2.114. Adott az ABC A < szbge, 8y Sﬁlyvonéla és-azA

as 4 = £ sz8g. Szerkessziik meg a héromazget!

2,115, Adva van két egybevdgd ABC A és Al 10 A ugy,-

I. Szerkesszik meg ast az ey tikrdzéal tenge}yt,
~ amelyhez tartozd csdzzd tvkrBzésgel a két hdromazdg
fedésbe hozhatd! o

II1. Worgassuk el egy tetszlleges K pont koriil az
AyB4C4 A -et ag AgBoCy A3 303,... helyzetekpe!.gi

Az eredeti ABC /A -nek egen 4j hélyeetekbe valS trans z-
formildsa cavszd tlikrtzéssel killonbszd e, €greee -
 tengelyek mellett lehetséges. Mit nondhatunk ezekrsl
 a tengelyekrdl? |

368 Hasonléségpk

A hasonldadgok vizsgdlatdndl a’ﬁektorokat'is és a
pdrhuzamos szellk tételét is hasmndljuk, igy mindenek -
elStt az jdetartozd fogalmakat tekintjdk bt. '
A (P,Q) rendezett pontpdrokat elemi vektoroknak vagy

a P pontban k8t5tt vektoroknak nevezziik, de haszndljuk
a8 Q poh%uéﬁlﬁ“?ﬁr§”Vbnatkozé nelyvektora elnevezést is.
Két elenmi vektort ekvivalensnek tekinmtiink, ha padrhuzamos
eltoldssal egymdisba trangzformdlhatdk.Az 1gy nyert

ekvivalencia osztdlyokat neveszszilk vektoroknak.
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A (P,Q) 4ltel reprezentdlt vektort PQ jellel Jeldljiik.
A reprezentdsok segitsédgével definidlhatd a

PQ + QR 1= PR

e Yggzeadds mivelete, amelyre nézve a vektorok Abel csom=- - - |

portot alkotnak. Ha 2 valds szénm, akkor & ) PQ
- vektor definicié szerint a ;}2g:=2§, ghol R a (PQ, £ )y
P £ Q, rendezett egyenesen az a pont, amelyre |PR[ =
NPQ( és A = 0 egsetén, R > P ill. A< O'esétén
R % P, teljesiil. Megmutathat 6k a kbvetkezd miveleti
szabdlyok; ; .

O =O’

E

l .x =X, . i .
o +/G') X= oL X+ /? X, -
(et) % = “.(f X)y

1 A (X+Y) = (X +X Y

Az utolsd diagtributiv tulajdonsdg a kdvetkezd u.n.
'pérhuzamos azeldk tételébh8l igarzolhatd. Legyen 11'&8 i, )

a s8f{k két kiilonbbzd irdnya. Ekkor s afk bdrmely x

~ vektora az i, irdnybél

1

/“L\"f‘_ (E)

20, ébra
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az 1, irdnyba levet{thetS (1d. az dbrdt). JelSljlk
ezt a vetilleti vektort a /Uiliz (x) Jellel. Ekkoxr

- a pdrhuzamos szellk tétele gy is megfogalmazhﬁté,

hogy a /l,Liliz (

x) fUggvény homogén és additiv, vagyls

Jraptp(3 = 3 Aty @

/l/t ilié(' x+y ) = /V» i.liz(f). + /u i1, ’_(_3[).4

teljestil, o | _
Tekintsﬁnk most egy O pontot éz } £ 0 valds s-z‘.émot,
é3 minden O pontban k8t8tt helyvektort nyujtsuk meg -

A -szorosira. Ekkor a sikban vagy térben olyan O,

ponttranszformicidt kapunk, e.melyré’i a pérhuzamos szelbk |

tételének tobbagbrds alkalmazdsival megnutathats, hogy

minden swaksszt |)| -ggorosira nyijt meg. Ezeket a

ponttramzfoméoiékat centrdlis hasonldsigoknak nevezgzilk.
Ezek azzal a tulajdonsdggal is rendelkeznek, hogy minden
egyenest Onmagdnak pdrhuzamos egyenesbe traszformdlnak,

Altaldnosan s hasonldsdmokat olyan P —> P? -pon'b-"

trgnszforméciéként definidljuk, amelyeknéi bdrmely P Q
‘pontxza | e | / |2Ql= D> 0 (konst®n8)e A 2 &
hagonlésdg paramétere, és a hasonldsdgot H., Jellel
jels1Jitk, | |

Mivel az O§ o H. = o leképeréds izometria, ezért

P
‘minden hagonldsdg Hy = 0, alakban egy izometridnsk




_ irdnyitds tertd 111. irdnyftds fordftd. =
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éa egy centrdlis hagonldmdgnak a azorzata. EbbSl adddik,
‘hogy a hasonlégdgok egyenes- és azbg-tartdek. Egy H,

hasonldsdgot irdnyftds tartdének 11l. irdnyftds fordftdnsk

neveziink, ha a H, = 0, %»elédllitdsban az o« izbmetria

A hesonldésdgokra érvényes a kdvetkez§ fixpont tétels

' Ha egy hasonlésdg mem izométria, akkor egy éa csak egy
fixpontja léteszik. . .

Ha Hy = 0,5«--@l0411itdns és a fenti £lxpont tétel médot
nyijt arra, hogy az izoﬁetfiékra adott os#télyozée gegit-

gégével a hagonldsdgokat is osztdlyozzuk. E szerint a

a{kban a nem izometrilkus hagonl dgdgok yagy tlikrbzve nyij-
tdasok vagyu forgatva nyijtdsok. A tér hasonlolgdgaira ism

ilyen osztdlyozds .adbatd, de & kérdés ekkor természetesen -

.bsazetettebb,

- 3.1. Adott kétve'g;yenes.nll és 1,, valamint e A pont. Az
A ponton 4% huzzunk olyan 1 egyenest, ameiyb6l 1, és lé

. olyan BC szakaszt metsz ki, hogy AB: AC ='m:n;

Q;gL Adott egy S kor és rajta egy A pont. Haté50zzuk meg
gz.A ponfonbétmen6 hurok k8zéppontjainak halmdzét.' |

b) Adétt egy S kbr és rajta hdrom pont A, B és C.
Szerkeészﬂk meg aznt az AX hurt,'amelyef a BC hur felez.
3.3. Adott két koncentrikus kdr S, és.Szr Srerkess riink
olyan 1 egyenesat, mely ezekét a kdrtket az egymééutén.kﬁvet4
kezd A,,B, ¢Céas D pontokban metszi ugy, hbgy AB=BC=CD
( 21/a 4bra). | | -
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2l1/a~b-c. dbra

b) Adott hdrom koncentrikus kér Sl; SzAés 33; Szer-
kesaziink olyan, egyenest, meiy ay Sl’ Sé és*S3 k8rdket
az egymigutdn k¥vetkezd A, B és C pontokban metszi és

AB=BC ( 21/bo -ébra).

c) Adéf%fﬁégy“kbﬁééntrikua k8T Sy, Spa Sy és Sy Szer-
kessziink olyen 1 egyenest, amely a kSrtket rendre asz

A, By C és D pontokban metszi ugy, hogy AB=CD (21/c.ébra).

3.4. Irjunk az adott ABC héromazBgbe négyretet ugy, hogy

két caucsa az AB olklra, a misik kettd pedig az AC é=
BC oXalakra easemn. ’

b)Irjunk ax ABC hiromszbgbe olyan hiromszidget, mely- .~

nek oldalai pdrhuzamosak az 11 1, éq 13 egyenésekkel.
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3s0s Adott az 14 éa 1, egyenes: 1)-en az A pont, 1,-n
e B pont. Mgrjlink fel am l1 és 1, egyenesekre az A
illetve B pontbdl kiindulve olyan A, és BlM, szakagzo-

AMl ,
kat, hogy az

: = m ariny eldre adott legyen. My
és Mo, pontokonBMZ. 4t hugzunk az adott 13 illetve 14
egyenessel pdrhuzamost (22.4bra). Hatdrozzuk meg a

- kii186nb8z8 m értdkekndl kapott egyenesek metgzéspontjai-

nak halmazdt.

- 22. ébI‘a

b) Az AyAsAq...A sokszSget vdltoztassuk meg ugy;
hogy oldalai adott irédnyokkal pérhuzamosak’maradjanak
A 1°? A2,000An_1 cgucs&i pedig az &dottlllg.laooc’lnpl
agyeneseken causszeniak. Hatdrozzuk meg ax A, csucsok
halmazdt. | ' -

¢) Irjunk adott sokszdgbe olyan sokszbget, melynek
oldalai adott egyanesekkel pérhuzamosakll

1/ Adott sokszBgbe irt sokszdg alatt azt értjik, melymek
ninden csucga az adott sokszdg oldslaira (minden oldalon
egy csucg) vagy azok meghosszabbltasara esgik.
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A 3.6. Szerkesszlink olyan S kbrt, amely
a) Két adott ;l.és 1, egyenest érint ég dtmegy

az adott 4 pontong
b) dtmegy két adott ponton, A-n és B-n, és az adott
e 1 egyenegt érintiy ,;7 - |
¢c) két adott 1i ég 1, egyenest éa egy S kort éz:in'b
3.7+ Bizonyitauk be, hogy az ABG héromszg sulyﬁonalginak
S kbz8s pontja,a korilirt k¥r O kSzéppontja éérazmM ma-

. gassigpont egy egyenesen van és _MS 2 23/a dbra)e

" ( Ezt az egyenest a hérumszbg Euler egyenesének nevezzik).

23/a~b dbra.




. a% A’, B', C* oldalfelezd
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b) Bizonyitsuk be, hogy e héromsztg oldalfeleszd
pontjain dtmend és a sremk¥zti szbgfelezdvel pdrhu-
zamos egyenesek egy pontban metszik egymést;

c) Bizonyitsuk be, hogy az ABC hiromszbg csucsalt

Jéval Osszekdtd egyenesek egy J pohﬁbaﬁ metszik egy-
mizgt. Bz a pont a ﬁulyvonalak S metazéspontjéval és

a beirt kor Z kUzéppontjdval egy egynesen van és

"%%‘ = %T (23/bedbra).
3.8. Legyen M az ABC hdrom-
gz8g magagsdgpontja, 3 pedig
a sulypontja; Bizony{itauk be,
hogy az a K k8r, wmelyet a X

k8riilirt k5rb8l M kdzéppontu,

%' ardnyu hasonldésdggal ka-

punk, szdrmaztathatd X~bSl S |

kozéppontu, - % ardnydi hason-
1d8sdggal 1g. Ez a kdr dimegy

pontokon, magassdgok talppont~‘,3 S -.2' ~ - A

jain, éa az MA, MB, MC szaka-
arok felezlpontjain (24/a dbra). 24/a~b &bra.
(A X kBrt a hiromsz8g Euler k8rének, Feuerbach k8rének
vagy kilenc pont k8rének is nevezziik.) |
b) Legyen J az ABC hdromezdg csuceait a szemben levd

oldalak és a hoszd{rt kortk érintési pontjaival Ssszekits

,1h34§5§mbe§,16Y5;91dalthzzéirtﬂkﬁréngk,é;inﬁésiwppnie R
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egyenesek k8zds pontja és S a héromszdg sulypontja. Bizo-
nyitsuk be, hogy az a K kxor, mely kbzeppontocan hagonlé
a’'k beirt kbrhbz a dJ hasnnldsagi ktzéppontra vonatkozoan

? arédnnyal, szédrmeztathatd k-bsl S kﬁzéppontu, - %'arényu

AWWhasonlésaggal i5. Ez a k8r érinti aw A’B®, B’C} C’A’ k-

zepvonalakat és a JA, JB, JC szakaszok felezéspontjalt (D,
F, B) Gaszekdtl egyeneseket ( 24/b gbra).

2;2; Az ABC héromszbgbe
irjunk olyan PXY hiromszbe
get (P az AB oldal adott
pontja);.mely egy adott
IMN héromgzbghbz hasonl&._

b) Az ABCD paralelog-
ramniba irjunk egy adctt

KIMN parelelogrammihoz ha~

gonldé paralelogrammét.

HZS;Lébra

3.10. Az 54 és 5, X8r egyik kizts pontjdn, A-n hugzzunk
egy tetszbleges egyenest. Ennek a kBrbkkel vaié migodik
'mefszéspontjait Jeldljik Ml;gyel és My=vel. Ezutdn a L
kdrok O és 0, kdzéppontjaibbl hugzzunk az My illetve
M2 pontokba huzott M;N éa NN érintﬁkkel péduzramog
egyeneaeket (OlJ s OZJ)’ (25. ébra). izonyitsuk be,
hogy a JN egyenesek egy ponton mennek dt, és a JN sza-
kagz hosaza dllandd ( az M,AM, egyenes megvélas ztdadt 61
| figgetlen).
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_Yg&;;& Szerkessziink ol&an ABCD hurnég&sz&get; melynek ol-
dalai adottaks: AB=a, BC=b, CD=c, és DA=d. ,

-b) Szerkesztendd ABCD négyszdg, ha adott a B és D cau=
caaindl levd szbgeinek Usszege és oldalainak hosszg: AB=a,
BC=b, CD=c, és DA=d. o

Az a) feladat a b) specidlis esete. - I

3,12, Szerkesssiink olyan S ktrt, mely két egyenest 11—et _
ég 15-t érint, és az adott T kort o ang_alatt metszi,.
( Két metszl k8r hajldagzdgén, a metszéspontjukban huzott
érinto;k altal bezdrt azdget értjﬁk).
3.13. A sfkon adott négy

olyan egyenes -11. 12, 13

és 14-, melyekb8l bdrmely ;-<\\;/. AN
| ’ J /, \
hirom nem megy &% egy pon- 4 ;;:gt“ _/
I [ ) ;8 /

ton, és birmely kettS nem | 4 Kf\\iléAx\
pdrhuzamos. Bizony{tsuk be, _ f;F:\'e,a
~hogy az dltaluk meghatdro- | “ // \\\\\'
: Se ™ \
gott négy hdromszig kbriil- ; I L
irt k8rei egy ponton mennek 26, dbra

at ( 26. abr&).
3.14. Legyen Sles Sy két, egymést az A pont&an metsyo O gg 0,

kBzépponty kBr. Tekintsﬁk egy
tetazdleges K amzbget, melynek

csucsa az A pontban van.legyen
.M]_és_Mza grdg szdrainsk Slés
S, korrel vald metazdéspontja.

J pedig az 04l és Ol egye-
nesek metszéspontja (27 dbra).

27« dbra




"Wpontok halmazdt.
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a) Bizonyitsuk be, hogy ha a azbget az A pont kbril

forgatjuk az M;M,J hiromssztg koriilirt kore mindig dtmegy

egy rdgzitett O ponton,
b) Keressilk meg a klillbnb¥z8 o szdgekhez tartozd O

3.15. Rajzoljunk egy n-szig oldéhi f61é eldre adott hérom-

szdgekhez hagonld haromszﬁgexet. Ezek csucsai legyenek

v rendre Mys Mo fe.Mn. Mys Myyeeadl, és sz adott hdromgzi-

gek ismeretdében szerkesszilk meg az eredeti n-gedget. Mikor

nincs megoldds, és a feladat mikor nem meghatdérozott?

3.16. Adott az 1 egyenes, rajta az A pont és az Sl,'sz*

kdrtk. Szerkessziink olyan ABC héromszBget, melyben az 1

egyenes az. A csucandl levl szbget felezi, @ B és C csucsak .

as 5 illetve S k8rdn vannak, és az AB, AC oldalak ardnya
1 2

ar adott m:n értsk.

3elTe Szerkesszﬁnk olyan ABCD négyszdget, amelynek AC

é116ja az A csucanil levo gzdg szbgfelezdje, ha '

a) adott az AB és CD oldal, az AC atlo éa a B éa C
cgucsokndl levd szogek kiilénbaége ;

b) adott a BC és CD oldal, valamint az AB és AD olalak

ardnye é3 a B és D csucsokndl levd szigek kulonbsega. N

¢) adott az AB és AD oldal, AC 4416 valamint = BC éa
CD oldalak ardnya. | | R
3.18. 0ldjuk meg a 3.17. feladatot - az AC 4116 az A
czucgnil levd azﬁg'szﬁgfelez63e~ feltétel helyettwazzal

az 4ltaldnosabb kikbtéssel, hogy a BAC és DAC szdgek adott

Y - val kiilonbdzzenek.




L 3.19. A afkon adott két egyenes

1, és 15, A afk minden ¥ pontJjé-
nek felelfegsﬁnk nmeg egy uj M’ %
ﬁontot a kﬁvétkezﬁképpen: 'Legyenfi
m az M-en dtmend olyan eéyenéé, | |
:"n»»melynek 11~ésIé,kSzé,es6PQ‘ﬁVw:}
sgakaszét az I pont felesl,P? -
és Q° pedig P és Q ly-re, illet; ,

o - \ve. ly-re valéd merélegeé vetiilet 1 

28.4bra SR ; é
' és M'P’Q’ szakasz felezlpontja

- (28.dbra). longasauk az M pontot egy kiérdn. Mi lesz ekkor . !

~az M* pontok halmaza? (M. 53-77.0)

‘ﬂoéo Kristély-csoporiok, réca-gedmetria.' » : '}
. . | B
Valamely ponthalmaezt invaridnsan hegyd igometridk nyil- ;

vénval an csoportoﬁ alkotnak, amit a ponthalmaz  szimmetria .’7U
o
|

csoportisnak neveziink. A szimmetria caoportkban a mozgdsok .

részcgoportot alkdtnak. Az egyszerﬁség_kedvéért a tovdbblake
. ban a mozgigokra vonatkozd szimmetria csoportokat vizagdl- !
Juke . : |
A sikben vagy férben;egm ponthalmazt digskrétnek  nevez- {

glik, ha zirt és & halmaz minden poﬁtja a t6bbit61 gonbe- .

kﬁrnyezettel elvdlaszthats. Legyen most G & mozgdsok

valamely régzcgoportja. Ekkor egy x pontnsk a G-re voubkozd
G(x) pilyiidn a | '

6(x)i= {egx) | gea] :
ponthalmart értjik, vagyls emibe e G elemei azx pontot

- kimozditjdk. - . - L
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A G réazcsoportot diszkrétnek momdjuk; hs minden x

pontras a G(x) pdlyas disrkrét ponthalmaz.
- Ha G a sfk mozgdsainak disgkrét részcsoportje, akkor
pirhuzamoy eltolisokat és forgdsokat tartalmas cgupdn.

Igy durvén G09 Gl’ G2 caoportokat kﬁlﬁnbﬁztethetﬁnk.

ahol az index annyit jelent, hogy hany fﬁggetlen iranyban -

tolhatunk el parhuzamosan a csoport elemei altal.
(1) A G, cgoportok csak forgésokat Atartalmanna& és
megmutathatd, hogy csak agonos centrumi forgdsokat.

Tontosabban, szerepel benne egy ZTD/n szbggel forgatd

u,n. minimlis ¢ forgds, és a caoport ennek ‘a hatvdnyai-

b6l 4113 G = {‘4 -1d, SRR ,ap }

(2) Egy Gl csoportban & pirhuganos eltolasok egy Pl
réazcgoportot alkotnak. A Py csoportban gszerepel
SEY Uele nmiminilia eitolés, és a ?1 +6bbi eleme

ennek a hatvdnyaiként &11{thatd el8: Py= { g=id, ot
%t% .- }, Ha exy G1 tartalmaz fofgést is, akkor 8%
caak centrdilis tikrbsés lehet; Ekkor, ha a minimélis .
eltolés egyadgnyi, akkor a centrumok sbrban egy, az
eltolds irdnydba fekvd egyenesen,l/2-tdvolasdgra he;
lyezkednek els, |
(35 Egy G, csoportban a ﬂpérhuzamos eltoldsok eg& Pz‘
jellel jeltlt részosoportot alkotnak. A 1»2 tartal-
mas két fiiggetlen irdnyd ¢, X}‘mihimélis eltoldst,
és a P, ezek hatvinyainak szoréataibél d411s




={‘fm h./ rxln‘e{]v/},
Valamelyw0~pqn&?;k.igg(o)mpélyéja ricgot elkot, abban

ag értelemben, hogy a pontok az x=0 ‘Y (O » ¥= 0 x(0) , k

figgetlen, O~re vonatkozd hely-

l///'////‘////vektorckegész egylitthetds line-
. - 4ris kombindcidjeként &llnek
///7 //// //// el P2(0)=~{m§ + qz} myn = |

- O,+1,i2,...}. | i .
//// ///7 //// //// Ha egy G, csoport tartalmaz | -
forgdat, skkor Barlow fétele

29' dbra szerint erek csak-T?/3,3f]2,
2N /3 vagy T sztgliek lehetnek és T /2 gsbgl forgéé sosem
grerepel egylitt ﬂ‘/B vagy 2 T /3 szdgli forgdissal, - l
Bz a tétel mbdot ad & G, cmoportok teljes osztdlyozdsira. |
4 . N ?

!

0t emet iéhetséges:
(3)1 G2==P2:= {LFM a/’“ ] m,n::O,-_}-_l,;_f_Z,... } . ' i

"(3)2 Tekinteiink egy szabéiyoé hiromgzbgekbSl feléplild
rdcsot. Ekkor a P, € G, csoport a fent leirt csoport,
a forgdsok pedig'a k¥vetkezlk: |

/L
JAVAY. -

9
Ix

30, &bra : }
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‘Minden rdcapontban vesgszik a T-/B; zTT/3 és T
szﬁgﬁ-rorgésokat. Minden azabilyos hiromszdg kSzéppont—
A jébaﬁ.vesszﬁk a 2?7]3 gabg forgdst éa & héromszﬁgek
oldalain a felez8 pontban pedig a T azdgd forgdat.

(3)3 A rdes és a P, uggenas, mint fent, Tovdbbd minden
,mww”_;””acsnon%bam és a hdromazdgek kdzepponﬁjéban 2M/3

sz0g forgasokat tekiniﬁﬂk

'(3)4 Tekintsiink egy négyzetréaso% ée az dltele definidlt
P, caoportéti.A G, caoport forgésai a récspontokban
elhelyezett '“72 és T gz8gd forgisok, valamint ag
olﬁalak felezSpontjéban i .szﬁgﬁ,forgésckat:tekintﬁnk.

(3)5 Bey tetszSleges rdcs minden rdcspontjdban centrdlis
tilkridndgeket tekintiinkes A 92

C Gy cgoport termdszetesen
a (3)y-ben definidlt csoport. R

Az itt leirt csoportokat 2-dimensids krdistdly-csoporioknak

is nevezikﬁJMost pedig rdtérink a racsok geometridjédnak

vizsgolatara.

A ricsban egy paralelogremmdt Ures-vagy alappaﬂalelggramméo

nak nevez wiik, ha calcsal rdcepontck, de sen & hataran aen & .
belselyeben mir mds rdcepontot nem tartalmaz. Valanely récsba
kilonféle, egymizsal nem egybevdgs alapparalelogrammak 1rha-
t6ke Viezont igaz az a tétel, hogy ezeknek az alapparalelog—
rammiknak a- terlilete megegyezik, éa igy a rdcsra jellemzb
d11andd. |
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Minkowski a kbvetkezd tételét neveretes szé@elmélefi
vizsgdleteindl alkelmastas

legyan X egy‘sikrécgban olyan konvex ponthalnaz, ame-
1yik egy ricspontra nézve contrilszimmetrikus tovdbbs

teriilete nagyobb, mint négy alapparalelogrémma terillete,

_ Bkkor a K & centrumon kivill tovibbi rdcspontot is tartal-

mag.

. A fenti tételek magazabb dimenzids egetekre is kiter-

jeasthet ok, Azonban'a dlzzkrét mozgéscsoportok sgdna ﬁér

3-dimenszidban is igen megnl. Ezeket a esoportokat hasz-

nd144k & kriagtdlyok osstdlyozdgsira, de ezek a caoportok

fontos szerepet Jditszanak a modern kvantumelméletben is.
(ldeple. Wiegner Jenls Szimmetrisk a kvantumelmeletoen

- eimd ruanjat)¢

Meg tovdbhi néhdny fontos fogalmat vegetink be.

4 térben & poliddereket véges aok zdrt féltér metszefe—

_Lent, a politopockat pedig véges sok pont konvex burkakent

definidljuk. Megmutathatd, hogy = politopok nem masok
mint a korldtos polidderek. Valamely poliéderre termé
azetes mdédon definidlihatdk a lapok, élek €és a cslcsok.
ﬁa ezek szﬁmét rendre ag lye,c Jelekkel Jelbljiik, akkor-

konvex politopokra érvényes az

e I e

T e+ 8 =2

‘Uenie Huler féle formulea.

Egy kouvex politopot szebilyosnek vagy Platon féle

tesfnek.nevezﬁnk, he lapjal egybevdgd szabdlyos sokszigek

és minden cslcsdba azonos szdmi 61 fubt be. Az Euler formula
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alkalkalmazdgdival megmqtathaté, hogy poutosan 5 f£éle

azabdlyoas test létezik, a tetraéder, e, kocka, az oktadéder,

& dodekadder és az ikozadder.

 Platon ezeket a testeket filozéfidjdban a kiilonféle

alapelemskkel ( £81d, vig, levegd, tiz és a vildgmindenw

gég burka) azoncsitotia. Innen ered elnevezéasiiks
4.1, Keresglik meg a kbvetkezd§ sormintik ssimmetria
cacportjait
‘..‘b b b b o e
eesD joi b D eee
oaobd b d 'TX

"acab(]bf}coc
oc&bdpq.‘bdpq.@c

'4.2. Adjﬁnk nmeg a sf{kban olyan gzsbdlyosan lemétlsas
mintdkat, amelyek mozgds-szimmetria csoportjei a G,
csoportet 5 tipusdhoz tartoznak, '

443, VMelyik cmoport a cikloias ill. 2 szzinyegbrbe
sginmetria csoportja. |

4,4, Bizonyitsuk be Pick tételéts
- Vplamely rdcsban tetsedleges olyan egyszerid récé-
| sdkazﬁg teriiletét, amelynek csitcsail récapbntok a8y

%~b + ¢ =1 .
képlet adja meg, @ahol b a hatdrvonalon 1lévé rédcspontok

gzdma, ¢ pedig a belsd ricspontok mzdma ( axz alapparale-

logremmik teriilete egységnyi)




~52.

4,5, Bizonyitandd, hogy minden konvex négyszdgnek van két
szorguédos oldals, amelyeket paralelogrammivi egészitve ki

e négyasde tartaimazza a paralelogramnit.

4464 Bizorg;tandé hogy egy rdasban egy ires konvex racsidom

vagy hiromszig, vagy paralelogramma,

”:4‘7;’Bizonyitsuk”be;’hogy"ha'egywrécSpafalelogranmafpératlan -

gzimi récspo ntot tartalmaz, akkor a k8zéppontja rdcspont.
iagthiﬁonyltsuk be,-hogy ha egy rdcshiromswzdg, hatirdn.
“nines a catcsokon kivill rdespont, = belsejéban pedig cask
eoy van, akkor. a7 & hiromssbg silypontja. |
449 Bizonyltando, hogy mnnden rdcsban van olyan ﬁres raos-
hiromszbg, amelyik nem tompaszdgi, és egzy rdcs tswes ilyen
hircmysbgei «gybevigoke
4410.Bizonyitsuk be, hogy sikbelilparalelogrammarécshan nen
lehet egyidejileg olyan négyzet is és oljan.szabélydé hérom-
azog ig, emelyiknek a cadcmal rdospontok.
4,11, Bizonylt&uk be, hogy ha egy alkbeli paralébgrammaracs-
ban van ricsnégyzet, akkor minden racsegyeneshez van ré me-
réleges récsegyenes.
Izaz marad-s az £11{%{4s, ha csak anylt tesziink fel, hogy
van két egymisra merdleges rdcsegyenes?
4 12, Bigonyitsuk be, hogy ha egy egyenesen van két racspont,
akkor végtelen gok van. '
4.1l24 Egy récsasokszdget lireanek nevezﬁnk, he aem ahataran,
sem & belselében nincs a cadesokon kiviil racspont.
'Bizonyitsuk be, hogy ninden tires konvex ricsnégyszig para-
lelogramma. |
4.14,Bigonyitsuk be, hogy négyzeirdcaban nines = négyreten

kiviil gzabilyos rissaokazdg.




4415, Bey paralelogramma A,B,C,D, csdcsalt rendre kdssik
fsaze a BC, CD, DA, AB oldalak felesl pontjaival. Igy kS-
zépen egy kis paralelogrammét kapunk{ Ennek terﬂleta az
ABGCD %eriiletének egyttdde., Ha azm A,B,;D,D csicsokat rendre |
& 0D, DA, 4B, BC oldalsk felezSpontjaival k¥tjlik Usszes
akkor o ﬁésik ilyen paraielogramméVéLkﬁzﬁs réaze-olyan
kBﬁéppbntosan ggimmetrikus nyoleszlg, amelynek teriilete

&z ABCD teriiletének egyhatods. |

- 4,16, Awm ANM, BIN, CML, IMN hiromgszigek +~ru1ete kbzﬁl
csgak akkor lehet az utolsd tertilete a legklaebb, ha L M,

N a BC, CA, AB oldalalk felezopontja

4,17, Altaldnositeuk Minkowski tételét mmgasebdb dimenszidra.

4,18, Ha egy poliédermek van k8rillirt gimbje, ktzépgbubje
és bairt gdubje, tovibbd e hérom glmb koncentrikua, akkor
a poliédder azabdlyos (c.l66.,04) |

4419, M@lyik tegtnek van 8% cedega a haet héromszbtg alakd
lapia? (a,lﬁqgo.)»

4220 20 i 1yen aiakzatban metaz (a) egy szabélyos tet“aedert
2gy olyan 51k, amely ket gremkdzti éllel.parnuzamos, ég .
'azoktél agyean tdvoladgra halad (b) egy kockdt a ké%
szamkoztl csuesa ilbal maghatarozott azekagz merdleges
felendefkia: (o) egy dedekaddert két szemkdzmti Lapjénak
felez8aikja? (0.159.0.)

4,21, Hatolyan egybevigd rombuszhdl, smelynek szbgel 60
és‘lzoguasak, romboédert (torz kockét) kéazlthetlink. A |
kapott tést két ~"hegyes" garkibsl le lehet vdgni két : E




-gzabilyos tetraddert gy, hogy a visszaﬁaradt teat
oktadder legyens. Mégképp asllve, ezy ocktaddert ész k&t
alkalmns méretl tetraédert Usszellleszive romboédert
kapunk. Mutassuk meg, hogy az ilyen teiradder és az

ok aéder lapszﬁgei klegéazi{ts szdgek, éaz hogy a két

* teat végtelen sok Peldanyéval & tér hezagmentesen ki-

t81lthet8a (Cs 159.04) , _

4.22, Tekintsllk egy olyan tetszSleges poliddert,
amelynek nem ninden tagja ugyanolyan oldalszémﬁ'puszﬁg,
rés.nem minden cgdcsdban taldlkozik ﬁgyanannyi q él, Erre

a polidderre axz alébbi egyenletek dérvényesek:

Zqu 2D, |
shol az elsf osszegezés az Bggzea cslcsra, 2 masodik ay
Baszes lapis vonatkorik, Mutassuk meg, hogy minden poli-
édernek van vagy p=3 alakd lapia, vagy q=3}tipusﬁ céﬁcSa
( esa%leg mindketﬁ6).(ﬁtmutatéz: Ha nem igy volna, skkor
X q24c éa Zp24f teljesﬁlne). (c. 163.0.)

4523, Ha mind a lapok, mind as élek, mind a caticsok is
gy’o“mﬁz, akkor a lapak gzabilyossk. Mu»assunk peldét
arrs,; hogy &% a poliederekre vonatkozo eredmeny noval-

kokra nem érvényes. (ce 163.0.)

4424, Tekintalink egy oly&n, egysdgnyl oldald kockdt, amely-

nek egylk caticaa & derdkazdgi koordindtarendsszer origl-
jéban van, és hiron éle egy-egy tengelyre illesszkedik,.

B kocha nvolc'csﬁoaa ag & nyole (x,&,z) pont, amelynek

koordindtdi a O éa 1 értékeket az Usszes 1ehetaeges

raédon felveszik.(c.lS? D)




4420, imnak o 2 élhosselsdgd kockdnek, amelynek kiiuép-
pontje a derékendgl koordindtarendazer origdia, élei
pedig pirhuzanogel a'koordin&ﬁateng@lyﬁkkel, a nyolc‘

cglicea as a nyvle pont, amelynek koordindtdi a +1 ds

-=1 értéket vemsrik fol az Segzes lehetséges nddons - -

i.26. Hol van annak & nyijtdsnak a ktxéppontja, amely

az ellnd feladatokban lefrt két kockit egvméaban fransz-

formdlja? ( & nyujtdsok definieldjdt 1d. a 6. .t).
{CelbBTe06) S | N
42274 Vélssazunk ki egy kocka nyolc cadosa kEsziil - az
élak mentén haladve &8s minden nmdemodik csdesot elhegyva-
‘négy olyan sgicsot, amelyek egy szebdlyos tetraddert
alkotnak, Lrjuk fel eseknek a koordinitdit, fovdbbd
a tetradder-lapok efkjénak egyanle%ét.'Szémitsuk ki g
lapok sz8zét. (ce 167.04.) | o

4.284 442§ feladatban szerepld koeka lepkBzéppontjainak
'kijalﬁlésével hatdrozguk meg egy okisédew csﬁcéainakl

koorflngvaid. Irjuk 21 a lapok sikiainak egyenlut“t dz

Ui

saama

§
i

touk kl két-kEz¥s €1lel rendelkezl - lap a=Badt.
( Ce 167000}
4429. Az el8z0 feladatban ageepld oktadder teat (xz,¥y,%)

nontjaira fenndll awm

|x| +|y| +|=l ¢
Bugzefligzés. (0+167.04)
4.30.Bgy szebdlyos tetradder éleit kivet{tjtik a k8ré frt

gﬁw% f@kareinak iveire, Mllyen szbgben rmetszik egyndst

%ZukGaZ wgek? Irjuk fel a hat fokor gikjinak egyenletét.
cel 7.00
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(St / “"13 Oe)

A tovabbhiakban az egyszeru polidderakiel kapesoTatban

hagoodlnl fogiuk a kbvetksznd jeléléageketl:

[

| a8 lapok szdnsa,

,WWWN“"WW;liimf,az i oldalu lapok. szama,(i=3.4,...),mw

c & ca ucsak gzina,
Cy az 1 €14 cauceok gzdns (i = 3,456ee),
e ar élek szdma,
443ke Léterik-e olyan nem ozyszerd poliéder, amelyre
lve=e+ 27
4 ;2 Bigonyitsuk be, hogy

2a = 313 + 414 + 515+¢.. = 3c3 + 404 + 5b5+5..
4.33. Igazoljuk, hogy 31 < 28  ém 3¢ & 2e.
o34 Bimonyltsuk be a.kﬁvetkeza egyenléﬁlenségekets
‘&) 6€ - 12 2 > 38 2 e+6, |
b) 6o « 122 28 2 3¢ 2 e+b,
c) £+4 £ 2¢,
: > '
a) 1, + ¢4 2 8.

4e35e ﬁiaauyi*aak be, hogy nincs olyan agysueru poliéder,
smalynek hét &la volnal

036,  Igazmoljulk, hozy az egyszer( polidderek emsetében

#rirapari meamrm—ry

I

&) mindegyik lep 6tsztgnél nagyobb oldalszdmu goksszig
. nem lehets |
b} nem fubhat mindegyik cmucgba Bt &lndl bbb él.




"5‘7_-H “ . | - B

4 4,37, Mutsgsuk meg, hogy ha egy egyszerd poliéder minde-

gylk csucadba hdrom 61 fuh Ussze da minden lapja Btazbg
vagy hatsszlg, akkor 15 = 12 o ' 4
4238, Tgamoljuk, nagy ha 13 = 14 = 0, akkor lr > 12 éa |

2 2
3 204

439 Va?amely egysaeru polied@rt r ol&alu sokazbgak ”7‘V7”7”'W§
hatdrol jik, testdtldinak szdma d. HAny ceucsa« . ég hdny
le van? Hatdrozzuk meg 4 €a m kbebtt olyau ossvefuggé~
gseket, hogy e caucsokra €s élekre egéaz szamu megoldast ' J_ 'J

nyearjlinks : : |

4640, “@JEZZﬁﬁ ﬁﬁzééiééyszerﬁ poliedert hata 0ld soksz Ogek

gy Egj kooke €le wue
&) Nekkoxén az 441617 o | - vf N - o
) Sedpiteuk ki két nem prhuxamos g nen egy csuss- |
ban Bamze té éle felezbpontidnak tdvolsdgdt! o

4252, Sxami%guk ki az a élu koaka

-

&) é%léémétswezeihek,
b) ar ezyik lap k¥zéppont¥n és a azemkdzti lap agyik
£1dn Stwend siknmetszeténel,

) véglil az egy caucsban dsssefutd hdrom &1 mésik

Lo

&fgpo ﬁ ni 4132l nreghatdirozott glkmetezetének a serliletdt!
4o43%s Szdmitauk ki a% & 614 kocka egyik élénck és ezt az ‘

81t nem metszl testétlénaﬁJmytévolségét! ‘ f |
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4o44.Fgy kovka élének homsze 8. o o '_' )

&) Mekkoras tivoledgra vevnek az egyes csucqok az }
egylk testnﬁlufol?

b) Hogven oszntjik fel a.testétlét.a caucaok merd-
L _ . leges vetliletei? ' ~
i&&i& Metsshetd-g egy kocka szmebdlyocs hetezigben 'La~~mr
i$ig& MetazhetS-a a szabdilyos tetradder negyzetben?

4eATs Mekkore smiget zdr be egymdssal a szebdlycs tetradder
két gmemkiztl €le?

4448 Az ABCD szabélyos tetraéder. A csuesdbsl a BCD eflkra

bocadsoti magassig felemonontja legyen 0, Biz onyitsﬁk be,

hogy & BC, 0O, DO egvencmek pdronként mer5leges@k egymisra.

4e49. Hilyen fdvol van egymigidl az a é1{ swzabdlyos oktaéder |
két kitérd élének felezbpontja? : . o

4,50s Szebdlyos okiaéder metszhetl-e szabdlyos hatazbgben?

5.8 Veltorok, miveleiek vektorokkal : - R

A vekknrv et AT @ 3¢ §=ban bev&votfuk s kistiik definidlt
Beosasdis € valdg szinmel vald &aorm ssnal egylitt. Most . -

Lovdohi miveleteket definidlunk.

Belglezz arzab

Eunél & azox Favnal két x,y vektorhoz ag

(@gri=  |ElY] cos

val 6s grimot rendeljik, ahol « a két vektor gzbge. A
parhuzamog grellk tétele megitsdgével megmutathed, hogy

8 | < )-> Pl

-4

gé=grorzet szimmetrikua ( ( 3,_3) ={ y,_:g) ).
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4o4A,Bry kocka élének hoegza 8. | S
a) Meklkora tévolsdgra varnek az eggas cqucqok az
egyik testaﬁlutol?

h) Hogyan osztjdk fel a testdtldt o cmucmok merd-
leges vetliletei? ‘

ﬁ.4 . Metazhetd-8 egy Kocka szabdlyocd ﬁarszbgb ?-

4,46, MatazhetS-2 a szabilyos tetradder negyzetben? )

447, Vekkore suiget zdr be 2 gynmdasal a szabalycs tetradder

éf% gzemidzti éle?

o

4648, Az ABCD mzabdl yos tetradder. A osucsibsl a BCD sikra
bocadiott magassig felemonentja legyen O. Bizmony{itsuk be,
hogy & BC, €0, DO egyeneeek paronként mer5legesek egymisra, -
449, Hilyen tdvel van egyméstol 8z a é14 szabJIyoa oktaéder
ket kitdrd élének felezbponija?

4,50 Szebilyos okiadder metsszhetb-e szabdlyos hatgzigben?

o

5.8 Vektorok, miiveletek vektorokkal - S IR T £

b vektorokat mir a 3.§«ban bevezottik & kUstik definidlt

Busvasdds éx vealdy mzdmmel vald szorsdsasl egylitt. lost

Lo7abbi mlveleteket definidlunk,

DGISO&BLCIZ&E

| Emnél & azor xavnal k6% m,y vektorhoz ax
{Zs3t=  |Xl (¥l cos

valés gzimot rendeljik, anol « a két vektor gzige. A
te

F#

parhuszamsg sreldk tétele megitmdgdvel megmutathad, hogy

a < : > valsd-gnorzat szixme{;rikus ((x,y) (y,x) )
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) h)
alaichsn irhatés ahol ay (x%xg.s.xa) szdinok az x vekior-

.‘

nak az adott hAsisrs vouskord u,n. koordiaitiie

Bay véces dimenzida vekioriswvet euklidessinek mondunk,

ha, egy.(< , > Jellel gsldln) ozitiv definit, grimmetrikus

bilinedris forma definiflt benne. A vektorokat = D=r2 vo=-

-,

natkosd h 1yvext0foxhént ponﬁnax tekinive kéi L ¥ po t

fﬁrﬁié;gai a

foh

Nz 317 = (x-y EY)
képlettel dafiniéljuk..Az ’ ZysEprecedy bézist ortonore
milinek nmondjuk ha <x§_, J> Jij ( Kronecker féle

Pilgevény) 6“VLMJ68¢ A mdvonatkozd koor dindts revdsger az

Holle veZoaTtug sle ¥oordindta rendszer, Ebben a belgdszor-

zay

glarhan frhatd.
- - Liltaldnos koordindta ko rnyezetekben a d—uimenz1oa
alterek k~a egpnleteb tartalmaz¢ linedris egyenletrendszerrel

{rhat ok 1e, Bzek réggletesebb lairdsdt 1d. a k Vetkezﬁ-é-ban.-.

Ag ivdnyitott sik két x,y vektorirs as

ko d

F (%y) = |z]|y| #ine

képlet a kéi vaktor 4ltal kifegzitelt paralelogramms alfjeles
teriiletét adja. Itt < az x é8 y vektorok irdnyftott szdgét
Jeldli.. : - ST
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Az F (x, ) Pormérél megmutathet d, hogy antiszimmetrikus

‘e
e

(P (xy) =~ E‘C;y‘,_g))bil;i.z}.e-éris. ferun, €2 he %X3s Xy orto-

e

Ay

normdlt bisis g, akkor

Xl X2

Ag imdnyitott tér < alamelv Yl’ 22, X5 bézi 4% Jobb

godriminak mondjuk ha 4% X, 82 “1, % n vektorok irﬂnyi--

tott mikiduek ( az x, az :5) jobb paf&jaoa mu&at!) a jobb

'partjﬁba’muté%:fﬁw'ézis £ elfielét +l-nsk deflnllliuk,

hs  Jobbaodrded Ss -} «nek, ha “-1sou fal. Igy & térfo=

gaitforma
. [ 4 '~ X
{ Zys Eos ,,75:,3 ) = E v (;_11:_:’5 Xos ‘,3)
deiinicidjiban a forma a vektorok dltal kireszitest para=

A

ei8jeles vérfogatdt Jelenti., Brrfl a formdrdl

O
&3
}u.a

lelepiped

iz megmutathotd, hogy antisgimmetrikus ( vagyis két elem

ceerdidue eldjelet vdlt) tovdbid mind G253 ek ka.poqengeben . (‘-

sobbsodrasy

‘homegdn S additive Ha  eg,8n ey & +ér ortonormdlt RE

<

bizlaas; akkor

N

I PRV

M T
i

“

(Zs Yo &) = det Zi’l :v2
T

[x )
vt 25 =

A fenti tormdt terfogat-fovmaaak vagy VCEYyes atnak

b . W, o o . 2
YRR LGN E BOPES

t

Brt & mlveletet az irdnyitott tér vektoral kﬁxﬁtt.defiﬁiéljuk. »

W
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Beldthatd, hogy poﬁtosan egy olysn xx ¥ niivelet létesnik,
amelyre minden # vektorra | | |
| (2xxs2> = (B L g) P
érvényess Az X x ¥y vekiorrdl megmutathetd, hogy line-

éri‘salffﬁgget%eﬁjc;,—z‘vekrbo:z!ok\es,e:h:én;az_g X y az az egyér~

,\,,tg};l@jgx}w@ghgﬁ?ozott vektor, amelyik mei'é’leges ag X, Y

velforokra, az X, g, X X vekbor-rendszer jobbsodrdsd,

vasmint  |x xy| =|z||g] sin(X,4)érvényes.
Tovdbbi tulajdonsédgoks = o

zy=-xxx

xx (XY + {.z_g)ao(_:;_x;g-b' ﬁ.’.‘.xhg o
(axb) xe={2,2)d =(Be) & (kifejtéal

Y

6(axb) x¢ t= ( & xb)xe + (bxg) x2 + ( ¢ x 2)xb= 0

A G ciklikus bBagzeget jeltl,as utolsd azonoaségdt pedig

Jecobi amonossdpnak neveswilk. Descartes féle koordindidk

segitadgével a vekitorazorsis
&1 &2 &3
X x y = det = 2% ©

Riaasl

B el

alakhan ::’Irhat-& .

 Feladatol Usssesddsra, kivondsra, koordindtdkra (R 1-66)

$.1. Ezy n oldalu sokszdg oldalait valsmilyen kbriiljérds

grerint irdnyltjuk, mds sorrendben egymishoz fizve ijabb

. sokezbget kaphatunk. Legfeljebb hény‘kféwnbﬁzé'-aokszﬁg‘

nyerhetd ily mdédon?
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‘542, Blzony{isuk be, hogy véges aok zdrt térbttivonal
~gzakaaralt egymdghor lehet Ygy fdzni, hogy egyétlen zirt !
tdrottvcaalat alkoaganak. - ' ' -
Se3a Biwonyltsux be, hogy tetazolegea 2ér torﬁttvonal |
‘gzakaazai eltolhatdk \gy, hogy konvex goksrbget hatdrol- |
Agii,Biﬁonyitsuk‘be,hogygﬁgxkogkgéleitAleheﬁ:iré?litPn?aA
Ugy, hogy az élvektorok UYsszege § legyen.
5.5, Mutazsuk meg, hogy egy konvex dtezbg éleit ésfétiéit
lehet ugy irdnylteni, hogy as élvektorok és &t16vektorok
0 legyen. ' | H

i~

5ebe An a i’ a2 csoly egyai{ki vektorok olyanok, Hbgy'w

valamep: yillk kezdSpontja kbszbs, éa valzmennyi az 8, €8

a, 41tal meghatirozott tonpagzigl szﬁgﬁartoményban.helyez-
. kednek el. Bizmonyitauk be, hogy Samegiik nemllehet Qe |

z E

' BeTe Az 3, b, ¢ egyenld hosszu vekiorok, és Yssszeglik O.
Hekkore szlget zdr be ay a és b? '
5e8e  Au 2y Dy C» d egyenlf hossru, egysikd vektorok, ég [
- bmazeglik Q. Blgonyissuk be, hogy van ktsztitlk kett 8,
spmelyek egymdanak ellentettjelk.
5.94 Bizonyftauk be, hogy egy nézyszig sulypéktja meg-
kaphatd, a kivetkezS killbnbbz8 mdédokon: ( Valamely £7,eee8,
vektorok aulypontja 8z 4= 2ii‘.-w'/n ponta. Sokszagek aﬁi&- '
pentja & catcsok sdlypontja). | A. _

a) két agenkdztl oldal felezspdhtjait 6aézek3t6 szakasy
kﬁzéppoﬁtja; |
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b) a két 4116 felembpontjals bsszekbto szakagy kdzép-
pontjay '
c) tetazbleges hirom csdecs meghatdrozwe hiromazbg suly-
pontjdt a negyédik ceticcsal Saszekttd szakaszhek = gily-
ponthos lagkdzelebbi negyedelpontja. |

5e10. Bisonyitsuk be, hogy a tetradder sulyponija azonos

g% alibbi médon definidlt pontokkaly S —
a) két tetszlleges szemkbzti é1 felmz6pontjét bsszekbt&
srekaas felezopon*ja:
b) teﬁszoleges lepsulypontot a szemkozti csuccsal Og8ze-
- k8t8 gzaksswznak & laphoz ktzelebbi negyeddSpontja. |
5.11. Az 1 szdmu pontbél 4116 pontrendszer gulyvonalainak

nevezsiik azokat a scekegrokat, amelyek a pontrandszer tetsz61' v;
leges pontjdt & t6bbi nel pont sulypontjdvel kbtik Seme. .
Bigonyitsuk be, hogy a aulyvonalak @y pountban metazik. es
1l: (n~l) ardnyban ogat}dk egymist.
5.12. Bizonyf{tauk be, hogy egy tetmzbleges pontrendszer
sulyvonalait eltolhatjuk 87, hogy zirt sokszbget hatdrole
Jjanake R ;“fg”m'vrﬁﬁ o |
5.13, Hagyjuk el egy n ponthbdl 4116 pontren&szér egy pontjdt,
és jelvljilk meg a mradék ponitrendszer  gulypontjdt. Ismételjik
ert meg a pontrendszer valamennyi pontjdval. Bigonyitsuk be,
hogy az igy nyert n pont az eredetiher hagonlé pohtrendszert

alkote ' : '
5.14. Mutasauk meg, hogy egy n ponth6l 4116 pontrendszmer

gulypontja a k¥vetkend mddon ism elddllithatds a pontokat




&‘:23*1{2 X
"_ koré frt kore kozeppontjanak a sulypontra vonatkozd. tlikOr-
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két halmeszba omzijuk, &z egyik Nqys & mdisik n, pontot
tar%almabv az e136 ponthalmaz gulypontja Sl’ a mdgiké S
Ay egész pOut dazer su]ypcntja az &% 3 pont, amely ay

5, 8, grakaszt ny3ny ardnyban osztja.

4,:—hurnégyszﬁgﬁmagaéségyazéppontjénak nevezgzilk 4

képet. zvonyltsux oe; hégy
a) a magassigkdzéppontokat tetsulleges oldal fele-
gfpontJdval Ysgzekitl egyenes merfleges a szemkazt;fbldalra;
6) a nmagassigktzéppontot ag egyik 4116 felézﬁﬁOnxjéu
val Ysszekttd gyenes merSleges & nmdsik dtldra.

5.16. Egy tetraéder maga&ééggﬁzéggontjénak'(vagy MONGE~féle
pontjdnak) nevezzﬁk & kBré Iyt gomb k¥zéppont jénak a suly-

pontra vonatkozo tﬁkdrképét. Bizony{itsuk be, hogy = magassagp .
kozeppenbot egy tetszS;eg g é1 felez8pontidval basgzektts
| egyenes meroleges a szenkdrii élre. ( A tetradder koré frt

gonb k&zéppontjét, sulypontjdt és magesadgkdzéppontjdt
ral2828 egyenent a tetradder EULER-egyenesének nevesik.)

5.17. Egy hurnégysng egylk negagsigvonalinak nevezzilk az

agyik csvicgot a misik hdrom mghatdrozta héromﬂtﬁg nagasyig-

pontaava? Buapekttl szakasznt. Bigonyitsuk be hogy & magasgige
vonalak a magasgd gkt néppontban nmetasik egymast.

5018, Bigonyitauk be, hogy ha egy tetradderben kéi-két
grenmk¥ztes élpir merfleges egymdsra, akkor ézﬁa harmadik
gzenkoztea élpdrra is 411.
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5,19, Bizonyftsuk be, hogy ha egy tetraéderben a mzemkszii

élek merSlezegek egymisra, skkor a tetradder magassdgal a

——ﬁ———,———mmagassigkﬁﬁépp_ontb_an_ metazik egymist, (Ebben az esetben a

nagessigkdzdppontot megagsdigpontnak, magdit a setraddert

vigzmont ortocentrikusnak nevezziik.)

-y ! e
5.20. Bizonyitsuk be, hogy ortocentEFkus tetradderben =

‘""é‘zemkﬁrz’bi~é»leknf' sdpentjait Bsszekbto 8zakaggzok egenlék. '

5421l Bizouyiteuk be, hogy he egy, tetmader lapjai egybe-
vigdak, sulypontje és ktré f{rt gimbjének kézéppontja eybe-
esik. -

5.22, Bigonyitsuk be, hogy ha @y tetraéder lapjai eéybe-
vagéak, & szenkdzti dek felezopont;jait bsszekbt& egyenes ne-
ro;eges ay élekre,

_5__}‘__ Aw A1A2““A'~n zoksrdg ( lehet térbeli mokszig is)
oldalait, egy meghatirozott kiriljdrdst tartva, osazuk fel
ugyanolyan arinyban., Bizonyitsuk be, hogy az eredeti sok-
8z8g és az oszidpontok meghatdrozia sokszlg sulypontja egy=-
beasik.

5,24, A k¥ AB é8 CD hurjai merc’ilegeaeic egﬁmﬁsr&. Hatdroszuk
meg & hurezyenesek metszéspontjdnak helyvektordt, ha ismer
:]ﬁk a kor }chéppontjébél a hiirok végpontjaihoz mukatd
helyvektorckat. _ . p

5,25, Bizouyftmuk be, hogy & hiromszbg megassdgpomt]énak
tetgnbleges oldalra vonatkozd tikbrképe a hdromazdg karév
{rt kbrén van. | )
igg_é_._" E"izcimyitsui«: be, hogy a hiromssig magagsdgpont Jinak
tetazlleged oldalfelngpontdé.ra vonatkozd tiikSrképe a hidromszig

k6ré Irt kS5rdn van.

5
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5027._ A hiromszbg EULER—egyepesén Jelbljik ki a magasgsdg-
pont és & kir k8ré {rt kbr kbzéppontjs kizittl sgakesz F
felegSpontjdt, és mutassuk meg,'hdgy ez egyenld t4vol van
minden oldal felerdpont jdt6l, a magassdgok talppontjailtsl
és a magmasigponto} a esmucsokkal Ysagekdtl szakaszok felezd-
~ pontjaitél. (E kilenc pont tehdt egy korbu van, ez a hirom=

coees o meBg NN FEIURRBACH-kGre,)

- T T T T T AVAHW“' T B T T e

5428, Legyen A, B, C, D négy nem egyafkd pont; AB felezd-
pontja E, & CD~é F. Bizonyitsuk be, hogy EF { 1/2 (AD+BC) .
5.29, Legyen A, B, Cy D négy nem egysikid pont."Fussa’be X
 az AB (zért) spakasz, Y pedig a CD swzakasz minden pontjdt.
Mit ir le az XY szakssyg P felezlpontja? ) |
5430s Az ABCD négyszogben ( lehet térbeli is) AB=CD. Bizo=
nyitsuk be, hogy a BC és AB oldalak felesmSpontjait Ysamekdil
- szépvonai péarhugamos éz AB és CD egyenemek egyik azbgfele-
szével.' 4 | | v '
5&21. Bigony{tauk be, hogy mindeh négyoldald gila oldallapjai
elmetszhetfk egy sfkkal ugy, hogy a sikmetswet pﬁralelogramma
legyen, | | | '. . :
15:22& Bigony{tsuk be, hogy ha négy, pdronként kitérd egyenes
olyan, hogy van kBzdttilk hdrom, ameiy nem pirhuzemos egy sik-
kal, skkor metszhetfk egy aikkal \gy, hogy a metszéspontgk
egy paralelogramma négy csucsdt alkossdk. '
5433, Jeloljuk ki a térben (vagy sikon) valamilyen'sorpendben'
p aedmi pontot, majd egy tetszfleges pontot tUkrdssziink axm
elsd bontra; & tlikdrképet a mésodiﬁaatb. véglil ag utolsd

pontra.
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a) Bisonyitsuk be, hogy ha n pdrog, a tlikrotések
egynisutinja egy elitcldssal helyettcasithetd, ey ag eltolds
nen fligg & tikrSzbtt pont vilaggtdadtdl. o | i

b) Bizonyitsuk be, hogy ha n pirestlan, & tﬁkrdzesek
egyndisutdnje egy kiméppontos tlikrtzdasel helyetiesithetd; a

kﬁzépponf‘fﬁgzetien a tukrazﬁtt’pnnt*vélasztésétél.

S e) Blzonjltsuk be, _hogy ha n piratlan, egy tetazoleges

. pontot kétager egymds utdin az adott pontokra végigtukrozve.
rajd ezt nég egysser megismétglve, a8y eredati;fontbgfjutunk
A-vissza. ‘ | | |

5434, Bizonyitauk'be. hogyfha egy pontot sorrendben végigtiik-
riziink égy péros oldalszdmi sokazdg oldalfelesd pontjaifa,

. akkor vissajutunk az eredeti pontba. : y
5435, Bigzonyitsuk be, hogy havegy'pontot garendben véglg-
tiikrdgiink gy pérétlan oldelszdmi sokszdg oldalfelezd pont-
-jaira, aklkocr s ponﬁ és mz utolsd tikBrkép meghatdrozta aze-
kasz félezspentja & sokﬂz&g egyik ésucsa.

§&§§£;-Legyen 0 az AAl'és BBl egyenesek k8s8s pontja, Vdlasg-
gzuk 0=t origdbnak, és legenek asm ? AI,B Bl pontok helyvek-
torai rendre a, )a,b,/ub, { )4Vu) Hat4rozsuk meg az AB és Ay
B1 agyenesek kbzfa M pontjdnak helyvektorat. ‘
_“}7¢ Egy O casucsa hiromoldalu végxelen gula (un.triéde )
belsejében jelvljink ki egy S pontot. Bizonyitsuk be, hogy

8 sridder elmetsghhtd ap S<en &tmend sikksl ugy, hogy a met-
szetként kspott hdromazdgnek S legyen a sulypontja. |
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5438. Bzy triéder gulysfkiinak nevezszilk a triéder egy

£18t éz = mimik két 81 sgbgfelepdjét Ssavekdtd afkot.
Bizony{tsuk be, hogy & hirom sulys{k egy egyenesben
netezi egymist. ' |

5339. Az Al.wégi;,.,énnpontokbél 4115 pontrendszer sulyo-

zott pontrendszernek nevegeilk, ha minden ponthoz howzd-

 rendellitk egy /Ll’ﬂz,..;,/xn valds szdmot, um. gulyt. |

Ha a pontok helyvektorail rendre 815 Bpesesd

n? &kkor a

sulyogots rendsger sulypontjdnek neveszsilk az

g = M1 B tlo Botesetl By
[ 4 7

/L‘l +}12 +”'+/‘n

helyvektoru pontot. Bizonyitsuk be, hogy & sulypont
fliggetlen az origd vélasztéaétél.

5.40. Azm ABC hidrmmmzbg C csucsdbél az A ponthea az g, &
B-be a I vezet, Qzek hogazs b, ill. a. Pejezzilk ki ezaekkel
| az adstokkal a C csucébél undulé agtgfelesdvektort. ’

' 5.41. A% ABC héromszbg oldalainak hossza &, b, ¢} &
gssemkbzti csucsok helyvektorai g;g,g. Bigonyitsuk be, hogy
& hiromzzbzbe {rt kdr K kbzéppontjinak hélyﬁektora:

as + bb + c¢
xm = =

s
]

4+ B+ ¢
G442, Az ARCD tetraéder emucsainek helyvektorai 2,0,2,43

& ciucsokksl szemkdztl lapok teriilete ta’ tb' tc' td.
Bizonyitsuk be, hogy & tetraéder beirt gﬁmbjének a

kEnéppontjiba a
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ta 4 tb + tc+ td

vektor nmutat. ,
5e43. Biwony{tzuk be, hogy a tetraéder lapjal akkor és
csakis skkor egyenld teriiletdek, ha a tetradder sulypoutja

4

éz a beirt gdubjének kbzéppontja egybeesik.

~*5{44%~Egywte%az61egea¥bérbelimpOﬁtrendSE@TfﬁulypOntﬂaﬁ;;W?~d“”ﬁ¥»

ktré {rt gomb birmely pontjdbdl irdnyitsunk vekiorokat a
pontokhos. Bizonyi{tsuk be, hogy ezekneak a vektorokﬁ&k |
a7 Sesgege Allandd homazusdgu. |

5s454 Jeldjilk M-mel az ABC hirmmszdg magagségpontjét,_ﬁi-
zonyitsuk be, hogy az ABM, BCM, CAM hdromszigek kré Iirt
kbreinek ktzéppontjai ar eredeti hiromsmiggel egybhevdgd
hiromazdget hatdrosnak meg. Mutassuk meg, hogy a kizép-
pontok meghatdrogta hiromgsbg és aziBC tikrds az ABC |
‘hiromzzdy Feusrbach«k¥rének kbzéppontjéra.

§&i§; Bey kSéﬁs kezdSpontbdl kiindulve olyan vektorokat
mériink fel, amelyek hosszdnak Bsgzege legaldbb négy.
Bigonyitsuk be, hogy ki khet vdlasztani kOzilik néhdnyat
ugy, hogy taszeglk hosara legaldbb 1 legyen. |

5.47. Bgy =g szdrai kUzbtt kitlizliink egy pontot. A szbget
fogiuk fel koordindta-rendszerként, amelynek egység-
vektoral ¢, és @,, a pont koordindtdi (a,b). Hatdrczzuk
‘meg annak a egyanesnek azx egyenletét, amely dtmegy a
ponton, €5 & xztghll a lehetS legkisebb teriileti hiromgzdget

metasld ki.
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5248, Hatirozzuk meg emnak a siknak az egyenletét, amely a
koordinditatengelyekn8l rendre a, b, © hoaszuségﬁ Brekagno-
ket metsz le ( & % O).
-5a43, Hatirozszuk meg & 3X - 2y + 6z + 4 = O egyenleti sfk-
nakéﬁz oxrlgdét a (8y ~2, -6) ponttal Gespekitl. egyanssﬁek a

metsnéapontjit.

Fa50es Bimonyltsuk be, hogy a szsbdlyos sokartgek suly-

- pontje €z ko’fépﬁd’ﬁfﬁ?”’@@bl‘@si'kfo"m ST e e

' B.51, Jel8ljlink ki a gikon egy AB szakesrt, majd vegylUnk fel

& sikon agy tetszéleges Pipontot. Forgazzuk el P-t A kirill

90%+kel P* helyzetbe,}majd ugyancsak P-t B k¥riil «90°%-kal

" helysetbe, Bizcnyitsuk ba, hogy a PP szakaézhfele26~

pontjén@k 8 helyszete fliggetlen P vdlasztdesdtdl. |

50524 Fdrgassuk el az ARCD trapéz BC mzdrdt k¥zéppontja,0

ktril 90°-kal a B,C, helyzetbe, majd az AD swdrat kizdp-
pontja‘x k6ril ax 4,8, helysethe. Bizonyitsuk be, hogy
A,By=CiDy.

5453e Bgy négyszig oldslai 7816 smerkesszlink kifeigmiégyh“~w

ze%ek@t. Blrmonyitauk be, hogy a aszemktzti oldalakhoz

tartosd uégyset-kizéppontokat Beszekdtl szakasrok egyenllk
.és merﬁlegesek egymMASTe. o ' ,
5,54, A afk hégyhbontjét: A-t, B-t, C-t és D-t eiforgstjuk
egy pont ktril 90°-kel az A?, B®, C3 D* helyzetbe. JelSlje
sz AB*, BC?, CD®, DA’ ssakaszok feleszlpontjeit rendre X,Y,

Z,U. Bizonyitanddé, hogy XZ és YU egymisra merdlegen, egyenld

snakassok.
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5.55. Ezy négysulg étldi‘egenl6k ég mérSlegesek. A négy—
awdg oldalaira kifeld hasonld, egyenld aziru hiromszdgeket
gszerkegzilink, Erek alappal szemkdzti csucsal egy ujabb
négyszbget hatdrognek meg. Bizonyitsuk be, hogy ennek a
négyazbenek 44161 is egyenllk és merdlegesek egymdara.

5.56.Egy hiromgzdg oldalaira kifeld hasonld, egyen16

gzdru hiromsztgeket szerkesztﬁnk. Egek caucgal ujabb hirom-

S*og@‘c hatdromnak meg, ennek oldalm:r‘a befelé igmdés a2z~ |

el6bbiekhes hasonld egrenld segdru hdronmszdgeket Spltiink.
Bizonyitsuk be, hogy sz utdbbiak csucsai az eredetihes
hasonld hiromuzdget hetdroznsk mege E
557« Egy hetszdg minden migodik zxige 1200-03, és ezeket
& gzdgeket egyenld oldalpir fogja kizre, Blwonyitsuk be,
nogy & 120°-0s @sbgek caucsal msabilyos hiromsztget ha-
-tdrognak nege.
5.534 Lagyen S az ABC héromsiﬁg sulypontja. A BBlB2 éa
GCIC? gzabilyos hidromaszbgek dlentdtes kdriiljdrdsuak, éu
sulynonbaalk egybeesaek o-sel. Bizonylteuk be, hogy 8y
| Anlbles Aﬁzczhalumszbgek szabslyocasak,

Peladatok belzlzsorsata ( R-67-92)

5,59, Adott & sfkon két metszlegyenes. Mi azoknak a
pontoknak & mértani helye, amélymkre ﬂézﬁe a kéf egyenest Sl
. mért tévolsdgok négynetdaszege egy-adott poﬁitiv srdmmal
sryenlc? | |

5060, Bizo yitsuk be, hogy he egy egyenes nerSleges egy sfk
két nem pirhugemos egenesére, ekkor a sfk minden egyenesére

merdleges.

"""""" "ﬂ
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5,61 Egy kﬁ¢a5 P pontbdl merdlegest 411{tunk egy sikra
és mmnal: egy tetsmlleges @ egyenegére, ezek falppontjal

legvenek P* dz ¥*, Bizonyltauk be, hogy PE’ is merllages

I’B

-...‘e“

5:52¢ A tér egy egyenege egyanlﬁ azézet z4r he egy ha rmszﬁg

|U1

hiron chalegyanegevela Bhonyitsuk be, hogy an egyenes

,,,”fner‘ﬁlqgc‘ﬁ a haram@%dg &fﬂf*arao S

5.63s Blzonyitsuk be, hogy ewy kile8 ponthdl a karhoy hugott

gze18k metsmateinek a sworsata 411landd érték.
Se64s A ABC da A*B’C* hiromszdgek olyan helyseilek, . hogy

‘az A,B,C czucsokbdl rendpe a;B'é’; C*A? A°B} egyencaekre
£117{tott uerdlegasek egy ponton memnek &t. Bizony{tsuk be,
‘hogy es a tulsjdongdg kileegbnids, azaz az AZ B*, C?, casucsok~
b6l rendre a BJ, CA, AB egyenesekra dliitott merflegesek is
ezy §pontha Tuthak BEszas o |
QgéﬁﬁBizonyitsuk ba, hogy a péralelogramma dt1dinak .
népysetbegzege oldalainsk négyzetﬁsszegével eg&en16¢
5+66s Az ABCD téglalap eaucsalt kbasllk Bzaze egy P
ponttal. Blzony{tauk be, hogy PAZ + PCZ = PBZ + PDZ
BebTe Bizonyitauk‘be, hogy egy négyasgdg 44164 akkor &=
caaskis akkor merolegﬁsek, ha & mremkBzii oldelak nézyret-
Ygsrege egyenld, \
5,67s Bizonyitauk be, hogy ortocentrikus tetradderndl
a 2y amkozti élek négyzetbsszege egyenid. |

5.68s A kbrlemez egy velsd pontidn 4% két merSleges hurt
huzunk. Bizonyiteuk be, hogy & hiirok azslgteinek~negyzet-
Bazeege fUggetlen a pont helyzetétsl. | ’
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5469. Bizony{tsuk be, hogy egy tetazlleges négyazdg oldala-
ivak ndgyrettsaregét megkaphstivk, ha av £316k régyretbcaze-
géhey hamééadjuk ax dtléfelendpontok tdvoledgénak négpseres
négyretét. | |

5470, Adott a térben n ponts Al’ Aoy ¢.¢,A . Bizcnyitéuk

be, hogy & térnek sz & P pontja, amelyre & PA§'+ PA% +oondt
+_PA£ winiwiliz, a poutr@naszur zulypontjae

 B,7L. Legyen S au ABC hirmmssbg sul ypontda, P pig ‘tetast-

legag pont. Bigor y{tLua besy hogy 5’5 = ?A + PBZ + PCza
~(SA2 + SB” + 8¢~ )e |
5,72, Legen M as ABCD tetradder magaaségyﬁzéppontjé.
Bigony{tsuk be, hogy MA? + M82 + MC [ MD u4r » zhol .
~ @ tetradder k8ré {rt gbnd sugain.

Ssl3s A=z ABCD tetradéder 4 ceucsdhox tertozd suly#onal-
egyeneae a koré irt zlmb8t egy B pontbén metszi, & BCD
lap su;yyantjais. Bizmonyitauk be, hogy AB A2 + }CZ AD = .
= 3L * AR, |

CTA. Am ABCD tetradder A cosucsibe futd hirom €1 paronként

merdleges egymisre, & tetracder sulypontaa S. Bizonyftsuk be, .'
hogy"Bz : “Gz + qu 11A” |

5,78. Az {BC bﬁromavﬁg woré {rt kBr kbzép pontjébél-@z A,
111, B cmucsokhos az 8§, 1lls b vektorck vezetnék, AB = Gy
8 k¥ré irt kbr sugera r. Bizonyitsuk bve, hogy{aﬁ>= 2. c?
Be7te Bigonyitauk be, hogy 8 hiromgebg kiré irt kir sugars
Ty & beirt kéré ¢ , és a ké% kér kbzeppontjainak tavolaéga

d, akkor d = 7% - 2rg> (Buler tétele).
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5e77s Az ABC hiromszignek vdlesszuk ki pl; az AB oldaldit, |
és mérjik ezt fel Awbll kiindulve az AC és B-b81l kiindulva
& BC felagy@nesrw, a felmért mzekagzok uj végpontjai Cl’ i1l,
Coe Hagsonldans a BC oldalbébl kiindulva kapJuk az Al és A2
pontokat és a CA o0ldalbdl Windulva a By és B, pontokat,

: Bizonyftﬁuk*beifhogy~&54ﬁiﬁiiB:B§TGieégsmakaszok~valamennyien
 merdlegezek a belrt és a koré {rt kirs kozéppontjat BsBzeksts

egyenesre, 4
Q&ZQaBizonyitsuk he, hogy a kocka min&én hirongzdgnetazete
hegyesszbzle | B -

5.79. Hatirozguk meg a cos 2« + co 2[3+ cos 2{ Ysazeg
ninimundt, ha 09/3 Y egy hiromswig sxﬁv@i.
Q;gg:.Bizonyltsuk be, hogy ha egy haromgzbgben cos 2« +

+ cos Zﬂ + cog 2y = =1, akkor s hirommsdg derekazﬁgﬁ.
5.81. Bgy hiromszlg odalais a, b, ¢, ktré irt kbrének sugara

T, amnék kBzéppontjit = magessigponttal m YHozeznaigu azakesy

~ k8ti Bggee. Bizonyitsuk be, hdgy m2= 9r2 - { a2 + b2 + cg).‘

582, Egy hiromszdg szligei « NIYe v. Bizonyitsuk bé; hogy

( 1. as ¢18v8 feladat Jeltléseit) cosacx + ¢cos8 (3 + cos g'a o
2 b2
=3 .8t . + ¢
4y

5,83, Ismeretesek eégy téglatest két szomszédos lapjén
elhelyezkedd két kitérs £%1 énak allap oldaléleivel alkofott 
gzdgel. Hutarozzuk meg 8 két 4 A 6 az8gét.

S.84. Jelentsen n Qetsz&legea természetes szdnot., Bigonylit- .

suk be, hogy 8%
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a (-1, 1+ 1, n(n + 1), o . -

{(n(n + 1 ). ;n,.n + 1),

e Hot

{n+ 1, n(n+ 1), -n)

vektorok 4ltal kifeszitett paralelepipedon kOéka.'
Feladatok vektordlis sgorgatrs ( R 92 - 114)

_§.8§. Mi a geometriai Jelentése e Bovetkewl azonossagnak:

586, Iegyenek a, b, ¢ & aik héro@ pontjéhak helyvektorai.
Bizonyftsuk be, hogy aﬁnak sziikaéges és elégméges feltétele,
hogy & hdrom pont egy egyynesen legyen az, hogy az aldbbi
egyenloseg teljesﬁlgbn: '

P (g, + Bk ,g) + Fg, g) =0
5.87., Egy négyssbg szenktztes oldalai a P,‘ili. Q pontban
metsrik egymist. 4 PQ mzakesyz felezdpoutie F. Bizbnyitsﬁk
be, hogy F és a négyszdg 4316inak felexzlpontjal egy egye-
nesen vannak. N o '
50886 Az ABC éé é:~ é;.héromszﬁgek olyan helyzetﬁek, hogy
g% A, B, C csucsokb§1 rendre s B’C’;C’ A? , A'B’ oldalakkal
huzott parhuganosok egy ponton mennek ét; Bigzonyitsuk be,

hogy ez a tulajdonség kBleebnda, azaz az A?, B?, G’caucso—

kon 4t rendre & BC, CA, AB egyenegekkel husgott pdrhuzamo-

gok 1s egy pontba futnak UYsswe, ‘
5834 Bgy Biezdgnek negy oldala pédrhuzamos egy-egy dtldval.

’ -'pf"“

' Bizonyitsuk‘be, hogy ez &z Bt8dik oldalra is fenndll,
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5,90, Pejeuziik ki & hiromsztg terliletét az oldelak seglt~
gégével. S o |

5491, Bizonyitsuk be, hogy & hiromszig sulyvonalaibél,
kézwitett hiromazsg teriilete ; -¢ gy eredetl hiromasig

teriiletdnelk,

592, A négyszg két smemkBeti oldaleyenese egy P pontban.

. metszi egymist: am 4t16k fei&igééﬁiﬁiiﬁQAEEWR:AEEEGﬁiiféﬁkf“’"‘”““

be, hogy a'PQR—haromsz&g terﬁlete 1-ea négyszﬁg terﬁle-
tének. _ C x ,

5.93. A% ARCD paralelogrammza egy 5@133 pontjdn 4% az olda~-
lakkal huzott pérhuzamoéok a% AB, BC, CD, DA oldalakat
rendre ag %, Y, Z, V pontokban metsziké P tiikorképe a para=-
lelogrammea x8zéppontjdrs P’. Bisonyitsuk 'bé, hogy & PAP’C

paralelogramma tertilete & PYBX és PVDZ paralebgrammik teriie

letének a kiiltnbaégével egyenll, .
5.94. Egy ABCD konvex négysstg AB oldalaﬁ az X éa Y, CcD
. 0ldaldt Z, V pontok osztjik hédrom egyenld reszre. Bizonyit-

guk de, hogy az XYZV t@rﬁlete harmads &z ABCD négyszog terti-

1etének.

5:95. Bamy %btsz6leg@s hatszﬁg szemkbzti oldaladi pérhuzamosak.

Vélagszuk ki hirom csucgot ugy, hogy kz8ttilk ne legyenek
gromgzédosak. Bizonyitasuk be, hogy az igy kivdlasztott hirom
catics és a misik hirom catcs egyenlS teriiletd hatazdgeket |
hatiroznak meg. | :

§&2gg_Bizony1tsuk be, hogy kdzepponjos szimmetrikus hatszdg-
ben a k8zépponton 4t nem men§ £41 8k olyan haromszbget gdrnak
Ktzre, amelynek teritlete fele a hatszdg tertletének,
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5:97. Egy négyssbg oldalai a, b, ¢, d 4t1461 e és 7, terti-
2 2

lete t. Bizonyitsuk be,_hogy'létz = 4@2f2 - (52 - b° + o°-

~

- d2<)2.

5,98, Az ABCD négysslg sfkjdban vegyilnk fel egzy tetazbleges

P pontot. Bizonyiitsuk be, hogy hdrom-hdrom pont dltal neg-

hatérozvttvhéromszﬁgﬁk%eiﬁﬂeles~terﬁleté2e\afk6ve$ke26

tpag ¢ ¥pop + temee tPAD“T; PAC * "PBD‘

5¢99. Hatdrozzuk meg ag ABC héromszbg sikjéban annak a P
pontnak s helyzetét, amelyre & PAB, PBC, PCA héromazdgek
tertilete egyenlés-— f*“‘jjf" .

5,100, Bgy szbg egyik gzdrin felveszﬁnk'egy;AB,_almésik
azdrin egy CD szakesnt, Mi.a mértani helye azoknak & P
pontoknak, am@lyekre az ABP és cop haromﬁngek terilletel
egyenlok?

54101, Bizonyitsuk be, hogy ha & haromszbg oldalei a,b,c,

az ezekkel gzenmkPztl azgek d’,ﬂ,x’ és a tertilet tyakkor

82+ b° 4+ o
4%

ctg £ + étg/l + ctg y=

5,102, Vegylink fel egy egyenesen egymds utdn kivetkezf A,

B, Cy D pontokat, ugy, hogy AB = BC = CD legyen. Haté?ozzuk'

meg 8 sik olyan P pontjdnak a mérdani helyét, amélyekre

fennéll:
tg APB 4. - tg crD 4. -m.%—-'
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5.1Q§m Egy hiromszigben ag < éa /3 1van szbgek, hogy

tg « tg() % 1,
Bizonyitzuk be, hogy & harmadik azbg devékszog.
5,104, By tetradderd lapjeinak t&wuletvektorait a kovat-

J
|
|
|
|
t
j
]

kesbképpon értelnreszwiik: merdlegemek s hozzdjuk tartozd lapras

kif“”é*f‘a*tetraédérr@iveiientétea*oidaira&'mu&afnakf‘hoes%uk*——~j

& lap teriiletével egyen16. Bizonyitsuk be, hogy a tetr&ed@rrﬁ¥7mj

terﬁletvextor&in&k Bsszege Qe '

5,105, Adott két kiterﬁ egyenes, &; és ezz ey & yy iranyu
vektorral ég as Iy helyvektoru pontjival, e, & Yo iranya
vektorral és pr, helyvektoru ponttal. Ha%érpzzuk meg & két
kitéré @gmnes\tévolséééto | -

5e106, Hgy hdromsz¥g csucsalnak koordinditdl ( 85 85 s & 3),

S \
(Abl s Bo ’b3 )s Gy 1Cp s 03)«» Hatdrozzuk neg ahéro@zag‘ ,':x
tertiletét, - B .
Peladatok wegyeaszorsaetra ( R 115-110) '

5107 Egy paralelepipedon egy csucsba, futd lapdtlél egy
ujabb paralelepipedont feazftenek ki, Mi e kéf paralelépipe- "
don térfogatdinak arinys? | ~' . | | ”
5.108, Biﬁenyitsuk be, hogy egy'tetraéder k8btartalminak y
hatszorcsa egyenld; két szemkButi élének gzorzate smorozva |

8 kbzrezdirt esdg einusdval és a Kké4 élegyehea normdltranss- |
verziligdinak hoggzdval.

5,109, Bizonyijsuk be, hogy ha egy AB szakesz egy e egyenesen,
ezy CD mwakassz pedig egy hozzd képest kitérd e, egyen&een e

mogog, akkor az ABCD tetradéder térfogata vdltogzatlan. o
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50120, Az a, b, o, 4 pironként kitérS egyenesek, és az a,b

éa c,d, tovibbd 22 a, ¢ és b, d'noméltré,nsmerzélisai merd- ]
legeaék egymdsra. Bizonyitsuk be, hogy az a, 4 3 b, ¢ nérmélé |
transgversdlisal iz merflegesaek. |

5.11ll. Imumeretes, hogy ha &, b, ¢ nen egyﬂika vek’cordk. akkor

M

e glelpan, Mutassuk meg, hogy

54117+ Az ABCD ortocentrikus tetradder szemkbati élel meﬂﬁle- |

a tér egy tetszbleges ¥ —vektora el oalliﬁmt,é_ogg—t/igf+4@“

5.112, Bigzonydf tsuk be a vekiordlism azorzat diaztributivitésat
& vegyemgzorzat falhazavzi:zlaﬂava

5:31134 Bimnyli'suk be, hogy ha 2, b, e joabrendazert alkotnak,
és b egyaégvektor, akkor ( & x B)x(k=xg) z(g,gJ

5.114.Igagoljuk a triéderek ginugtételéts: ha & trééder két

élgubge & és b és 8 a.aemkoz.‘si lapszbgek X éa ﬂ ekkor

gin a st @in b = gin « s;in[S

5.115,  Bizonyitsuk be, hogy ha b egységﬂrektor;

(Caxp)y=eh= (g (ke €9

5116, E1628 feladatunk eredménydt felhasznélva bizony{tsuk

i

be a triéderek cosinmatételéts ha ay b, ¢ az dlek mzigel é3 Yy
a ¢=vel gremkdzti lapazbg, akkor

cos b = cog a cog ¢ + 8in a gin b cos X. :

gea@k EymaAra ( 1. 8 19, feladatot). Jﬂlblje (AB) az AB élhes
tartozo .Lapefvdg@t, Bizonyitauk be, hogy .
' cos (AB) cog (CD)= coaz(AC) cos(:BD)— cos(AD)cos(BC).

R S —
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£ud, AfTin goometria, affinitdsok, konvéxAg@ometria
Aw gifin  geometridban (durvin fogalmasva) a véges N
dimenwids vektorterek geometridjit vizesdljuk, berntik li-

tiintetett belelagorzat nélkiile A kitiintetett origd miatt

egy V', n-dimensids vektorteret kipontozott effin iérnek

~ portoknak ig neveshetjlk.

ig nevezzlik. Igy a vektorokat, helyvekiorként tekintve;

A_Vn tér Byvesesy pontjait affin fﬁggetlennek

&y
nevezziik, ha az &1 ~g§.a.2§k - & vektorok iinsfirigan
filgzetienek. Mivel a fentl ponbok skkor és cgak aklkor
affin fliggetlenek, ha, B% (ﬁcﬂl)’ .a.,(gk{l) vaktdrok\a
v+l 4 ds 1inedriaan figgetlen vektoradi, ezért az affin
fliggetlensdg tuisjdonsdga flggetlen a pontok sorrendjétll.
s V* térben affin fiiggetlenek, akkor min-

Ha éogaooyﬁn

den x eV®  velttor egydértelmfen
X -~8, - 2. Xt (ﬂm'fﬁa)

alakban frhaté. Az fgy nyert ( xi,...;xg) koopdinétékat

" aw alapnonirendszerre vonaikozd affin koordindtilnak

nevegzzik.
AV® térben kel sudmi 8 ,ee0,8, affin fiiggetlen pont

egy k~dimenzids gffin alteret feszit ki, anit az

<1

') ‘ N .
a, + > xV(av - o) xe R
-14

plakban 18411 thatd vektorok halmagaként definidlunk.

 Atrendeundssel kepjuk, hogy az altér pontjalt a

L 4
- 3 . A vV
5§;X’A9” y ehol 2 X =74‘)

1= 0




- 82 -
kifejezémak gzclgditatidke Aw (x;,a.ngk} koordindtdkat aw
aleppontokra vonetkozd afiin koordindtdknak, mig aw

%° gxl ) ..¢,xk) koordindtékat, illietve ezek Af+o

kongtanss voroqait baricentrilus hoordlndvqknak nevenzik,

A ‘;:)s.’:u:r’:mc&,nu kus koordindtdk anz

(¥

X:-"'—. { J‘ J ‘
¥ =«

_ 1 : : I

vek»ort hatdrozsdk meg égyértelmien, ez ért az x-et az

e

 x* gulyoklsl mdlyozott 8y pontrenahzer aulzgontjénax ia

nevezziil, A
A T8 tér (n~1)=dimenzids affin alterel as u.n. hip@rs
terek,az 1-dimenszidgak pedig &z egyenegek, Igy az X &

pontokra fektetett egyevem pontjalt az

(10 5+ by sek
vektorok alkotjdk. Ekkor gz

( Zgs X v £) 3= §/1-%

mennyiseu@t & harom ﬁont oaztévﬁszonyénax nevezzﬁk. nyil—

vénvald wcometrxai tartalma miatt.

Az TE, 'Ve’C:Vn altereket pérhuganognak mondjuk, he
vegy VkC'V 11‘ £‘ .vagy pedig Vk(1 V£ = ¢. teljesiil,
g ax utdobi esetben 1étezik olyan ms= max(k,£)+1~diménziés
altér, andyik mindkett8t tartalmazsza, \ _ ”
Velamely ( xl,...,x ) affin koordinata kBrnyazetben a

Boseserlpe, & alapponickra illesrkedl hipertér esyenlete
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T peoepx? . - j ’

dat 8l eu D 0 | | |
()5.00’&0 = : . : l

|

N I - |
&nﬁ"lo#;aﬂ"l o ' : ;
|

\

\

|

o : . |

Az alacconyabh dimenzids alterek hiper4e~ek netezeteként
a1l thabok el8, @vert*”“kzﬁimenzLos—a&%erémﬁv{n-k) _egyen-
,1 ‘ot harElmesd l*nearia egxenleurenaszer"el iqhatjuk 1e. .

AL Eoe Xy pentokat.osszekoto szekamt az

g:z(lm‘k)zo'i‘tgsl . 0<%t €1

pontok alkotjdk. Alteldven egy = X'z, elald linedris
kombindcidt konvexnek mondjuk, ha x; >0 ést;'# 1 teljew

slil. Igy & azakasw pontjal a végpontok konvex linedrig
kombmnaciOJakenm &1llnek el18,
Egy ponthalmast konvexnek mondunk, he ké% pantjéval

eglitt =2 egeketd Somzekdts szalmst is b artelmarzi. Valamely
S ponthalwmaes conv S Jellel ﬁelolt konvex burkin as S-t

$artalmasd konv@x ponthalmazok netszetét ertwtk. Carstheodory
tétele amserint a eonv S ( anol.o c:Vn) pontjal az S=beli,

lagfeljebb n+l sedmi vektor konvex linedris kombindcid-
Jaként Allithatok e16. vagyla: |

conv S*{Z )l "i { xie S, Ai 0, Z-Ai"l}

=0
Redon tétele aserint & V© tdr birmely (n+2) kUlonbsz8
elened tartalmand Sw-{§a5¢60g§h+24§ ponthelmesa két
diszmjunkt S;s S, ponthalmasra bonthatd (- Sy /) 55 = £,
SqU 8, = 8) gy, hogy ezek konvex burkdnsk a metszete

nen &z Ures halmsss conv Sy (1 couv S5 F #e




e
B két tétel és a t@lj@s.indukciévalkalmazéséval‘bé- -
bizonyithatd Helly nevezetes tétele, miszerint ha K,...,Xy
g T tésben N mzdmi konvem test, amelyek kUzill bérmely
n+1'szémﬁ'metaéi egyndat, ekkor ay Usszesunek a metzrete
senr ag Ures halnaz. |

ra

A teret egy hipertér két (konvex) f£Eltdrree bontja. A -

e

konvex polidderaket végea mok wdvt LEItér metgmstekdnt,

mizg a konvex politopokat véges sok pont konvex burksként |

definldljuk. Affin filggetlen pontok konvex burkdt

ggimplemeimek i nevesziik. Megmutathatd, hogy a konvex

" politopok uem misok mint a korldtos konvex polidderek.

A konvex voliéderek Il-dimenzids élel terméswates mdédon

definidlhatdk. Legyen ewsk mzdma C;, és n-dimenzids alake-
gat epetén legyen Cp=l. B Jelslémgeket alkalmayve konvex

politopokras érvényes awz dltaldnos

n =3

Sy = ¢y + 02» .‘¢+(~i)n ¢

Euler féle fowmuime ..

tetett formuldt adjs viava,
Végeretlil azn affinitisck t4rgyelisira térink dte. A VO

tér egy o 3 V0 —> V" bijekeidjdt affinitdsnak nevessiik,

ha egyenost egyenesbe tranazformil,

" Megmutathatd, hogy affin koordindta rendsserekben az

Progiin

affinitdsok nem misok, mint az

g —>azp, () — (Zaddoh
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alakban felirhetd linedris transsformicill, -shol det (A%) # 0. ]

‘bb61 ag @15éilitésbél k&nnyén beldthatd, hogy a v tér bér-
mely ( m@,@e.,&l) ill,. (30,;;.,bn} affin fﬁggétlen pont-

rendgzereilies pontosan egy X affinitdz létesik, amelyre l
o< (g4)=b,; teljesiil, Ezt & tétdlt ax affinitfsok alaptéte- |
*i4v*w4f‘-4v‘igﬁgE‘E5E8??ﬁ"—ﬁ—-—‘v_ﬁ‘f‘ﬁ_**_*\4\4‘VﬁfVﬁW\*ﬁg‘**;?¥4\*47‘*44ﬁv‘¥-‘

> ERA 2t e @

. Néhfny gpeciflis affinitdet e a@fznialunk. !z E > xp

affﬁn:baso“at rarhuzawoe eltoldisoknak, as x H*—% u¢+3 alaku— _

akat pedig 3/2 cenirmmﬁ fe]fordula*ohna& {centrdlis %ukrbze

seknek) nevessiik. . ,
A nyditéeok arck ar affinitdsok, amlk minden egyenest Unma- .

gukkal pirhuzamos egyeneshe transzformélnak.uEzekrﬁl megnutat-

hatd, hogy hdrmely nydjtds vegy pdrhuzemos eltolds vagy pedig

centrilis hasonlosaga Az utdbbl affinitdsck azm x —>¢ + A(x-¢)=

L= )QK_ + {1“' .‘/\) 9; § )*0; &1&!31&%9 ' ‘ _‘.|4

Tekintglink egy (ﬁg,eacp%__i Qﬁ) -—-—;(8. ,...,an.i..,bn)i‘ ' .

aiaki affinitdet, Ha az 8.5 b, pontok egyen@se pérhuzamos

8,5
| ) 8% B sseesd,s pontok hiperterével, akkor az sffinitdat gxgrasu
nak, ‘& t6bbi esetben pddig feszitdanek nevazydk.

£ {77, £ S ] euklidesui tér vérfogattartd affinitdsait
ekviaffinitisoknak hivjuk, . | -

Ugyancgak a -{Vn} £ ).>y} euklideszi térben vegylink fel

egy [ , az origét tartalmazd, hipert@reﬁlés tekintstink

Ly ,) =% 0 valds szdmot. Bzek utin a hipertérben fekvs hely-
vekiorok 1egyenek fixek, a hipertérre merlleges és s hipertérbe
ead kezdSpohtﬁ ‘helyvektorokat pedig nyijtsuk meg ) ~gsorosra, -

igy a : ,
Ma® =z +O-1) (@ 8> 2 | o
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affinitéshoz'jutunk, ahoi n a hipertér normil egység-

'vek’corm A /ia a  affinitdast merfleges affinitianak

nevagaiik, -

Bebizonyf thetd a kivetkens tétel

=M:i.:nd@e:n < affinitds

N = a1 '/?‘ 70{4/’u7-‘ °"'¥7/(/(éj T ‘.”‘ T ‘7 o :.4‘. S

alakban 411{theté{el:, shol as ] isbmeiria az,?/ii

 leképesések pedig péronként merSleges hiperterekre vonat-

kozd merdleges affinitdsok,

Peladatol konvex tegtekre (K)

. 6.1, (Blaschke) Bigony{tsuk be, hogy minden egységnyi

ézélességﬁ korldtos konvex testbe irhaté 1/n+1 sugard

gombe ( 1 & test dimenszidja).

6.2.8)Adott a aikon n pont: Any-any Auw o Bizonyitauk_be;
hogy létezik s siknak'olyan 0 pontja, melyen dtmend tét- '
gz8leges 1 egyenes mindkét partjdn n[3~n§i nen kevesebb

%bnt fekzezik ( beleszdmiiva magin ag 1 egyenesen levd
”pontok&t ig)e | |

b)" Adott a térben a V térfogatd X konvextest. Bizonyitandd,

~ hogy ezen dtmend tetazlleges sfk 41ltal meghatdromott bdrmely

Léltérbe legaldbbwyfﬁ_tériogatﬁmréﬁzef@gikmaéte@tnek.»u o

6.3, Bizonyftsuk be, hogy bdrmely korlitos konvex (n dimen-
v1da) halmaznak 1étenik olyan O pontja, hogy birmely az

O -n 4tmend 4,B hirrs

n+1

| Ny
(A-ol > == IA-B1, IB-002 5 IA-B




.40 (Berge) Legyenek M,K.,a.. K, korlatoxa konvex zart

[Sthg

halmegok = d-dimenziés térben éag
n
MO0 K*') = (/5 )

e MN(NK)+S.

_Ekkor M glé Ul( |

- A S — ok

§_,_§.,‘ (Santold) Adott a s:fkun végen gok pdrhuzanoa grakags - %
Gey, hogy bérmely hdrom esetén létezik ezecket metsiS egyenes., | }
Bizonyitsuk be, hogy ekkoi' létezlk vaamennyil metszs egyenes, N '{
6464 Két véges halmaz X és Y (R™~ben) szigordan sszeparilhatd |
| egy hipersikkal akkor é8 cmak akkor ha az XVY birmely lege 4',
f@ljebb n+2 elemd S részhalmagdra S N X és SNY sgigorian:
greparilhatd ( Kirchberger) | -

|
|
l
6.7 X & E® , dienm X < 2. Ekkor X benne van egy [211/(“44)] '

sugarﬁ gbrhben, _ _

'§__,_§3_ (St@i'ni.i;m) 'Hal x € conv X, X € R%‘akkor-létezik

Y ¢€X , \Y\‘é_ 2n, hogy x € intconv Y, | |

6.9, As cgyadg gbubfeliileten adott egy 1'sért gorbe, |
amelynek & hosssza £ 2T, Bizonyltandé “hogy ekkor 1 .
'ra;}ta van @gy £é1z6mbdn, ,
6,10, A (;TR y A kompaki. A = ext conv A akkor és cs&k

akkor, ha birmely BS 4, |Bl ¢ d+2  esetén B=ext conv B.

6,11, K C RY xorldtos éa sdrt. Ha K bdrmely d+1 pontjd«
hoz 1étezllk egy pont, hogy a d+1 p‘ont mindegyikét e
ponttal Ssazekdtd mzakasz réspe K-nsk, akkor létesik olyan

pont is, amelyet bdrmely K-beli ponttal Uaszekotd szakass

K-ban van. - (Kresgnomzelsskl) L ' ' i
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6,12, He a V* térben 8 FyseeasFy félterek lefedik az
ezdaz tevet, akkor kdslilik legfeljebb nt+l gzdmi is lefedi a
teret.

6ol .T@kintaﬁk e 81k X;,es0,X%y pontrendszerét, amelyre
=] =N

{ «ﬁ2~4~1 teljeslil, Bizonyitandd olyan (3 /3 sugarﬁ

kp:lg@gf le%ezése, amely@ik lef@di a pontrendszert /Young/.

Feladatok affinitdmokra(c,206., 214., 215., 222,0).

6,14, Az AXC és D>B eltoldmok skkor egyenlék, ha e

B ASD ém (SB eltoldsok egyenlSk, (He ADBC paraleogramme.,

a&kcr.@z nyilvénveld, de he a négy ponf.kollineéris, akkor
‘ﬂ@m);‘ | | A |

60150 Aw ‘ :
' 4&e3B) (B—C) = ( A<>C)

egyenletbll am A=C helyettes{témsel vesessilk le, hogy
s (C<B) (B-ﬁﬁ) félfordulatnak bdrmely adott C pont fix-

pontjm. Ez utdbbi tramszformicidt a Jeldldes termdégzetes

kiterjeastésdvel

¢ —=>C

~alakban Irhatjuk fel.

6,16, Ha.egy. ( nem feltétlenill konvex) hatézﬁg'hérdm at-
14j4nak felezdpontja ¢gybeesik, akkor a hatszig birmely
két srenmkBrti oldala pdrhuzamos egymissal. |
66176 Lw ABC hiromsz8g BC oldalinak tetgﬁgleged Alﬁonta
J4bSl hfimzuk meg & BA-val pirhuzamos A,Bgegyenest,amely

a CA oldalt bluﬁ@n netazi. Bzutdin hizsuk meg & CB=vel
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parhuzamcs Blcl @gy@n@ét; amely az AB-oldalt Clben metszl,
maejd az AC-vel pérhuﬁamos Cq4, egyenest, amely BC oldalt
C1~ben nmetazgl, majd az AC-vel pdrhuzamos GlAg egyenegt,

amely a BC oldalt A,~ben metszi. Ha Ay & BC oldal felezSe
pontja, eXkor Ay egybheeaik fel@y He nem, akkor foiytassuk
ar eljdrdet: hizzuk neg 8 BA-val pdrhugemos A,B, egyenest,

@?UBavéI"péfhﬁ%éﬁég”BQCQ"“@gyen@st;wés@azmAGuvel~pérhu2amoswmw

02A3 agyonests A tortvonal most bezérulsAB egybeesik Al-gyel.

{ Bzt nevesik Thomgene-alakzatnek. L.Nev.R.Mind, Geometrical Ma-

gie, Scripta Mathematica, 19 ( 1953), 198-200 old.)

31, £bra

§&;§; Tetzslleges egyszerd négyssbg oldalfelewbpontjai
paralelogrammit hatdrosnak meg (31. dbra;)Ezt a tételt

Pierre Varigmon (1654;1722) fedezte fel, éa gzért’az ilyen
paralelogramdt Varignon-paralelogramminak ig sgokték nee
vezni. A tétel azt is mutatja, hogy a ndgyssig smemkdztl
oldalfelez8pontjalt Baswektts kaﬁépvonalak felenik egzymiste
6,19, Bérmely teljea négyszbg hat oldalfelezSpontja kozéppon-
tozan azimm@tfikus hatusget hatdroz meg, ( olyat,'amiiy@t

a fentiqé. feladatban vizsgdltunk),

il

|
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6220, Ha két hiromszbgnek egy kixbs oldalae van, Ugy
teriiletilk akkor és csmek akkor egyenld, 'ha a megnaradt
'céﬁcsaikat Sggzekitsd egyenes pirhuzames a ktzbe oldeﬂlé.l.
£.21, Ha egy btazbg négy 4t16je pdrhusamos annék négy
oldaldval, akkor az 84bdik 4416 is pdruzamos asz Bt5dik

01?1&111’51 &
 §,22, Nikor ekviefPinitds a nylijtds?

6423, HMikor ekvieffinitds e nyirde?

6,24 Mikor ekviaffinitds a fesnités? -
6425, Piros mzdmi affin tikiBzés sezorzata ekvialfinitds.
6,26. Minden ;eltolds, félfordulat, nyirds felirhatd ké+
affin tikr8zdés smorzataként. |
6,27, Ha egy ekviaffinités nem eltolds, nem felfordulat
éz nen nyfrds, akkor felirhatd P o1 P> Ple-P« . ’alak’ban,
aliol PP, pérhuﬂamos PyPp=vel ( 1. a 32, Sbrdt)e

32. ébr&

6,28, Ha ay A,B,C pontok egy egyesen vannsk, Az A*,B’,ds
- C* pontok pedig egy mdsikon, tovdbbd |

AB -_BC

Ze

AB? B*C?

T
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akkor ag AA*, BB*, CC* gzakezzokat azonog ardnyban
osztd pountok vagy szintén kollineérigék,'vagy nind egybew
egnek (v8, a 3.6, ponttal). Utmutatdam: Tekinbeiik an A, Cy

A*, C* pontokba helyezett, mlkalmasan vdlasstott tbmegek

ELJJ’pO t,}dﬁ)a

33. ébra

629 Ioy négyﬁzﬁg alakd homogén 1emez"$ﬁlypontja gz‘oldal&k
eg&méaut%ﬁi harmadalépontjaiﬁ & 33. dbrdn léthatS nrddon
Saguekdtd ( dne Wiﬁtenhauer-) paralelogramna kizéppontja,Fa.
Wittenbauernek (185(~1922) ezt a tételét (Blaschke 2.13.01&.)
JedeWalch és V.W.Poas ujra f@lf@dezteko}

6430, Mi“y@n tipusu negysﬁbg@k @&%en eanek egybe az elozS
két felsdatban leirt sdlypontok?

6.31, Tetozbkges négyasbg csiceaibs helyezett egyenls t6-
megek silypontja a Varignon-paralelogramms széppontjaa
Q&;g& He O az ABC hiromszdg sikjdnsk aw oldalegyeneseken
kiviili pontja és az A0, 0B, OC egyenegek a szemkiztli hirome
gy8goldalt rendre éz A*, B%, C? ponthan metszik, akkér
(4BC*) (CAB®) (CAB’) = 4 ( QGeva %étele) |
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6.33, Az ABC héromﬁzﬁg AB, BC, CA oldalegyeneselt egy
@ @gy@ﬁ@g rendre a csucsokbél'kﬁlaﬁbﬁzﬁ‘cl, Ai M Bl

pontvkban metasi, Bimonyitauk be, hogy

(ABCy) (BCA; ) (CABy ) =-lo

(Bz az un, MENELAOS-tétel).

6234, a) JelBljlink ki a térben uégy pontot ugy, hogy egylk -

hirom se legen egy egyenesen, legyenek ewek A, B, C, Do

- Vegylink fel az AB egyenesen egy P, a DU egyenezen egy Q

pontot ugy, hogy (ABP)=(DCQ) legyens najd a BC iil. AD
egyenegen gy R, 1ll. S pontot ugy, hogy (BCR)=(ADS) fenn-

411jon. Bizonyltsuk be, hogy & PQ és RS egyermek metszik

egymist egy olyan M ponthan, amelyre (PQM)=(ABP) és (RSH)=
(BCRYs {(Ro:23).

Te§o Kirtk geometrifis, kbrtartd hranzrformicidk

iz euklideszi sfk egy ¥ kirdhes adott P ponton kewesme

$il huszzunk mzeldt, amelylik a kbrt az A,B pontokhan met-

gzl, 4 gzeilfk $étele szerint a PA-TFB ssorzat konstans,

fiilggetien d szald véla@ztéaétél; il a'P'poninak a2 X

‘kdrre vonatkosz6 hatvényanek nevegziik,

Ha & X kbr kBzéppontja 0, sugars pedlg v, akkor & sik
minden P_pontjéhom refdel jlik ast a P° pontot, amelyik ag
0P télegyenesre illesskedik, és OP - 0P’ =1® teljesiil,

Bzt & transzformicidt a K alspkirre vonatkozd inverszidnek

nevesuiik, amelynek péluga mz O ponte




o Zarju’ l@ a ﬂ¢?0t @gy iueélms, so jellel jeldlt ponttals ‘

Az inverszidkrdl megmutathatd, hogy a pdlusckon dtha-

ladd egyeneseket invaridnsan hagyie, e pélugra vem illemze
kedd kbréket pdluson éthalado korokb@ é& fordiiva, tovabhé | !
péiusre nem illeszkedd korbket ngyenilyen ktirtkbe tranggfor-

mile Az lg megmutathabd, hogy ag inverzidk érintkesés ém

M

wzcu*&ari{kmﬁa\,‘4fwﬁ4\74,v‘44,w7‘*ﬁ*v\44V74_*_V4\*_V*ﬁﬁv\44¥4ﬁvgﬁgﬁ\v4ﬁﬁ‘4*\ﬁ
l

Aw fgy nyoert sika 8% Uslle inver Av sfke ﬁm @gyn@wek ia, ez@sl

a oo pouttal lezdrva, kBrBknek +@xin%n@tok. Igy ag inversgiv . }

gik ktrei a k8miinzéges kbrbk és ezek s lezdrt egyehesek. Ag

inversidk ag 0 €2 = hozaérend@léﬂ&al'mz inverziv sdik bi-
jekeidjdvd terjewzthetlk ki{ . Igy & fentl tétel gy 1s meg-

fogalmaxhatég hogy az inversidk kbrtartd trengsformicldk

bz inversiv sikon.

Az invers{v sfk egy bijekeididt kbrtartdnek mondjuk,ha

kSroket LSrokbe transzformdl, As inversidkhor képest vjabb

k8rtartd tranezformicidkat kapunk, he a hesonldgs sgokat, .
—rBelathato n2 mlmbbn tetel

©2 —> oo homsirendeléssel kiwr;jmsmjﬁk?i(m inversfy

t
|
|

gik bdrmely kornur*c tfaasmformacioja Vory haaonlosag vegy

pedig egy hasonWQQag és ey ﬂnverﬁqo BEROTYatA,.

& kbriartd tra&smfo“maclok englitikugen 83 lefrhatdk.
Ugyenis tekintalk a sikot & komplex ssdmok sikjinak. Ekkor

& kbrtarid trangssformdcidk megegyesnek as

v

- >mx+b i1l x a§+b , ad-—‘nc:f: O,
Zx+ d ¢ xz+ d : C

tortlinﬁivis 1@ Té“@kkéla
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A hiperbolikus geometrls izometriammac &, targydhséhov

g

ik aZ Uete hiperboliluy trsuszformiceldkat is.

%@veme
Tekintelink egy kbri. Ekkor & kirt, belsojével egylitt

invaridnzan haavé k¥rtartd trangsformdddkat hlp&rbol¢kug

tr&nszfnrmaci&hnak nevezzilk, Ilyenek pla a k¥zdpponton

dthaladd tengelyekre vonatkowd tilkrdzéack, és az alapkdrt

merdlegenen metgnd-kirdkre vonatkornd inverzidk, Az utdbbi . |

leképezdseket hiperbolikus tikrdréselnek neveszzlik. Beldt-

hatd, hogzy birmely hipar%oliﬁus'tran3Wfﬁrméeié‘legfeljebb
hirom hiperbolikua tiikrizés ggorzatakdnt 4117 {thatd. el8,
Végenetill a sugdrgorok déx a kirsorok témakbrdt érintilik.

7 ;

FOaOS ponﬁra illms?LeaS “agy @bymﬂsaal parhuwamom egye-
nevezziiit. ‘

neggerered ﬂugaﬁworaak '
Invertdliuk agy P tartdjd sugdrsor alemeit egy G ﬂ= P

pélugra vonatkczél&g. Ha P kdpe P?, akkor az egyencsek
é’C,P’ pontokon 4theladd kBrtkbe, egy U.n. métsﬂg ktraorbs

trangeformdl édnsk. A CP egyenes a hatvinyvonsl a TP feles§

nerSlegese pedig ag uane. cantrdlis. Az {gy nyert kirgort

hiperbdiikus kSrsornak is nevesik,

-
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‘Ha & P hdriili koncentrikus kBriket invarféljuk, elkkor

a ¢ i1ll. P? k8ril ( de nem mind kBzéppontok kBrill) egy.

usne nen nmetasd vagy elliptikus k8rgort kapunk, aminek

&lenei az elfzf kirsor elemeit merllegesen metszik aw

inversid sulgtartdas miatt, Ennek a kbrsornsk a centralisa

a Cr agyém@sjfth&tvényvonaia*pe&igfa—CEifielex5hme251&g@~

’

Invar%a&dunk moat egy pirhusamnos @g@m@saeregec a8 C

pont ra vdmaukozolago Bkkor a C pontban drintkezs u.u,

_ Qaraboll-ua kSrsort kepunk., A kizls érintl a ha%wungvonal

és a O ponthan s r4 merfleges egyenes a centrilig. Ha a
merfleges pirhuramos egyenesgereget invértéljuk, akkor
ismét perabolikus k¥rzort kapunk., aminek elemei sz @1620
kbrsor elemeltmerdlegesen metozik.

Bebizony{thatd, hogy egy kbrmor hatvﬁnyvon&la'azoh'
pontok hslmazs, amelyekre a kSrsor elemelire veti hatvdny
konstanﬂw

Két nom ., koneentrikus kBr egyéritelmiion kdrsorrd ter-

jeswthetd ki, sminek batvdnyvonslét e a k&b kbr hebvdny-

vonaldnak nevemgmiik. Beldthatd, hogy hdrom kor péronként

- vett hetvanyvonalal kOzlag pontra illegzkednek. :

A k8rok reometridia exiomatilusan ia kiepitheté. Ekkor -

av alaptulajdonadgok a kdvetkezl tdételekben megfogalmazoti

tulajdonzdgok. , | | »

(1) Bédrrmely hérom kiltnbbzd pontra pontogan egy kfr
illegekedika |
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(2) He K kbr, PEX g Q&K, mkkor & P éy Q pontokra ogy

ém cuak ey .& X &ort = ériat b kdr 1llegzkedik.

{3) Ha ay dbhra meteul Ky X,k
- 1,%2°%3

k4 kfreire az Ay4504C, pontok

k¥rre illesskednal, akkor g

D4D4ByB, watazéapontok im kirre

(4) (Miguel t8tel). Ha az

kednek, akkor s IB:.L » Cl ’ D1 .

i
|
|
|
|
i
|
|
i
|
i
|
|
|

— A, pomtok im kbzbs kbrre illesz--
35, dbra kednelk, ' : |

Tele Blmonyitsuk be as el6zl tételeket,

A térben a gbmbkre vonatkosd invermidt hasonlden
" definidliuk nint s sfkban. Ezek & transzforndelidk a o

ponttal leszdrt tér ( as w.n. inversiv tér) gbmbtartd

transszrméciéjéf d@finiéljék, A pgoubtartd transsformieidk

el831litdsaira da a kiUlbnbisd gimbsorokra vonatkozdlag

- hagonld £11itds0k ér&éﬂg@sek, mint a sfk kbreire, fzy ezekkel,
o kévddselkel 1%t wéezletesen nen foglalkowunit.

i Tel4 Hogyarismzuk meg a Peaucellier-féle inversor (36.4bra).
- 8% A, Pesucellier £1%al 1864-ben adoit alakzatok inver-
ménak regrajzoldgdra alkotott emskfz- wmiktdérét. A ezerke-

et néey egyenld hogewisdgl - az APBP? rombusy cavcsalhan

cmuklfren Psesekepogolt - ridbdl és a rombussz A €z B szemw

¥3stl caficsalhos csatleliozd, O-ban forgathatdan régzitett !
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xét hoamazabb ridbdl £11. A P* pont a P pont inversze .

(. és torditva): ha a P pontot végigvemetjlik egy adot

‘alakrzat kertiletén, akkor a P’pontban befdgoft ceruzs &z

adott'alakzat'inverzét rajzolja megQ Specidligan, egzy

:hetedik ™mid és}eg& \jabb C forgéspont gegitaégdvel elér-

“hetjik, hogy P egy O-n éfﬁéﬁﬁ‘kﬁrﬁn*mozﬁgjon:~Ekkor P*

—egyenest ir le. Igy ax inversor egwakt mgolddst 8d arra a

fontos mgchanikgi probiéméra, hogy miként alakifhat6 d%

~  kbrmogzgis egyenes vonall moggimsi /Lamb.‘2314voidQ/ (6;95.0);

6. 4bra o . L 37.4bra

7.2. Megyardzwuk meg & Hart-féle 1nvergor (37.ébra)
- a HoHart 41ltal 1874~ban, a'Peaucellier £éle inverszor-

hoz hagonlé céllal alkotott szérkezet - milkbdéaét. Bz &

- srerkezet mindUssze négy ridbdl 411, amelyek ABCD "ongt-

metazé paralelogramma’ (AB=GD, BC=DA) caticsaiban cguk-
1ésan Vssse vannak_kapcaolva. Az AB, AD, BC rudakon rend-
Te elhelyeéked6 és egy egyenesen levs O,P,P' poutok akkor

is egy (AC-vel és BD-vel pirhusamos) egygnesen maradnak,




he az Yndtmetyzd paralelogramns alakjét.véltozfatjék. Mint
el8bb, a aszarkemet itt 1s a 0 pontban forgathatdan rﬁgsit-
hetS. { Lamb 2 315 01ds) ( ce95.04) | |
Te4e Legysn az r sugard y ktrin kivﬁl fekv8 O porntinak a kbrre‘ ,
vonatkozd hatvduya pe Az O, kbzeppontu, k augari kbr ay 4
k8rt X Eiﬁvéﬁgéiﬁ korbe invertédlia. (Ce95.0+)

cglczalt. {(c.92.0). _ ‘
Te6s Cask kdrzbvel szerkesseiink meg ugy egy B pontot;:hagy 8%
AOB mrakesz kétazar akkora legyen, mrint aw adott OA é%akasz.
(ca100404) “

747s Cask kSrzbvel szerkeswilk meg asz inversid kﬁrenek 0
k¥zéppontHitdl 1 k tdvolsdgra levd pont 1nverzet. Injuk le,
nmilyen médﬂzerrZi lehet O;hoz tatséSlegesen kﬁzéli pontokat
dnvertdlni. (¢.100.0). -
7.8 Czak ktrzével feleszsiink meg egy adott szakasst.(c.100.0.)
7.9, O8ak kbrmével harmadoljunk egy adott szakeszt. Irjuk le,

hogyan oszthatunk fel tetazlleges szdmi egyenlf részre egy

szakawt. (CQlO0.0.)

legjegyzés. A fentl feladatok a ktrsd geémet#iéjénak prob-
lémskdrébe tartozusk. A geometridnak ent ag a’gé% egymdstdl |
figzetlenll a dfb G.ilohr.(1672) és ag olasz L.Mascheroni
(1797) dolgomtdk ki. A teljes t&rténet rovid lefrisa a
kﬁvetkazS miivekhen falélhaté negs: Pedoe -1,23-25.01d. vagy.
Courént ¢a Robbing 1,145-151.01d. |
1"}0. Két kil¥nbdzd sugaru edott kbr végtelan sok nyujtva
forgatizaal, ill. aydjtve tikrSzdasel kapcsolh&té Bsgza.
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A Pixpontok nértani helye (mindkét egethen): ax adott

x8rdk hassonldségl pontjeis Beswekdtl suakase - nind

Atnér8 -~ £61é irt kdr. ( Bzt a kirt ar adott ktrdk ha-
sonldsdgl kbrének navesziik). Mi az ennek megfel«ld ered-
mény egyenlS augard kSrlkre vonatkondan? (c.102.0)«

Z.l . A hasonléaégi k¥r tetaslleges pontjinek az ado+t

két kdﬂrﬂ vomatkozd inversei a két KGT hatv:nJvonaldra~9W%w~—

vonatkozaan,egymaa tikSrképedl uourt »199.014d. (c.102.o.)

T.12. He egy kbrsor bidrmely elemet egzy invers 10 gapkdréil
vilegztjuk, skkor ez az inverzid a megmaradd elemckat
paronként feleseréli, am eredetire orﬁogonélié kdrsor
elemeit pedig véltozatlanul hagyja. (c.100.0). ” |
Tel3. New metszd kbrsor pontk&rei a kbrsor tetswlleges
elemére - mint inversid alapkirére - vonatkozdan eg&més
inverzei.(c.lod.o.)

7.14, Ha két kSrnek két vagy négy kizds érintdje van,
akkor hatvényvbnalﬁk dtnegy a kBzbs érint6k.félez6pont;

Jein. Hogysn lehet megszerkessztenl két k¥r hatvdnyvonaldt,

ha a kSroknek nincs k¥zbs érintdje ( vagyls asz egyik kér

teljes agéazében tartaluasza a mésikat)?v(c.lbo.o.)

7.15. Mt t¥rténik a hatérpontolkkal, ha nem metéz6 krsort
koncentrikua k8r8k meregéhe invergdlunk? (0.100.0.)
1a16. Steiner porizzmfjiban a kirldnc kbreinek érintési
pontjal nmind egy kbrbn fekazenek, Az.eredeti’kﬁrﬁk erre

s k8rre invertdlva egymdsba nmennek 4t. Igaz-s, hogy =a

k8rldne kireinek k8zéppontjei 1z egy kOrdn vauniak? (c.100.0.)
1.18. Az 1.5, pont 10. feladatdban vizmgdlt héronsz8g belrt

kire és-a "két mizik kB (a Soddy—kdrbk) egy korsorhoz

t&rto zik, (0 100404 )
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7¢19. Ha egy O kbséppontd gbnbre vonatkozdan A inverze
A*, B inverze B*, akkor az OAB &z OR%4? héromsx&gek hae
sonldek. (c.104.0.) | | -

T+20, He =04 és b=OB,:akkor4( ey 13. feladat jeltléaeivel)

x

A?B? = 4B«

ab

( ©al04.0.) ‘
Ta2le Az inversid kettSsviazzonytartd Yranszfornicid, vagyls
 bdrrely négy pontra | o -

AC _ A’3% _ A'C
¢D B*D? Cope

C&sey 1,1000010‘.0 ( 00104000)

7.22, Két egymdst O-ban érintd gdmb inversze két pirhuzamos
s{k.

T:23. Legyen x, 2 , y bérom, egjmést pironként érintd gtmbd
63 6, Chy-- olyan gbubsoroszmat, améynek bdrmely két egy-
misra kbr@tkezo gombje egymést ép az %Xy Z ,¥ gombékﬂt is
érinti. Mutagauk meg, hogy Og érinti . -e%, vagyls olyan
| hat gtmbbSl 4116 ldncot kapunk, amely kﬁrﬁlééfjs az eredeti
- hiromeleni gimbldncot. ( Utrntatdas Végezzliuk iuversidt egy
oly=xr gimbre, amelynelk kdzéppontjs x ég Z érinfési pontjal.
(celQdec.) | |

(GyR -186.0.): .
| I:gé: Szerkesazink adott sugaru kort, anely két adott egyg=-
negt Sxrint. _
7.25s Srerkeasziink adott sugern, adott ponton dtmend éa
adott egyeneat érintd kbrt.

”
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ZLQQ& Adott egy kbr éa egy,ﬁgyan@se.Sze;kesszﬁnL gdo%t
gugari xUrt, amely mindkedsst Srintl.
T+27. Srerkesszlink két adott Xiri érinté sdott sugard
- kbrt. | |
7428« Rajzoljunk meg egy kbrt, ebbe egy tetszée suerinti
atmérdt éa hoszzaBBiféﬁkﬁmyg*ézt*axvéfmér6t,48xefkasazﬁhk ag

’“*‘f**“~“&g~tﬂe"@dst1vel egysnd sugard kdri, amely az @red@t* kort én e 1

dtruérs meghosswaobitaﬂqt drinti,.

125 Smerkessziink adott sugard Ydrt, amely erint egy
'eISraiado%t k¥rt; éa axmak egy megszerkesztett &rint8iét.
Te3Ce Szerkeasziink adott sugari ktrt, eamely két adott ponton
gy, | | :

T3l Tixztink ki egyudetdl 3 om~nyire két pontoi. Szerkessziink
olyan 2 cm sugard kbrt, amely az egyik kitdz8ti ponttdl

lom, = migikidl 2 cum tévolségban‘halad;- '

Ts32. Sszerkesasiink kort, amely 2 adott ponton dimegy és
kbzéppontja egy adott kirdn van. | | | )

7.33. Srerkessalink k8ri, ausly egy hiromazbg hirom cslcmdtidl
adott tdvoladghan halad. .

7.34. Adott 4. pont. Szevkesssztink kbri, amely mind a 4-t61
egyenld tévolségra Vil | ‘ .

7435, Szerkesszilnk kort, seely két egyeneat drint, egyi-

ket édott'pontban. _ , _ |
Ta36e Szerkesssiink kbrt, amely egy kBri éz egy egyneat

érint az, @llbbit adott pontben,. |

Ta3Te Szerkeaszink egy hiromszbgbe £élkdrt, amelynek
dtmérdje az ezyik oldalon van &g érinti a mésik két oldalt.
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7.38. Szerkesssiink kdrt, amely adott egyenest érint és

dtmegy két olyan ponton, smelyek 8sszekits egyenese merSleges
ar adott egyenesre,, |

7.39. THzzlink ki egy pontot két egykdzepd kir kozdt t. Szer-

kesariink kbrt, amely mindkét kdrt érinti, és 4imey ar adott

R T LT L

_ ponton,.

kort. ‘ _

7.4l Szerkesssziink ktrt, amely két egyenld sugard ka;t érint,
ax egyiket adott pontbane. - :

7.42. Szerkessziink k6£t, aﬁely két tetsleeges kﬁrﬁ.érint,'
azr egyiket adott pontban. |

7.43.Szerkessriink kbrt, amely egy egyenest és egy kért érint,

az egyenest adott pontban.

T.44. Szerkesssziink kdrt, amdly hdrom egyenld sugard kort érint, .

/ & kdrtk kSzéppontjai nincsenek egy egyenesen, ar érintl kior

mindhdrom kért kivillrdl, vagy mindhirmat magiba zdrva érinti/. .

Ted45. Szerkesszﬁnk k6rt
a/ & 38, 4dbrdn 1évd calcsives ablakban;

b/ a 39. 4brdn 1év8 romin ablakba .

38 . ébr&
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Ted6. Mutamauk meg; hogy aroknak a pontoknak a'mér-
~ tani helye, amelyekre két adott ponttdl vett +tdvolsédg
négyzetének a killdnbsége £1landd, a két pont egyenesére

‘merdleges egyenes,

7717Mﬁf&ssuk*mégi‘hogy‘azoknak*a*pontoknakva%ﬂértaniA

helye, amelyeknek két / nem koncentrikus/ k&rre vonatke-

76 hatvdnya egyenld, a két kdr centrdlisdra merSleges
egyenes / hatvédnywal/. | -

Te48s Bizonyitsuk be, hogy hérom kor péronként VQ%t
hatvédnyvonalai egy pontban metszik egymdat, ha kﬁiéppdnf-
jalk nincsenek egy egyenesen / hatvdnypont/. $ |
7+49. Hérom adott k&rhdz szerkesszink pontot, amelybsl.
‘mindhdromhor egyenls érintd hizhatd. | _ .

7450, Tlzzink ki egy egyenesen két pontot és sierkeaéiunk
érint8 kdroket egekben a pontokban az eyeneghey ugy,-hogy
- a k6rdk meszék egymist., Bizony{tsuk be, hogy a kizba hur
meghosszabbitdaa nindié felezl a felvett pontok meghatd-
rorta szakaszt. ' | ‘

To51. Tlrriink ki egy egyenesen két pontot ésgze?kessiunk

érint8 korcket ezekben a pontokban ay ezyeneéhez ugy, hogy -

a korok érintsék wzymdst. Bizony{tsuk be, hogy az érintéai
ponthoz tartord kizbe érints mindig feleml a két felvett
pont szakamzdt. g |
T+52. Adott két krh8s szerkessziink pontot,:amelbeI a

két k8rhdz egyenll és elére adott azbget bezdrd érintdk
‘huzhat 6k, | o

. e
,‘\‘w(v:'

|
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7453 Adott 3 pont. Srerkessriink a pontok ktré kbriket,
amelyek egymdat pdronként merdlegesen metszik.
Te54s Szerkeaaglink két ponton 4t olyan k¥rt, amelyeik
adott kdrt ftellenes pontokban metaz,

7=§§;‘Szarkesazunk;kﬁrt,,amelyvggyﬁhérgmazﬁgfmind;n'oldg-

14b 381 adott szakasmzt mefsz ki.

7.56. Adott pontbdl adott k8rhis srerkessyiink mzeldt gy, -
‘hogy a bellle kimetagett hur ddott hossrisdgli legyen., |
Te57.Két adott korhdz szerkesssziink szei6t, amelyneﬁ‘a kordk-
be adott hossrzusdgli darabja esik. | | |
T.58+.Adott pontbdSl adott kbrhts szerkesasriink sze16t ugys,s
hogy annak a kordn belili darabja a kir egy pontjdbdl adott
‘szBgben 15tszddjdk. | | |
759, Adott Wét pontot vet{talink egy alkalmas ktri pontbdl
& k8rre ugy, hogy a vetiiletek Smazekidts szakasza adott

" irdnyd kzyen.

7.60. Adott k¥rbe irjunk-be hdromsziget ugy, hogy oldalegyeneaef

egy-egy kitdzdétt ponton menjenek 4t.
T.61.KHi138 pontbdl huzzunk szeldt a kirhbsz, amely azt adott
azdghben metszi, Adott pontbdl adott krhie szerkesszﬁnk :
‘mzeldt ugy, hogy a bellle kimetzzett hur mértani kozeparényos
legyen a szeld szeletei kBzdtt. | 4
| légg;Bizonyitauk be, hogy egy héromazogben a magaaségoknak a
magassagpontt61 a csucsig és a% oldalig terjed§ szakaszanak
s szorzataming a hédrom magassigon ugyanakkora.

1.63. Hegyemsysgli hdromsrlg két oldala mint étmér6 £81é
_ kifelé félkdrvket =zerkessziink. Hossrabbitauk meg a szenkbrti

Id

! 
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catcaokbdl hizott nmagassédgvonalakat a'félkﬁrig. Bizonylt-
suk be, hogy ezek metszéspontja egyenld tdvol van a k8ztik
1év8 calcatdl,

7.64. Hosszabbitasuk meg az ABC héromszig A esvcshor tarto-
76 szdgfelezljét a k¥ré irt kir. A" pontjdig, a azbgfelerd
a BC oldalt A’<ben metszi.Bizonyitsuk be, hogy A"B mértani

 kBzepe a. A’A" és AA" srakaszoknake

Te65s Szerkeasgiink haromszﬁget he adott egy oldala, ar ezzel

azemkozti axge ém a szbg felezdjének a homsra,

Tab66. Szerkesszﬁnk hurnégyszdget, ha adott egy oldalanak egye-'

nese, az arzron 1év8 oldal hosaya éax a sgemkdzti ol@a;hvégpont-
sa. . E
7.67s Rajzoljunk hdrom egymdist metexl kirt ugy, hogy kozds
hirjaik metmzéspont ja mindegyikﬁk belsejében legyen. Birzo-
‘nyitsuk be, hogy a hurck metszéspontja ktrill szerkesthet6
olyan kﬁf, amelyet mindhdrom kor _4dtellenes pontokban metsz.
7.68. Szerkessziink ktrt, amely adott ponton étmegy én két
adott egyenest érint. _ _ L
769 Srerkessziink kort, amely két adott egyenast és egy
xort érint. | | ) '{ |
6.70. Srerkesagiink kért, amely két adbtt pontdﬁ étmggy éx
egy adott egyenest érint. A
Te71. Adott egyem sen msyerkemsyiink pontot, a.rnely egy pﬂnt-
- t61 és egy egyeneatll egyenl$ tavolaagr;~van.”
7.72. Adott egyenesen szerkesasiink pontot, amely egy kidrtdl
 és egy egyenest8l egyenld tdvolaigra van. | |
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TeT73. Szerkessziink kbrt, amely két adott ponton 5tmegy éé

ezy adott kirt érint. |
TeT4s Srerkesssiink Két ponton 4t k¥rt ugy, hogy adott kdrbdl
adott hossrusigi hurt messen ki, |

Te75. Adjunk meg egy egyenest, egy ktrt, és ennek az egyenesre
merSleges dtmérSjét. Az dimérs egyik végpontjdbdl huzzunk

szreldt, ém igazoljuk, hogy = adott egyenesig terjeds szekasz-

nak éa a kimetszett hurnak a szorzata fliggetlen a azeld

virényétél.

Te76e AP pontoh dtmend AB és A’RB’ egyenéaeken az _4_,_3:;‘ A?,B’,
pontok ugy helyegzkednek el, hogy =a P vagy elvélasztija, az
A,B;A%,B’, pontpdrok mindegylkét, vagy egyikkt sem, és PA.
PB=PA’* PB'. Bizony{tsuk be, hogy A, B; A’, B’ egy kdrén
vannak, | | ’

( St./I1/ 21=22.0.) '

7.77. Legyen ax A, i11.B pont inverze A’, 1ll. B’ és kbzdttik

ne legyenek szonossk. Igaroljuk, hogy ha az A, A’, B, B’ pontok . |

nincsenek egy egyenesen, akkor hurnégyszbget alkotnak!
7+78e Mekkora a 40, dbrdn vonalkdzott PQR idomvézﬁgéinek:

ay Ysazege?

i

1

!

¢

i

i

3

¢

i

H
i /
i v

40, dbr& e T T 41, dbra,

-’
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~ Te79. Az O pélusu k alapkarﬁ,ra hatvédnyd inverzid
esetében P inverze legyen P?, A 41, 4bra jelﬁléseivél
igazroljuk, hogy ' |

a/ ( ABP) = - (ABP*);

' b/ 1 +. 1 [ 1 L)
L AP AP? r

7.80. Négy k8r k6elil bdrmelyik mimilk ketSt kiviilr6l

érint. Inverzid megitadgével igazoljuk, hogy aw ériﬁtési

~ poutok egy kbrtn vannak ( I.9.27.) | B
7.8ls Az A, B, C, D pontok ne legyenek az egyeﬁagen vagy

egy kbron, Igszoljuk, hogy az ABC ég ax ABD  k8ré Irt

krtk hajlédsszdge aw ACD . éx a BCD ktré {irt kdrdk

hajlasazdgevel egyenlo. | ) |

Te82. A ky» ko k3 korsk mindegyike mesae a mdsik két kbrt

és haladjon 4% ar O ponton ( 42, &bra). Legyen.a R

.kl 9 k2 ] 8, k2 $ k3’ a k3, kl korbk O”tOl kﬁldnbbzs kaz&g
rontjai A, B, il11l., C. A k2 k8r AB fvének egy pontja legyen.

- De Ax A, D i1l. a B, D pontokon éthalaldé ko4 k
4, 110

D-t51 kiiltnboes kbzss pontja legyen E, a ky, k, k‘erk
A-t61 kiilonbsz8 kbzda pontja F, végll a ki, 'k5 kbrdk B-t81
Kli1 6nbozé kbzss pontja G, All{tdss A C, G, E, F pontok egy
 k6rén vannek! :

T.83. Az ACB sngtartémény belsejében vegyﬁk:fel a D pon-

tot. A D pontra illesrzkedd xzeld a GA'szﬁgaiébat messe ay
A pontban, a CB szdgmzérat pedig a B pontban. (43.£bra)

: /‘ /, ;

kdrtk .
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Igazoljuk, hogy az ABC és a BDC kbré irt k., k, !
k6r8k hajldsszdge nem fiigg a D pontra illeszkedd

szeld megvilasztdadtdl!

42, 4bra | -

- Te84e Az ACB szﬁgtaftomény bel- :f}
sejében vegylik fel a D pontot. A |

D ponton éthaladd szelS a CA sngeiﬁi
szérat mesge az A pontban, A CB V

\ ~//// P e N |
e | . szbgszdrait pedig a B pontban. A

i . _
O D ponton éthaladé;és az CA egyenest

‘ A-ban ¥rinté kbr legyen ki. aD %
43. &bra : ponton dthaladé és .a CB egyenest r\

B-ben érintd kdr pedig legyen k,. Igaroljuk, hogy a k1~éu k2 o
XBTbk hajldsazbge nem fiigg a D ponton éthaiad6 sveld neg~
védlasrtdsdt 1l |

7.85. Igazoljuk, hogy a pdéluson 4% nem haladd k¥r k&zép-
pontjédnek inverze a kr inversének nem lesr kbrzéppontjal
7.86. legyen a k kdr inverze a k? kdr. Hatdrozzuk neg

azt a pontot, amelynek inverze a k’ k§r kdzéppont ja leasg!

\
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7.87. Irjuk fel a P (1,-4) pont inverzének koordindtéit,
ha agz alapkir ay x2+y2=1 k8r! »
7.88. Az inverzid alapkdre legyen ag xz+y2=1'k83. Irjuk

fel a kbvetkezd alakzatok inverzeinek as egyenletét:

a/ 2x=3y+1=0}

b/ x?—yzx 5;

c/ x +y -6x+4y=0;
a/ (x+1)2+y2= -%— $ | U
e/ youx;

£y x2—y2=l.

8.8. Elliptilie geomstria

Az elliptikus geometridban lényegében a gfmbfelliletek

geometridjdt vizagdljuk. Pekintsiink asz euklideszi'térben

egy egység sugari gtmbfeliiletet. Ezen két pont kHzéitt =
Jegrovidebh utat s két pontot Buszeksts fOkbr definidlia,

{gy a £6k6rvk dgy tekinthetdk, mint a gtmbfellilet "egye-

nesei". Diékﬁék¢a”fﬁk8r6knék az illeszkedéai és rendezémi

tulajdonsdigail kllCnbGznek arz euklideari egyeneaek meg-

- . feleld tulajdonségaitél, hiszen két dtellenes pontra vegte-
len sok fOkdr illesszkedik, és egy £8kirt két pontja a
£ 8kdrt két {vre (szakaszra) bontja. A gtmbfellileten metxikét

is bevezethetiink ugy, hogy egy £8kSriv hosszit a végpontokhoz!
hizott mugarak szigével mérjik. Két kSzis kezdgpontﬁ rél1

£8koriv azdgét pedig a cadcaban meghiroit megfele16 £é1lérin-
t8k euklideazi szdgeként definialjuk.

4

-\
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A f8kbrivek mggitségével a gtnbfelliletre hiromaszbgek

rajzolhatdk, Ezek k8zlil caak azokat tekintjilk héromszﬁg-
" nek, amelyeket valamely £élgtmb tartalmaz. Ha ABC ilyen
hdromazbg, melynek s csucsokkalszemkdztes oldalainsk

~ hoaszdt rendre a; b; Sy valamint a csucsokban 1ev6 szbge-

ket rendre ’F’ jeldli, akkor a gﬁmbfelhlet

azinuez ill. kosmzinusz tétdlei a kBvetkezdk:

sin a; xin b: 8in ¢ = &in o< ¢ s=min /3 : siny (_’szinusz
' - tétel)

coS c=co8.2.-608 b.4.8in-a sin b cos y (oldalalak cosl~
T - ‘nus tétele)

S cos Y= -cos« cos/ + ain sin/! cos ¢ (mszbgek cosinusz
' tétele) '

Az slapgdmb centrumdt fixen hagyd férizometriék a gﬁmb—l
felilletet invaridnsan hagyjédk és a'gbmbfeiuletre vett
mepszoritottjaik a felﬂleten.izometriét adnak. Megmutat-
hatd, hogy a gﬁmbfelﬁlet~minden izometriéjakwilyeh meg-

szoritdssal nyerhetd,

A gtmbfellileten a tertilet-méréare vonatkozélag bebizro-

nyithatd a kivetkezd tétel,
~ Léterik pontoman egy olyan hozzdrendelés, amelyik a-

gémbreliilet K konvex ponthalmazaihoz T (K)2 O aszdmot

rendel tgy, hogy (1) a T additiv: ha K=K1‘U oW kl f\'K2=¢, ‘

akkor ,

(2) A T az izometridkra nézve invaridns,
(3) a teljes gtmbfelillet tertilete 4T,
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Beldthatd, hogy ekkor egy m3/2,& 8z0gi hdrommzig
teriilete o | 8
0(+/.?+ 6’—-“—.

" Yagyis a gombi hiromszgek sz8geinek Jmszege a 1l --nél

penteaan»a~teruleiéﬂelvnagynbbﬁlazﬁgdafektua formula).

‘.,

i

44 . ébra,

A G gtmbfelllet geoﬁetriéjét tovébb vizsgélandd, je161+_ ’
junk ki rajta két étellenéa E,D (északi, déii) pontot, majd
az E k8ré Irjunk két egység sugardi G gdmbdt. Ekkor a G -
gimbre vongfkozé inverziéla G gbmbdt a D pontban érintd s
érintSxfkba transzformilja és ax inverridk kbr éa azag~
tartdsa miatt er a leképexés a G 3 S kizdtt kbr- és axig-
tartd, A G éu S k¥zdtt ez & leképezés pontosabban is lefr-
haté. Ugyani=, he egy, az E pontbdl kiinduld félegyenes
a G gBmbdt a P pontB®A , ax S sfkot pedig a P’ pontban metszi,
skkor a G és S kSzStt a fent lefrt inverzid nem més, mint ax

éaraki pSlushél vett P—P! projekciés Igy kapjuk, hogy €&y

- =



il
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gbmb dazaki pélusdbdl a déli pdSlumdra fektetett érinté-
sfkjdra t6rténS vetitédme a gbmb¥t a sikra kir- s szig-

tartd mdédon képezi le. Ext a vetitéat sztereografikus pro-

Jgkciénmk neverik, mivel a fenti tulajdonaagok miatt tér-
képkeszftésre hasrniljdk,

Az 1328 G gombSt nemcaak ar E ponttél, de ax O
_ X5zéppontbdl ia réveffthetilik az S érintdasfkidra, Viszront

er a leképerés nem bijekcid, hiszen ftellenes P P*’pontokhoz
aronos P’ pontot rendel, =8t azr egyenlitd pontjaira ey &
leképezés nem definidlt, Ez utdbbi’ hidnyossdgot a;kavet-
lkeszéppen pdétolhat juk. -
Vegylink hozzd az S slk.pontjaihoz idedlis, végtelen té-
voli pontokat gy, hogy pédrhuzanmos egyenesekher ugyanart -
a végtelean tdvolil pontot vesszik, mig kUlonbbz8 irdnyd -
egyenesekhey kiilonbsz8 idedlis pontokat vesziink, Pontomabban
fogalmarva a af{k pontjainak halmazdt = sfk irdnysinak hal-

mazrdival blvitjik éa egy egyenes idedlia, végtelen tévolil -

pontJénak az irdnydt nevesziik., Az {gy kibSvitett ponihal-

mazt nevezik anslitikus projektiv siknak, amiben egyene~
geknek sz idefli= pontjukkal lézért ktzdnséges egyeneseket
és az Suazem idedlis pontot tartalmazd u.n. 1dedlis egye~
nest telintik, o

Moat pedig a G g8mbfeliiletre visszatérve,“azonositsunk

egymissnl minden dtellenes (P,P* ) pontpdrt és neveszziik

pontoknak ezeket az dtellenes pontpdrokat. Itt az egyeneseket -

a £8kBrikhSl definiéljuk; a szenkdrtes pontok avonomitdsdvale
Ar. igy nyert poni-egyenes rendsszert a projektiv sik gtmbi

modelljének neveszsiik.
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A konstrukeldkbdl vildgoman ldthatd, hogy az O kbzép-

pontbhSl vett projekcid a gbmbli modell és ay éxrint§ ana-
litikus projektiv sfk kSx6tt olyan bijekeiét definidl,
amelyik egyenest egyenesbe transzformdl ( illesrkedés-tar-

td)e

Ay, elS8z8ekben projektiv afkokra két modeli§‘i§—kqnstru-‘;"*
;“‘“‘““"“‘“"“‘ﬁltunkv¢Azﬁilyenfsikokraﬂillfﬁmagaaabbﬁdimenziésﬁtgrgkre o

axiomatikus felépités is adhatd. Pl. a fenti modellekben
kdnnyen beldthaték a kivetkerd tulajdonségok. '

Iq Bédrmely két klilsnb8z6 pontra egy és csak egy .
egyanes illeszkedik, Ll

I, Bérmely két klilsnbszd egyenesre egy én chk"egy
pont 1llesrkedik.

Axiomatikua felépitésnﬁl ezek a projektiv sfk ¢ illesg-

kedésl mxidmdi.

A projektiv sikok elméletében a lehet§ legalapvetSbb

orerepet az u.n. kollinedcidk jdtszdk. Ezek a pontok olyan
bijekecidi, amelyek egyenest egyenesbe tranazfo#mélnak.
A gbmbfelillet metrikdjs metrikdt indukdl a projektiv

s{k-modelleken i természetes médon. Az ilyen metrikdval

elldtott projektiv s{kokat nevezik elliptikus s{koknak,
Ezek iaometridit a gﬁmbfelﬁlet izometridl indukdljdke.

(St /ITII/ 41-43.04) ¢ R

8. 1, A megadott adatok immeretében szdmfitsuk ki a, hérom—
sz8g hidnyrd adataits ‘
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a) - a=60°, f b=45°, c=90°;
b) o« =45°, . - p=120°, y=45°3
¢) a=75%.  b=60°, y=45°; |
a) . «=120°, :, | (=60°, - ¢=135°,
e) a=30°, " b=45°, o =45°,
)~ *=120%, “' ;—parags" P a=60% J |

8.2. Az ABC glmbhiromss8g oldalai legyenek a=60°, |
b=30° éz c=45°%, Szémftsuk ki az A catcspontot és a BC )
oldal Al'felezSpontJétA Bmazeksts £8kBriv hosszdt! -

8.3. Az a=30", b=60°, ¢=60° oldald gdmbhiromszsg:B csv=-
csdbbl boosdssunk merSleges fdkbrivet a anbhérohngg
AC oldalérs. Milyen hosszi ar {gy adddd BBy £8kbriv?

B.4. Ax ABC g8rbhiromsz8g oldalai adottak: a=30°, b=60°,
¢=60°%, Szédmitsuk ki a ﬂ =zSget felez§ BB, £8k8riv |
hosmdt ( B, az AC oldal pontja)!
8.5, SrAmftsuk ki a szabdlyos |
' a) tetradder,
b) oktaéder,
c) dodekaéder,
d) ikozadder S N
lapazdpét!
§&§;.Az egyaéggtmb k8zéppontJdbil iiindulé a (3,-1,2),
b (6,4,) ¢(1,4,2) vektorok kiddfik egy gdmbhdromazig

. csdcmait. Hatdrozzuk meg a gSmbhdromszig adatait!
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b=60°, ¢=90%, A -; oldait a B esvcsponton tdl meghaazabblt-
Juk BA,=30 ®_kal. Milyen hosszi ax AA fﬁkﬁriv?

|
|
|
\
i
~ 1
_;1. Ay ABC gbmbharomszag oldalai igmertek, mégpedig a=45° ’ ‘
]
2.8, Az ABC gtmbhiéromszbgben a=60°; b=90°, 3’#150. Az !

o ABC gbmbhiromsstghdyr dgy illeszkedik Az ACB? gﬁmbhéromazﬁg,- Ll
. M\ !
: B

Tnek mnines kbzbs bels§ pontja. Milyen hst”u -8 BB? f8kbrdv? |

8.9, Az ABC génbhédromszdghen 2=60%, b=45°, ¢=90° « A gémbe -
héromszdg AB oldalin fthaladd £8kdr &ltal hatdrolt, a ) ’ ’

gmehéromszSget tartalmard £élgbmb pSluma 1egyen-P¢¥Szémit-

- 8.10s Az ABC gbmbhéromazbg o0ldalal legyenek a=90 y: b=60 N
c=220°. Az AB oldal Cy pontjéra A01=60 » & BC oldal Al

|

!

|

suk ki az ACP szdget és a PC £6k8riv hoaszdil _ - {
|

]

1

|

petezésponija legyen B, '
(

!

pontjéra pedig CA1=30°,feljesu136n. Az ALl és a cci ivek I
. |

|

a) Srdmitauk ki a Pcl £Okbriv hosardt!

b) Milyen hosszd a PB f&k¥riv? " |
¢) Seémftsuk ki a CCjA; szdget! - ’
8+11. Ismertek a gtmbhdromsztg a, b, ¢ oldalal, Késxzitsink
~-fervet _ | | ‘ ' |
a) a gimbhdromszlghe {rt kir | _
b) a gtmbhdiromszdg - k¥ré irt kbr sugagﬁﬁak | '
a meghatdrozdsdral ‘ | | | |
8,124 An egységgdmb k8réppontjdbdl induljanak ki a & (1,-2,
- =2), b ( 2;2;-1,)-3 ( 2,=1,2) §ektorok. Szém{tauk ki az 8,
by, ¢ vektorok dltal kiddfBtt gimbhdromsrig kﬁré {rt g&mbi ‘

ktr kBzéppontjdba mutatdé vektor koowdindtdit!
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8.13.Ar ABC gémbhdromszdg megfelelS cavicspontjaiba nmu-
tatnak = gdmb kbzéppontjdbdl induld és jobbrendazert |
akkotd my, b, ¢ egység vektorok. Fejezzilk ki ar a, b,c
vektorok segitzdgével a gﬁmbhéromszag k¥ré irt k¥r k¥zép-
pont jéba mutatd x vektort,

8,14, A gbmb kbzéppontJdbél kiinduld s (1,0,0) b (1,1,1)

¢ (1,1,0) vektorok gimbhdromsziget ha.féroznak meg. Milyen

BC oldaltdl? | .
8.15, Legyen'a gtmbhdromazrtgben Y =90°, Bizony:ftagk be
a kbvetkoz§ dmmefliggémekety

a) sin a = sin < sin o3

= b).cosd=_sin /3 coaa) cos ﬂ = sin << cos b3

c) cos ¢ = cox a cos b;

d) cos ¢ = otg étgﬁ.

8.16. Ha egy gbmbhdromsgbgnek pontosan egy 90%08 oldala
van, akkor hdny 90°-nfl nagyobb szbge lehet? ' |
8.17. Bizony{itsuk be, hogy az egyenlS oldalu gtmbhdrom-

ar0ghen o '
aain-'-z-cos;-;a—a 1,

ahol & a gdmbhédromssztg oldaldt, « pedig a szb‘_gét Jelenti!

 8.18. Egy gdmbhdromazdg oldalai & igy = angéii}; is egyenlik, |

nagveaguk a i1l, K ,

- 8) Hilyen Ysszefliggés van cos a és cos o kbzbtt? cree

b) Mekqua a ill. o , ha egymdsnak pétmzigel?
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'8.19. Az ABC gémbhéromsszdg A caticadbl a mrembentekvs
oldalras bocadtott merlleges fokoriv ert asm oidalt ké4
megadott réssre (p é= q) bontja fel, Adott mégs o
Szédmitsuk ki e gombhdromardg t8bbl oldaldt és azrdgét!
8,20, Az elliptikus sfk két ki¥re legfeljebb négy pontban

metszheti egymdst., (c. 107.0.)'

T 8.2), A% elliptikus s{kban egy p-szdg terﬁletét”ugy kap-ﬁ~ﬂ4 "

hatjuk meg, hogy sz8geinek UYmmzegéhll levonjuk ar eukli-
deszi sikbelil p-mzbg smzbgeinek Smszegét (cel0T7+0.)e

n
I

9.8, Hiperbolikus geometria

i
v £

A hiperbolikus beonstridt is‘modellben, ag u;n.

Poincaré féle modellben térgyaljuk.

Tekintaiink a sfkben egy kSrt. A hiperbolikus geomeiria

- pontjairak vegylik a kidr ‘belaejébe esd pontokat, ngeneseinek

pedig az alapkdrt merilegesen

" egyenes rendszerre ayw I3 PaAT-

sejébe ex§ {veit., Erre s pont- ;

-

metazsd kdrtknek agx alapkdr bele

45, dbra ' pontoﬁ kereaztﬁlﬁVégtelen 20k
nem-metnz8 egyenes hiizhatd. Ezek kazﬁtt 1étézik ponto-
san kettS, amelyik ax 1 egyenest a hafirktrre es§ u.n.

aszimptotikus pontjéban.metazi ( ezek nem pontjai a geomet-

ridnak! ), Ezekt nevezzilk az 1 egyenessel pirhuzamos egye-

huzanossis axidmdia nem teljeatil,

higzen egj'l egyeneshey egy-P-¢ 1

neseknek ( elpattand egvenesek), mig a t8bbi nem metszd egye-

nest'ultraparalei'egyenesnek hivjuk.
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Viszont kbnnyen leellendrizhetd, hogy =z euklidészi

afk $8bbi I 4, I, » By » Ry i1lleszrkeddéei 111, rende-

gézi axidndla mir érvényas ebben s geometridban ia,

‘A metrike bevezetésdhez tekintsilk a s{kot a komplex
srimafhnak,. A klilBnb8z8 ‘zl » T3 s %o ; 54 komplex

- szdmok ( = 1* %o 9 ig‘}‘il)fﬁini‘kettﬁsvtszonyé#—a

| e
(2125252,)1 = — 1 ‘~.4 1
B3 < %2 g~ T2

képlettel definidljuk, Ext a kettSsviszonyt a Koriarys

trenerformdcidk  ( t8rtlinedris leképerds 1évén)‘invarién- |

san hegvidk, valamint érvényesek a

~.

(Zl s B -’-'3 ’ 34)(21525§55)= (51525355 )—

tulejdonadgok im. Az is-beldthatd, hogy & kettSsvisszony

akkor és csak akkor valds mzdm, ha a pontok vagy kBrre

vagy egyenesre illeszrkednek,

Ezek wtdn a hiperbolikus metrikit a kivetkezSképpen
dafinidljuk. ' ‘,

legyen az x,5 hiperbolikus pontokra fektetett 1 hiper-
bolikus egyenes két aszimptotikus pontja u és v, Ha =2
jelﬁléét sz dbra szerinti sorrendben hajtjuk végre, akkor
( U,v,yex) 2 ls Az X,y pontok tévolségét a,

d (Xy)s=1In (u v, ¥, x)

-
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képlettel definidljuk. A kettdsviszony tulajdonsdgaibél
k8nnyen adddik, hogy ez & tdvolsdig kielégiti ay- My My,

MB’ M4 metrikus axidmdkban megfogalmazott tulajdonadgokat.

Végezetlil egy 1 egyeneare vonatkozd tengelxps tikr8-

zést az l-re ( mint kirre) vonatkozd inverzidként defi-

. e

 nidljuk. Mivel az inverzidk kettSavisronytartdk, igy

tenpelyes tlikrozések axidmdjdban kirdétt feltételeket, |

A merllegesaéget a tengelyes tlikrbzések aeéifsééével
“definidlva beldthatd, hogy két egyenes akkor éa ééak'.
akkor merSleges ha az dltaluk meghatérozott kﬁrékléukli-
deszi értelemben merdlegesek, E ténynek s kﬁvetkézménye
az, hogy a modellben a hiperbolikus szdgmérés megegye-

rik az euklideszi =zdgmérésael,

Mivel a felezd mer61egesekre vonatkord tétel a hi-

perbolikus geometridban is érvényben marad, ezért az
euklideszl emethez hasonldan megmutafhatd, hogy bér-
mely izometria legfeljebb hdrom tengelyes tiikrizéas sror-~
zataként-irhatd fel, Eb561 viszont az kdvetkerik, hogy

& hiperbolikus aik izometridi megegyerznek & 7e§~ban. .

definidlt hiperbolikus transzformécidkkal, Beldthatd -

a kivetkernd két threl is
9.1, Ha Ay, Ay , 5, 111. By , By , By kiloubszs
aazimptotikus pontokbd8l 4114 pont-~hdrmasok,

akkor pontosan egy o« hiperbolikus izometria

1étezik, amelyre ok (A,)=B, teljeatils

e e

valdban olyan igsﬁéffiﬁtAk&bﬁnﬁ,4£né1yiﬁﬁkielégiti‘a”"“M‘“‘>}~%
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9,2. _ Két ultrapmralel egyenesher pontosan egy, ezeket j
merdlegesen metszé egyenes létezik ( Ez az uen.

norméltranszverzrdlin).

A hinerbolikué izometridknek teljes oswtdlyordem is

megadlimtd,

nmsk, két -padrhuzamos egyenesre vonatkozd tﬁkrﬁzéﬁ szor—

zatdt peadig aszimptotikua forgdsnak nevezgilk. Két ultrapara— ’

}
+
}

lel egyeneasre vonatkozd tilkrbzés szorzafindl a hormgltransz—

pirhuzamos eltoldsoknak neverziik, Ha ezek utén'méé a ten~

I
|
|
gelyre iz tiikrdriink, akkor ezt a 3-as aszorzatot csisstatva .1+

H
L |
verzilis invaridns egyenes, ezért ezeket tengely menti . .. & J

tlikrszéanaek nevernsiik, Igaz a kivetkezd tétel. | ' T

9.3. Birmely hiperbolikus.izometria vagy tengelyes tikrt-
zém vagy forgds vagy aszimptotikus forgds vagy tengely- |
menti pirhuzamos eltolds vagy pedig catautatva tlikrizés,

bz euklideszi esettel ellentétben ar Gsszes tengely '}
menti pédrhuzamon eltoldsok nem alkotnak Abel csoportot. |
|

Tovrdbbi killonbaégek kihangmulyozdsshos megem]itjﬁk ®,

paracik]usok(horociklusoknak im nevexik) éas az ekvidintdns

gorbék fogalmét is. Tekintsiink

egy kBzia agzimptotlkuz pontha

befutd pérhuzamos egyenessersget.

- Ay eveket agz egyénesekef merdle-

gesen metszd gdrbéket paraciklue

460 dbra

soknak nevezzilke Nyilvdnvald, -
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hogy a pdrhuzamos egyenessereg ag aazimptqtikﬁs pont-
ban érintkezd parabolikus kérsort hatdroz meg és a para-
ciklusok a rd merSleges parabolikus kdrsmort hatdrozzdk

neg. EbbSl is létszik,.hogy 2 paraoiklusok nem egyerne-

ek .

Tekintstink most egy 1 egyenest ar A,B aszimptotikus

pontokkal, majd vegylik az l-re nerdlegas egygnessereget;

Az egyenessereg minden egyenesre az 1 egyenesatll nmer-

jink fel konstans D = 0 hosszisdgot. Igy az 1 égye- ’

nest8l O\ tdvolsdgban egy gorbét kapunk, amit ekv;dinténs

gﬁrbének'nevezﬁnk.fA merslege=-
men metazd egyenesséreglaz A
ill. B pontok ktriil egy nenm

' metszé (elliptikug) kormort

hatdrognak meg, mig az ekvidi-~
tdns gdrbék a rd mer6leges, az

470ébr&

}A,vaontokbanrnetQZS hiperbolikus
kdrsort alkotjék. Mivel cmak az 1 metszi mer3legesen az
alepkdrt, a kdrsor t8bbi eleme nenm, ezért az]ékvidiiténs
gorbék =zem egyenesek, '

Végeretill s teriletmdréssel foglalkozunk. A hiperboll-

kus sikon is konatans szorzd erejéig egyértélmﬁ teriiletmé- -

rés 1létezik, amelyik pozit{v, additiv és a hiperbolikus
transzformdcidkra nézve invaridna., A tétel részletes
bizonyitéséﬁdl kiderﬁl, hogy =a hiperbolikus hdromez8gek

belal un¥geinek Uavzege a T -nél kimebd, é= a terillet = - -

- TT—~(<x+ﬂ+5’) szdpgdefektus konstanssrorosa,
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Specidlisan a hiromszorosan aazimpfotikus héromsrgek
( mindhdrom csdce sszimptotikus pont) teriilete ¢ Wﬁ .
Ac =1 normilissal s terlletmérés mdr egyértelmd, és
kapjuk azt a furcsinak tind tényt,hogy a hiperbolikus
afkon a hiromszdgek terliletére a I felﬂS korléf.

*;““**““f***W-Most~afhip&rbolikua—térwmodelljének ismezig§§§9£§4_ﬁ

===

i terﬁnk ét.

Ekkor a tér pontjai ax euklideszi tér egy gbmbjének N
belsd portjai, egxenese; ay alapgdmbdt merdlegesen mgtaz6
Kérdknek a gomb belsejébe es8 {vei, = sikok pedig az
alapgdmbst merSlegesen metagd gtmbBknek az alapgtmb bel-
sejébe eaf gﬁmbsﬁvegei. Valanely x,y fpantokraﬁvwgyﬁk ay
0 szeppontra éa az X,y pontokra fektetett sikot. Ez egy
hiperbolikus afkot " metag ki" az alapgbmbb61, én az X,y |

pontok tdvolsfgit ebben a sikban a hiperbolikus tdvolsdg-
gal definidljuk. A sikra vonatkozd tilkrizéseket pedig

a sikok tartdgtmbjére vonatkozd inverszidként vezetjilk bé.
Igy egy olyan pont-,'eg&Enes-" s{k-rendszerhez jutunk,
amelyre = parhuzamossdgi axidma kivételével érvényes marad

ay euklideszi tér Ysszes tEbbi axidmdja. Izometriéirél

beléthaté hogy megegyernek a hiperbolikus $ranszforméci Sk-
kal, vagyis aw alapgtmbtt belsejével egyiit invariénaan
hagyé gémbtartd transzformiocldkkal, tovabbd minden ilyen
izometria legfeljebb ndgy sikra vonatkozd tlkrézés szorza-
taként &1llnak eld., |

Az alspgdmb O kazéppontjét_fixen hagyé hiperbolikus.\u

ivomatridkat ( az. u.n. izotropia.csqportot)‘gz_o pohﬁra

. “
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J

|

fektetett euklideazri sikokra vonatkozd tiikrSzémek

generilisik fgy ez ay izotropia csoport megegyezik - _

(izomorflaz Q(3) euklidesri ortogondlis csoporttal. A kii- -
15nb8s8 pontokra vonatkozd irotropia csoportok egymissal

igomorfak, hiswen hiperbolikus ilrometridkkal bdrmely pont-

o b6l birmely pontbm(*tm:ft‘i'ﬁk’),“é'ra;zfezek—-—
‘“f“““"“””“”**kel vald- konjungaléawlzotrdpia\caoportot ikotrdépia csoportba |
transzforndlnak, Mivel a gbmbfelliletek geometridjdt az |

iZOurdpi& czoport hatdrorzza meg, 1gy a hiperbolikus gbmb-
feliiletek ugyan olyanok ( izonmetrikusan ekvivalensek), mint

kapjuk ezt a Bolyai Jdnoa 41tal 1s igarolt tételt, hogy a

gombhdronmsebgtan srinusy és koSzinuSz tételei'a hiperbolikus

|
1
a megfeleld mugari, euklidesszi gbmbfelﬁletek. Specidlisan . !
|
|
|
gombbktn megegyernek ay euklideszi gdmbikre létoftakkal. {

A hiperbolikus izemtridk teljes cmoportja asz el6£69knél
=,szemlé1etesebben im leirhatdk. | |
A hiparbolikusizometri’” ( gombtartd transzfornéciék’,f |
1lévén) az aszimptotikus pontok alkofta alapgtmbdn ktrtartd
transzformaciét indukdlnak. Forditva, a=z alapgﬁmb bérmely\
| kortarté tranazformicidja egyértelmien hiperbolikus lzonet=
rigvd terjeszthetsS ki. Ezt a k¥vetkerl feladatban megfo-

galmazott médon igarzolhatjuk.
9.3, Jeldljlink ki ax alapgbmbbn egy E éazaki pélust ém
legyen ¢ ar a $érbeli inversid, amelyik as alapgbmh . f'
|
I

éx 8 D déli pdélusba fektetett S erintésik kSzbtt a
srtereografikus projekcidt indukdlja. Ekkor bédrmely
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) "fﬁhiperﬁaiikus‘izometriéra a Y < ¥ olyan
' gBmbtartd$ transzformdcid, amelyik az S
afkot feltereivel egylitt invaridnsan hagyja
és azr 3 aikon kdrtartd transgformdcidt indu—v

kél. Forditva, az S sik bérmely ¥ kSrtartd

transzformicidja ( hasonldsdg vagy haaonlésﬁg

“é8 inverzid mrorzata 16vén) a tér olyam o
g6mbtart6'transzforméciéjévé terjeszthét6 ki, -
anelyik az S sikot féltereivel egyutf inva- - [
ridnsan hagyje. Ekkor visrzont az d#z{j‘g ¢ hi-

perbolikus izometria. -

A fenti %4étel szerint a hiperbolikus tér irometria cmoportia

l

[
nepegverik ( igomorf) a hatdrgbmb = inversziv sik kbrtartd .}

f

{

|

transgformdcida-csoportjdval. A hatdrgdmbst Riemann féle

srimgdnbnek tekintve ez viszont nem mds mint a t6rtlinesd-
ris leképezémek csoportja. | )

Végevatill a pafaszférék geometrididt eml{itjiik. ‘i 'i

Vegylink egy kSzBa A asgimptotikus pontha befuts pédrhu-

|
| |
yamos egyenessereget, Ert pontoman ayx OA egynes és erxrt ax w

egyenest az A pontban _érintf kdrok megfeleld fvei alkot jék.

Q!

Ar egyenessereget merSlegesen metl- f

ar8 feliileteket pafaszféréknak ne=

vezsilk., Konnyen 1dthatd, hogy egy

. parssrférs = modellben nem nmés,

nint az alapgtmb belsejében ar

48.8brs, | ' alapgtdmbdt az A pontban érintd gtmb, |
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amihez az A pontot nem vessziik hogzd. Egy ilyen para-
srféribSl azr A pontba befutd hiperbolikus a{kok paracik-
lusokat metszenek ki, Vegylink ki egy Z afk £1tal kimet-
szett p paraciklust én annak egy i:jy ivét. Ez az {v é=

az x,y végpontokbSl ax A pontha befuté ) félegye-

nesek s Z s{kban egy hérom oldalu tartoményt hatérolnak.
-amelyik —véges-T- (x%y—A)mterﬁlettel rendelkezik. e

Ay is vildgos, hogy a Z afkrs vonatkoxd hiperbolikus
tikrdzés a kiszemelt paraszférdt invaridnsan hdgyja, {fgy
azon egy llp Jellel jel8lt leképezést indukdl.. :

Mindezek utdn vegylik pomtoknak a tekintett P parasyféra

pontjait, egyeneseknek pedig a P-re illeszkedd pgracik—

lusokat. Az x,y pontok tivolsigdt a T (X ¥ A) terlilettel
definiéijuk, valamint egy p egyenesre vonatkozrd tilkrtzés-

ként s fent definidlt TTp leképerést veretjik be. Az ) ‘i

gy definidlt pont-egyenes rendszerrll megmutathatd, hogy - -
tajeaiti ax euklideazi sfk axidmdit, vagyis a paracikLusok

s paraszférin euklidessi geonmetriidt alkotnak.

Bolyail Jénos ezt a tételt is igazolta nevezetes nun-
kéjdban. | | |
9.4, Bizony{tsuk be a fenti Bolyai-féle téislt. |
9.5. A ( véges ) héromsztg hdrom csicsa rajta van aron
a hiron ekvidisstdns g8rbén, amelyek tengelyei as oldal-
felezdpontokat YsazekBts egyenesek, és egy negyedik
" cikluson" anely kBr, hofociklus vagy ekvidisztdns gdrbe
lehat ( Yigy, hogy mind a hdrom czics egy dgon van).\ |
/Sonmmerville 1.54.189.0lde/ (ce304.0.)
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9.6s A ( végez) hiromsztg mindhdrom oldala Srint egy
k8rt ( befirt kdrt) és hdrom médsik "ecikluat" amelyek
mindegylke vagy kbr, vagy horociklua, vagy ekvidiuzténs
gdrbe. ( ¢+304.0.)

9.7 Egy ekvidimgtdina girbhének egy kdrrel, horociklusmal

vagy egy misik ekvidiszténs gbrbével legfeljebb négy met-

_a585p0n¥3& lehet, (ce304.0)e o ' A

9.8, FeJtatik-li- részletesen, milyen analégia van ag affin
a{k dltaldnositott kirei kbzott. (0.304.0.) | |
9.9. A hiperbola}kepzetes tengelyével 911entétben Az
ekvidisntdns g8rbe tengelye mindkét dg konkdv oldalén van.
( ce 304.0.) -

- 9.10. A terliletekre vonatkord Gauss-formula éfvényes.marad
akkor 1s, ha & hidromsrtgeknek egy vagy ttbb sznlge nulla;.;
Mi & sokszbgek teriiletképlete? ( ce302.0.) o
9.11. Minden egyysszerid p-sztg terlilete egyénlS azdgdefek-
tusdval: aggal ay értékkel, amellyel szdgeinek Ysszege |
kisebb az euklideszi sfkbeli p-szdg szgbsmzegénél. (Ut-
nmutatds: Bontsuk fel a adkz8geket.héromgzﬁgekre. Ny;lvén
14t is feltesszik, hogy C =1.) A 16.4a dbrdn az ABM teril-
lete megegyezik az ABGF A, tewilletével. ( c. 302,0.)

g;;g. Egy hdromsz8g hérom irényitott oldala ﬁéntén (az
olddla k homszdval) végrett hdrom eltolds qzorzatg égyen16
& hédromazdg szﬁgdefektuséval megegyehS nagységﬁ srbggel
végrehajtott forgéamal. ( Ezek azr eltoldsok feleakkoridk,
mint a 15.31. Donkin-tételben elSfordulé eltoldsik). /Lamb.
1,7.01d./ (c.302.o.) | | | '




 1gy adédd, sokszigekkel a teljes sik étfedésék én hézagok
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_9.13., Egy egyszerd négysedg oldalfelezd pontjal ksrili

félfordulatok mzorzata ( az oldak terméazetes smorrend-~

jében) egyenld a négyszdg szdgdefektusdval végrett for-

. gatégsal.(c.BOZ,o-)

9.14. Ha bérmely olyan sokézsgre, amelynek srgbsszege

2"/&( ahol Xk egémy- szém)vaz\eldalielez6pontjai kOriild B
__félfordulatokat é= azok azorzatait alkalmazzuk, akkor (W)

nélkﬁl lefedhetd ( v8. Sommerville 1,86.,01d.15. feladat).
(0.302.00) | 8

tovabbd ADsBE, akkor ag A-nél és a B-rél levl aszbigek egyenp

16 hegyesszdgek. (Utmutatds: Hizzuk meg a D/E-vel pérhﬁ~

zamos AM émx BM félegyeneseket; az ABM aszimptotikus nérom-

- mzdgre alkalmazzuk a 16,31, tételt). (c.297.0.)

9.16, Birmely hédromszidg srigeinek UYsmszege kimebb, mint

két derékaztg. (Utmutatdis: Ha adott az ABC héromﬁzﬁg,
akkor hizzuk meg a BC és aCA felezSpontjait Bsszekttl egye-
nesre ﬁerﬁleges AD,BE és CF egyeneseket). (c.297.0.) |
9.17. Adott egy ABM aszimptotikus hdromssbg, amelynek

mind A-nil, mind B-nél levd ardge hegyenszdg. Hﬁ?zuk

meg a BM-re merdleges AD és az AM-re merSleges BE egye; :
neseket. Jel8ljilk erek meitszéspontjdt H-val. Hizruk ﬁég

az AB-re merdleges HF egyenest., Ekkor FH pérhuiaﬁOS AM-nel
/Bonola 1.106.01d/. Mi t8rténik akkor, ha hasqnldképpen
jdrunk el olyan Aen és B-n étmeﬁS félegyesnesekkel, amelyek

nem pérhuzaﬁoaak, hanem ultraparalel egyenesek?(c.297.0.)




9.18, Milyen morgés kapcsol Cssrze két olyan hérom-
syorosan aazimptotikus hdromsziget, amelynek van
egy kbzda oldala: (Nyllvédnvald, hogy két hérgmszorb~

man agzimptotikus hidromsrdgnek lehet kdzls oldala i

anélkiil, hogy kdztae nagasségﬁk*Iénnéif*chZSTio.)

[wg;lgiwﬁ~héromgzorosanﬁaszimptotikusAhéromaz5gﬂbeirtwk5‘w~—~MA“%f
| rének sugars & 60°~08 pdrhuzamos sdgl szbghtz tartord B
- tdvolsdige (64297.0.)

S.2C. Egy hiromszorosan aazimptotikua'héromszﬁg Qéﬁik'
oldaldnak bérmely pontjdbél a mdsik két oldalhor hizott

merfleges egyenesek egymdara is merSlegesek /Bachmann e

10222001d/¢ (0‘297000)
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