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B E V E Z E T Ő

Példatárunkban a klasszikus geometriákkal (euklideszi
geometria, rács geometria, affin geometria, kör és gömb----
geometria, elliptikus geometria, hiperbolikus geometria) 
illetőleg ezek transzformációs csoportjaival kapcsolatos 
feladatokat gyűjtöttük össze* Minden fejezet elején be­
vezető található, amiben az illető geometriára vonatkozó 
elméleti eredményeket és fogalmakat ismertetjük* Ezek a 
bevezetők ’’felépítettek" abban az értelemben, hogy egy 
lehetséges előadás vázlatainak is tekinthetők* Minde­
mellett önmagukban is tanulmányozhatók, mivel nem tételez­
nek fel előismereteket.

Az elméleti ismeretek elmélyítéséhez,főként az irodalom- 
jegyzékben felsorolt példatárakból, mintegy 500 feladatot 
gyűjtöttünk Össze* Ezeknél a feladatoknál a pontos hivat­
kozást is megadtuk, hogy az olvasó a megfelelő könyvben 
szereplő útmutatásokat is felhasználhassa.
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l.§. Az euklideszi geometria axiómái

Az euklideszi sík axiomatikus felépítésénél az alap­
elemek a pontok és az egyenesek (a pontok bizonyos rész­
halmazai). amikre a, következő illeszkedési és rendezési 
axiéraák érvényekek:

1^ Létezik legalább két különböző egyenes és bármely 
egyenesre legalább két különböző pont illeszkedik.

I2 Két különböző pontra egy és csak egy e g y e n e s illesz­
kedik. [Ä~g]_és g2 egyeneseket párhuzamosnak mondjuk, 
(jelben g1 || g2) ha gx *= g2 vagy gx a  S2= 0 teljesül 
A többi esetben az egyeneseket metszőknek mondjuk. 
Minden g egyeneshez és P ponthoz pontosan egy a P 
pontra illeszkedő és a g egyenessel párhuzamos egye­
nes létezik.

1.1. Igazoljuk az eddigi axiómákból, hogy két egyenes 
vagy párhuzamos vagy pedig egy és csak egy pontban met­
szik egymást.
1.2. Bizonyítsuk be, hogy a párhuzamosság, mint reláció 
ekvivalencia reláció. A párhuzamossági osztályokat ne­
vezzük irányoknak.
1.3. Nevezzük pontoknak az A,B,C,D betűket, egyeneseknek 
pedig az {A,B} {A,Cj {A,D} [B,Cj {c ,d } [b ,dJ két elemű 
részhalmazokat. Bizonyítandó, hogy az így dfiniáit pont 
egyenes rendszer kielégíti az illeszkedési axiómákat.
R^ Bármely egyenesen adott két egymással inverz teljes 

rendezés.
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Rg Ha valamely g egyenes az ABC háromszög egyik 

csúcsára sem illeszkedik, de az egyik oldalát 
metszi, akkor pontosan még egy másik oldalt is 
metsz.

1.4. A fenti rendezési axiómák segítségével vezessük be 
a félsík fogalmát a következő módon. A pont5k H 
halmazából vegyük el egy g egyenes pontjait, és az 
így nyert II \  g halmazon vezessük be a követkézé 
? relációt: .

P ^ F<5flg»0, ahol a P , Q € l T \ g

pontok által meghatározott szakaszt jelöli.
Bizonyítandó, hogy a g reláció ekvivalencia reláció, 

amelynek legfeljebb két ekvivalencia osztálya létezik. 
Ezeket az ekvivalencia osztályokat nevezzük félsíkok­
nak. A két félsík létezése csak egy további feltétel 
mellett igazolható.
Bizonyítsuk be, hogy ha bármely egyenesen bármely 

pont előtt is és.után létezik pont, akkor bármely egye­
neshez pontosan két félsík létezik..

A következő metrikus axiómákban azt tesszük fel,hogy 
bármely két P,Q ponthoz egy )PQ|jellel jelölt valós 
szára (távolság) adott a következő tulajdonságokkal: 

iPQl > 0 és |PQ| =0 < = >  P=Q,

m2 1PQI = | q p | ,
|PQ| + Iq r I> 1p r | és az egyenlőség pontosan 

akkor teljesül, ha Q £ P5,

I



Minden (g ^ ) rendezett egyeneshez, P e  g 
ponthoz és % > 0 valós számhoz létezik 
Q G g pont, amelyre P ^ Q és ,'|p q / = A 
teljesül.

1.5. Bizonyítandó, hogy az axiómában szereplő Q pont 
egyértelműen meghatározott.

A pontok valamely °< leképezését izometriának
nevezzük, ha megőrzi a pontok távolságát.
1.6. Igazolandó, hogy az izometriák bijekciók, amelyek-

az kaszt szakaszra, félegyenest félegyenesre, egyenest 
egyenesbe transzformáinak.

A sík axiómái között az utolsót, az u.n. tengelyes tükrözések 
axiómáját vezetjük be.
1^ Minden g egyeneshez létezik olyan involutív izometria,

amelyik a g egyenest pontonként fixen hagyja, a hozzá tar­
tozó két félsíkot pedig felcseréli.

1.7. Igazolandó, hogy minden g egyeneshez a ^tükrözés 
egyértelműen meghatározott.
A h egyenes merőleges a g egyenesre (jelben H J_g), 
ha g és ^(h)»h érvényes.

1.8. Bizonyítandó a h l  g ==> g J_ h szimmetria, valamint 
az, hogy tetszőleges g egyenesre tetszőleges P ponton 
keresztül pontosan egy merőleges bocsátható.

3gy szakasz felezőpontjában a szakaszra állított merőleges 
a felező merőleges.

- 3 -
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1.9. Igazolandó, hogy a felező merőleges azon pontok
halmaza, amelyek a két végponttól azonos távolságra 
helyezkednek el.
A tér axiómáit hasonlóan csoportosítjuk, mint a sík 

axiómáit. Itt az alapelemek a pontok "TT halmaza, a síkok 
halmaza és az egyenesek H  halmaza. Ezekkel az axió­

mákkal hosszadalmasságuk miatt nem foglalkozunk. A további 
részleteket Id. LS*] 1. fejezetében.

Végezetül, az axL-ómák gyakorlásához Sylveszter híres fela­
datát említjük:
1.10« Ha a sík a pontja nem fekszik egy egyenesen, akkor 
létezik olyan egyenes, amelyik a pontok közül pontosan kettőt 
tartalmaz.

Bizonyítás t A problémát Sylvester 1893-ban vetette fel, de 
csak jóval később Gallai Tibornak sikerült igazolnia. Ma 
már egy nagyon egyszerű bizonyítás is ismeretes:

Tekintsük a (P^, Pfc) pont-egyenes párokat, ahol 
P., ^ P^P^. Ezek közül legyen a (P^, P2 P^) pár olyan, 
hogy a P^ pont l?!«l távolsága a PgP-j egyenestől az 
adott párokra a legkisebb. Ekkor a P 2P3 egyenes már más 
pj pontot nem tartalmazhat.
Valóban, ha a PgP^ egyenes még egy további P^ pontot 

tartalmazna, akkor a 3 pont közül kettő, pl. a Pg,?^ 
pontok a Q pontnak ugyanarra az oldalára esne úgy, hogy 
Q á ?2 - P3 is teláefitil* (Ez átjelöléssel elérhető).
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Gallai Tibor bizonyítása az Rg
pul s

Ekkor viszont a Pg pont 
közelebb lenne a egye­
neshez, mint a P-̂  pont a
P2?3 egyeneshez, and. ellent-
raondás•

Pasch-féle axiómán ala-

A P^P2.*.Pn pontokat jelöljük be úgy, hogy aP^.PgfP^

pontok ne legyenek kollineárisok. A P^ pontot a többivel 
ösxekötó egyenesek a PgP^ eßy®nes'fc véges sok pontban metszik, 
és legyen Q ezen az egyenesen ezektől a aetszéspontoktól 
különböző pont. A P^P^ egyenesek, a P-̂ Q egyenest véges 
sok pontban metszik, amik az egyenest szakaszokra bontják. 
Legyen P^A egy ilyen szakasz ( amit raár a P^Pj egyenesek 
nem metszenek), továbbá az A pontot a P4P5 egyenes messe 
ki. Ha a P4P3 már más P^ pontot nem tartalmaz, akkor a 
bizonyítás kész. Ha ezen van még egy Pg pont is akkor ezek 
számozását úgy végezzük el, hogy a P^A a ?4~et tartalmazza,

I

a P^ pontot pedig ne tartalmazza.
A P^P^ egyenes már nem tartalmazhat több pontot a P^ 

pontok közül.

Valóban, ha Py e teljesülne, akkor vagy Py €  PjP^ 

vagy pádig Py ^ P̂ jP̂  érvényes.

2- - a. bra.
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Az első esetben Pasch axiómáját a P^ A P1 háromszögre 
és a PyPg egyenesre alkalmazva a P^Pg metszené a P^A 
oldalt, a második esetben pedig a'PyP^ egyenes metszené 
a P-ĵA oldalt. Ez pedig ellentmondás, vagyis a P-jJP̂  «ár 
további pontot nem tartalmaz, ami az állítást igazolja.

2.§. Izométriák
. A sík izometriái között a tengelyes tükrözéseket axioma­
tikusán vezettük be. nyilvánvaló, hogy tengelyes tükrö­
zések szorzatával újabb izometriákhoz jutunk. Az izoraet- 
riák leírásánál fontos tétel, hogy minden síkisometria 
tex-gelyes tükrözések szorzataként fejezhető ki, sőt minden 
síkizornetria legfeljebb 3 tengelyes tükrözés szorzataként 
írható fel. Amikor egy izometriát tengelyes tükrözések szor­
zataként fejezünk ki, sikkor a tengelyek ill. ezek száma 
nem egyértelmű, viszont a tengelyek számának paritása 
egyértelműen meghatározott. Páros számú tengelyes tükrö­
zés szorzataként felírható izométriákat mozgásoknak, míg a 
a többit irányítást fordító izometriának nevezzük.

A tengelyes tükrözésekkel speciális izometriák defi­
niálhatók.

3* ábra



Két, metsző tengelyekre vonatkozó tükrözések szorzatát 
forgásnak nevezzük. A tengelyek metszéspontja a a forgás 
centruma. Megmutatható, hogy közös centrurail forgások Abel 
féle•transzormációs csoportot alkótnak, valamint a tenge­
lyeket a centrum körül tetszőlegesen (együtt) elforgatva 
az uj tengelyekre vonatkozó tengelyes tükrözések szorzata 
az eredeti forgást adja. Merőleges tengelyek esetén a 
forgást centrális tükrözésnek nevezzük.

A párhuzamos eltolásokat párhuzamos tenegelyekre; vonat­
kozó tükrözések szorzataként definiáljuk. Ezek a transz­
formációk is Abel féle transzformációs csoportot alkotnak, 
valaraint a tengelyeket együttesen tetszőlegesen párhuzamo­
san eltolva az általuk meghatározott eltolás nem változik.

Az eddig elmondottakból könnyen látható, hogy három 
közös pontra illeszkedő vagy egymással párhuzamos tengelyre 
vonatkozó tükrözés szorzata ismét tengelyes tükrözés. Az 
is megmutatható, hogy páros számú centrális tükrözés szor­
zata párhuzamos eltolás, míg páratlan számú szorzata ismét 
centrális tükrözés.
Ha három, (Xa. > ) '^ c tengelyes tükrözésnél a II b

és a,b_L c teljesül, akkor a 'Xv ^(r szorzatot
csúsztatva tükrözésnek nevezzük.

Tetszőleges izometriára megmutatható, hogy vagy tengelyes 
tükrözés vagy forgás vagy párhuzamos eltolás vagy pedig 
csúsztatva tükrözés.

A tengelyes.tükrözések felcserélhet ős égére vonatkozóan 
még megjegyeztük a



felcserélés! szabályt, amiból könnyen adódik, hogy 
L*- L<r ~ l-<r «. <s= = ha a=b vagy all) teljestíl*
A térizoraetriák tárgyalása hasonlóan történhet*

Ekkor axiómatiküsana síkra vonatkozótükrözéseket vezet­
hetjük be és ezek segítségével definiálhatók a többi spe­
ciális izoraetriák. Pl. Két metsző síkra vonatkozó tükrözés 
szorzatát tengely körüli forgásnak nevezzük, míg ha a két 
sík párhuzamos, akkor a szorzatot párhuzamos : eltolásnak 
nevezzük. A térizömetriákra vonatkozó részletes tárgyalást 
ld*D*3' 2. fejezetében*

A geometria fogalmi rendszerének kiépítésében az izometriák 
a lehető legalapvetőbb szerepét Játszák. Ez a későbbiekben 
is nyomon kcvetkető, éa itt csak az irányítás. szög és terü­
let fogalmakat említjük*

A síkot irányítottnak nevezzük, ha minden rendezett ( Cj é. ) 
egyenesének kitüntetjük az egyik *̂3 félsíkját (jobbpartját)

a ( ̂  é ) egyenest 
a (h á ) rendezett egyenesbe transzformálja, mindannyiszor 
a Jobb part Jobb partba kerül.
A teret úgy irányítjuk, hogy az irányított síkok Jobb part 

rendszerét tüntetjük ki mozgásinvariáns módon* A térnek is 
pontosan két irányítása létezik*

Elemi szögnek az (a+ , bf) alakú párokat nevezzük, ahol 
éa b + közös kezdő^ontú félegyenesek* A síkban az irányí­

tott szögeket az elemi szögeknek mozgásokra vonatkozó 
egybevágósági osztályaiként definiáljuk. Ezek között, a

úgy, hogy ha valahányszor egy (J> mozgás
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reprezentánsok segítségével definiált 4 . (a+b+) + 4  
(b+c+) * 4. (a+c+ ) összeadás Abel csoportot definiál.
A reprezentánsok segítségével természetes rendezés is 
bevezethető, és bebizonyíthat da szögmérésre vonatkozó

pont.tan t$Y
következő'tette 1-.*-.Legyen X > 0 valés szára. Ekkor létezik 
olyan (j> hozzárendelés, amelyik az irányított szögekhez 
a [0,x)intervallumba eső számot rendel úgy, hogy (1)

<j) («<-/!) =  ( 1- c]>(/i)) nod- X } U ) $ ( « y  £ $ (( ! )  )

továbbás (3) a <f> a derékszöghöz a X j  4 értéket rendeli.
A $ függvényt mod X szögmérésnek nevezzük.

Az elemi szögeknek izométriákra vonatkozó egybevágósági 
osztályait skaláris vagy irányítatlan szögeknek nevezzük.
A térben csak ezek a szögek definiálhatók, az irányított 
szögek nem. A szögekre a különféle ezögfüggvényékét a szo­
kásos módon értelmezzük.

Valamely ponthalmazt konvexnek nevezzük, ha bármely 
két pontjával együtt az ezeket összekötő szakaszt is 
tartalmazna. A konvex halmazok metszete is konvex, és 
egy ponthalmaz konvex burkán a ponthalmazt tartalmazó 
konvex ponthalmazok metszetét értjük. A konvex burok áz 
a minimális konvex ponthalmaz, amelyik az adott ponthal­
mazt tartalmazza.

Itt a terület és a térfogat mérését csak ezekre a 
a konvex ponthalmazokra vezetjük be.
Bebizonyítható a következő tétel:
Létezik egy és csak egy V hozzárendelés, amelyik a sík 

ill. tér konvex K ponthalmazaihoz V(K) valós számot rendel 
a következő tulajdonságokkal
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CD V(K) > O,
(2) Ha K »K-jVKg és K fl Kg « 0, akkor

V (K) » V (%)+? (K2) (additivitás).

(3) Bármely tf> izometriára

- ---- V ( Lf (K)) = V(K)--- (invariancia).

(4) A V a síkban az egységnégyzethez ill. a térben 
az egységkockához az 1 értéket rendeli.

A V hozzárendelést a síkban terület-mérésnek a térben’ 
pedig térfogat-mérésnek nevezzük. A következőkben ismert­
nek tételezzük fel a különféle geometria alakzatok (három­
szögek, tetraéderek, parallelepipednnok) terület-111. 
térfogat-képleteit is.
Feladatok párhuzamos eltolásokra (M.10-19.O.- V.66-71,
1 4 4 - 1 5 1 . 0 . )

2.1. Adottak az S2 körök és az 1 egyenes. Huzzunk 1-el 
párhuzamosan olyan 1* egyenest, amelynek az S^, S^ 

körökkel valé metszéspontjai adott a távolságra 
vannak egymástól.

2.2/a. Hová kell épiteni egy folyóra az MN hidat, ha azt 
akarjuk, hogy az A és B falvak közötti ut a legrövl* 
debb legyen.(4./a. ábra).

4/á-b ábra
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Feltételek: Az A és B falvak a folyó különböző pontjain 
helyezkednek el, a folyót pedig két párhuzamos egyenes 
által meghatározott sávnak tekintjük, a hid iránya merőle­
ges a folyó irányára.
___ b) Oldjuk meg a feladatot úgy is, hogy a két falut
több folyó is elválaszthatja, amelyek mindegyikén hidat 
akarunk épiteni.(A feltételek az előzőek (4/b ábra)).

2.3/a. Határozzuk meg azoknak az M pontoknak a halmazát , 
ámeneknek az adott 1^ éo lp egyenesektől mért távolság­
összege egy előre adott szakasz a hosszával egyezik meg.
b) Határozzuk meg azoknak az M pontoknak a halmazát, 

amelyeknek az adott 1^ és 12 egyenesektől mért távolságuk 
küliinlaség ismert a hosszúság.

2.4. Bizonyítsuk be, hogy ha egy ABCD négyszög MU közép­
vonalnak a hossza megegyezik az AB és a CD oldaluk szám­
tani közepével, akkor a négyszög trapéz. (M az AD, N 
pedig a BC oldal felezési pontja.)

‘5

D

2.5. Ismerjük; egy kör AB 
és CD húrjait. Keressük a
körön olyan X pontot, hogy
az AX és a BX hurok a CD 
húrból adott a hosszúságú 
BF szakaszt vágjanak ki 
(5* ábra).

5. ábra 2.6/a. Az és S2 körök 
metszéspontjait jelöljük 
A-val és B-vel. Huzzunk
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az Alponton át olyan 1 egyenest, amelynek az ás 
S2 körök belsejébe eső része adott a nagyságú szakasz 
lesz.

b) Szerkesszünk adott háromszöggel egybevágd három­
szöget, amelynek az oldalai három adott ponton haladnak
át.
2.7. Adott kár kör az ás az Sg.Szerkesszünk olyan 
1 egyenest amely*

a) párhuzamos egy adott 1-̂ egyenessel, és az és Sg
körökből egyenlő húrokat metsz ki. T

b) párhuzamos az adott 1^ egyenessel és az S^ és Sg 
körök olyan húrokat metszenek ki belőle, amelyeknek az 
összege ( vagy a különbsége) adott a nagyságú szakasszal 
egyezik meg.
£) áthalad egy A ponton, és az S-̂  és az körök egyenlő 

húrokat metszenek ki belőle.
2.8. Adott a g ésaz 1 metsző egyenes meg egy ABC A  • 
Szerkesszünk az adattal egybevágd háromszöget úgy, hogy 
annak egyik oldála a g, szemközti csúcsa pedig az 1 egyenesen 
legyen!
2.9. Adott az ABC A  és az 1 irány. Szerkesszük meg az i 
iránnyal párhuzamos e egyenest úgy» hogy az AB oldalt olyan 
X, a BC-t pedig olyan Y pontban messe, amelyekre teljesül , 
az AX:BY=m:n adott arány!
2.10. Adott az a-̂  meg az a2 egyenes és az r ^  h^, r2, hg 
szakaszok, valamint az i irány. Szerkesszünk olyan két kört 
amelyek közül az r^sugarú az a^-ből h^t az r2 sugarú az

»
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a2-ből hg hosszúságú húrt metsz ki, ás olyan pontban árintik 
egymást, amelyhez tartozó közös érintőjük i-vel párhuzamos!
2«11« Adott a k kör, a P pont ás a c szakasz. írjunk az 
adott körbe olyan ABC A  -öt, amelynek c oldala nagyságra 
ás irányra az adott c szakasszal egyezd, a y szög felezője 
pedig az adott P ponton megy átl

2.12« Adott a k kör és benne az AB,CD húrok, továbbá az 
FG szakasz. Szerkesszünk a körön olyan X pontot, amelyből 
AB-t CD-re vetítve, a vetület hossza PG!

2.13« Adott az ABC A  ás egy t szakasz. Keressünk az AB 
oldalon olyan X, a BC oldalon pedig olyan Y pontot, amelyek­
re érvényes az XY=t egyenlőség, és az AX:CY=ia:n arány adott!

2«14. Adott kát1 kör C0!*1*!)* (°2»r2^' aB i ^ ^ n y  raeS a *  

szakasz. Szerkesszünk i-vel párhuzamosan olyan egyenest, 
amelyből az adott körök olyan húrokat metszenek ki, hogy 
azok hosszainak összege az adott t szakasz hosszával egyen­
lő!

2.15« Egy adott P ponton át szerkesszünk olyan egyenest, 
amelyből két adott kör egyenlő hosszú húrokat metsz ki!

2.16. Kát adott (C^r^), (Og^g) körben olyan párhuzamos 
sugarakat kell szerkesztenünk, amelyek egy adott P pontból 
egyenlő szög alatt látszanak.
2.17« Szerkesszünk olyan trapézt, amelynek adott a két 
átlója, a középvonala és egy szöge!
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2.18« Szerkesszünk olyan négyszöget, amelynél adott az 
a, b, c, d oldalak hossza és az ac szögi 
2.19« Szerkesszünk olyan négyszöget, amelynél adva van 
az e és az f átlók hossza, az ef szÖg(» ^ ), továbbá a 
négyszög két szemközti szöge (x é a j l ) I
2.20. Szerkesszük meg azt a trapézt, amelynél adott az
e és az f átlók hossza, az ef szög (= ), valamint két
szomszédos oldal összege (á+b)!
2.21. Szerkesszünk olyan húrnégyszöget, amelyben adott 
az e é s  az f átlók hossza, ezek hajlásszöge, továbbá 
az egyik átlónak az egyik oldallal bezárt szögei
2.22. Adott a négyszög e és f átlójának hossza, azeknek 
^ hajlásszöge, az a és a b oldalak aránya ( aib»pjq)
és a másik két oldalnak (c,d)y hajlásszöge. Szerkesszük 
meg a négyszögetI
2.23. Adott az ABCD négyszögben két szemközti (AB, OD) 
oldalának hossza, továbbá a következő három szögíBAC 4.̂  
ACD 4, BDA Szerkesszük meg a négyszöget !
2.24. Szerkesszük meg a négyszöget két szemközti olda­
lából (AB, CD) és négy szögébőlI
2.25. Szerkesszük meg a trapézt két átlójából(e,f),ezek 
szögéből (£ ) és az egyik oldáából (AB)!
2.26. Szerkesszük meg az ABCD négyszöget BC, CD, DA 
oldalaiból meg x és fi szögeiből!
2.27. Adott az ABCD négyszögnek két szemközti oldala 
(AD és BC), ezek hajlásszöge, valamint a két átló 
( e és f). Szerkesszük meg a négyszöget!
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2*28« Szerkesszünk trapézt* ha adott n magassága, a pár­
huzamos oldalainak d különbsége és r, a körülírt kör sugara! 
2.29« Adott az ABCD trapézban az e és az f átlő, a párhuza­
mos oldalak felezési pontjait Összekötő k szakasz, meg az' 
átlék felezési pontjait összekötő t szakasz. Szerkesszük 
meg a trapézt!---------------------------  .________________
2.30. Adott a kör és azon a D, E, 5* pontok. írjunk a körbe 
olyan ABC A “©^* hogy az ehhez tartózd három ív felezési
pontja D, E, F legyen!
2.31. Tükrözzük az A pontot egymás után a P1,P2,P'j,íP̂  
paralelogramma négy csúcsára! Bizonyítsuk be, hogy ha 
eltérünk a ciklikus sorrendtől, akkor a négy tükrözés: 
eredője olyan transzláció, amelynek mértéke valamelyik ol­
dal hosszának négyszerese!
2.32. Adott az A pont és az egy egyenesen fekvő PltP2 
és P^ pontok. Szerkesszük meg ezt az 0 pontot, amelyre 
való tükrözéssel helyettesíthető az A pontiak az adott 
pontokra ( az adott sorrendben) való egymás utáni tükrö­
zése!
2.33. Helyettesíthető-e a és a Pg centrumokra való egy­
más utáni tükrözés egyetlen pontra való tükrözéssel?
2.34. Adva van légy párhuzamos sík . (S^ l( S2 II lí S^). 
Tükrözzünk egy tetszőleges P pontot a négy síkra ejgyraás

után: i)x»^i2spi23,P1234,1 Ho1 lesz P1234?
2.35. A szabályos oktaéde® három csúcstengelyének vég­
pontjai legyenek: 1 és 4,2 és 5,3 és 6. Tükrözzünk egy 
tetszőleges A pontot az 1,2,3,4,5»6 sorrendben úgy, hogy 
az első tükörkép A^, ennek tükörképe Aj2> Ai23,...,^1-6 
legyen! A végeredmény mivel helyettesíthető?
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2,36. Valamely kocka egy csúcsából kiinduló három ólének 
végpontjai legyenek 1,3 és 5* E csúcsokkal átellenes csú­
csok legyenek 4,6 és 2. Tükrözzünk egy tetszőleges A pontot 
a következő sorrendben* 1,2,3,4»5»6 úgy, hogy az első tükör­
kép A^, ennek tükörképe A © n a e k  tükörképe A^g^ ^
A^_g legyen! Mivel helyettesíthető a végeredmény?
2,37» Adva van egy ponton átmenő három sík* S^, SgjS^ 
és agy ABC A  , Adjunk meg egy i vektort úgy, hogy a három­
szöget avval eltolva, a három pont a három síkra illeszked­
jék!
2,38, Adva van három kitérő egyenes* e^egje^# Szerkesszük 
meg azt a téglalapot, amelynek két csúcsa az egyik egyene­
sen van, a másik két csúcsa pedig a másik két egyenesen van! 
2,39» Adva van három olyan kitérő egyenes, amelyek ugyan­
azon S síkkal párhuzamosak# Olyan deltoidot kell szerkesz­
teni, amelynél az egyik átló merőleges e-̂ -re is r*°g e2-re 
is és végpontjai e két egyenesen vannak» A harmadik csúcs 
az e^-on van és e csúcshoz tartozó átló hossza adott d 
távolság.

Forgások, centrális tükrözések (M.15-28, V 66-71, 144-151.0.) I
2.40. Adott egy S kör, egy 1 egyenes és egy A pont. Húz­
zunk az A ponton keresztül olyan egyenest, melynek az 1 
egyenessel és az S körrel való metszéspont jának távolságát 
az A pont felezi.
2.41. Huzzunk az és Sg körök közös A pontján át olyan 
1 egyenest, melyre teljesül hogy*
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a) Az és S2 körök az 1-bŐl egyenlő húrokat met­
szenek ki*

b) Az és S2 körök által kimetszett hurok különbsége 
adott a hosszúságú szakasz legyen#

2.42# Adottak egy 3 kör AB és 
CD húrjai, továbbá a CD húron 
egy J pont# Szerkesszünk a körön 
olyan X pontot, hogy az AX és BX 
hurok a CD húrból olyan EJ? sza­
kaszt vágjanak ki, melynek a J 

6# ábra pont a felezési pontja (6.ábra)

2.43# Két párhuzamos egyenes 
által meghatározott sávnak nyil- 
vánvaléan végtelen sok szimmetria­
középpontja van. Létezik-e olyan 
alakzat, melynek 1-nél több, de 
véges sok szimmetriacentruraa van? 
(Pl.olyan alakzat, melynek kettő 
és csak kettő szimmetriacent­
ruma van#)

2.44. Tekintsük a sík Ö ^ 0 2,###0n páros számú pontját 
és az AB szakaszt# Az AB szakasz 0^ pontra vonatkozó tükör­
képét jelöljük I
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A-jB^-gyel, az A^B^ szakasz O2 pontra vonatkozó tükörképét 
AgBg-vel, stb. végül az An_-̂  Bn-.i szakasz On pontra . 
vonatkozó tükörképét A ^  -nel. Bizonyítsuk be, hogy AA^«
BB . Helyes marad-e az állítás, ha n páratlan? (A 7*/a . 
ábra az ü=4 esetet ábrázolja).
2.44/b. Az 0^ 02,...,0n pontok a sík pontjai. Tegyük fel, 
hogy az n páratlan. Tükrözzük a sík egy tetszőleges A pont­
ját az 01,02,.*.0n pontokra, majd folytatélagosan ismétel­
ten tükrözzük a kapott tükörképet az 0-,,0o,...0 pontokra.

x c n
A 2n darab tükrözés után kapott pontot jelöljük Ap^-nel. 
Bizonyítsuk be, hogy A2n =  A. ( A 7/b. ábrán az n»3 esetet 
láthatjuk.) Igaz marad-e az állítás, ha n páros?
2.45. Adott a síkon páratlan számú pont. Legyenek ezfck 
a pontok egy n-oldalu sokszög oldalfelező pontjai. Szer­
kesszük meg az n-oldalu sokszög oldalait. Vizsgáljuk meg 
azt az esetet is, amikor n páros!
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2.46/a. Bizonyítsuk be, hogy bármely négyszög oldal-
feleiő pontjai paralelogrammát határoznak meg! (8/a ábra)*

2.46/b. Egy hatszög oldalfelezési pontjait jelöljük 
Mg-tal. Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan háromszög, 
melynek oldalai párhuzamosak és egyenlők az M-̂ Mg, M^Mg sza­
kaszokkal, és létezik olyan Tg háromszög, melynek oldalai 
párhuzamosak és egyenlők az MgM^» szakaszokkal (8/b
ábra).
2.47« Adott az l^és az lg egyenes, az A pont és egy ©< 

szög. Szerkesszünk olyan A középpontú kört, amelyben az 1^ 
és lg egyenesek által kimetszett körívhez tartozó középponti
szög c< .
2 M 8 . Szerkesszünk olyan szabályos háromszöget, melynek a 
csúcsai három párhuzamos egyenesen, vagy pedig három kon­
centrikus körön helyezkednek el.
2.49. Adott az S kör, az A és B pontok valamint egy c< szög. 
Szerkesszünk az S körön olyan C és D pontokat, amelyekre 
igaz, hogy CA [| DB és a CD ívhez tartozó középponti szög c< .
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2« 50« Adottak az S, és S« körök, az A pont és egy szög. 
az

Szerkesszünk A ponton át olyan c< nagyságú szöget 'bezáró 
1^ és lg szelőket, amelyekből az S^ és S körök egyenlő
nagyságú húrokat metszenek ki.
2.51« Szerkesszünk n-szöget, ha ismerjük azt az n darab 
pontot, melyek az* n szög oldalaira mint alapra szerkesz­
tett, adott o<A 5 ) - - szárszögú, égyenlőszárú há­
romszögek csúcsai (9* áhra n«6).

4

9« ábra

2.52» Egy ABC háromszög olda­
laira kifelé szabályos három­
szögeket szerkesztünk. Bizonyít­
suk be, hogy ezeknek a háromszö­
geknek az 0^, Og, C>2 középpontjai 
ismét szabályos háromszöget ha­
tároznak meg (10.ábra). Változik-e 
a feladat állítása, ha a szabály®-
háromszögeket nem kifelé, hanem
befelé szerkesztjük?''“

10. ábra
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b) Egy ABC háromszög oldalaira szerkesszünk kifelé 
e g y e n l ő  s z á r ú  háromszögeket* A BCA^, ÁCB^, ABC^ 
egyenloszárú háromszögek szárszögeit, azaz az Al*®l*^l 
csúcsoknál levő szögeket jelöljük °<) ^ és ír -val* 
Bizonyítsuk be, hogy ha °< =360°, akkor az

az A-jB^C^ háromszög szögei függetlenek az ABC háromszög 
megválasztásátél* Változik-e a feladat állítása, ha az 
egyenlőszárú háromszögeket befelé szerkesztjük?

BCA1, AC'B̂ t ABC2 háromszögeket* Az A^ és A pontok a BC 
oldal, a

Tehát

2*53« Szerkesszünk egy ABC háromszög oldalaira szabályos

11. ábra

C

B^ és B pontok .•pedig az 
AC oldal különböző pontjain 
helyezkednek el, a C^ és C 
pontokat viszont ne válassza 
el az AB oldal. Jelöljük M- 
mel az ABC^ háromszög közép­
pontját. Bizonyítsuk be, hogy i

i

az A-jBjM háromszög olyan egyen-
1őszárú háromszög, melynek 
az M-csucsnál levő szöge 120° 
(11. ábra).

2.54« Egy ABCD paralelogramma 
oldalai fölé szerkesszünk kife­
lé1 négyzeteket . Bizonyítsuk be,
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hogy ezeknek a négyzeteknek 
az Mj, Mg» M^, közép­
pontjai négyzetet határoznak 
meg (12 ábra). Megváltozik-e 
a feladat állítása, ha ninden 
négyzetet befelé rajzolunk?

2,55« Adott egy ABCD konvex 
négyszög* Bizonyítsuk be, hogy 12*ábra
ha az ABO^ és a CDO-j egyenlő- 
szárú derékszögű háromszögek 
0-, és 0-j csúcsai egybeesnek,
akkor a BCOg ős a DAO^ egyenlőszáru derékszögű háromszö­
gek Og és 0^ csúcsai is egybeesnek (13«ábra)* Az ábrán 
mind a négy háromszög a négyszög belsejében van.

13«ábra

2*56« Adva van az AB szakasz meg a vele egyenlő hosszú 
JLjBl szakasz úgy, hogy AB J f í A^B^* (Ismeretes, hogy ekkor 
van egy olyan 0^ pont, amely körüli forgatással a két 
szakasz megfelelő pontjai fedésbe hozhatók)• Toljuk el
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az Â B-̂  szakaszt egy tetszőleges irányban az A2B2,
A^B^»«»« helyzetekbe! Mi lesz az eredeti .AB szakaszt 
az új helysetekbe átvivő forgatások forgási
középpontjainak mártani helye?

2.57» Adva van az AB szakasz meg a vele egyenlő hosszú 
A-jJĴ  szakasz úgy, hogy AB/jf’AjB^. Forgassuk el az A^B^ 
szakaszt egy tetszőleges K pont körül az AgBgjA^B^,••• 
helyzetekbe! Mi lesz az eredeti AB szakaszt az új hely­
setekbe átvivő forgatások forgatási centrum
mainak halmaza?
2.58. Adva van az AB szakasz meg a vele egyenlő hosszú 
és párhuzamos A^B^ szakasz. Forgassuk el egy tetszőleges 
Kupont körül az A^B^ szakaszt az AgBg, AjB^*«.» helyze­
tekbe! Mi lesz az eredeti AB-t ezekbe a helyzetekbe 
vivő 02»0^,... forgatási centrumok halmaza?

2.59« Adott az ABCD négyszög négy csúcsa, a négyszög 
szögei .Forgassuk a sík tetszőleges P pontját' ~
a négy csúcs körül rendre egymás után , fi , és <T 
szöggel! a) Mi a négy forgatás eredője? b) Mikor lesz 
ez azonosság?
2.60. Az ABO A-ben adott o< } b+o, továbbá ß. BD+CD 
Összeg, ahol D az râ  magasság talppontja. Szerkesszük 
meg a háromszöget!
2.61. Adottak az(0^,r^), (02,r2) körök és az A pont. Szer­
kesszünk olyan egyenlő oldalú háromszöget, amelynek egyik 
csúcsa A, a másik kettő pedig egy-egy adott körön van!
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2»$2» Adott két párhuzamos egyenes és az egyiken egy 
A pont, továbbá egy tetszőleges P pont. Szerkesszünk 
az A és a P pontokon át olyan két párhuzamos egyenest, 
amelyek az adott két egyenessel együtt rombuszt határol­
nak!
2.63. Adott egy körazelet és egy háromszög. Szerkesszünk 
az adott háromszöggel egybevágd háromszöget úgy, hogy an­
nak csúcsai a körszelet húrján, illetve ívén legyenek!

2.64« Adott egy kör és egy P pont. Szerkesszünk a körbe 
olyan ABC A. -et, amelynek adott az a oldala, az s_ súly- 
vonala és a súlyvonalnak a P ponton kell áthaladnia!
2.65. Adott három koncentrikus kör. Szerkesszünk olyan 
egyenlő szárú derékszögű háromszöget, amelynek minden 
csúcsa egy-egy körön, a derékszög csúcsa pedig a legnagyobb 
sugarú körön van!

2.66. Adott egy paralelogramma és az ABC egyenlő szárú 
háromszög, melynek főcsúcsa C. Szerkesszünk a paralelog­
rammába az adotthoz hasonló háromszöget' úgy, hogy C csúcsa, 
a paralelogramma egyik csúcsában legyen, másik két csúcsa 
pedig egy-egy oldalán!
2.67. Adott a paralelogramma és az 60 szög* írjunk e 
paralelogrammába olyan téglalapot, amelyben az átlók szöge

U > !

2.68. Adottak az (Oj^r^), (02,r2), (0^,r^) körök. Keressünk 
a körökön egy-egy (A^, A2, A^) pontot úgy, hogy áz A^AgA^

A  az A  -gél egybevágd legyen!
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2.69« Adva van négy olyan sík (S^tS2*S^) amelyek egy t 
egyenesre illeszkednek# Tükrözzünk egy P pontot a négy 
síkra egymás után! Hol lesz P1234?
2.70# Adva van négy sík: \\ Sg,és Ŝ \| S^, de S^f Mivel
helyettesíthető a négy sík való egymás utáni tükrözés?
2.71« Adva van négy sík: 3 ^  Sg, S3, S^ ügy, hogy azok Ugyan­
azon t egyenessel párhuzamosak# Mi lesz a négy egymás utáni—  

tükrözés eredője?
2.72. Adva van négy sík úgy, hogy S^, Sg illeszkedik ugyan­
azon t egyenesre, S^ viszont a többihez képest általános 
helyzetű. Mi lesz a négy egymás utáni tükrözés eredője?
2.73« Mi az összefüggés a * * V

szabályos tetraéder lapszöge és a szabályos oktaéder lapszöge
közt?

2.74. Adva van a szabályos tetraéder~négy lapjának síkja:
S-p Sg, S3 és S^. Az S^, Sg,§^síkok közös pontján át vegyünk 
egy új síkot (SV).raely párhuzamos S^-gyel! Állapítsuk meg, 
hogy az egy ponton átmenő négy sík mit alkot!
2.79« Adva van egy szabályos tetraéder négy határoló síkja: 
S^, Sg, S3, S^ • A négy általános síki’a való tükrözésnél 
tanult módon végezzük el három forgatást úgy, hogy végül is 

meg S^ és Sg meg S^ is merőlegesek legyenek egymásra! 
Mutassuk riieg--az“eredményt rajzban és számításban együtt!

2.76. Adva van a szabályos oktaéderből egy csúcsban össze­
futó háromszöglap: S^, Sg, S 3, . Forgassuk el metszés-
vpnaluk körül S-̂ -et és Sg-t, majd S3«at és S^-et úgy, hogy 
Sg és S3 azonos legyen mint átlós sík! Keressük meg az S^ 
és az S^ metszésvonalát!
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2.77« Az ABC szabályos háromszög alapú gúla alapéle 2 {~2t 

oldalélé >[~3» Mit állapíthatunk meg a gúla D t <5csúcsában 
összefutó három lap vetületi hároméléről?
2,78» Adva van égy szabályos tetraédernek egy csúcsban 
összefutó három lapja. Határozzuk meg a vetületi hároméi
élszögeinek összegét!
2,7 3 , Adva van a térben egy 0 ponton átmenő négy egyenes* 
al» a2* a3» általános helyzetben, ( Ez természetesen azt 
is jelenti, hogy legfeljebb két egyenes van egy síkban). Tük­
rözzünk egy tetszőleges P pontot, majd annak tükörképét a négy 
egyenesre egymás után! Mi lesz a négy tükrözés eredménye, és 
hogyan érhetjük azt el?
2.80. Legyen a szabályos oktaéder egyik (0) csúcsában össze­
futó négy él: a^, a2, a^» a^ • Alkalmazzuk., rajzban az előző 
feladatot erre az esetre!
2.81. » Adva van egy ponton átmenő három egyenes úgy, hogy 
azok páronként merőlegesek egymásra ( egy kocka élei). 
Tükrözzünk egy P pontot, majd annak tükörképét sorban mind 
a három egyenesre! Mi lesz az eredő elmozdulás?
2.82. Adva van egy 0 ponton átmenő őt sík általános helyzetben 
( Ez természetesen azt is jelenti, hogy egy metszésvonalra 
több sík nem illeszkedik). Tükrözzünk egy P pontot, majd 
tükörképét sorban a négy egyenesre egymás után! Mi lesz az
eredő mozgás?
2,83. Kgy kocka középpontjára illeszkedik a négy csúcsten­
gely: d^, d2, d^, d^. Tükrözzünk egy tetszőleges P pontot, 
majd annak tükörképét sorban a négy egyenesre egymás után! 
írjuk le, hogy mivel helyettesíthető a végeredmény!



Irányítást fordító izoraetriák (M 29-52, Y.66-71, 144-151.0)

2.84» Yegyünk fel az MN egyenes egyik partján egy A és 
egy B pontot. Szerkesszünk az MIT egyenesen olyan X pontot, 
hogy az AX és a BX egyenesek az MN egyenessel egyenlő szö­
geket zárjanak be*

b) Vegyünk fel az MN egyenes egyik oldalán egy S^ós egy 
S2 kört. Szerekesszünk az MN egyenesen olyan X pontot, 
melyből a körhöz húzott érintők egyenlő szögeket zárnak be 
az MN egyenessel.

c ) Vegyünk fel az MN egyenes egyik partján egy A és egy 
B pontot. Szerkesszünk az MN egyenesen olyan X pontot, hogy 
az AX egyenes kétszer akkor szöget zárjon be az MN egyenessel, 
mint a BX egyenes, azaz AXM 4, «2BXN Á, (14.ábra).
2.85. Adott egy ponton áthaladó három egyenes. Jelöljük 
ezeket az egyenesek 1^, 12 és ly-mal. Vegyünk fel az egyi­
ken egy A pontot. Szerkesszünk olyan ABC háromszöget, mely­
nek az 1-p lg és az 1^ egyenesek a szögfelezői!

b) Adott egy S kör és a kör középpontján áthaladó 1^, lg és 
1^ egyenes. írjunk a kör köré olyan háromszöget, melynek 
csúcsai az adott egyeneseken varrnak, 

cĵ  Adott egy ponton áthaladó i
jhárom egyenes. Jelöljük ezeket !
j

az egyeneseket 1^ , 12 ós 1^- ' i
mai. Az egyiken vegyünk fel egy (

i

A-̂  pontot. Szerkesszünk olyan 
ABC háromszöget, hogy az A^ pont 
a BC oldal felezőpontja, az 1^,
12 és Ingyenesek pedig a három­
szög oldalfelező merőlegesei legyenek.

14. ábra



2.86. Szerkesszük meg az ABC háromszöget, ha ismerjük az 
AB = a hosszúságú oldalát, ehhez az oldalához tartózd raQ 
magasságát ás az oldalon fekvő szögek különöságét, a ^  -t.

b) Szerkesszünk háromszöget, ha ismerjük kát oldalának a 
hosszát és a harmadik oldalon fekvő szögek különbségét!

15«ábra

2.87« Adott egy MON szög és két pont, az A és a B. Szer­
kesszünk az OM egyenesen olyan X pontot, hogy az XYZ három­
szög egyenlőszárú háromszög legyen (15.ábra).
2.88. Ismerjük az ABCD négyszög minden oldalának a hosszát. 
Szerkesszük meg a négyszöget ha tudjuk, hogy az AC átlőja 
felezi az A csúcsnál levő szöget!

b) Szerkesszük meg az ABCD érintőnégyszöget, ha ismerjük 
az AB és az AD oldalak hosszát, valamint a B és D csúcsoknál 
levő szögek nagyságát.
2.89. Tudjuk, hogy a biliárdgolyő egy egyenes fairéi ugyan­
akkora szög alatt verődik viasza, mint amekkora szögben neki 
ütközött.

Adott a síkban n egyenes és a két pont. Jelöljük az egye­
neseket 1^, 12»..., ln-nel a két pontot pedig A-val és B-vel



16« ábra

Milyen szög alatt kell ellökni 
a golyót az A pontból, hogy egy­
másután mindegyik egyenesről való 
visszaverődés után a B pontba 
jusson a.golyó (16. ábra n=3). 
b) Vizsgáljuk meg ennek a feladat­
nak azt a speciális esetét, amikor 
az A pont megegyezik a B ponttal, i

n=4 és az 1^, lg» 1^, I4 egyenesek téglalapot határoznak meg 
Bizonyítsuk be, hogy ebben az esetben a biliárdgolyó által 
megtett ut a téglalap átlójának a kétszeresével egyezik 
meg ( azaz a megtett ut nagysága független az A pont meg­
választásától.) Bizonyítsuk be azt is, hogy ha a golyó az 
A pontba történő visszatérése után tovább mozog, akkor 
újabb négy visszaverődés után ismét visszatér az A pontba. 
2.90 Adott az 1 egyenes különböző partjain egy A és egy 
B pont. Szerkesszünk az egyenesen olyan X pontot, hogy 
az AX és BX szakaszok összege adott a hosszúságú szakasz- 
szal egyezzen meg.

b) Adott az 1 egyenes különböző partjain egy A és egy 
B pont. Szerkesszünk az egyenesen olyan X pontot, hogy 
az AX és a BX szakaszok hosszkülönbsége adott a hosszúság 
legyen.
2.91. Bizonyítsuk be, hogy ha egy tetszőleges ABC három­
szög magasságpontját tükrözzük az oldalakra, akkor a 
tükörképek a háromszög köré írt körön lesznek.
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b) Szerkesszük meg az ABC háromszöget, ha ismerjük a 
magasságpontjának az oldalakra vonatkozó tükörképeit! 
2,92« Vegyük fel a síkban az A^, Ag, A^, A^ pontokat úgy, 
hogy az A^ pont az A-jAgA^hároras zög magasságpontja legyen

Jelöljük az A-, A^A,, A-,A0A,, A^A^Aj, és az AnA^AÁ három-L  Ö L  I 2 4 * 1 3 4 2 3 4
szögek köré irt köröket S^, S^, Sg ®s S^-gyel, a közép­
pontjaikat pedig 0^, O^t 0g és 0^-gyel.
Bizonyítsuk be, hogy*
a) Az A^ pont az AgA^A^

háromszögnek, az Ag pont az 
AjAj  A^ háromszögnek, az A^ 
pont pedig az A-jAgA^ három­
szögnek a magasságpontja*
b) Az S^, Sg, és az 

körök sugarai megegyeznek*
c) Az 0-^OgO^O^ négyszög 

valamilyen 0 pontja vonat­
kozóan az A^AgA^A^ négyszög 
tükörképe (17-ábra). ( A fe­
ladat c) részét úgy is megfo­
galmazhatjuk, hogy az A^O^ ( i=l,2,3,4) szakaszok fele­
zőpontjai egybeesnek*)

2*93* Adott a síkban négy pont* Jelöljük ezeket a 
pontokat A^, Ag, A^, A^ -gél* Jelöljük az A-jAgA^» A-jAgA^

A1A3A4, AgA-jA^ háromszögek magasságpontjait rendre
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f M^» Mg f -gyei. Bizonyít-

s

az A^M^ (1=1,2,3,4) szakaszok fele­
zéspontjai megegyeznek, ez lesz az 
M,j pont).

18. ábra

J e l : az A^AgM-jM"1 AgM^M^ , A^A^MgM^ , A-^A^MgM^, AgA^M-^M^,

A2A4M1M3 * A3A4 % M2 pontnégyesek egy-egy körön
helyezkednek el, és ezeknek a köröknek a sugarai egyenlők.
2.94. Bizonyítsuk be, hogy ha egy sokszögnek kettőnél több 
szimmetriatengelye van, akkor azok mind egy pontban metszik 
egymást!

2.95. Adott az 1 egyenes egyik oldalán két pont, az A és 
a B, valamint egy a hosszúságú szakasz. Keressünk az 1 
egyenesen olyan a hosszúságú XY szakaszt, hogy az AXYB töröttvo­
nal hossza minimális legyen.
2.96. Szerkesszük meg az ABCD négyszöget, ha tudjuk, hogy a 
C és a D csúcsnál levő szögek egyenlők, továbbá ismerjük az 
AB és a CD oldalak hosszát# valamint a BC és az AD oldalak 
összegét és az A pontnak a CD oldaltél valé d távolságát.
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2.97« A fénysugár a síktükörről úgy verődik vissza, hogy 
a "beesési szög és a visszaverődési szög megegyezik. He­
lyezzünk el,a síkon két egymással szöget bezárd sík-

* 9 0 °tükröt. Bizonyítsuk be, hogyha >az —  » ahol n
egész számr akkor bármely olyan fénysugár, amely bejut
ebbe a tartományba, bizonyos számú visszaverődés után
a bejövő iránnyal ellentétes irányban jut ki ebből a
tartományból.

19/a-b ábra

2.98. Adottak a sík l^,l2»*««»ln egyenesei. Szerkesszünk 
olyan A1A2«««An sokszöget, amelynek ezek az egyenesek

a) az oldálfelező merőlegesei (19/a ábra),
b) a csúcsoknál levő külső vagy belső szögfelezői 

(19/b ábra).
Vizsgáljuk meg külön azt az esetet, araikor n páros; és 
azt az esetet, araikor n páratlan! Milfeen esetekben nem 
lesz a feladatnak megoldása, és milyen esetekben lesz a 
feladat határozatlan?



2.99« Adott a síkon n - 1 darab egyenes az lg, l^,...^ 
és egy M pont. Szerkesszünk olyan A1Ag...An n oldalú 
sokszöget# amelynél

a) az A^AgOldal felezőpontja .M, a többi oldal felező­
merőlegesei pedig az adott egyenesek.

b) Az A-j_ csúcsnál levő szög nagysága c< és ennek a
szögnek a szögfelezője haladjon át az M ponton, 
az Ag » A^ csúcsoknál levő szögek szög­
felezői pedig az adott lg ,...ln egyenesek legyenek.

2.100.Szerkesszünk egy adott sugaru körbe beirt n oldalú 
sokszöget, amelynek az oldalai párhuzamosak a sik előre 
megadott n darab egyenesével!

1

2.101. Adott az ABC A b oldala <á szöge és az a-c különbség. 
Szerkesszük meg a háromszöget!
2.102. Adott az ABC A  -ben az a oldal, az szög és a 
b-c különbség. Szerkesszük meg a háromszöget!
2.103. Adott az ABC A  -ben az ma magasság, a {$- f f különb­
ség és r, a körülírt kör sugara. Szerkesszük meg a három­
szöget!
2.104. Adott az ABC A  a oldala m„ magassága, valamint ar 1 Cl

( % - X különbség. Szerkesszük meg a háromszöget!
2.105. Adott az ABCD négyszög négy oldala, és tudjuk, hogy 
az AC átló az c< szög felezője. Szerkesszük meg a négy­
szöget!
2.106. Képzeljünk el egy háromszög alakú biliárdasztalt és 
azon két pontszerű golyót. Milyen irányban kell az egyik
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golyót ellökni, hogy az asztal mindhárom oldalán visz- 
szaverődve, eltalálja a másik golyót?

2.107» Adott az ABCB négyszög oldalainak négy felezó 
merőlegese ( helyzetüket tekintve). Szerkesszük meg a 
négyszöget!

2.108, Adott a k^ meg a k2 kör és egy g egyenes. Szer- . 
kesszünk a két körhöz egy-egy olyan t^» illetve tg 
érintőt, hogy azok metszéspontja g-n legyen, továbbá
a t^g szög a gtg szöggel egyenlő legyen!
2.109, Adott egy hegyesszög két szára, ( a és b), továbbá 
a s zögt art ornányon belül a P és a Q pontok. Szerkesszünk 
olyan ABC egyenlő szárú háromszöget, melynek főcsúcsa,
A a b egyenesen van, alapja (BC) az a egyenesen, továbbá 
egy-egy szára a P és a Q pontokon halad át!
2.110, Adott az A és a B pont s a B-re illeszkedő b egye­
nes. Keressünk a b-n olyan X és Y pontot, amelyek B-től 
egyenlő távol vannak, s az XY szakasz az A pontból adott

oL szög alatt látszik!
2.111, Adott a két metsző kör. Az egyik metszésponton 
(P) át olyan szelőt szerkesszünk, amely a köröket még 
egy-egy olyan pontban metszi, hogy a velük meghatározott 
szakasznak P a felezési pontja legyen!
2.112, Adott ABCD négyszögbe írjunk paralelogrammát úgy, 
hogy csúcspontjai a négyszög oldalain, átlóinak metszés­
pontjai pedig egy adott P„ pontban legyen! v
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2.113« Adott egy ABC A a oldala, s^ súlyvonala ég az 
s b -4! = \̂ szög. Szerkesszük weg a háromszöget!fit
2.114* Adott az ABC A  «r szöge, s^ súlyvonala és az
a a Á  = <T szög. Szerkesszük meg a háromszöget! c
2.113» Adva van két egybevágd ABC A és Â B-j_Cj A úgy,

hogy körüljárásuk ellentétes.
I. Szerkesszük meg azt az e^ tükrözési tengelyt, 

amelyhez tartozó csúszó tökrözássel a két háromszög 
fedésbe hozható!

II. Forgassuk el egy tetszőleges K .pont körül az 
A1B1C1 ^  "e  ̂az ■A’2B2G2 * A3B3C3*««* helyzetekbe! t.
Az eredeti ABC A -nek ezen új helysetekbe való transz­
formálása csúszó tükrözéssel különböző eg, e^,... 
tengelyek mellett lehetséges. Mit mondhatunk ezekről 
a tengelyekről?

3.§. Hasonlóságok

A hasonlóságok vizsgálatánál a vektorokat is és a 
párhuzamos szelők tételét is hasttnáljuk, így mindenek - 
előtt az Idetartozó fogalmakat tekintjük át.
A (P,Q) rendezett pontpárokat elemi vektoroknak vagy 
a P pontban kötött vektoroknak nevezzük, de használjuk 
a Q pontnak'a’P-re'vőnatkozó helyvektora elnevezést is. 
Két elemi vektort ekvivalensnek tekintjük, ha párhuzamos 
eltolással egymásba transzformálhatók.Az így nyert 
ekvivalencia osztályokat nevezzük vektoroknak.
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A (P,Q) által reprezentált vektort PQ jellel jelöljük. 
A reprezentások segítségével definiálható a

-- összeadás művelete, amelyre nézve a vektorok Abel cső-

vektor definíció szerint a ^ PQraPR, ahol H a  (PQ, 6  ) 

P 4 Q, rendezett e g y e n e s e n  az a pont, amelyre /PR/* 
D[|PQ( é s  > 0 esetén« R > P i l l .  } < 0 esetén
R ^ P, teljesül. Megmutathat ók a következő műveleti 
szabályok; .

o( (x+y) * c/ x + oi y,

Az utolsó disztributív tulajdonság a következő u.n.
párhuzamos szelők tételéből igazolható. Legyen i^ Äs ig 
a sík két különböző iránya. ' Ekkor a sík bármely x 
vektora az i^ irányból

PQ 4- QR := PR

portot alkotnak. Ha ^ valós szám, akkor a 2 PQ

0 • x = 0,
1 • x = x,

/

0

20. ábra
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az ± 2 irányba levetíthető (ld. az ábrát)* Jelöljük 
ezt a vetületi vektort a yUi-^ig (x) jellel. Ekkor 
a párhuzamos szelők tétele úgy is megfogalmazhat<5, 
hogy a k̂ ± ^ ± 2  (*) függvény homogén és additiv, vagyis

ŷ i-̂ igC x) » i-jig (x)

y^i^gC x + y ) = î ig(x) + JX i-jig (y)

teljesül.
Tekintsünk most egy 0 pontot és ^ ^ 0 válás számot, 

és minden 0 pontban kötött helyvektort nyújtsuk meg 
^ -szorosára. Ekkor a síkban vagy térben olyan 0^ 

ponttranszforraáciát kapunk, amelyről a párhuzamos szelők 
tételének többszörös alkalmazásával megmutatható, hogy 
minden szakaszt I /*( -szorosára nyújt meg. Ezeket a 
ponttranszformáéiókat centrális hasonlóságoknak nevezzük. 
Ezek azzal a tulajdonsággal is rendelkeznek, hogy minden 
egyenest önmagának párhuzamos egyenesbe traszforraálnak.

Általánosan a hasonlóságokat olyan P — 5> P* pont-'
transzformációként definiáljuk, amelyeknél bármely P Q
pontra |P*qM  j  jPQl« ^ ^ 0 (konst®*15)* A a
hasonlóság paramétere, és a hasonlóságot H ̂  jellel
jelöljük.
Mivel az 0* 0 H n = leképezés izoraetria, ezért 

minden hasonlóság H ̂  . * 0-̂  alakban egy izometriának
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és egy centrális hasonlóságnak a szorzata. Ebből adódik, 
hogy a hasonlóságok egyenes- és szög-tartóak. Egy 
hasonlóságot irányítás tartónak ill. irányítás fordítónak 
nevezünk, ha a * 0  ̂ előállításban az <x izoraetria 
irányítás tartó ill. irányítás fordító.

A hasonlóságokra érvényes a következő fixpont -tétel:
Ha egy hasonlóság aera izoraetria, akkor egy és csak egy 

fixpontja létezik.
Ha H^ = 0^ ̂ .-előállítás és a fenti fixpont tétel módot 

nyújt arra, hogy az izoraetriákra adott osztályozás segít­
ségével a hasonlóságokat is osztályozzuk. E szerint a 
síkban a nem izoraetrikus hasonlóságok Jmgy tükrözve nyúj­
tások vagy.' forgatva nyújtások. A tér hasonlóságaira is 
ilyen osztályozás adható, de a kérdés akkor természetesen 
összetettebb.
3.1. Adott két egyenes, 1^ és lg, valamint az A pont. Az 
A ponton át huzzunk olyan 1 egyenest, amelyből 1^ és lg 
olyan BC szakaszt metsz ki, hogy AB: AC = ram.
3.2. Adott egy S kör és rajta egy A pont. Határozzuk raeg 
az A ponton átmenő hurok középpontjainak halmazát.

b) Adott egy S kör és rajta három pont A, B és C. 
Szerkesszük raeg azt az AX hurt, amelyet a BC húr felez.
3.3. Adott két koncentrikus kör S^ és S2* Szerkesszünk 
olyan 1 egyenest, mely ezeket a köröket az egymásután követ 
kező A, B, ö és D pontokban metszi úgy, hogy AB=BC*CD
( 21/a ábra)•



b) Adott három koncentrikus kör S-̂ , Sg ás S^* Szer- 
kesazünk olyan,egyenest, mely az S^, Sg és S^ köröket 
az egymásután következő A, B és C pontokban metszi és 
AB=BC ( 21/b* ábra)«
c) Adott~h;égy kóhcéntríkus kör S^, Sg, S^ és S^* Szer­

kesszünk olyan 1 egyenest, amely a köröket rendre az
A, B* C és D pontokban metszi úgy, hogy AB=CD (21/c*ábra)

3*4« írjunk az adott ABC háromszögbe négyzetet úgy, hogy 
két csúcsa az AB oihlra, a másik kettő pedig az AQ és
BC olhlakra essen#

b)Irjunk az ABC háromszögbe olyan háromszöget, mely­
nek oldalai párhuzamosak az 1-̂ ,lg és 1^ egyenesekkel*

21/a-b-c• ábra
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3.5. Adott az 1^ és lg egyenes; 1^-en az A pont, lg**11
a B pont. Mérjünk fel az 1^ és lg egyenesekre az A
illetve B pontból kiindulva olyan AM, és BM« szakaszo­

l dkát, hogy az ---—— —  * m arány előre adott legyen. M,
BMg 1

é a Mg pontokon át huzzunk az adott 1^ illetve 1^
egyenessel párhuzamost (22.ábra). Határozzuk meg a 
különböző m értékeknél kapott egyenesek metszéspontjai­
nak halmazát.

b) Az A^AgA-j...An sokszöget változtassuk meg úgy* 
hogy oldalai adott irányokkal párhuzamosak maradjanak 
A A2*#,#An-l csucsal pedig az adott l-j,,lg. • * »^n-l
egyeneseken csússzanak. Határozzuk meg az An csúcsok 
halmazát.

c ) írjunk adott sokszögbe olyan sokszöget, melynek 
oldalai adott egyenesekkel párhuzamosak^

Adott sokszögbe irt sokszög alatt azt értjük, melynek 
minden csúcsa az adott sokszög oldalaira (minden oldalon 
egy csúcs) vagy azok meghosszabbítására esik.



3*6« Szerkesszünk olyan S kört, amely
a) Két adott 1^ és 12 egyenest érint és átmegy-

az adott A ponton*
b) átmegy két adott ponton, A-n és B-n, és az adott

1 egyenest érinti;________;_____ __  ^
c) két adott 1^ é s  lg egyenest és egy S kört érint*

3*7« Bizonyítsuk be, hogy az ABC háromszög súlyvonalainak 
S közös pontja,a körülírt kör 0 középpontja és az M ma­
gasságpont egy egyenesen van és _MS , 2 ( 23/a ábra)*1
( Ezt az egyenest a háromszög Euler egyenesének nevezzük)

23/a-b ábra.
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b) Bizonyítsuk be, hogy a háromszög oldalfelező 
pontjain átmenő és a szemközti szögfelezővel párhu­
zamos qyenesek egy pontban metszik egymást.
c) Bizonyítsuk be, hogy az ABC háromszög csúcsait 

a szemben levő oldal hozzáírt körének érintési pont­
jával összekötő egyenesek egy J pontban metszik egy­
mást. Ez a pont a súlyvonalak S metszéspontjával és
a beírt kör Z középpontjával egy egynesen van és

JS
"32“

2
s rr (23/b.ábra).

szók felezőpontjain (24/a ábra). 24/a-b ábra
(A K kört a háromszög Euler körének, Beuerbach körének 
vagy kilenc pont körének is nevezzük.)

b) Begyen J az ABC háromszög csúcsait a szemben levő 
oldalak és a hozzáírt körök érintési pontjaival összekötő
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egyenesek közös pontja és S a háromszög súlypontja* Bizo­
nyítsuk be, hogy az a ÍC kör, raely középpontosan hasonló 
a k beirt körhöz a J hasnnlósági középpontra vonatkozóan

\ aránnyal, származtatható k-ból S középpontú, - 1 arányú 
 ̂ ? ■  
hasonlósággal is* Ez a kör érintik az_ AhBs , B*GJ C*A* kö­
zépvonalakat és a JA, JB, JC szakaszok felezéspontjait (D, 
P, E) összekötő egyeneseket ( 24/b ábra)*
3*9» Az ABC háromszögbe 
írjunk olyan PXY háromszö­
get (P az A3 oldal adott 
pontja), raely egy adott 
LME háromszöghöz hasonló* 
b) Az ABCD paralelog­

rammába írjunk egy adott 
KIMÉ paralelogrammához ha­
sonló paralelogrammát*

25* ábra

3*10. Az és Sg kör egyik közös pontján, A-n huzzunk 
egy tetszőleges egyenest* Ennek a körökkel való második 
metszéspontjait jelöljük M^-gyel és Mg-vei* Ezután a 
körök 0-̂ és 02 középpontjaiból huzzunk az illetve 
M2 pontokba húzott M-jN és M2E érintőkkel párhuzamos 
egyeneseket (O^J ,©s 02J), (25* ábra)* Bizonyítsuk be, 
hogy a JE egyenesek egy ponton mennek át, és a JE sza­
kasz hossza állandó ( az M-jAMg egyenes megválasztásától 
független)*
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3.11,  Szerkesszünk olyan ABCD húrnégyszöget, melynek ol­
dalai adottak: AB=a, BC=b, CD=c, és DA=d.
b) Szerkesztendő ABCD négyszög, ha adott a B és D csú­

csainál levő szögeinek összege és oldalainak hossza: AB=a, 
BC='b, CD=c, és DA=d.

Az a) feladat a b) speciális esete. '

3.12. Szerkesszünk olyan S kört, mely két egyenest 1^-et 
és lg-t érint, és az adott S’ kört °< szög alatt metszi.
( Két metsző kör hajlásszögén, a metszéspontjukban húzott 
érintőik által bezárt szöget értjük).

3.13. A síkon adott négy
olyan egyenes -1^» I2» 1^ '

és I4-, melyekből bármely 
három nem megy át égj pon­
ton, és bármely kettő nem 
párhuzamos. Bizonyítsuk be, 
hogy az általuk meghatáro­
zott négy háromszög körül­
írt körei egy ponton mennek 
át ( 26. ábra).
3.14. Legyen S^é3 Sg két, egymást az A pontban metsző. 0^ Is Og

középpontú kör. Tekintsük egy 
tetszőleges ®< szöget, melynek
csúcsa az A pontban van.Legyen
M ̂  és Mga szög szárainak S^és
S2 körrel valő metszéspontja«
J pedig az 0-jM̂  és OgMgögye- 
nesek metszéspontja (27 ábra).

27.ábra
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a) Bizonyítsuk be, hogy ha a szöget as A pont körül 
forgatjuk as M-jMgJ háromszög körülírt köre mindig átmegy 
egy .rögzített 0 ponton*
b) Keressük meg a különböző szögekhez tartozó 0

" p o n t o k " ' h a l m a z á t ' ...  ...
3.15« Rajzoljunk egy n-szög oldáhi fölé előre adott három­
szögekhez hasonló háromszögeket* Ezek csúcsai legyének 
rendre M2, •®.Mn* Mi* Mg»***^ &z adott háromszö­

gek ismeretében szerkesszük meg az eredeti n-szöget* Mikor 
nincs megoldás, és a feladat mikor nem meghatározott?
3*16« Adott az 1 egyenes, rajta az A pont és az S-̂ , S2 
körök* Szerkesszünk olyan ABC háromszöget, melyben az 1 
egyenes az A csúcsnál levő szöget felezi, a B és C csúcsok 
az illetve S körön vannak, és az AB, AC oldalak aránya 
az adott ram“ ért ék*"
3.17« Szerkesszünk olyan ABCD négyszöget, amelynek AC 
átlója az A csúcsnál levő szög szögfelezője, ha

a) adott az AB és CD oldal, az AC átló és a ,;B és C 
csúcsoknál levő szögek különbségei
b) adott a BC és CD oldal, valaraint az AB és AD olslak 

aránya és a B és £ csúcsoknál levő szögek különbsége* ;
g)  adott az AB és AD oldal, AC átló valamint aBC és 

CD oldalak aránya*
3*18» Oldjuk meg a 3*17« feladatot - az AC átló az A 
csúcsnál levő szög szögfelezője- feltétel helyett azzal 
az általánosabb kikötéssel, hogy a BAC és DAC szögek adott 

X  - val különbözzenek.
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3«19« A síkon adott két egyenes 
és 1*2• A sík minden M pontjá-

'• nak feleltessünk meg egy uj M*

pontot a következőképpen: Legyen
m az M-en átmenő olyan egyenes,

- melynek Íj- és lg közé eso PQ____1
szakaszát az M pont felezi;P®
és Q® pedig P és Q l2-r®, illeti- .

Nve 1-,-re való merőleges vetületűi1 i
és M’P’Q® szakasz felezőpontja 

(28«ábra)« Mozgassuk az M pontot egy körönt Mi lesz ekkor 1
as M* pontok halmaza? (M« 53-77*o)

28«ábra

4«§» Kristály-csoportok, rács-geometria«

Valamely ponthalmazt invariánsán hagyd izometriák nyil­
vánvalóan csoportot alkotnak, amit a ponthalmaz, szimmetria 
csoportjának nevezünk* A szimmetria csoportkan a -mozgások 
részcsoportot alkotnak« Az egyszerűség kedvéért a továbbiak­
ban a mozgásokra vonatkozó szimmetria csoportokat vizsgál­
juk«
A síkban vagy térben egy {ponthalmazt diszkrétnek nevez­

zük, ha zárt és a halmaz minden pontja a többitől gömb- 
környezettel elválasztható« Legyen most G a mozgások 
valamely részcsoportja« Ekkor egy x pontnak a G-re voatkozó
G(x) pályáján a

G(x):= { g(x) | g € G ]
ponthalmazt értjük, vagyis amibe a G elemei a'zx pontot 
kimozdítják« - ■
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A G r é a  zc go portot diszkrétnek raoiad.1 uk a ha minden 2: 
pontra a G(x) pálya diszkrét ponthalmaz.

Ha G a sík mozgásainak diszkrét részcsoportja, akkor 
párhuzamos eltolásokat és forgásokat tartalmaz csupán, 
így durván Gq9 G^, Gg csoportokat külömböztethetftnk, 
ahol az index annyit jelent, hogy hány független irányban 
tolhatunk el párhuzamosan a csoport elemei által*

(1) A Gq csoportok csak forgásokat tartalmamnak és
megmutatható, hogy csak azonos centrumú forgásokat* 
Pontosabban, szerepel benne egy 2TT/n szöggel forgató 
u.n. minimális ^forgás, és a csoport ennek a hatványai­
ból áll: Gq=s { Lfö=id, f ; yl, •••; f K'1} ,

(2) Egy G^ csoportban a párhuzamos eltolások egy P^ 
részcsoportot alkotnak* A csoportban szerepel 
egy u*n* minimális ^ eltolás, és a P^ többi eleme 
ennek a hatványaiként állítható elő* P̂ =* { 1/ =id-, y>~4}

t i ->f > —  I , Ha egy G^ tartalmaz forgást is, akkor az 
csak centrális tükrözés lehet* Ekkor, ha a minimális 
eltolás egységnyi# akkor a centrumok sorban egy, az 
eltolás irányába fekvő egyenesen^1/2-távolságra he­
lyezkednek el*

(3) Egy G2 csoportban a .párhuzamos eltolások egy P2
jellel jelölt részcsoportot alkotnak* A Pg tartal­
maz két független irányú minimális eltolást#
és a P2 ezek hatványainak szorzataiból á l l t
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Valamely 0 pontnak P̂.. (0)-pályája rácsot alkot, abban 
az értelemben, hogy a pontok az x=0 ^  (0), y= 0 y ( 0)
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29* ábra

2 T / 3  ■vagy T  szögnek lehetnek 
szerepel együtt T  /3 vagy 2 '

független, 0-ra vonatkozó hely­
vektorok egész együtthatós line­
áris kombinációjaként állnak 
élő* P2(o)a [not + ny j ra,n « 1

* Of+1,+2,*** j ,
Ha egy Gg csoport tartalmas 
forgást, akkor Barlow tétele 
szerint ezek csak "ir/3* t /2, 
és TT/2 szögű forgás sosem 
“ /3 szögű forgással* -

Ez a tétel módot ad a G2 csoportok teljes osztályozására*
Öt eset lehetséges:

(3)i d 2 ^ 2 “ í y  ^ í ®*n»0,+l,+2,• « • J  ,f

(3)£ 'fokintsünk egy szabályos háromszögekből felépülő
rácsot* Ekkor a ?2 C  G2 csoport a fent leírt csoport, 
a forgások pedig a következők:

/
1

X í

30* ábra
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Minden rácspontban vesszük a H /3, 2TT/3 és II

szögű forgásokat. Minden szabályos háromszög középpont- . 
jában vesszük a 2 11/3 s'&ögű forgást és a háromszögek 
oldalain a felező pontban pedig a TT szögű forgást.

(3)3 A rács és a P2 ugyanaz# mint fent. Továbbá minden
_______ rácspontban;; é s '^ háromszögek középpontjában 2.1/3

szögű forgásokat tekintjük.

(3)^ Tekintsünk egy négyzetrácsot é s  az általa definiált 
?2 csoportot* .A Gg csoport forgásai a rácspontokban 
elhelyezett H/2 és 1" szögű forgások, valamint az 
oldalak felezőpontjában II szögű forgásokat tekintünk.

O)^ Egy tetszőleges rács minden rácspontjában centrális
tükrözéseket tekintünk. A C Gg csoport természetesen 
a (3)j“ben definiált csoport.

Az itt leírt csoportokat 2-dimenziós kristály-csoportoknak 
is nevezikjMost pedig rátérünk a rácsok geometriájának 
vizsgálatára.

A rácsban egy paralelogrammát üres-vagy alapparalelo&ráramá­
nak nevezzük, ha csúcsai rácspontok, de sem a határán sem a . 
belselyében már más rácspontot nem tartalmaz. .Valamely rácsba 
különféle, egymással nem egybevágó alapparalelograraraák írha­
tók. Viszont igaz az a tétel, hogy ezeknek az alapparalelog- 
rararaáknak a területe megegyezik, és így a rácsra jellemző 
állandó.
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Minkowski a következő tételét nevezetes számelméleti 
vizsgálatainál alkalmazta*

Legyen K egy síkrácsban olyan konvex ponthalmaz, ame­
lyik egy rácspontra nézve centrálszimraetrikus továbbá 
területe nagyobb, mint négy alapparalelograrama területe*
Ekkor a K a centrumon kívül további rácspontot is tartal­
maz*

A fenti tételek magasabb dimenziós esetekre is kiter­
jeszthetők* Azonban a diszkrét mozgáscsoportok száma már
3-diraensiéban is igen megnő* Ezeket a csoportokat hasz­
nálták a kristályok osztályozására, de esek a csoportok 
fontos szerepet játszanak a modern kvantumelméletben is* 
(ld*pl* Wiegner Jené* Szimmetriák a kvantumelméletoen 
című munkáját)*
Még további néhány fontos fogalmat vezetünk be*
A térben a poliédereket véges sok zárt féltér metszete- 

ként, a politopokat pedig véges sok pont konvex burkaként 
definiáljuk* Megmutatható» hogy a politopok nem mások 
mint a korlátos poliéderek* Valamely poliéderre termé­
szetes módon definiálhatók a lapok, élek és a csúcsok*
Ha ezek számát rendre az l»e»c jelekkel jelöljük, akkor 
konvex politopokra érvényes az

3, ■> S +  ß a  2

U*n* Euler féle formula*
Egy konvex politopot szabályosnak vagy Platon féle 

testnek nevezünk, ha lapjai egybevágó szabályos sokszögek 
és minden csúcsába azonos számú él fut be* Az Euler formula j
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aíkalkalraazásával megmutathaté, hogy pontosan 5 fele 
szabályos test látásik, a tetraéder, a kocka, as oktaéder 
a dodekaéder ©s az ikozaéder,

Platon ezeket a testeket filoséfiájában a különféle 
alapelemekkel ( föld, víz, levegő, tűz és a világrainden- 
ség burka) azonosította# Innen ered elnevezésük*
4#1# Keressük meg a következő sorminták szimmetria 

csoportjait

*««b b b b • ••
# * . b p b p * * *
*•#b d b d #••
***b q b q •#«
#.#b d p q b d p q

4#2# Adjunk meg a síkban olyan szabályosan ismétlődő 
mintákat, amelyek raosgás-ssimáétria csoporttal a Gg 
csoportot 5 típusához tartósnak#

4#3# Melyik csoport a oiklois ill* a szinusgörbe 
szimmetria csoportja*

4*4* Bizonyítsuk be Pick tételéti
Valamely rácsban tetszőleges olyan egyszerű rács­
sokszög területét, amelynek csúcsai rácspontok az 
■ • 1 b + C — 1

képlet adja meg, ahol b a határvonalon lévő rácspontok 
száma, c pedig a belső rácspontok száma (az alapparale­
logrammák területe egységnyi)
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4.5* Bizonyítandó, hogy- minden konvex négyszögnek van két 
s sorcszédoB oldala» amelyeket paralelogrammává egészítve ki 
a négyszög tartalmazza a paralelogrammát*
4.6* Bizonyítandó, hogy egy ráashan egy üres konvex rácsidom 
vagy háromszög, vagy paralelogramma#
4*7* Bizonyítsuk be, hogy ha egyrácsparalelograraraa páratlan 
számú rácspontot tartalmaz, akkor a középpontja rácspont*
4*8* Bizonyítsuk be, hogy ha egy rácsháromszög, határán 
nincs a csúcsokon kívül rácspont, a belsejében pedig csak 
egy van, akkor_.az._a: háromszög súlypontja*
4*9* Bizonyítandó, hogy minden rácsban van olyan üres rács­
háromszög, amelyik nem tompaszögű, és egy rács összes ilyen 
háromszögei egybevágók*
4«10«Bizonyítsuk be, hogy síkbeli paralelogrammarácsban nem 
lehet egyidejűleg olyan négyzet is é s olyan szabályos három­
szög is, amelyiknek a csúcsai rácspontok*
4.11. Bizonyítsuk be, hogy ha egy síkbeli paralábgraramarács- 
ban van rácsnégyzet, akkor minden rácsegyeneshez van rá me­
rőleges recsegyenes.

Igaz raarad-e az állítás, ha csak anyit teszünk fel, hogy 
van két egymásra merőleges rácsegyenes?
4.12* Bizonyítsuk be, hogy ha egy egyenesen van két rácspont, 
akkor végtelen sok van*
4.12* Egy rácssokszöget üresnek nevezünk, ha sem a határán, 
sem a belsejében nincs a csúcsokon kívül rácspont*
Bizonyítsuk be, hogy minden üres konvex rácsnégyszög para­

lelogramma*
4.14«Biaonyítauk be, hogy négyzetrácsban nincs a négyzeten
kívül szabályos rásssokszög.
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4«15« Egy paralelogramma A,B,C,D, csúcsait rendre kössük 
össze a BC» CD® DÁ, AB oldalak feleső pontjaival. így kö­
zépen egy kis paralelograraraát kapunk. Ennek területe az 
ABCD területének egyötöde. Ha az A,B,D»D csúcsokat rendre 
a CD, DA, AB, BC oldalak felezőpontjaival kötjük összeg 
akkor-’®, másik ilyen paralelogrammává! közös része-olyan, 
középpontosan szimmetrikus nyolcszög, amelynek területe 
az ABCD területének egyhatoda.
4.16. Az ABM, BLN, CML, 1MN háromszögek területe körül 
csak akkor lehet az utolsó területe a legkisebb, ha L,M,
H a BC, CA, AB oldalak felezőpontjai.
4.17. Általánosítsuk Minkowski tételét magasabb dimenzióra

4.18. Ha egy' poliédernek van körülírt gömbje, középgömbje 
és beírt gömbje, továbbá e hárem gömb koncentrikus, akkor 
a poliéder szabályos (c.léő.o*-)
4.19«Melyik testnek van öt csúcsa a hat háromszög alakú 
lapja? (o.l59«o.)
4.20. Milyen alakzatban metsz (a) egy szabályos tetraédert 
agy olyan sík, amely két szemközti éllel párhuzamos, és 
azoktól egyenlő távolságra halad (b) egy kockát a két 
szemközti csúcsa által meghatározott szakasz merőleges 
felesősíkja:(c) egy dodekaédert két szemközti lapjának 
felezősíkja? (c .159.o .)
4.21, Hatolyan egybevágó rombuszból, amelynek szögei 60 
és 120°-osak, roraboédert (torz kockát) készíthetünk. A 
kapott test két ’’hegyes” sarkából le lehet vágni két
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szabályos tetraédert úgy, hogy a visszamaradt test 
oktaéder legyen* Másképp szólva, egy oktaédert és két 
alkalmas méretű tetraédert összeillesztve romboédert 
kapunk* Mutassuk meg, hogy az ilyen tetraéder és az 
oktaéder lapszögei kiegészítő szögek, és hogy a két 
test végtelen sok példányával a tér hézagmentesen ki­
tölthető. (c. 159.0.)
4-,22» Tekintsünk egy olyan tetszőleges poliédert, 
amelynek nem rainden tagja ugyanolyan oldalszámú p-szög, 
és nem rainden csúcsában találkozik ugyanannyi q él. Erre
a poliéderre az alábbi egyenletek érvényesek*

*

Z~ q«2e=Zp*
ahol az első Összegezés az összes csúcsra, a második az 
Összes lapra 'vonatkozik. Mutassuk »eg;, hogy minden poli­
édernek van vagy p«3 alakú lapja, vagy q*=3 típusú csúcsa 
( esetleg mindkettő).(Útmutatás: Ha nem így volna, akkor 
21 qS’4c és 2Tpk4£ teljesülne), (c. 163«o.)

4.23. Ha mind a lapok, mind az élek, mind a estícaolc is 
egyformák, akkor a lapdk szabályosak. Mutassunk példát 
arra, hogy ez a poliéderekre vonatkozó eredmény mozai­
kokra nem érvényes, (c. l63*o.)
4«'24. Tekintsünk egy olyan, egységnyi oldalú kockát, amely­
nek egyik csúcsa a derékszögű koordinátarendszer origó­
jában. van, és három éle egy-egy tengelyre illeszkedik.
E kocka njrolc csúcsa as a nyolc (x,y,s) pont, amelynek 
koordinátái a 0 és 1 értékeket az összes lehetséges 
módon felveszik.(c.16? o).
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4«55* Annak a 2 élhosszúságú kockának» amelynek közép­
pontba a derékszögig koordinátarendszer origója, élei 
pedig párhuzamosak a koordinátatengelyekkel, a nyolc 
csúcsa as a nyolc pont, amelynek koordinátái a +1 és 
-1 értéket- veszik fel as -összes lehetséges módon*

4»26, Hol van annak a nyújtásnak a középpontja, amely 
as előző feladatokban leírt két kockát egymásban transz­
formálja? ( a nyújtások definícióját Id# a 6*J).t). 
(c*16?*o.)
4»27* Válasszunk ki egy kocka nyolc csúcsa közül - az 
élek mentén -haladva és minden Éásodik csúcsot elhegyva- 
négy olyan csúcsot, amelyek egy szabályos tetraédert 
alkotnak* írjuk fel ezeknek a koordinátáit, továbbá 
a tetraéder-lapok síkjának egyenletét* Számítsuk ki a., 
lapok szögét, (c* 16?*o.)
4*28* A42S’ feladatban szereplő kocka lapközéppont jainak 
kijelölésével határozzuk meg egy oktaéder csúcsainak 
koordinátáit. írjuk fal a lapok síkjainak .egyenletét ás 
számítsuk ki két-kozös éllel rendelkező - lap szögét*
( e. 167*0.)
4*29* Az előző feladatban aza^plő oktaéder test (x,y,s)
pontjaira fennáll az

|x| +ly[ +|zl £ 1 
összefüggés* (c.I67.0.)
4*30*Ect szabályos tetraéder éleit kivetítjük a köré írt
gömb főköreinek íveire. Milyen szögben metszik egymást
esek az ívek? írjuk fel a hat főkör síkjának egyenletét* 
(0*167.0.)



(sWl/9-13 o.)

A továbbiakban az egyszerű poliéderekkel kapcsolatban 
használni .fogjuk a következő, jelöléseket*

1 a lapok száma,
____  & z i  oldalú lapok száma (i«3,4»«••)»

c a csucsak száma,
az í élű csúcsok száma (i * 3,4»***)*

e az élek száma*

4*31« Létezik-e olyan nem egyszerű polled©!, amelyre 
l + c s e  + 2 ? -

4*32* Bizonyítsuk be, hogy ■ ~

<i3 — 31^ 41^ 51ej*̂ *** * oc^ 4ĉ _ *̂* 5"®sji'***
4*33« Igazoljuk, hogy 31 á 2© és 3c í 2e* .

4*31« Bizonyítsuk be a következő egyenlőtlenségekets
a) 6t - 12 > 2a > 3* > e+6,
b) . 6o - 12 .1 2e > 3c > e+6,
c) -C+4 - 2c,
d) 1^ + > 8*

4*35« Bizonyítsuk be, hogy nincs olyan egyszerű poliéder, 
amelynek hét éle volna!
4«36« Igazoljuk, hogy az egyszerű poliéderek esetében

a) mindegyik lap ötszögnél nagyobb oldalszámú sokszög 
nem leheti

b) nem futhat mindegyik csúcsba öt élnél több él*



4037« Mutánsuk meg, hogy ha egy egyszerű poliéder minde­
gyik csúcsába három él fut össze sa minden lapja ötszög 
vagy hatszög, akkor 1  ̂a 12*
4*33,» Igazoljuk, hogy ha 1^ = 1^ = 0». akkor 1^ > 12 és
G3 > 20.

4.39« Valamely egyszerű poliédert a oldalú sokszögek 
határolják, testátlóinak száma d. Hány caucea- és hány 
éle van? Határozzuk meg d ég a között olyan összefüggé­
seket, hogy a, csúcsokra és. élekre egész számú megoldást
nyerjlink»

4.40. Pejeszük ki az egyszerű poliédert határoló sokszögek 
szögeinek Összegét

a) az e, X segítségével,
b) a c segítségével*

4.»41*. Egy kocka é le  a*

a) Mekkorák az átlói?
b) Számítsuk ki két nem párhuzamos és nem egy csuss- 

ban összefutó éle felezőpontjának távolságát!
4.42. Számítsuk ki az a élű kooka

a) áll ősrsets teteinek,
b) az egyik lap középponton és a szemközti lap egyik 

élén átmenő síkmetszetének,
e) végül az egy csúcsban összefutó három él másik

végpontjai által meghatározott síkmetszetének a területét! 
4q43. Számítsuk ki az a élű kocka egyik élének és ezt az
élt nem metsző testátlónak^'.távolságát!
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4»44«5gy kocka álének hossza a* '

a) Mekkora távolságra vannak az e g y e s csúcsok az 
egyik testátlótól?

b) Hogyan osztják fel a testátlót a csúcsok merő­
leges vetületei?

4 o45v Me tg síiétől egy kocka szabályos hats jógiban? ----- 
4«;4S» Mats ahatő-a a szabályos tetraéder négyzetben?
4«47* Mekkora szöget sár be agyr&ással a szabályos tetraéder
két szemközti éle?
4«48, Az A3CD szabályos tetraéder* A csúcsából a BCD síkra 
bocsátott magasság felezőpontja legyen 0* Bizonyítsuk be, 
hogy a BO, CO, DO egyenesek páronként merőlegesek egymásra« 
4*49« Milyen távol van egymástól a z a élű szabályos oktaéder 
két kitérő élének felezőpontja?
a,50« Szabályos oktaéder metszhető-e szabályos hatszögben?

5«§« Vektorok, műveletek vektorokkal

A vektorokat már a 3«§*ban bevezettűk a köztük definiált 
összeadás és valós, számmal való szorzással együtt* Most 
további műveleteket definiálunk,

Belső-szorzat
Ennél a szorzatnál két x,y vektorhoz az

Isi lyí co® *
valós számot rendeljük, ahol a két vektor szöge« A 
párhuzamos szelők tétele segítségével raegmutathá», hogy 
a ^ j y belsőig sorsat szimmetrikus ( ( x 9y } * ( )
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4»44#Bgy kocka élének hossza a* "  ■ .

a) Mekkora távolságra varinak áss egyes csúcsok as 
egyik testátlótól?

b) Hogyan osztják fel a testátlót a csúcsok mérő­
ié gers vetületűi?

4 o4 5» Metszhető~e egy kocka azabályoa hatsz ögb a n ?
,4_* 45.» Hata shetó-a a azabályoa tetraéder négyzetben?
4•47». Mekkora ssöget sár be egymással a szabályos tetraéder 
két szemközti «éle?
4#43« Aa A3CB szabályos tetraéder# A csúcsából a BCD síkra 
bocsátott magasság felezőpontja legyen 0* Bizonyítsuk be, 
hogy a BO, CO, DO egyenesek páronként merőlegesek egymásra# 
4«49# Milyen távol van egymástól az a élű szabályos oktaéder 
két kitérő élének felezőpontja?
4r,g0« Szabályos oktaéder metszhető-e szabályos hatszögben?

5«§e Vektorok; műveletek vektorokkal . ' v

A vektorokat már a 3#§-ban bevezettük a köztük definiált 
.összeadás és valós, számmal való* szorzással együtt# Most 
további műveleteket definiálunk#

BalsŐ-szorzat
m nimm* m—immm t

Híméi & szorzatnál két £,y vektorhoz az
<£#£>** isi (yí coa *

M )

valós számot rendeljük, ahol a két vektor szöge# A 
párhuzamos szelők tétele segítségével megmutatható, hogy 
a <( )> belsőigsorsat szimmetrikus ( { x 9y) = <f JsZ) )



alakban írhatós ahol a a (xpc, • **xa) számok az x vektor­
nak az adott háziéra vonMkosó u*n, koordinátái*

«MWT— »iCMii-ia  * * ■  1»  a*a—»^ » ^ -«ar mml  I *  i tc*m * i *P

.Egy vésés dimenziós vektorteret euklidossinek mondunk.
i n i n n f i  n i n i»  in m 'n i'  i m  I, m . t i i »11 w*m *  nrrw i*  i . r  nr*  i n — h * i  r m t m  on— i»J ~i * * > w i * i « m i » H < > « » n » i i i  * * i «g*—«*» » « i  •.**. wim MmmtwmJ*»

ha egy ( ■( , / jellel jelölt) pozitív definit;, azimmetriku3 
bílineáris forma definiált benne« A vektorokat a 0-ra vo­
natkozó helyvektorokként pontnak tekintve két x #y pont
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.- távolságát a

'-Is* y 1 ̂  ;.?= s -y* s-y). r
képlettől definiáljuk* Az x,,Xo»*«*xv • bázist ortonor- 
malinak mondjuk ha ^x^, x \, » C Kronecker féle
függvény) érvényes* A rávonatkozó koordináta rendszer az 
u*n„ Descartes féle koordináta rendszer* Ebben a belsÓszor­
zat K.

<: s*y> S  » V 1

alakban írható.
Általános koordináta környezetekben a d-diraenziós 

alterek k-d egjenletet tartalmazó lineáris egyenletrendszerrel 
írhatók le, Ezek részletesebb leírását Id* a következő §-ban#

Terület és térfogat formai i u m m i  i f W i  1 '1 i n — « * * * » » i n » n n f c  , «  1*

Az-irányított sík két x»y vektorára az 

F (x,y) * |x| Jyj eine*

képlet 3. két vektől* által kifessített paralelogramma előjeles
területét adja* Itt <=< az x és y vektorok irányított szögét 
jelöli. ~
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As P {x,, y ) .form áról megmutat list <5, hogy an t is  sirámét r ik n s  

( P (x  y ) « -  ff(y .a :)j b i l in e á r ia  forrna , és ha ^2 o:rfco~
normált basis* akkor

P(S» y) » d«t
1 2x x

"1 2y y

As irányított tér valamely x^» x2» x~ hasisát Jobb

sodrásúnak mondjuk ha as x^ as S p  5 2 vektorok irányí­
tott síkjának ( as x0 as x-, jobb partjába inukat!) a jobb* ***Cm **N*di,
martjába mutatV A bázis £ előjelét +X-nak definiáljuk» 
ha. jobbáodráeú és -1 -nek, ha halsodrású. így a térfo­
gat forma

( £i* E z* 53 ) 5=« 1 7  (xls x2, x3)

definíciójában a forma a vektorok által kifeszített párá­
iéi apipe dón előjeles térfogatát jelenti. Erről a formáról 
is megmutatható» hogy antissimraetrikus. ( vagyis két elem 
cseréjére előjelet vált) továbbá lainággyik komponensébenjobbs.<Lrá.si»
homogén én additiv. Ha e %*&2 J ö3 a ° ^ 02Xorffî 'b 
hcizu.sa» askor

1 ? 3
J lB  * » 1  « Ä

y1 y2 y*5(z» X» £) = úet

A fenti formát térfogat-formának vagy vegyesssorsátnak

T O O2^ iS S^

is nevezik. 
Yektor-asorsat
Ezt a műveletet as irányított tér vektorai között definiáljuk«



- 62

Belátható, hogy pontosan egy olyan x x  y művelet létezik, 
amelyre minden s vektorra

x £ * « )- * (S* 2> £ )
érvényes« is x x jjr vektorról megmutat ható, hogy line­
árisan független x,y vektorok esetén az x x y az az egyér- 
telműen meghatározott vektor, amelyik merőleges as x, y 
vektorokra, az x, x» x ^  vektor-rendszer jobbaodrású, 
valamint |x xy| » |x | [y| sin (X,^érvényes*

További tulajdonságok* - -

X X £  = - X x x
x x (<* x + fi 5.)= ű̂ 2 x Z + /í 2 X 1
( a x  b) z £  » <̂  a ; c\ b -<^b,£^> a (kifejtési

tétel)
(T(a 2 b) xc *« ( a x  b )xc + (bxo) xa + ( <3 x  a)xb= 0

A (T ciklikus összeget jelöl>as utolsó azonosságot pedig 
Jacobi azonosságnak nevezzük« Descartes féle koordináták 
segítségével a vektorazorsás

x x x * det
S-i ®2 -3 
x1 *2 *3 
y1 y2 y3

alakban írható,
Pelaidatok összeadásra, kivonásra, koordinátákra (R 1-66)

SLla Esy n oldalú sokszög oldalait valamilyen körüljárás 
szerint irányítjuk, más sorrendben egymáshoz fűzve újabb 
sokszöget kaphatunk. Legfeljebb hány különböző sokszög 
nyerhető ily módon?

i
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5*2* Bizonyítsuk lie» hogy véges sok zárt töröttvonal 
* ■'.szakaszait egymáshoz lehet ágy fűzni, hogy egyetlen zárt 
töröttvonalat alkossanak*
J L l2- Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges zárt töröttvonal 
szakaszai eltolhatok úgy, hogy konvex sokszöget határol-
janak. . ■ ---

[

5*4» Bizonyítsuk be, hogy e^y kocka éleit lehet irányítani, 
úgy, hogy az élvektorok összeg© 8 legyen*
5*5* Mutassuk m eg, hogy egy konvex ötszög éleit és átlóit 
lehet úgy irányítani, hogy az élvektorok és átlóvektorok 
összege 0 legyen*
5*6* Ab a^, Í2s***-n ®£ya^ ^  vektorok olyanok, hogy
valaraehryiük,. kezdőpont Ja közös, és valamennyi az és 
an által meghatározott tompaszögű szögiartoraányban helyez­
kednek el* Bizonyítsuk be, hogy összegük nem lehet 0«

'Ssls. Az a, b, c egyenlő hosszú vektorok, és összegük 0.
Mekkora szöget zár be az a és b?
5.8* Az a, b, c, d egyenlő hosszú, egysíkú vektorok, és

SS S3 25S SS

Összegük 0* Bizonyítsuk be, hogy van közöttük kettő, 
amelyek egymásnak ellentettjeik*
5.9. Bizonyítsuk be, hogy egy négyszög súlypontja meg­
kapható, a következő különböző módokon? ( Valamely a^,*#*a^ 
vektorok súlypontja az ±  ^  íh'/n. pont* Sokszögek súly­
pontja a csúcsok súlypontja).

a) két szemközti oldal felezőpontjait összekötő szakasz 
középpontja^



b) a két átló felezőpontjait Összekötő szakasz közép­
pont ja‘j

c) tetszőleges három csúcs meghatározza háromszög súly­
pontját a negyedik csúccsal összekötő szakasznak a súly­
ponthoz legközelebbi negyedelőpontja.
5.10. Bizonyítsuk be, hogy a tetraéder súlypontja azonos
as alábbi módon definiált pontokkal*—  ----------------  :----

a) két tetszőleges szemközti él felezőpontját összekötő
szakasz felezőpontja:'

b) tetszőleges lapaulypontot a szemközti csúccsal össze­
kötő szakasznak a laphoz közelebbi negye dáőpontja.
5.11. Az n számú pontbél állé pontrendszer súlyvonalainak 
nevezzük azokat a szakaszokat, amelyek a pontrendszer tetsző­
leges pontját a többi n-1 pont súlypontjával kötik ösase. 
Bizonyítsuk be, hogy a súlyvonalak ^y pontban metszik, és
1 : (n-1) arányban.'oszt ják egymást.
5.12. Bizonyítsuk be, hogy egy tetszőleges pontrendszer 
súlyvonalait eltolhatjuk úgy, hogy zárt sokszöget határol­
janak.

5.13. Hagyjuk el egy n pontból állé pontrendszer egy pontját, 
és jelöljük meg a raradék pontrendszer súlypontját. Ismételjük 
ezt meg a pontrendszer valamennyi pontjával. Bizonyítsuk be, 
hogy az így nyert n pont az eredetihez hasonló pontrendszert 
alkot.
5.14. Mutassuk meg, hogy egy n pontból álló pontrendszer 
súlypontja a következő módon is előállítható* a pontokat
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két halmazba osetjük, as egyik n^, a másik "â  pontot 
tartalmaz; az első ponthalmaz súlypontja S^, a másiké S,>- 
Az egész pontrendszer súlypontja as az S pont, amely as 

szakaszt &2tn l  ai*ány^an osztja.
5.15«.— E.ptv húrnégyszög raagaaaágkö géppont .Iának nevessük <1 
köré írt köre középpontjának a súlypontra vonatkosd tükör­
képét. Bizonyítsuk d®, hogy

a) a raagaaaágközéppontokat tetszőleges oldal fele­
zőpontjával összekötő egyenes merőleges a sseakösti oldalraf 

h) a raagasságközéppontot az egyik átló felezőpontjá­
val össze?£ötő ebenes merőleges a másik átlóra.
5.16. Egy tetraéder magasaágkögéppont .Iának (vagy MONGE-fále 
pontjának) nevezzük a kf&’é írt gömb középpontjának a súly­
pontra vonatkozó tükörképét. Bizonyítsuk be, hogy a magasság­
középpontot egy tetszőleges él felezőpontjával összekötő

s
egyenes aerőleges a szemközti élre. ( A tetraéder köré írt 
gömb középpontját, súlypontját és raagasságköséppontját 
felfőző egyenest a tetraéder EULBR-egyenesének nevezik.)
5-17- Egy húrnégyszög egyik magas a ágvonal ának nevessük az 
egyik csúcsot a másik három n^határozta háromszög magasság­
pontjával összekötő szakaszt. Bizonyítsuk be,hogy a magasság­
vonalak a magasságköképpontban metszik egymást.
5.18. Bizonyítsuk be, hogy ha egy tetraéderben két-két 
szeraköztes élpár merőleges egymásra, akkor ez a harmadik 
szemköztas élpárra is áll«
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5*19» Bizonyítsuk be, hogy ka egy tetraéderben a szemközti 
élek merőlegesek egymásra# akkor a tetraéder magasságai a 

- raagasságköiis_p_pontban_raetszik egymást# (Bbben az esetben a 
raagasságköséppontot magasságpontnak» magát a tetraédert 
viszont ortocentrikusnak nevezzük#)
5.20# Bizonyítsuk be, hogy ortocenti&kua tetraéderben-a---- -
szemközti élek lelesdpontjaáJ összekötő szakaszok egyenlők# 
5#21# Bizonyítsuk be, hogy ha egy tetraéder lapjai egybe­
vágóak, súlypontja és köré írt gömbjének középpontja $grbe- 
esik.
5.22. Bizonyítsuk be, hogy ha €gy tetraéder lapjai egybe­
vágóak, a szemközti élek felezőpontjait összekötő egyenes me­
rőleges az élekre#

I5#23# "Az A1A2##.An sokszög ( lehet térbeli sokszög is) 
oldalait, egy meghatározott körüljárást tartva# osszuk fel 
ugyanolyan arányban# Bizonyítsuk be# hogy az eredeti sok­
szög és az osztőpontok meghatározta sokszög súlypontja egy­
beesik#
5#24# A kör AB és GB húrjai merőlegesek egymásra# Határozzuk 
meg a huregyenesek metszéspontjának helyvektorát# ha ismer­
jük a kör középpontjából a húrok végpontjaihoz mutató 
helyvektorokat#
5.25# Bizonyítsuk be# hogy & háromszög magasságpontjának
tetszőleges oldalra vonatkozó tükörképe a háromszög köré

\

írt körön van#
5.26# Bizonyítsuk be, hogy a háromszög magasságpontjának 
tetszőleged oldalfelezőpontjára vonatkozó tükörképe a háromszög 
köré írt körön van#



5*27* A háromszög EULER-egyenesén jelöljük ki a magasság­
pont é s a kör köré írt kör középpontja közötti szakasz P 
felezőpontját, és mutassuk meg, hogy ez egyenlő távol van

lminden oldal felezőpontjátdl* a magasságok talppontjaitél 
és a magasságpontot a csúcsokkal összekötő szakaszok felező- 
pontjattól* (E kilenc pont tehát egy körön van, ez- * három-
szög PEUERBACH-köre*)__________________ ____,_ __________
5,28* Legyen A, B, G, D négy nem egysíkú ponti AB felező­
pontja E, a CB-é P. Bizonyítsuk be, hogy EP </ 1/2 (AD+BC)• 
5*29« Legyen A, B, C? D négy nem egysíkú pont* Püssa be X 
az A3 (zárt) szakasz, Y pedig a CD szakasz minden pontját*
Mit ír le as XY szakasz P felezőpontja?
5*30* Az ABCD négyszögben ( lehet térbeli is) AB*CB. Bizo­
nyítsuk be, hogy a BC és AB oldalak felezőpontjait Összekötő 
középvonal párhuzamos az AB és CD egyenesek egyik szögfele­
zőjével.
5*31* Bizonyítsuk be, hogy minden négyoldalú gúla oldallapjai 
elmetszhetők egy síkkal úgy, hogy a síkmetszet paralelogramma 
legyen*
5*32* Bizonyítsuk be, hogy íia négy, páronként kitérő egyenes 
olyan, hogy van közöttük három, amely nem párhuzamos egy sik­
kel, akkor metszhetŐk egy síkkal úgy, hogy a metszéspontok 
egy paralelogramma négy csúcsát alkossák.
5*33* Jelöljük ki a térben (vagy síkon) valamilyen sorrendien 
U számú pontot, majd egy tetszőleges pontot tükrözzünk az 
első pontra; a tükörképet a raásodiíPstb. végül az utolsó 
pontra*
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a) Bizonyítsuk be, hogy ha n páros, a tükrözések 

egymásutánja ©gy eltolással helyettesíthető, ez az eltolás 
nera függ a tükrözött pont választásától«

b) Bizonyítsuk be, hogy ha n páratlan, a tükrözések 
egymásutánja egy középpontos tükrözéssel helyettesíthető* a
kötáppont független © tükrözőttpont választásától«-----------
_ _ ' c) Bizonyítsuk be, hogy ha n páratlan, egy tetsz óleges 
pontot kétszer egymás után az adott pontokra"végigtükrözve, 
majd ezt még egyszer megismételve, az eredeti pontba jutunk

)  i

■ vissza.
5.34» Bizonyítsuk be, hogy ha egy pontot sorrendben végigtük- 
rösünk egy páros oldalazárad sokszög oldalfelező pontjaira, 
akkor visszajutunk az eredeti pontba.
5.35. Bizonyítsuk be, hogy ha egy pontot scarendben végig-
tükrösünk agy páratlan oldalazárad sokszög oldalfelező pont­
jaira, akkor a pont é s az utolsó tükörkép meghatározta sza­
kasz felezőpontja a sokszög egyik csúcsa.
5.36. Legyen 0 az AA^ ás 33^ egyenesek közös pontja. Válasz-
szűk 0-t origónak, és lekenek az p A^tBjB^ pontok helyvek­
torai rendre a, }a,b, yUb, ( 3  ̂Határozzuk meg az AB és A^
B-j_ egyenesek közös M'-pontjártak helyvektorát.
5.37» Egy 0 csúcsa háromoldalú végtelen gúla (un. trió der) 
belsejében jelöljünk ki egy S pontot. Bizonyítsuk be, hogy 
a .triéder elmet sziüatő az S-en átraenő síkkal úgy, hogy a met­
szetként kapott háromszögnek S legyen a súlypontja.
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5.33» Bgy triéder súlyaikiának nevessük a triéder egy 
élét és a másik két él szögfelezőjét Összekötő síkot. 
Bisonyíisuk be, hogy a három súlyaik egy egyenesben 
metszi egymást.
5.39. Ág Á p  &2 9 i * é ?^n Pont°^°3- ál lé pontrendszer súlyo­
zott pontrendszernek nevezzük, ha minden ponthoz hozzá- 
rendeíUhk egy JUL̂  j -2 -***/Ln ‘valós számot, un. súlyt.
Ha a pontok helyvektorai rendre a^» !£?•** »Un* akkor a 
súlyozott rendszer súlypontjának nevezzük az

helyvektoru pontot. Bizonyítsuk be, hogy a súlypont 
független az origó választásától.
5.40. As ABC hármraszög 0 csúcsából az A pontba az a, a 
B-be a ]3 vezet, ezek hossza b, ill. a. Fejezzük ki ezekkel 
az adatokkal a C csúcsból unduló szögfelezővektort*
5.41. Ás ABC háromszög oldalainak hossza a, b, o$ a 
szemközti csúcsok helyvektorai a,b,c. Bizonyítsuk be, hogy 
a háromszögbe írt kör K középpontjának helyvektora»

5.42. As ABCD tetraéder csúcsainak helyvektorai a,b,c,dj

a csúcsokkal szemközti lapok területe ta, t-̂ » t0, t^. 
Bizonyítsuk be, hogy a tetraéder beírt gömbjének a
középpontjába a

J 1 1 +/2 +***+ /in

aa + bb + cc
3B =  55

ÉL + B + C
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tMa + tr/b +t o + t^d Jc * a- D° *c= g=
ta + tb + v  *a

vektor taut at*
5*43* Bizonyítsuk be* hogy a tetraéder lapjai akkor és 
csakis elekor egyenlő területiek, ”ha a tetraéder súlypontja 
és a.beirt gömbjének középpontja egybeesik*
5*44* Egy tetszőleges térbeli pontrendsser súlypontja---- —
köré írt gömb bármely pontjából irányítsunk vektorokat a 
pontokhoz* Bizonyítsuk be# hogy ezeknek a vektoroknak 
az összege állandé hosszúságú*
5*45* Jelöjük M-nt®l az ABC háromszög raagasságpontj át « B i ­
zonyítsuk be# hogy az ABM# BCM, CAM háromszögek köré írt 
köreinek középpontjai a* eredeti háromszöggel egybevágó 
háromszöget határoznak meg* Mutassuk meg# hogy a közép­
pontok meghatározta háromszög és az ABC tükrös az ABC 
háromszög Eeuerbach-körének középpontjára.
5*46» Egy közös kezdőpontból kiindulva olyan vektorokat 
mérünk fel, amelyek hosszának összege legalább négy* 
Bizonyítsuk be# hogy ki üehet választani közülük néhányat 
úgy# hogy összegük hossza legalább 1 legyen*
5*47* Egy szög szárai között kitűzünk egy pontot* A szöget 
fogjuk fel koordináta-rendszerként# amelynek egység- 
vektorai §2 és ©2» a pont koordinátái (a,b)* Határozzuk 
meg annak az egyenesnek az egyenletét# amely átmegy a 
ponton, és a szögből a lehető legkisebb területi háromszöget 
metszi ki*



5*48. Határoztuk meg annak a síknak az egyenletét, amely a
koordinátatengelyekből rendre a, b, c Hosszúságú szakaszo­
kat raetáz 1® ( a ép 0).
5*43* Határozzuk meg a 3s: - 2y + 6z + 4 * 0 egyenlati aík- 
nak^lz origót a (8, -2, -6) ponttal Összekötő).! egyenesnek a 
metszéspontját*
5«5.0« Bizonyítsuk be, hogy a szabályos sokszögek súly­
pontja éa középpontja egybeesik* ..:---- - ----
5*51» Jelöljünk ki a síkon egy AB szakaszt, majd vegyünk fel 
a síkon egy tetszőleges P pontot* Forgassuk el P-t A körül 
90°-kel P* helyzetbe, majd ugyancsak P-t B körül -90°-kal 
p" helyzetbe. Bizonyítsuk be, hogy a P*p " szakasz felező­
pontjának a helyzete független P választásától*
5*52* Forgassuk el az ABCD trapéz BC szárát középpont ja,0 
körül 90°~kal a helyzetbe, majd az AD szárat közép­
pontja K körül az A3B3 helyzetbe* Bizonyítsuk be, hogy

A ~  £ * 3 ) 4  • •
5*53* Egy négyszög oldalai fölé szerkesszünk kifelé négy­
zeteket. Bizonyítsuk be, hogy a szemközti oldalakhoz 
tartozó négyzet-középpontokat összekötő szakaszok egyenlők 
és merőlegesek egymásra*

5.54. A sík négy fontját. *-*• 0-t é e  ^  elforeat;lui;
egy pont körül 90°-kal az A*, B*, Cfc D*-helyzetbe* Jelölje
az AB*, BC*, CD®, DA* szakaszok felezőpontjait rendre X,Y, 
Z,U* Bizonyítandó, hogy XZ és YTJ egymásra merőleges, egyenlő 
szakaszok.
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5*55. Egy négyszög átlói eganlők és merőlegesek* A négy­
szög oldalaira kifelé hasonló, egyenlő szárú hároraszögeket 
szerkesztünk* Ezek alappal szemközti csúcsai egy újabb 
négyszöget határoznak meg* Bizonyítsuk be, hogy ennek a 
négyszögnek átlói is egyenlők ©a Merőlegesek egymásra*
5*56»Egy háromszög oldalaira kifelé hasonló, egyenlő
szárú háromszögeket szerkesztünk* Esek csúcsai újabb három­
szöget határoznak meg, ennek oldaladra befelé ismét az 
előbbiekhez hasonló egyenlő szárú háromszögeket építünk* 
Bizonyítsuk be, hogy as utóbbiak csúcsai az eredetihez 
hasonló háromszöget határoznak meg*
5*57* Egy hatszög minden második szöge 120°-os, és ezeket 
a szögeket egyenlő oldalpár fogja közre. Bizonyítsuk be, 
hogy a 120°-os szögek csúcsai szabályos háromszöget ha­
tárosnak meg*
5*53« legyen S az' ABC háromszög súlypontja* A BB3B2 ©a 
Cűjűg szabályos háromszögek állentétes körüljárásuak, és 
súlypontjaik egybeesnek 8-sel* Bizonyítsuk be, hogy az 
ABiC^és ASgCghárorassögek szabályosak*

ffelaáatok belsőssorsata ( R-67-92)
5*59« Adott a síkon két raetszőegyenes* Mi azoknak a 
pontoknak a mértani helye, amelyekre nézve a két egyenestől 
mért távolságok négyzetösszege egy adott pozitiv számmal
egyenlő?
5*60* Bizonyítsuk be# hogy ha egy egyenes merőleges egy sík 
két nem párhuzamos egyenesére, akkor a sík minden egyenesére
merőleges•
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g„61« Egy külső P pontból merőlegest állítunk egy sikra 
é s annak egy tetszőleges a egyenesére’, essek talppontjai 
legyenek B* ás P** Bizonyítsuk be, hogy PE* is Merőleges 
e~re«
5*62» A tér egy egyenese egyenlő szöget zár be egy háromszög 
három oldalegyaneaéval* Eteonyítsükbe9 hogy az egyenes
-merőleges - aháromszög-- -síkjára®______  __1:________________
5*63» Bizonyítsuk be, hogy egy külső pontból a körhöz húzott 
szelők metszeteinek a szorzata állandó érték.
5.64. As ABC és A'B'C* háromszögek olyan helyzetűek, hogy 
az Á,B,C csúcsokból rend»® a j3*C*J 0*A I A9B} egyenesekre 
állított 'merőlegesek egy ponton mennek át* Bizonyítsuk be, 
hogy e-s a tulajdonság kölcsönös, azaz az A* B*, C*, csúcsok­
ból rendre a BC, CA, AB egyenesekre állított merőlegesek is 
egy *1 pontba futnak 'össze*
5.65. Blzonyi'tsuk be, hogy a paralelogramma átlóinak
négyzetösszege oldalainak négyzetösszegével egyenlő.
j5«j56«. Az ABCD téglalap csúcsait kössük össze egy P
ponttal» Bizonyítsuk be, hogy PA^ + PC^ » PB^ + PD.
5.67* Bizonyítsuk be, hogy egy négyszög átlói akkor ég
csakis akkor merőlegesek, ha a szemközti oldalak négyzet-
összege egyenlő.
5.67» Bizonyítsuk be, hogy őrtocentrikus tetraédernél 
is, ezenközti élek négyzetösszeg® egyenlő.
5.68. A körlemez egy belső pontján át két merőleges hurt 
húsúnk. Bizonyítsuk be, hogy a hurok szeleteinek négyzet- 
összege független a pont helyzetéből.



5*69« Bizonyítsuk Be, hogy egy tetszőleges négyszög oldala­
inak négyzetösszegét megkaphatjuk, ha as? átlók négyzetössze­
géhez hozzáadjuk as átlófelezopontok távolságának négyszeres 
négyzetét«
^«70. Adott a térben n pontj A^, Ag, * « * 5 An , Bizonyítsuk 
be, hogy a térnek az a P pontja, amelyre a PA^ + PAg +*•••+

+ PiC minimális, a pontrandöser súlypontja*
5 * 1 1 « legyen S az ABC bármiéin;ög súlypontja, P pádig tetsző­
leges pont* Bizonyítsuk be, hogy 3PS* 2 « PA2 + PB2 + PC^- 
-(3'A2 * SB2 + SC2),
5.72. liften M az ABCB tetraéder magasságközéppontja. 
Bizonyítsuk be, hogy MA2 + MB2 + MC2-+ MD2 *4r2, ahol r. 
a tetraéder köré írt gömb sugara.
2 sZ 3a Äa ABCD tetraéder A csúcsához tartozó súlyvonal-
egyenes© a, köré írt göiaböt egy E pontban metszi, a BCD

2 o , 2lap súlypontja S. Bizonyítsuk be, hogy AB .+ ACP-h AD"* .
» 3AS * ÁEtt
5*74* Az &BGD tetraéder A csúcsába futó három él páronként 
merőleges egymásra, a tetraéder súlypontja S. Bizonyítsuk be 
hogy SB2 + SC2 >  SD2= 11AS2.
ft.7%« Az .ABC háromszög: köré írt kör középpontjából az A, 
ill* B csúcsokhoz az a, ill* b vektorok vezetnek, AB * c,■SS9 SS w 92 ?a köré irt kör sugara r* Bizonyítsuk be, hogy^ab)* ff«. c 
5*76* Bizonyítsuk be, hogy a háromszög köré írt kör sugara 
r, a beírt köré f  , és a kéít kör középpontjainak távolsága 
d, akkor ö2 = r^ - 2r (Euler tétele).
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5.77. Az ABC háromszögnek válasszuk ki pl# áz AB oldalát# 
és mérjük ezt fel A*bél kiindulva az AC és B-ből kiindulva 
a BC félegyenesre.# a felmért szakaszok uj végpontjai C^, ill# 
C2* Hasonlóan* a BC oldalból kiindulva kapjuk az A^ és Ag 
pontokat es aCA oldalból Hinduivá a B^ és Bg pontokat# 
Bizonyítsuk be, hogy az A^Aj^BnEgiC^Cg szakaszok valamennyien 
merőlegesek a beírt és a köré írt kör* középpontját összekötő 
egyenesre«
5»78„Bizonyítsuk be# hogy a kooka minden háromszögűétsz®te
hegyesszögű#
5.79» Határozzuk meg a cos 2 d  + cos 2 ß +  cos 2^ összeg 
minimumát# ha oC) ß  ) Y  egy háromszög szögei#
5#80# Bizonyítsuk be# hogy ha egy háromszögben cos 2°< +

+ cos 2($ + cos 2 x * -1» akkor a háromszög derékszögű#
5.81« Egy háromszög odalaij a# b# c, köré írt körének sugara 
r# ennek középpontját a magasságponttal ra bpssaűságu szakasz
köti össze. Bizonyítsuk be# hogy ra2» 9r2 - {  8 ? + b2 + c2;. 

5.82# Egy háromszög szögei # Bizonyítsuk be, hogy

5#83# Ismeretesek égy téglatest két szomszédos lapján 
elhelyezkedő két kitérő állónak a lap oldaléleivel alkotott 
szögei# Határozzuk meg a két sz^gét#
5.84. Jelentsen n tetszőleges természetes számot# Bizonyít­
suk be, hogy az



a (-n, n + 1, n(n + 1),

b (n(n + 1 ), -n, n + 1)# 
c ( n + 1, n(n + 1), -n)zs

vektorok által kifeszített paraleXepipedon kocka* 
feladatok vektorália szorzatra, ( R 92 - 114)

Mi a geometriai jelentés® a következő azonosságnak:

P ( s ; ( 3 a + b))=F(a ; b) ?

9*86* legyenek a, b, c a sík három pontjának helyvektorai* 
Bizonyítsuk he, hogy annak szükséges és elégséges feltétele, 
hogy a három pont egy egygmesen legyen az, hogy az alábbi 
egyenlőség teljesüljön:

F <a;b) + F(b , g) + F(g ; a) - Q
5*87* Sgy négyszög szeraköstes oldalai a P, ill* Q pontban 
metszik egymást* 'k PQ szakasz felezőpontja P* Bizonyítsuk 
be, hogy P és a négyszög átlóinak felezőpontjai egy egye­
nesen vannak*
5*88* Az ABC és A'B’C* háromszögek olyan helyzetűek, hogy 
az A, B, C csücsökből rendre a B ,C,,C1' k * , A'B* oldalakkal 
húzott párhuzamosok egy ponton mennek át* Bizonyítsuk be, 
hogy ez a tulajdonság kölcsönös, azaz az A*, B*> C’csucso- 
kon át re ndre a BC,. CA, AB egyenesekkel húzott párhuzamo­
sok is egy pontba futnak össze*

ggy ötszögnek négy oldala párhuzamos egy-egy átlévai* 
Bizonyítsuk be, hogy ez az ötödik oldalra is fennáll*
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5.90. Fejezzük ki a háromszög területéi; az oldalak segít­
ségével.
5.91* Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlyvonalaiból
készített háromszög területe ^ -e az eredeti háromszög

?területének,
■  ”i  -  --------------------------------------------------- ■—  ---------------------------1----------------------------------------------------- —  .

5.92. A négyszög két szemközti oldal^yenes® egy P pontban
metszi egymást % az átlók felezőpontjai Q és R. Bizonyítsuk
be, hogy a PQR. háromszög területe 1 - e a négyszög terüle­

titének. '
5.93. Az ABCD paralelogramma egy belső pontján át az olda­
lakkal húzott párhuzamosok az AB, BC, CD, DA oldalakat 
rendre az X, Y, Z* V pontokban metszik} P tükörképe a para­
lelogramma középpontjára P*. Bizonyítsuk be, hogy aPAP’C 
paralelogramma területe a PYBX és PVDZ paralebgrammák terü­
letének a különbségével egyenlő,
5.94. Egy ABCD konvex négyszög AB oldalát az X és Y, CD 
oldalát Z, 7 pontok osztják három egyenlő részre. Bizonyít­
suk be, hogy as XYZ7 területe harmada az ABCD négyszög terü­
letének,
5.95. i§y tetszőleges hatszög szemközti oldalai párhuzamosak* 
Válasszuk ki három csúcsot úgy, hogy közöttük ne legyenek 
szomszédosak. Bizonyítsuk be, hogy az így kiválasztott három 
csúcs és a másik három csúcs egyenlő területű hatszögeket
határoznak meg.
5.96. Bizonyítsuk be, hogy köKéppontos szimmetrikus hatszög­
ben a középponton át nem menő átlók olyan háromszöget zárnak 
közre, amelynek területe fele a hatszög területének.
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5.97. Egy-négyszög oldalai a, b, c, d átlói e és f, terü-

5.98. Az ABGD négyszög síkjában vegyünk fel egy tetszőleges 
P pontot. Bizonyítsuk be, hogy három-három pont által meg­
határozott háromszögek előjeles területére a következő_____
Összefüggés áll fenn*

5.99. Határozzuk meg az ABC háromszög síkjában annak a P 
pontnak a helyzetét, arseiyre a PAB, PBC, PCA háromszögek

9.100. Egy szög egyik szárán felveszünk egy DAB, a másik 
szárán egy CD szakaszt. Mi a mértani helye azoknak a P 
pontoknaka amelyekre az ABP é a  CDP háromszögek területei 
egyenlők?
5.101. Bizonyítsuk be, hogy ha .a háromszög oldalai a*b,c,
az ezekkel szemközti szögek ) és a terület t,akkor

;

2 , -2. 2
ctg oi. + ctg fi, + ctg ̂  * ........ ......— ‘

I Ai:

5.102. Vegyünk fel egy egyenesen egymás után következő A,
B, C, D pontokat, úgy, hogy AB = BC * CD legyen. Határozzuk 
meg a sík olyan P pontjának a raéráani helyét, amelyekre 
fennáll*

tPAB * ^PCD + tPBC* tPAD“a? PÁC * *PBD*

területe egyenlői /

tg APB 4 . - tg CPD 4
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5*103« Egy háromszögben az =< és p> olyan szögek, hogy
tg o< K Xé

Bizonyítsuk he, hogy a harmadik szög derékszög,
5*104« Egy tetraéderé lapjainak területvektorait a követ­
kezőképpen értelmezzük! merőlegesek a hozzájuk tartózd lapra* 
kifelé ( a tetraéderrel ellentétes oldalra) rau&atrak? hosszuk 
a .lap területével egyenlő. Bizonyítsuk he, hogy a tetraéder 
területvektorainak összege 0«
5«105« Adott két kitérő egyenes, és e2s ©^ a v^ irány­
vektorral és az helyvektoru pontjával, ©2 a v2 irány­
vektorral és rg helyvektoru ponttal« Határozzuk meg a két 
kitérő egysies távolságát«
5»106, Egy háromszög csúcsainak koordinátái ( a^, a2 , a j),

( b^ , b2 »b^ ), ( ,c2 * Cj)« Határozzuk meg a háromszög
területét«
Feladatok ^egyeaszorzatra ( R 115-110)

5*107« Egy paralelepipedon'egy csúcsba futó lapátldi egy 
újabb paralelepipedont feszítenek ki« Mi e két paralelepipe­
don térfogatának aránya? .
5«108« Bizonyítsuk be, hogy egy tetraéder köbtartalmának
hatszorosa egyenlő* két szemközti élének szorzata szorozva

0
a közre sárt szög sinusává! és a két él egyenes nonaáltransz- 
verzálisának hosszával«
5«109« Bizonyítsuk be, hogy ha egy AB szakasz egy ej.egyenesen, 
egy CB szakasz pedig egy hozzá képest kitérő ®2 egyenesen
mozog, akkor as ABCD tetraéder térfogata változatlan*



5*110* Az a* b* c, d páronként kitéré egyenesek, és as á,b 
és c»d* továbbá as a, o és b* d normáltranazverzálisai merő­
legesek egymásra* Bizonyítsuk be, hogy ás a, d és b, c normál- 
transzverzálisai is merőlegesek*
5*111* Ismeretes» hogy ha a, bs c nem egysíkú vektorok» akkor 
a tér ©gy tetszőleges v— vektora előállítható b +_y  c

■-alakban#-Mutassuk.Jwg»._hQgy___ ____I______ ___-______________
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<A f
f

5*112* Bizonyítsuk be a vektorális szorzat disztributivitáaát
a vegyesesorsat falhaszááláaával*
5*113* Bizonyítsuk be, hogy ha a, b* c jobbrendszert alkotnak,

és jb egységvektor* akkor ( á x  b) x  ( b x g) «(jgbg)*

5«114elgázoljuk a triéderök sinustételét % ha a tráéder két 
élgzöge a és b és a szemközti lapssögek °< é s  ^  * akkor

sin a í sin b * sin c* $ sin ̂  ■ •
5*115« Bizonyítsuk be, hogy ha b egységvekior,

( ( a x  b);(b x g)>- < ab) <|o>
5*116'« Előző feladatunk eredményét felhasználva bizonyítsuk 
be á triéderek cosinustételétt ha a* b* c az élek szögéi és y  
a c-vel szemközti lapszög, akkor

cos b * cos a cos c + sin a sin b cos y* •
5*117* Az- ABOD ortocentrikus tetraéder szemközti élei merőle­
gesek ^yraáara ( 1* a 19* feladatot)« Jelölje (AB) az AB élhez 
tartozó lapszöget«. .Bizonyítsuk be* hogy .

cos(AB) cos(CD)= cos(AC) cos(BD)= cos(AD)cos(BC)*
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6„§* Affin gaometria, affinitások, konvex geometria

As affin geometriában (durván fogalmazva) a véges 
dimension vektorterek geometriáját vizsgáljuk, bennük ki** 
tüntetett felsőssorsat nélkül* A kitüntetett origó miatt 
egy V33, n-diraenziős vektorteret kipontozott affin térnek 
is nevessük* így a vektorokat, helyvektorkénttekintve,
pontoknak is nevezhetjük*______ :_____j____________ ______

A V13 tér 6q , §£ i*•*•*& £ pontjait affin függetlennek 
nevessük, ■ ha as a^, - a ^ * * * ^  - vektorok lineárisan 
függetlenek* Mivel a fenti pontok akkor éa.csak akkor . 
affin függetlenek, ha as (a^.1), ***,(^.,1) vektorok, a 
yivtl ,̂/ire lineárisan független vektorai, esért az affin, 
függetlenség tulajdonsága független a pontok sorrendjétől 
Ha a0 * *. •, an a ?n térben affin függetlenek, akkor min­

den x € Y*1 vektor egyértelműen

X — a a 'Z  ~~ Qra )— —O
“jTalakban írhaté* Az így nyert ( x ,***,x ) koordinátákat

az alappontrendsserre vonatkozó affin koordinátáknak 
nevezzük*

A Y33 térben k+1 számú a^,**#,^ affin független pont 
egy k-diiaanziós affin alteret feszít ki, arait az

~o ^  x - &*) ,
1 =<?

alakban előállítható vektorok halmazaként definiálunk* 
Átrendezéssel kapjuk, hogy az altér pontjait a

4
z v1 = 0 ö. V ahol

k
2
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3. 1i*kifej esések szolgáltatják*'Az (x ,»,»9x ) koordinátákat as 

alappontokra vonatkozó affin koordinátáknak» míg ás.
( x° 9x̂  „ ***9xk) koordinátákat * illetve esek -3 4= 0' 
konstansszorosait baricentrikug koordinátáknak nevessük*
A baricezitrikus koordináták as

2 T ^
y -í

vektort határozzák meg ágyértelműen» esért as x~et az 
x1 sulyokkal súlyozott pontrendeser súlypontjának is
nevessük*

A y*1 tér (n-1)-dimenziós affin alterei ás u*n* hiper-' 
terekhez 1-áimensiésak pedig az egyenesek* így as Xq ; Sq. 
pontokra fektetett egyenes pontjait as

x «( 1-t) 3^ + t .aj # t
vektorok alkotják* Ekkor as

( So» 2&l » £  ) *■ t/l-t
mennyiséget a három pont oa stévig Konyának nevessük» nyil­
vánvaló geometriai tartalma miatt*

Az Y \  C V11 altereket párhuzamosnak mondjuk* ha 
vagy V^c v^' ill* V^CVk vagy pedig Vk n V* - 0 teljesülj 
és as utóbbi esetben létesik olyan »** raax(k*4!)+l-dimen2iós 
altér» aradyik mindkettőt tartalmazza*
Valamely ( X^».**»xn) affin koordináta környezetben as 
* * * * *, alappontokra illeszkedő hipertér egyenlete



I

8« 0

9 .

As alacsonyabb dimenziós áltörök hiperíerek metszeteként
állít Hatok élő, ezért a k^dimenziós alteréet (n-k) ©gyen-----
letet tartalmas d lineáris egyenlet randa serrel írhatjuk le*
.Az pontokat összekötő szakaszt as

X « (1-t) X_ + t X» 0 á t á 1
E M * '  * « t t C Q  » « J

pontok alkotják« Általában egy 2Z alakú lineáris
kombinációt konvexnek mondjuk* ha > 0 és^x*'« 1 telje­
sül# így a szakasz pontjai a végpontok konvex lineáris 
kombinációjaként állnak élő*

Egy ponthalmazt konvexnek mondunk» ha két pontjával 
ĝrütt az ezeket összekötő azákszt is tartalmassá* Valamely 
S ponthalmaz cony' S jellel |elölt konvex burkán as S-t 
tartalmasé konvex ponthalmazok metszetét értjük* Caratheodory 
tétel® sserint a conv S ( ahol 3 C Y ^ ) pontjai as S-beli# 
legfeljebb n-s-1 ssáraú vektor, konvex lineáris kombináoié- 
jaként állíthatok elő# vagyis:

c o a v  S = f r  y-,. é- k é s ,  >  0 ,  ZZ ml],1»0 •&. J

■inRadon tétele szerint a V tér bármely (n+2) különböző 
elemet tartalmazó S* { % > • * * * ^ 4.2 ] ponthalmaza két 
dissjunkt Sg ponthalmazra bontható ( 0  Sg * 0*

V Sg « S) úgy» hogy esek konvex burkának a metszet© 
nem as üres halmaz* conv f\ conv S
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2 7 0*

®1 ' • an Q 5•*•* a0

®h-l##fS-l'
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1

!
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3 két tétel és a teljes. Indukció alkalmazásával be­

bizonyíthat é Helly nevezetes tétele, miszerint ha K^***,!^
a V31 tefcfean lí szánd konvex test, amelyek közül bármely 
n+1 számú metszi egymást, akkor az összesnek a metszete 
sem aa üres halmaz«

A' teret egy hipertér két (konvex) féltérre bontja* A
konvex poliédereket véges sok zárt féltér metszeteként, 
míg a konvex politopokat véges sok pont konvex burkaként
definiáljuk*' Affin független pontok konvex burkát 
b simplestknalc is nevezzük* Megmutathat ó, hogy a konvex 
politopok nem mások mint a korlátos konvex poliéderek*
A konvex poliéderek i-dimenziós élei természetes módon 
definiálhatók« Legyen ezek száma C^s és n-dimenzioa alak­
zat esetén legyen C =1* 3 jelöléseket alkalmazva konvex 
politopokra érvényes az általános

0o C1 + °2 1

Euler féle-.formula* _■ Bz .. n»3 esetén a korábban ismer-
n iiiiirTT n n  minwimri ) m n n  a r r — iii« n n iii'iim -|iié ^ iiin r» ,i i w m t f  ^

tetett formulát adja vteza*
Végezetül az affinitások tárgyalására térünk át* A V11 

tér egy c< * Y31 ■— ?>Vn bijekcióját affinitásnak nevezzük 
ha egyenest egyenesbe transzformál*

Megmutatható, hogy affin koordináta rendszerekben az 
affinitások nem mások, mint az

x  — 5> A x +£ , (x1) — > (
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• í  ■ talakban felírható lineáris trans«formáéiók, ahol 'det(Aj) 7= 0, 

Ebből aa előállításból könnyen belátható,, hogy a V 31 tér bár­
mely ( &QÍ «** ill* (b̂ # • • * »^n) affin független pont-S*«Q ír
rendszereihez pontosan egy °< affinitás létezik* amelyre. 

o< (a4 )»b. teljesül* Est a tétéit az affinitások al.
N« c d  t  w  «cw»»-<»gcf»aiBMca>7s .« iin iw jt y r - a x m «  y w n w jw r w ii

lének nevezik* ~ :----------
____Néhány speciális affinitást is definiálunk* Az x  — $> -x+ p

affinitásokat párhuzamos eltolásoknak» az x 1-— -A> -z+p, alákú- 
akat pedig j>/2 .centrumú félfordulatoknak {centrális tükrözé­
seknek) nevezzük* . -.

A nyújtások azok az affinitások# amik minden egyenest önma- . 
gukkal párhuzamos egyenesbe transzformálnak* Ezekről megmutat­
ható, hogy bármely nyújtás vagy párhuzamos eltolás vagy pedig 
centrális hasonlóság* Az utóbbi affinitások az x  — > o + 1 (x-c)« 
= > x  + Cl- ^ ) c # ^3=0# alakúak*

Tekintsünk egy a^) — 5- (a0 ,..*#aa*1*.,bn)

alakú affinitást# üa as bn pontok egyenese párhuzamos 
az a^#***san# pontok klperterávél, akkor az affinitást nyírás­
nak» '& többi esetben pddig feszítésnek nevezzük*
4 {v21* ^ ) 'y } ' ®^llúessi tér térfogattartó affinitásait

ekviaffinitásóknak hívjuk*
Ugyancsak a j U21# ^  J euklideszi térben vegyünk fel

egy A  * az origót tartalmazó# hipérteret és tekintsünk 
égy ^4=0 valós számot* Ezek után a hipartérben fekvó-hely­
vektorok legyenek fixek# a hipertérra maróleges és a hipertérb® 
eső kesdőpontú .helyvektorokat pedig nyújtsuk mag -szorosra#

yU^(x) - x  4( Pl-10 /x# u y  n
így a
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affinitáshoz jutunk, ahol n a hipertér normál egység­
vektora. A z affinitást merőleges affinitásnak
nevessük. - -r

Bebisonyíthat6 a következő tétel
Minden o< affinitás ” ; ---

• ------------- o t =  ^  /**■ - ■ r y ^  k ---- ---------------'

alakban állíthatódéi;, ahol az *1 isfcmstria az. 
leképezések pedig páronként merőleges hiperterekre vonat­
kozó merőleges affinitások.
Feladatok konvex testekre (K)

6.1. .(Blaschke) Bizonyítsuk be, hogy minden egységnyi 
szélességű korlátos konvex testbe írható 1/n+l sugarú . 
gömb. ( n a  test dimenziója).

6»2.a)Adott a síkon n pont: A* > ^ « Bizonyítsuk be,
hogy létezik a síknak olyan 0 pontja, melyen átmenő tet­
szőleges 1 egyenes mindkét partján n/3-nál a®1* kevesebb 
i?ont fekszik ( beleszámítva magán az 1 egyenesen levő 
pontokat is).
b)‘ Adott a térben a Y térfogatú K konv.ex.test. Bizonyítandó, 
'hogy ezen átmenő tetszőleges sík által meghatározott bármely 
.féltérbe legalább,.J/4_tirCoga±ú_nésze-esdJc-a-'•tas-tnek....  --
6.3. Bizonyítsuk be, hogy bármely korlátos konvex (n dimen­
ziós) halmaznak létezik olyan 0 pontja, ho®-bármely az
0 -n átmenő A»B húrra

I f A - O í k  t ú r  U A - t l I ,
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$.4. (Bergs) Legyenek Kn korlátos konvex zárt

halmazok a d-dimenziós térben é a

m d ( q  k ,-) =  <f> ; 

de M d ( n  k,-) +  (í .
--- ------------ ----- ÖJ------- 1______________ _______ ________

__ ,_;__Ekk.o_r__M ij=__U kV ._____ .

6.5. (Santoló) Adott a síkon véges gok párhuzamos -szakasz 
úgy, hogy bármely három esetén létezik ezeket metsző egyenes. 
Bizonyítsuk be, hogy ekkor létezik váamennyit metsző egyenes.
6.6. Két véges halmaz X éa Y (Rn~ben) szigorúan szeparálható
egy hipersíkkal akkor -éa csak akkor ha as XVY bármely leg­
feljebb n+'Z elemű S részhalmazára S A  X éa S A Y szigorúan 
szeparálható ( Kirchberger) ■
6.7« X £ En diám X á 2. Ekkor X benne van egy [2n/7K-*'A]z 
sugarú gömbben,
6.8. (Steinits) Ha x €  oonv X, X S R1̂ akkor létezik 
Y í I ; \ Y \ £ 2n, hogy x € intconv Y.
6.9. Az egység gömbfelületen adott egy l'zárt görbe,
amelynek a hossza < 2 TT , Bizonyítandó, hogy ekkor 1
rajta van egy félgömbön,
6.10. A cjj^ ? A kompakt, A » ext cony A akkor és csak 
akkor, ha bármely B £ A, |B( í d+2. esetén B=éxt conv B.
6.11. K C  Rd korlátos és zárt. Ha K bármely d  + 'l pontjá­
hoz létezik egy pont, hogy a d+4 pont mindegyikét e 
ponttal Összekötő szakasz része K-nak, akkor létezik olyan 
pont is, amelyet bármely K-beli ponttal összekötő szakasz 
K-ban van. -(Krasznoezelszki) -
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6,12, Ha a Vn térben as Ep««*,^ félterek lefedik as 
egész teret# akkor közülük legfeljebb :n+l számú is lefedi a 
teret«
6«13«Tekintsük a sík pontrendszerét, amelyre

1 SrSj. j 4 . 1  teljesül, Bizonyítandó olyan Í3 /3 sugarú 
körlaseís létezés®, amelyeik lefedi a pontrendszert /Young/«

Feladatok affinitáaokra(c«206«, 214«* 215*# 222*o)*

6,14« As Á-̂ C és D4B eltolások akkor egyenlők, ha as 
A^D'és 0<$B eltolások Egyenlők« (Ha ABBC paraleograrama, 
akkor es nyilvánvaló, de.ha a négy pont kollineáris, akkor 
nem)«
6,15« Áss

(A ■6~J*'ß) (B-»C) = ( C)
egyenletből as A?sG helyettesítéssel vezessük le, hogy 
a (C<KB) (B-KJ) félfordulatnak bármely adott C pont fix­
pontja, Es utóbbi transzformációt a jelölés természetes 
kiterjesztésével •

C — > C
alakban írhatjuk fel,
6,16, Ha egy- ( nem feltétlenül konvex) hatssög három át­
lójának felezőpont ja ̂ beesik, akkor a hatssög bármely 
két szemközti oldala párhuzamos egymással«
6,1?« Ás ABC háromszög BC oldalának tetssőleged Alpont­
jából Masuk meg & BA-val párhuzamos A^B^egyenest,amely 
a CA oldalt B^-ben metszi« Ezután húzzuk meg a CB-vel
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párhuzamos egyenest * amely áss ÁB-oldalt C-jben raetssi,
majd a25 AC-vel párhuzamos egyenest, amely BC oldalt
C^-ben metszi, majd as AC-v@l párhuzamos C^Ag egyenest, 
amely a BC oldalt A2~b©n metszi» Ha © BC oldal felező­
pontja, akkor Ag egybeesik vei©» Ha nera, akkor folytassuk
az eljárást« húszuk meg a BÁ-vaX párhuzamos Â B.g egyenest, 
aCB-vel párhuzamos B2C2 ®@y®n@st, és az AC-vel párhuzamos
CgA^ egyenest* A törtvonal Sóst bezárulsA^ egybeesik A^-gyel,
.( Ezt nevezik Thorasen-al&kzatnak* L»Nev»R»Mind, Geometrical Ma 
gie, Scripta Mathematic©* 19 ( 1953), 198-200 old»)

31. ábra .

£»18» Tetszőleges egyszerű négyszög oldalfelesőpontjsi 
paralelogrammát határoznak meg (31. ábra;)Ezt a tételt 
Pierre Yarig^ion (1694-1722) fedezte fel, és ezért az ilyen 
paralelogrammát Varignon-paralelograaraának•is szokták ne­
vezni» A tétel azt is mutatja, hogy a négyszög szemközti 
oldalfelesőpontjait összekötő középvonalak felezik egymást, 
6,19» Bármely teljes négyszög hat oldalfelesőpontja középpon­
tosan szimmetrikus hatszöget határos meg, ( olyat, amilyet 
a fentiig, feladatban vizsgáltunk)»
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6,20« Ha két háromszögnek egy közös oldala van* úgy 
területük akkor és csak akkor egyenlő* ha a megmaradt 
csúcsaikat összekötő egyenes párhuzamos a közös oldallal« 
6,21« Ha egy Ötszög négy átlója párhuzamos annak négy 
oldalával» akkor az ötödik átlő is párhuzamos az ötödik
oldallal* : : :--------;-- :------:---
6«22« Mikor ekviaffinitás a nyújtás?
6*23* Mikor ekviaffinitás a nyírás?
£fi££ »Mikor ekviaffinitás a feszítés?

>áros számú affin tükrözés szorzata ekviaffinitás*
6*26» Minden ^eltolás, félfordulat, nyírás felírható két 
affin tükrözés szorzataként*
6*27* Ha egy-äkviaffinitás nem eltolás, nem félfordulat 
és nem nyírás, akkor felírható P^^Pg^ álakban,
ahol PQPj párhuzamos P^Pg^vel ( 1* a 32* ábrát)*

32* ábra

6*28» Ha az A»B»C pontok egy egyesen vannak. Az A*,B*»és 
C* pontok pedig egy másikon, továbliá -

AB ^ BG 
A’B*** B*Ű*
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akkor as AA9, BB9, CC9' szakaszokat azonos arányban 

oszt6 pontok vagy szintén kollineáriaak, vagy mind egybe­
esnek (vöo a 3*6* ponttal)® Útmutatáss tekintsük as A» C, 
A 9, C9 pontokba helyezett* alkalmasan választott tömegek 
súlypontját)»

6,29» Egy négyszög alakú homogén lemez súlypontja az oldalak 
egymásután! harmadolopontjait a 33* ábrán látható módon 
összekötő ( ún, Wittenbauer-) paralelogramma középpontja.E® 
Wittenbauernek (1857-1922) est a tételét (Blaschke 2,13®old,) 
J»J,Welch és V.W*Eoas újra felfedezték»)
6»30® Milyen tipusú négyszögek es&én esnek egybe- as elosó 
két feladatban leírt súlypontok?
6®31® TetSBŐ3íges négyszög csúcsaiba hely©sett egyenlő tö­
megek súlypontja a Varignon-paralelogramma középpontja®
6,32» Ha 0 az ABC háromszög síkfának az oldalegyeneseken
kivüli pontja és as A0> OB, 0C egyenesek a szemközti három-

(

ssögoldalt rendre as A9, B 9, C9 pontban metszik, akkor 
(ABC9) (CAB9) (CAB9) a A ( öeva tét©!®)

(
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é& ZkL Az ABC háromszög AB, BC, CA oldalégyeneaeit egy
® egyenes rendi1© a csücsökből különböző G^, •R.
pontokban metszi* Bizonyítsuk b®, hogy

(ABC1) (BCAjl ,) (CAB1 ) w-1. 

(E b as un* B/lBHBLÁOS-tátel) « 1

6.34. a) Jelöljünk 3d. a térben négy pontot úgy, hogy egyik
három se Xegpn agy egyenesén, legyenek esek A,. B, C, D# 
Vegyünk fal as AB egyenesen egy P, a DG egyenesen egy Q 
pontot úgy, hogy (ABP)a(DCQ) legyen# majd a BC ill# AD 
egyenesen ̂ sy R, ill* S pontot úgy, hogy (BCR) = (ADS) fenn­
álljon« Bizonyítsuk be, hogy a PQ és RS egyebek metszik 
egymást egy olyan M pontban* amelyre (PQM)»(ABP) és (RSM)** 
(BCR)« (R#;.. 29)«
7#§. Körök geometriája, körtart6 transzformációk

Az euklideszi sík egy K köréhes adott P ponton keress- 
tül húszunk szelőt, amelyik a kört as A,B pontokban met­
szi# A szelők tétele szerint a PA • PB szorzat konstans, 
független a szelő választásától, amit a'P pontnak á K 
körre vonatkozó hatványának nevezzük*

Ha a- K kör középpontja 0, sugara pedig r, akkor a sík 
minden P .pontjához rendeljük azt a P® pontot* amelyik az 
0P félegyenesre illeszkedik, és OP ■ OP* -r^ teljesül#
Ezt a transzformációt a K alapkörre vonatkozó inverziónak 
nevezzük, amelynek pólusa az 0 pont*



As inverziókról megmutatható, hogy a pólusokon átha­
ladó egyeneseket invariánsán hagyja, a pólusra m m  illesz­
kedő köröket póluson áthaladó körökbe és fordítva, továbbá 
pólusra neia illeszkedő köröket ugyanilyen körökbe transzfor­
mál* As la megmutatható, hogy as inverziók érintkésés- éa 
gi aöfctax*! oak*------------- — ó_____________________
»-im u ffii. j »s  juut ■ 1 -------------------------------■   ----------------------------------------

Zárjuk le a síkot egy ideális ? ««=> jellel jelölt ponttal*
Ás így nyert sík, as u*n* inversiv sík* Ás egynesek is, es©@l 
a '<=-= ponttal lésárva, köröknek tökinthetők* így as inversiv- 
sík körei a közönséges körök és esek a lezárt egyenesek* Ás 
inverziók as 0 ^ «x» hozzárendeléssel 'as inverziv sík M -
j ekei ójává ’.'terjeszthetők ki* Így a fenti tétel ügy is meg­
fogalmazható, hogy az inverziók körtartó trangsf orraációk 
ás inverzív síkon*

Ás inversív sík esv birfékcióját körtartónak mondjuk,ha 
köröket körökbe transzformál# Az inverziókhoz: képest újabb 
körtartó transzformációkat kapunk, ha a hasonlóságokat , ,

hitt  ̂*2 o.lA.kí>» tetei
c-o -— > exo hozzárendeléssel kitérj eastjükM z  inverzív ,

sík bármely körtartó transzformációja vagy hasonlóság vagy 
pedig egy hasonlóság; és egy inverzió szorzata*

A kört airtó t rans zf ormáé i ók analitikusan és leírhatók*
Ugyanis tekintsük a síkot a komplex számok síkjának* Ekkor 
a kör-tartó transzformációk megegyeznek as - .

_ . a x + b _ v a x + b  ad-bc 4= 0,
X — *> i x x *  X  — >  “ -*3 7 — —— , I

m. x  + d c x  + d

t Örtlineáris leképe sésekkel*
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A hiperbolikus geometria isometriáinak a tárgyalás áhos 

bevezetjük as tun. hiperbolikus, transzformációkat is# ■ 
tekintsünk egy kört# Ekkor, a kört, ‘belsejével együtt 
invariánsa», hagyó körtart <5 irangsíorrsádokat hiperbolikus 
tranazforraáei óiknak nevessük. Ilyenek pl. a középponton 
áthaladó tengelyekre vonatkozó tükrözések, és as alapkört 
merőlegesen metsző körökre vonatkozó inverziók«, As utóbbi 
leképezéseket hiperbolikus tükrözéseknek ' nevezzük# Belát­
ható, hogy bármely hiperbolikus transzformáció- legfeljebb 
három hiperbolikus tükrözés szorzataként állítható-.el5.
■Végezetül a sugársorok és a körsorok témakörét érintjük#

Invert áljuk egy P t&rtójű sugársor ©léméit egy C =j= P 
pólusra vonatkozólag# Ha P kép® P %  akkor as egyenesek 
a C,P* pontokon áthaladó körökbe,, egy u.n* metsző körsorba 
transzfoiroalódnak#. A CP egyenes a hatványvonal a VP* felező 
merőlegese pedig az ü#n# centrális# Az így nyárt körsort 
hiperbolikus körsornak is nevezik.



Ha a P körüli koncentrikus köröket invertáljuk, ekkor 
a C ill* P* körül ( &@ nem mind középpontok körül!) egy 
u*n* néni metsző vagy elliptikus köre őrt kapunk, aminek 
elemei as előző körsor elemeit merőlegesen.metszik as 
inverzió szögtartása miatt* Srmek a kürsomak a centrálisa 
a CP egyenes.' a hatvány-vonala pedig a CP* feleső raerőlega-»
se.*_________  ________  '

Invertáltunk most egy párhuzamos egysnesgaragat a C 
pont ra vonatkozólag* Ekkor a C pontban érintkező u*n* 
parabolikus körsort kapunk» A közös érintő a hat\á-nyvonal 
éa a C pontban a rá merőleges egyenes a centrális* Ha a 
merőleges, párhuzamos- agysnessereget invertáljuk, akkor 
ismét parabolikus körsort kapunk** aminek elemei se előző 
körsor elemeit merőlegesen metszik*

Bebizonyítható, hogy egy körsor hatvány vonala azon 
pontok halmaza, amelyekre a körsor elemeire vett hatvány 
konstans*

Két nc;®„ kancentrikus kör egyértelműen körsorrá ter­
jeszthető ki, aminek hatványvonalát a a két kör hatvány- 
vonalának nevessük« Belátható, hogy három kör páronként 
vett hatványvonalai közös pontra illeszkednek*

A körök geometriája axiomatikusán is kiépíthető* Ekkor-, 
az alaptulajdonságok a következő tételekben megfogalmazott 
tulajdonságok*
(1) Bármely három különböző pontra pontosan egy kör 

illeszkedik«
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(2) Ha K kör, P 6  K és Q^-K, akkor a P sa Q pontokra eg y  

ás  csak egy & X kört i s  érin tő  kör illeszkedik«

(.3) Ha az ábra metsző k  ̂ kgjlc^* 

köreire as A^AgC^Cg pontok 

körre Illeszkednek, akkor a
t&2 “s sóspontok is k ö rre  

illésEkednek ( Csokor té te l )«

(4) (Miauéi té te !j>  Ha as
'  n w '  niB t ii Tn uitiin in ^n m tii-» ir« iB WiT i>T^iiin n i»ir i >n i* rt

CoA'j-j Bg .p- Dg körre illesz­
kednek, akkor a B, , , B1
Ag pontok is közös, körre illéss- 

35» ábra kednek*
7*1«. Bizonyítsuk be az előző tételeket»

A térben a gömbökre vonatkozó inverziót hason!<5an
' definiáljuk mint a síkban» Esek a transzformációk a <=*£>
ponttal lesárt tér ( az u*n* inverzív tér) görabtartó 1
transzformációját definiálják* A gömbtart6 tranaeformáéiók
előállításaira és a különböző gömbsorokra vonatkozólag
■ hasonló állítások érvényesek, mint a sík köreire, í g y  énekkel
a kérdésekkel itt részletesen nem foglalkozunk«
■j 7*2« Magyarázzuk meg a Peaueellier-féle inverzor (3ő«ábra)* 
- az A, Peaucellier által 1864-ben adott alakzatok Inver­
zének megrajzolására alkotott eszköz- működésiét« A szerke­
zet n ég y egyenlő hosszúságú - as APBP* rombusz csúcsaiban 
csuklyán összekapcsolt - rúdból ég a rombusz A és B szem­
közti csúcsaihoz csatla&ozó, O-ban forgathatóan rögzített



két hosszabb rúdból áll* A P* pont a P pont inverse 
(réa fordítva): ha a P pontot végigvezetjük ©gy adott 
alaksat kerületén, akkor a P*pontban befogott ceruza az 
adott alakzat inverzét rajzolja meg* Speciálisan, ©gy

, ‘ t

hetedik rúd és egy újabb C forgáspont segítségével elér­
hetjük, hogy P egy G-nátraenő körön mozogjon. Ekkor P*--
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egyenest -ír le* így az invereor egzakt Kioldást ad arra a 
fontos mechanikai problémára, hogy miként alakítható át 
körmozgás egyenes vonalú mozgássá /Lamb* ^314 old*/ (c*95*o)

36* ábra ' ‘ 37*ábra

7«3* Magyarázzuk m«g a H&rt-féle inverzor (37*ábra)
- a H.Hart által 1874-ben, a Peaucellier féle inverzor- 
hoz hasonló céllal alkotott szerkezet - működését* Ez a 
szerkezet mindössze négy rúdból áll, amelyek ABOD nönát- 
raetsző paralelogral»ma,, (AB«CD, BCsDA) csúcsaiban csuk­
lósán össze vannak kapcsolva* Az AB, AD, Bű rudákon rend­
re elhelyezkedő és egy egyenesen levő 0,P,P pontok akkor 
is egy (AC-vel és BD-vel párhuzamos) egyenesen maradnak,
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ha az önátraetsző paralelogramma alakját .változtatják* Mint 
előbb, a szerkezet itt is a 0 pontban forgathatóan rögzít­
hető* ( Lamb 2,315* old*) ( c*95*o*)
7*4» Legyen az r sugarú y körön kívül fekvő 0 pontnak a körre 
vonatkozó hatványa p* Az 0, középpontit, k sugarú kör a y
___._O_________ _________kört kcr/p sugarú körbe invertálja. (c.95*o.) :--------

7.5» Szerkesszük meg csak körzővel egy szabályos hatszög 
csúcsait. (c.92.o)*
7*6* Csak körzővel szerkesszünk meg úgy egy B pontot, hogy as 
OB szakasz kétszer akkora legyen, mint az adott OA szakasz* 
(c.lOO.o.)
7*7* Csak körzővel szerkezük meg az inverzió körének 0 
középpontját ól 1 k távolságra levő pont inverzét. Irjuk le, 
milyen módszerrel lehet Q-hos tetszőlegesen közeli pontokat 
invertálni. (c.lOO.o).
7.8* Csak körzővel felezzünk meg egy adott szakaszt*(c.lOO.o. 
7*9. Csak körzővel harmadoljunk egy adott szakaszt. írjuk le, 
hogyan oszthatunk fel tetszőleges számú egyenlő részre egy 
szakffl&t. (c.lOO.o.)

Megjegyzés, A fenti feladatok a körző geometriájának prob­
lémakörébe tartoznak. A geometriának ezt az ágát egymástól 
függetlenül a dáfc G.Mohr.(1672) és az olasz L.Mascheróni 
(1797) dolgozták ki. A teljes történet rövid leírása a 
következő művekben található raegj Pedoe l,23-25*old. vagy 
Courant és Robbins l,145-151*old*
7.10. Két különböző sugarú adott kör végtelen sok nyújtva 
forgatással, ill* nyújtva tükrözéssel kapcsolható össze.
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A fixpontok «ártani helye (mindkét esetben)j as adott 
körök hasonlósági pontjait öesseköt5 szakasz - mint 
átmérő - fölé írt kör« ( Bzt a kört az adott körök ha­
sonlósági körének nevezzük)« Mi az ennek megfelelő arad— 
meny egyenlő sugarú körökre vonatkozóan? (0*102*0),
7*11« A hasonlósági kör tetszőleges pontjának az adott
két körre vonatkozó inverzei a két kör hatványvonalára---
vonatkozóan egymás tükörképei Court 2,199*old« (c.102*0«)
7*12« Ha egy körsor bármely elemét egy inverzió alapköréül 
választjuk, akkor, es az inverzió a megmaradó elemeket 
páronként felcseréli, az eredetire ortogonális körsor 
elemeit pedig változatlanul hagyja« (c.XOO.o).
7«13« Nem metsző körsor pontkörei a körsor tetszőleges 
élemére - mint inverzió alapkörére - vonatkozóan egymás 
inverzei.(c.100.0.)
7.14« Ha két körnek két vagy négy közös érintője van, 
akkor hatványvonaluk átmegy a közös érintők felezőpont­
jain« Hogyan lehet megszerkeszteni két kör hatványvonalát, 
ha a köröknek nincs közös érintője ( vagyis az egyik kör 
teljes egészében tartalmazza a másikat)? (c.lÖO.o*)

7*15« Mi történik a határpontokkal, ha nem metsző körsort
koncentrikus körök seregébe inver&álunk? (o.lO0«o«)
7«16« Steiner poriszmájában a körlánc köreinek érintési
pontjai raind egy körön fekszenek* Az. eredeti körök erre
a.körre invertálva egymásba mennek át« Igaz-e, hogy a
körlánc köreinek középpontjai is agy körön vannak? (c«loo«o«
7*18« Az 1.5« pont 10. feladatában vissgalt háromszög beírt
köre és' a "két másik kör” ( a Soddy-körök) egy körsorhoz 
tartozik.(c«100*0«)
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7.19. Ha egy 0 középpontú gömbre vonatkoróan A inverse 
A*, B inverse B*, akkor as OAB és OB*A* háromszögek ha­
sonlóak# (c#104.o.)
7.20. Ha a®OA é s b=0B, akkor ( &p 1̂ . feladat jelöléseivel)

k2________________ A*B* « —  ÁB#____________:__:_____________ =__
ab

( c#104#o#) : " - ---- - -
7.21» As inverzió kettősviszonytart <5 transzformáció, vagyis 
bármely négy pontra

" ' A3. AC s A*3* . A*C* '
BD* CD . B»D* * C»D*

Casey 1,100.old* ( e.l04«o.)

7.22# Két egymást 0-ban árint5 gömb inverse két párhuzamos 
sík.

7.23. Legyen x, z y y három, egymást páronként érintő gömb
és 6-, olyan gömbsorozat, amelynek bármely két egy­
másra köretkező gömbje egymást és az x, z ,y gömböket is 
érinti. Mutassuk meg, hogy érinti ^  -et, vagyis olyan 
hat gömbből álló láncot kapunk, amely körülzárja az eredeti 
háromelemű gömbláncot* ( Útmutatás* Végezzünk inverziót egy 
olyan gömbre, amelynek középpontja x  é s z érintési pontja), 
(o.104* o.)
(Gylt 184-186.0.)*

7.24. Szerkesszünk adott sugarú kört, «mely két adott egye­
nest érint*
y.25» Szerkesszünk adott sugaru, adott ponton átmenő és 
adott egyenest érintő kört.
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7*26,, Adott egy kör és egy egyenes, Szerkoss«síink adott 
sugarú kört# amely mindkettőt érint;*.•
7*27. Szerkesszünk két adott kört érintő adott sugarú : 
kört *
7*28« Rajtoljunk m g  egy kört, ebbe egv íetssós s zerinti 
átmérőt ea hogazabbítguk raegezt az átmérőt. Szerkesszünk az 
eredetivel egyséé sugarú kört, amely az eredeti kört és az 
átmérő meghosszabbítását érinti.
7.2S» Szerkesszünk adott sugarú kört, amely érint egy 
©lóra adott kört* és annak egy megszerkesztett éí*iirfcőjét. 
7.3C» Szerkesszünk adott sugarú kört, amely két adott ponton 
átmegy*
7*31.Tűzzünk ki egyiaástól 3 cra~nylre két pontot. Szerkesszünk 
olyan 2 era sugarú kört, amely az egyik kitűzött ponttél 
lom, a másiktól 2 era távolságban halad.
7.32. Szerkesszünk kört, amely 2 adott ponton átmegy és 
középpontja egy adott körön van.
7.33. Szerkesszünk kört, amely egy háromszög három csúcsától 
adott távolságban halad.
7*34» Adott 4. pont. Szerkesszünk kört, amely raind a 4-tdl 
egyenlő távolságra van.
7*33# Szerkesszünk kört, amely két egyenest érint, egyl- 
két adott pontban.
7.36. Szerkesszünk kört, amely egy kört és egy egynest 
érint az, előbbit adott pontban..
7.3?» Szerkesszünk egy háromszögbe félkört, amelynek 
átmérője az egyik oldalon van és érinti a másik két old eilt.



7.38. Szerkesszünk kört, amely adott egyenest érint és 
átmegy két olyan ponton, amelyek összekötő egyenese merőleges 
az adott egyenesre.,
7.39« Tűzzünk ki egy pontot két egyközepű kör-közöfc t.. Szer­
kesszünk kört, amely mindkét kört érinti, és átm®r az adott 
ponton.
7.40. Adott körcikkbe írjunk a sugarakat és az ívet érintő 
kört.
7.41. Szerkesszünk kört, amely két egyenlő sugarú kört érint, 
az egyiket adott pontban.
7.42. Szerkesszünk kört, amely két tetszőleges kört érint, 
az egyiket adott pontban.
7.43.Szerkesszünk kört, amely egy egyenest és egy kört érint, 
az egyenest adott pontban.
7.44. Szerkesszünk kört, aneLy három egyenlő sugarú kört érint, 
/ a körök középpontjai nincsenek egy egyenesen, az érintő kör 
mindhárom kört kívülről, vagy mindhármat magába zárva .érinti/.
7.45. Szerkesszünk kört

a/ a 38. ábrán lévő csúcsíves a&lakbanj 
b/ a 39. ábrán lévő román ablakba • i
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38. ábra 39. ábra



7.46

IQ?

Mutassuk meg, hogy azoknak a pontoknak a »ár­
tani helye, amelyekre kát adott ponttál vett távolság 
négyzetének a különbsége állandó, a két pont egyenesére 
merőleges egyenes.
7.47Mutaaauk meg, hogy azoknak a pontoknak a mértani---
helye, amelyeknek két / nem koncentrikus/ körre vonatko­
zó hatványa egyenlő, a két kör centrálisára merőleges 
egyenes / hatványvnal/.
7.48. Bizonyítsuk be, hogy három kör páronként vett 
hatványvonalai egy pontban metszik egymást, ha középpont­
jaik nincsenek egy egyenesen / hatványpont/.
7.49. Három adott körhöz szerkesszünk pontot, amelyből 
mindháromhoz egyenlő érintő húzható.
7.50. Tűzzünk ki egy egyenesen két pontot és szerkesszünk 
érintő köröket ezekben a pontokban az egyeneshez úgy, hogy 
a körök messék egymást. Bizonyítsuk be, hogy a közös húr 
meghosszabbítása mindig felezi a felvett pontok meghatá­
rozta szakaszt.
7.51. Tűzzünk ki egy egyenesen két pontot ésszerkesszünk 
érintő köröket ezekben a pontokban az egyeneshez úgy, hogy 
a körök érintsék egymást# Bizonyítsuk be, hogy az érintési 
ponthoz tartozó közös érintő mindig felejti a két felvett 
pont szakaszát.
7.52. Adott két körhöz szerkesszünk pontot, amelyből a 
két körhöz egyenlő és előre adott szöget bezáró érintők 
húzhatók.



- 103 -
7«53« Adott 3 pont« Szerkesszünk a pontok köré köröket, 
amelyek egymást páronként merőlegesen metszik.
7.54. Szerkesszünk két ponton át olyan kört, araelyeik 
adott kört átellenes pontokban metsz.
7.55« Szerkesszünk kört, amely egy háromszög minden olda-______
Iából adott szakaszt metsz ki.
7.56. Adott pontból adott körhöz szerkesszünk szelőt úgy, 
hogy a belőle kimetszett húr adott hosszúságú legyen.
7.57. Két adott körhöz szerkesszünk szelőt, amelynek a körök­
be adott hosszúságú darabja esik.
7.58. Adott pontból adott körhöz szerkesszünk szelőt úgy, 
hogy annak a körön belüli darabja a kör egy pontjából adott 
szögben látszódjék.
7.59« Adott két pontot vetítsünk egy alkalmas köri pontból 
a körre úgy, hogy a vetületek összekötő szakasza adott
irányú kgyen.
7.60. Adott körbe Írjunk-be háromszöget úgy, hogy oldalegyenesei
egy-egy kitűzött ponton menjenek át. ^
7 . 6 1 .  K ü ls ő pontból huzzunk szelőt a körhöz, amely azt adott 
szögben metszi. Adott pontból adott körhöz szerkesszünk 
szelőt úgy, hogy a belőle kimetszett húr mértani középarányos 
legyen a szelő szeletei között.
7.62. Bizonyítsuk be, hogy egy háromszögben a magasságoknak a 
magasságponttői a csúcsig és az oldalig terjedő szakaszának 
a szorzata raind a három magasságon ugyanakkora.
7.63. Hegyesszögű háromszög két oldala mint átmérő fölé 
kifelé félköröket szerkesszünk. Hosszabbítsuk meg a szemközti
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csúcsokból húzott magasságvonalakat a félkörig* Bizonyít­
suk be, hogy ezek metszéspontja egyenlő távol van a köztük 
lévő csúcstól*

7*64* Hosszabbítsuk meg az ABC háromszög A csúcshoz tarto­
zó szögfelezőjét a köré írt kör,, pontjáig, a szögfelező 
a BC oldalt A*-ben metszi »Bizonyítsuk be, hogy A'*B mértani
.közepe a , A*AH é s AA” szakaszoknak*------------------------
7*65» Szerkesszünk háromszöget ha adott $gy oldala, az ezzel 
szemközti szöge és a szög felezőjének a hossza*
7*66*Szerkesszünk húrnégyszöget, ha adott egy oldalának egye 
nese, az azon lévő oldal hossza és a szemközti oldal végpont 
jai.
7*67« Rajzoljunk három egymást metsző kört úgy, hogy közös 
húrjaik metszéspontja mindegyikük belsejében legyen* Bizo­
nyítsuk be, hogy a hurok metszéspontja körül szerkeszthető 
olyan kör, amelyet mindhárom kör .átellenes pontokban metsz* 
7.68. Szerkesszünk kört, amely adott ponton átmegy és két 
adott egyenest érint.
7*69* Szerkesszünk kört, amely két adott egyenest és egy 
kört érint*
6.70* Szerkesszünk kört, amely két adott ponton átmegy és 
egy adott egyenest érint*
7.71. Adott egyer# sen szerkesszünk pontot, amely egy pánt­
tól és egy egyenestől egyenlő távolságra van*
7.72* Adott egyenesen szerkesszünk pontot, amely egy körtől
é s  egy egyenestől egyenlő távolságra van



7.73. Szerkesszünk kört, amely két adott ponton átmegy és 
egy adott kört érint.
7.74. Szerkesszünk két fonton át kört úgy, hogy adott körbél 
adott hosszúságú hurt messen ki.
7.75. Adjunk meg egy egyenest, egy kört, és ennek az egyenesre
merőleges átmérőjét. Az átmérő egyik végpontjából huzzunk______
szelőt, és igazoljak, hogy m adott egyenesig terjedő szakasz­
nak és a kimetszett húrnak a szorzata független a szelő 
irányától.
7.76. A P ponton átmenő AB és A* *B* egyeneseken az A,B; AJ ,B*, 
pontok úgy helyezkednek el, hogy a P vagy elválasztja, az

* pontpárok mindegyikét, vagy egyiküt sem, és P A » 
PB=PA* * PB*. Bizonyítsuk be, hogy A, Bj A*, B* egy körön 
vannak.
( St./II/ 21-22.0.)*
7.77. Legyen az A, ill.B pont inverze A*, ill. B* és közöttük 
ne legyenek azonosak. Igazoljuk, hogy ha az A, A*, B, B* pontok 
nincsenek egy egyenesen, akkor húrnégyszöget alkotnak!
7.78. Mekkora a 40. ábrán vonalkázott PQR idom szögeinek 
az összege?

40. ábra"" 41. ábra
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7»79» Az 0 pólusu k alapkörű,r hatványú inverzió 
esetében P inverze legyen P*, A 41* ábra jelöléseivel 
igazoljuk, hogy

a/ ( ABP) * - (ABP»)f

b/ ~ —  + — -— ■'= --- 1—  •
AP AP» r

2

7.80. Négy kör közül bármelyik másik kettőt kívülről 
érint. Inverzió segítségével igazoljuk, hogy az érintési 
pontok egy körön vannak ( 1*9.27.)
7.81. Az A, B, C, D pontok ne legyenek az egyenesen vagy 
egy körön, Igazoljuk, hogy az ABC és az ABD köré írt 
körök hajlásszöge az ACD és a BCD köré irt körök 
hajlásszögével egyenlő.
7.02* A k^, k2, k^ körök mindegyike messe a másik két kört 
és haladjon át az 0 ponton ( 42. ábra). Legyen a 
k^ , k2 , a k2 , k^, a k^, k^ körök 0-tól különböző közös 
pontjai A, B, ill. C. A k2 kör AB ívének egy pontja legyen- 
D. Az A, D ill. a B, D pontokon áthalaldó k^ k^ körök
D-tŐl különböző közös pontja legyen E, a k^, k^ körök 
A-tól különböző közös pontja P, végül a k^» k^ körök B-től 
különböző közös pontja Gf Állítás* A C, G, E, P pontok egy
körön vannak!
7.83. Az ACB szögtartomány belsejében vegyük fel a D pon­
tot. A D pontra illeszkedő szelő a CA szögszárat messe az 
A pontban, a CB szögszárat pedig a B pontban. (43.ábra)
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Igazoljuk, hogy az ABO és a BDC köré írt k-̂ , kg 
körök hajlásszöge nen függ a D pontra illeszkedő
szelő megválasztásátólI

42, ábra

7,84* Az ACB szögtartomány bel­
sejében vegyük fel a D pontot, A 
D ponton áthaladó szelő a CA szög- 
szárat messe az A ppntban, A CB 
szögszárait pedig a B pontban, A 
D ponton áthaladó és az CA egyenest 
A-ban érintő kör legyen k^, a D 
ponton áthaladó éa a CB egyenest 

B-ben érintő kör pedig legyen kg* Igazoljuk, hogy a k^ és kg . 
körök hajlásszöge nem függ a P ponton áthaladó szelő meg­
válás ztásátóll

43, ábra

7.85, Igazoljujt, hogy a póluson át nem haladó kör közép­
pontjának inverze a kör inverzének nem less középpontjai
7.86, legyen a k kör inverze a k* kör. Határozzuk m$g 
azt a pontot, amelynek inverze a k* kör középpontja lesz!
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7.87« írjuk fel a P (1,-4) pont inverzének koordinátáit,

2 2ha az alapkör az x +y =1 kör!
2 27.88. Az inverz!<5 alapköre legyen az x +y =1 kör. írjuk 

fel a következő alakzatok inverzeinek az egyenletétt

a/ 2x-3y+l=0; 

b/ xíy2=5*
o 2 ' "----------------- -----c/ x +y -6x+4y«0{

d/ (x+l)2+y2» —jp* } 1
. 2e/ y =x; 

í/ x2-y2=l.

8. §. ElliptikUe.. geometria

Az elliptikus geometriában lényegében a gömbfelületek 
geometriáját vizsgáljuk. tfökihtéünk az euklideszi térben 
egy egység sugarú gömbfelületet. Ezen két pont között a 
legrövidebb utat a két pontot Összekötő főkör definiálja, 
így a főkörök úgy tekinthetők, mint a gömbfelület "egye­
nesei". Ezeknek "a"főköröknek az illeszkedési és rendezési 
tulajdonságai különböznek az euklideszi egyenesek meg­
felelő tulajdoriságaitől, hiszen két átellenes pontra végte­
len sok főkör illeszkedik, és egy főkört két pontja a 
főkört két ívre (szakaszra) bontja. A gömbfelületen metrikát 
is bevezethetünk úgy, hogy egy főkörív hqsszát a végpontokhoz 
húzott sugarak szögével mérjük. Két közös kezdőpontú fél
főkörív szögét pedig a csúcsban meghúzott megfelelő félérin­
tők euklideszi szögeként definiáljuk.
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A főkörívek segítségével a gömbfelületre háromszögek 
rajzolhatok. Esek közül csak azokat tekintjük háromszög­
nek, amelyeket valamely félgömb tartalmaz. Ha ABC ilyen 
háromszög, melynek a csúcsokkal szemköztes oldalainak 
hosszát rendre a; bj c, valamint a csúcsokban lévő szöge- 
ket rendre ) ^ ) y* jelöli, akkor a gömbfelület 
szinusz ill. kossinus z- tétélei a következők:______________

t

sin a: sin bt sin c « sin * sin p  t sin Y  (szinusz
tétel)

cos c»cos--a-:Cöai. b^-sin-a sin b cos^ (oldalalak cosi­
nus tétele)

cos^=* —coso< c o s ^  + sin <* sin^í cos c (szögek cosinuaz
tétele)

Az alapgörab centrumát fixen hagyd térizometriák a gömb­
felületet invariánsán hagyják és a gömbfelületre vett 
megszorítottjaik a felületen izométriát adnak. Megmutat­
hat d, hogy a gömbfelület minden izometriája milyen meg­
szorítással nyerhető.

A gömbfelületen a terület-mérésre vonatkozdlag bebizo­
nyítható a következő tétel.

Létezik pontosan egy olyan hozzárendelés, amelyik a* 
gömbfelület K konvex ponthalmazaihoz 3? (K) 0 számot
rendel úgy, hogy (1) a 3? additív: ha K«Kj, U K2» ^  ^*0^
akkor

T (K) » 3? (Kx) + 3? (Kg). ,

(2) A3? az izoraetriákra nézve invariáns,
(3) a teljes gömbfelület területe 4 T *



Belátható, hogy ekkor egy o<) ^ } ^ szögű háromazög 
területe

o i + ̂  •

Vagyis a gömbi háromszögek szögeinek összege a II -né 1 
pontoaan a területével nagyobb (szögdefektua formula).
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A G gömbfelület geometriáját tovább vizsgálandó, jelöl­
jünk ki rajta két átellenes É,D (északi, déli) pontot, majd 
az É köré írjunk két egység sugarú G gömböt. Ekkor a G 
gömbre vonatkozó Inverzió a G gömböt a I) pontban érintő S 
érintősíkba transzformálja és az inverziók kör és szög­
tartása miatt ez a leképezés a G és S között kör- és szög- 
tartó. A G és S között ez a leképezés pontosabban is leír­
ható. Ugyanis, ha egy, az É pontból kiinduló félegyenes 
a G gömböt a P pontba , az S síkot pedig a P* pontban metszi, 
akkor a G és S között a fent leírt inverzió nem más, mint az 
északi pólusból vett P—*P* projekció. így kapjuk, hogy egy
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gömb északi pólusából a déli pólusára fektetett érintő­
síkjára történő vetítése a gömböt a síkra kör- és szög­
tartó módon képezi le# Ezt a vetítést sztereografikus -pro­
jekciónak nevezik, mivel a fenti tulajdonságok miatt tér­
képkészítésre használják#

Az előző G gömböt nemcsak a z É  ponttól,de az 0 ~
középpontból is rávetithetjük az S érintősíkjára# Viszont 
ez a leképezés nem bijekoió, hiszen átellenes P,P* pontokhoz 
azonos P* pontot rendel, sőt az egyenlítő pontjaira ez a 
leképezés nem definiált# Ez utóbbi hiányosságot a követ­
kezőképpen pótolhatjuk#

Vegyünk hozzá az S sík .^pontjaihoz ideális, végtelen tá­
voli pontokat úgy, hogy párhuzamos egyenesekhez ugyanazt — 
a végtelen távoli pontot vesszük, míg különböző irányú 
egyenesekhez különböző ideális pontokat veszünk. Pontosabban 
fogalmasva a sík pontjainak halmazát a sík irányainak hal­
mazával bővítjük és egy egyenes ideális, végtelen távoli 
pontjának az irányát nevezzük# Az így kibővített ponthal­
mazt nevezik analitikus projektív síknak, amiben egyene­
seknek az ideális pontjukkal lezárt közönséges egyeneseket 
és az összes ideális pontot tartalmazó u#n# ideális egye­
nest tekintik#

Most pedig a G gömbfelületre visszatérve, azonosítsunk 
egymással minden átellenes (P,P* ) pontpárt és nevezzük 
pontoknak ezeket az átellenes pontpárokat# Itt az egyeneseket 
a főkörökből definiáljuk, a szeraköztes pontok azonosításával# 
Az így nyert-:pontr-egy«nes rendszert a projektív sík gömbi 
modelljének nevezzük#
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A konstrukciókból világosan látható, hogy az 0 közép­
pontból vett projekció a gömbi modell és az érint5 ana­
litikus projektív sík között olyan bijekciót definiál* 
amelyik egyenest egyenesbe transzformál ( illeszkedés-tar­
tó).

Az előzőekben projektív síkokra két modellt is konstru­
áltunk. Ás ilyen síkokra ill. magasabb dimenziós terekre 
axiomatikus felépítés is adható* Pl* a fenti modellekben 
könnyen beláthatók a következő tulajdonságok*

1^ Bármely két különböző pontra egy és csak egy 
egyenes illeszkedik*

I2 Bármely két különböző egyenesre egy és csak egy 
pont illeszkedik*

Axiomatikus felépítésnél ezek a projektív sík < illesz­
kedési axiómái*

A projektív síkok elméletében a lehető legalapvetőbb 
szerepet az u*n* kollineációk játssák* Ezek a pontok olyan 
bijekclói, amelyek egyenest egyenesbe transzformálnak*

A gömbfelület metrikája metrikát indukál a projektív 
sík-modelleken is természetes módon* Az ilyen metrikával 
ellátott projektív síkokat nevezik elliptikus síkoknak* 
Ezek leometriáit a gömbfelület izametriái indukálják* 
(St./III/ 41-43.0*) í
8*1* A megadott adatok ismeretében számítsuk ki a három­
szög' hiányzó adatait*
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a) a»60°, b*45°, c=90°í
b) * *45°, r ^=120°, ;r=45°»
0) a*75°s. b*60°, í-45°|
d) . oi *120°, N ON 0 0 c»135°í
a) a=30°, b»45°» o< =45°*
f) cA »120 , ß =45 * a»60 •

8.2, Az ABC gömbháromszög oldalai legyenek a»60°, 
b=30° é s c=45°* Számítsuk ki az A csúcapontot ás a BC 
oldal felezőpontját összekötő főkörív hosszát!

8.3» Az a=30°, b«60°,' c=60° oldalú gömbháromszög’ B csú­
csából boosássunk merőleges főkörívet a gömbháromszög 
AC oldalára. Milyen hosszú az így adódd BB^ főkörív?

8.4. Az ABC gömbháromszög oldalai adottakt a*30°, b=60° 
c=60°. Számítsuk ki a ß  szöget felező BB2 főkörív . 
hosszát C Bg az AC oldal pontja)!
8.5» Számítsuk ki a szabályos

a) tetraéder,
b) oktaéder,
c) dodekaéder,
d) ikozaéder -

lapszögét! 'r

8.6. Az egységgömb középpontjából kiinduló a (3,-1,2), 
b (6,4»1) c (1,4|2) vektorok kidöfik egy gömbháromszög 
csúcsait. Határozzuk meg a gömbháromszög adatait!
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8.7. Ab ABC gömbháromszög oldalai ismertek, mégpedig a«45°» 
b«s60°, c~90°« Ä GB oldalt a B csúcsponton till mégha» zabblt­
juk BA^*30°-kal. Milyen hosszú as AA^ főkörív?

8.8» Ab ABC gömbháromszögben a=*60o, b=90°, «15°« Az
ABC gömbháromszöghöz úgy illésskedik as ACB* gömbhároressög, 
hogy az AC oldalon nyugvó szögek 45°-ak, és a két háromszög 
hék nincs közös belaőpontia. Milyen hosszú a BBf főkörív? 
8.9« Az ABC gömbháromszögben a«60°, b®45°, c«90°. A gömb­
háromszög AB oldalán áthaladó főkör által határolt, a 
gömbháromszöget tartalmazó félgömb pólusa legyen P. Számít­
suk ki az ACP szöget és a PC főkörív hosszát!
8.10« Az ABC gömbháromszög oldalai legyenek a«90o, b«60°, 
0*120°• Az AB oldal pontjára AC^aßO0, a BC oldal A^ 
pontjára pedig CA-j=30° teljesüljön. Az AA^ és a CC^ ívek 
metszéspontja legyen B.

a) Számítsuk ki a PC^ főkörív hosszát!
b) Milyen hosszú a PB főkörív?
c) Számítsuk ki a CC^A^ szöget!

8.11. Ismertek a gömbháromszög a, b, c oldalai. Készítsünk 
tervet

a) a gömbháromszögbe írt kör
b) a gömbháromszög.■'* köré írt kör sugarának 

a meghatározására!
8.12. Az egységgömb középpontjából induljanak ki a a (1,-2, 
-2), b ( 2,2,-1,) c ( 2,-1,2) vektorok. Számítsuk ki az a, 
b, c- vektorok által kidöfött gömbháromszög köré írt gömbi 
kör középpontjába mutató vektor koordinátáit!



8.13*Az ABC gömbháromszög megfelelő csúcspontjaiba mu­
tatnak a gömb középpontjából induló és jobbrendszert 
alkotó a, b, c egység vektorok. Fejezzük ki az a, b,c 
vektorok segítségével a gömbháromszög köré írt kör közép­
pontjába mutató x vektort*
8*14* A gömb középpontjából kiinduló a (1,0,0) b (1,1,1) 
o (1,1,0) vektorok gömbháromszöget határoznak meg. Milyen * 2
messze van (főkörívben mérve) a gömbháromszög A csúcsa a 
BC oldaltól?
8.15. legyen a gömbháromszögben Y “SO0« Bizonyítsuk be 
a következő összefüggéseket,^

a) sin a * sin <* sin oj 
~ b)- cos ̂  ss-sin coaaj cos ß  * sin <* cos bj

c) cos c a cos a cos b|
d) cos o * ctg <* ctg ̂ .

8.16. Ha egy gömbháromszögnek pontosan egy 90°-os oldala 
van, akkor hány 90°-nál nagyobb szöge lehet?
8.17* Bizonyítsuk be, hogy az egyenlő oldalú gömbhárom­
szögben

2 sin —g— COS r-Ty— * 1,

ahol a a gömbháromszög oldalát, o< pedig a szögét jelentiI

8.18. Egy gömbháromszög oldalai s igy a szögei^ is egyenlők,
nagyságuk a ill. •

a) Milyen összefüggés van cos a és cos között?
b) Mekkora a ill. , ha egymásnak pötszögei?
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8.19» Az ABC gömbháromszög A csúcsából a szembenfekvő 
oldalra bocsátott merőleges főkörív ezt az oldalt két 
megadott részre (p és q) bontja fel. Adott raégi 
Számítsak ki e gömbháromszög többi oldalát és szögéti
8.20, Az elliptikus sík két köre legfeljebb négy pontban 
metszheti egymást, (c. 107#o.)

8.21. Az elliptikus síkbanegy p-szög területét úgy kap-—  
hatjuk meg, hogy szögeinek összegéből levonjuk az eukli­
deszi síkbeli p-szög szögeinek összegét (c.l07«o.).

V;

9»§. Hiperbolikus geometria

A hiperbolikus beorastriát is modellben, az u.n.
Poincaré féle modellben tárgyaljuk.

Tekintsünk a síkban egy kört. A hiperbolikus geometria 
pontjainak vegyük a kör belsejébe eső .pontokat, egyeneseinek

nem-metsző egyenes húzható. Ezek között létezik ponto­
san kettő, amelyik az 1 egyenest a haiárkörre eső u.n. 
aszimptotikus pontjában.metszi ( ezek nem pontjai a geomet­
riának!). Ezetet nevezzük az 1 egyenessel párhuzamos egye­
neseknek ( elpattanó egyenesek), míg a többi nem metsző egye­
nest ultraparalel1 egyenesnek hívjuk.

pedig az alapkört merőlegesen 
metsző köröknek az alapkör bel-.
sejébe eső íveit. Erre a pont- 
egyenes rendszerre az pár-

45» ábra
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Viszont könnyen leellenőrizhető, hogy az euklideszi 
sík tShhi I 2» Eg * ^1 * ^2 Í H e®2-k«őési ill# rende­
zési axiómája már érvényes ebben a geometriában ig#
A metrika -‘bevezetéséhez. tekintsük a síkot a komplex

szántaiknak# A különböző *1 » B2 * s3 * %4 komplex
számok ( 2 p  %2 » z^) u.n. kettősviszonyát a

( zl e 2 z3 z4 ^* g3 “ gl t g4 " gl 
g3 “ g2 g4 "* g2

képlettel definiáljuk# Ezt a kettősviszonyt a körtártó 
transzformációk ( törtlineáris leképezés lévén) invarián 
san hagyják, valamint érvényesek a

(glz2g3g4^“ * g2 * g4 -í *

(«i » a2 » g3 » g4)(glg2g4g5̂ s f̂lg2g3g5 >'•

tulajdonságok is# Az is-belátható, hogy a kettősviszony 
akkor és csak akkor valós szám, ha a pontok vagy körre 
vagy egyenesre illeszkednek#

Ezek titán a hiperbolikus metrikát a következőképpen 
definiáljuk.

Legyen az x„y hiperbolikus pontokra fektetett 1 hiper­
bolikus egyenes két aszimptotikus pontja u és v. Ha a 
jelölést az ábra szerinti sorrendben hajtjuk végre, akkor 
( u,v,y,x) > 1. Az x,y pontok távolságát a

d (x,y):» la ( u v, y, x)



képlettel definiáljuk. A kettősviszony tulajdonságaiból 
könnyen adódik, hogy ez a távolság ki el égi ti az M^Mg» 
M3, metrikus axiómákban megfogalmazott tulajdonságokat

Végezetül egy 1 egyenesre vonatkozó tengelyes tükrö­
zést az l-re(mintkörre) vonatkozó inverzióként defi­
niáljuk. Mivel az inverziók kétt ős vis zonytart ók, így
valóban olyan izometriát kapunk, amelyik kielégíti a 
tengelyes tükrözések axiómájában kirótt feltételeket.

A merőlegességet a tengelyes tükrözések segítségével 
definiálva belátható, hogy két egyenes akkor és csak 
akkor merőleges ha az általuk meghatározott körök eukli­
deszi értelemben merőlegesek. E ténynek a következménye 
az, hogy a modellben a hiperbolikus szögmérés megegye­
zik az euklideszi szögméréssel.
Mivel a felező merőlegesekre vonatkozó tétel a hi­

perbolikus geometriában is érvényben marad, ezért az 
euklideszi esethez hasonlóan megmutatható, hogy bár­
mely isometria legfeljebb három tengelyes tükrözés szor­
zataként írható fel. Ebből viszont az következik, hogy 
a hiperbolikus sík izometriái megegyeznek a 7*§-ban 
definiált hiperbolikus transzformációkkal. Belátható 
a következő két t̂"*5®^
9.1. Ha A1 , A2 , A3 , ill. , B2 , B3 különböző 

aszimptotikus pontokból álló pont-hármasok,
akkor pontosan egy ©< hiperbolikus izoraetria 
létezik, amelyre c< (A^)aB^ teljesül.
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9. 2. Két ultraparalel egyeneshez pontosan egy, ezeket 
merőlegesen metsző egyenes létezik ( fiz az u.n. 
normáltranszverzális)•

A hiperbolikus izometriáknak teljes osztályozása is
megadhat ó.------------------------------ -------- ------
Két metsző egyenesre vonatkozó tükrözés szorzatát forgás- 
nak, két hpárhuzamos egyenesre vonatkozó tükrözés szor­
zatát pedig aszimptotikus forgásnak nevezzük. Két ultrapara 
lel egyenesre vonatkozó tükrözés szorzatánál a normáltransz­
verzális invariáns egyenes, esért ezeket tengely menti 
párhuzamos eltolásoknak nevezzük. Ha ezek után még a ten­
gelyre is tükrözünk, akkor ezt a 3-as szorzatot csússtatva 
tükrözésnek nevezzük. Igaz a következő tétel.

9.3. Bármely hiperbolikus izometria vagy tengelyes tükrö­
zés vagy forgás vagy aszimptotikus forgás vagy tengely­
menti párhuzamos eltolás vagy pedig csúsztatva tükrözés.

Az euklideszi esettel ellentétben az összes tengely 
menti párhuzamos eltolások nem alkotnak Abel csoportot. 
További különbségek kihangsulyozásához megemlítjükca 
paraciklüsok(horocikluaoknak is nevezik) és az ekvidintáns

görbék fogalmát is. Tekintsünk 
egy közös aszimptotikus pontba 
befutó párhuzamos egyenessereget 
Az ezeket az egyeneseket merőle­
gesen metsző görbéket paraciklu-

46. ábra soknak nevezzük. Nyilvánvaló,
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hogy a párhuzamost egyenessereg az aszimptotikus pont­
ban érintkező parabolikus körsort határoz meg és a para- 
ciklusok a rá merőleges parabolikus körsort határozzák 
meg. Ebből is látszik, hogy a paraciklusok nem egyene­
sek-.------------------------ -----------------------— ----------

Tekintsünk most egy 1 egyenest az A,B aszimptotikus 
pontokkal, majd vegyük az 1-re merőleges egyenessereget#
Az egyenessereg minden egyenesre az 1 egyenestől mer­
jünk fel konstans ^ ^  0 hosszúságot. így jiz 1 egye­
nestől ^ távolságban egy görbét kapunk, amit ekvidintáns

görbének nevezünk. A merőlege­
sen metsző egyenessereg az A 
ill. B pontok kőiül egy nem 
metsző (elliptikus) körsort 
határoznak meg, míg az ekvidi- 
táns görbék a rá merőleges, az 
A,B pontokbani/Metsző hiperbolikus 

körsort alkotják. Mivel csak az 1 metszi merőlegesen az 
alapkört, a körsor többi eleme nem, ezért az ekvidintáns 
görbék sem egyenesek.
Végezetül a területméréssel foglalkozunk. A hiperboli­

kus síkon is konstans szorzó erejéig egyértelmű területraé- 
réa létezik, amelyik pozitív, additív és a hiperbolikus 
transzformációkra nézve invariáns. A tétel részletes 
bizonyításából kiderül, hogy a hiperbolikus háromszögek 
belső szögeinek összege a T-nél kisebb, és a terület a - 
\l - ( + szögdefektus konstansszorosa.

47.ábra



Speciálisan a háromszorosan aszimptotikus háromszögek 
( mindhárom csúcs aszimptotikus pont) területe c TT ,
A c  =1 normálással a területmérés már egyértelmű, és 
kapjuk azt a furcsának tűnő tényt,hogy a hiperbolikus 
síkon a háromszögek területére a H felső korlát«
Most a hiperbolikua tér modelÍjének ismertetéséré

SS&SSSSSS3S8SSS8 ;------------------------------------------------------------

térünk át*

Ekkor a tér pontjai az euklideszi tér egy gömbjének 
belső pontjai, egyenesei az alapgömböt merőlegesen metsző 
köröknek a gömb belsejébe eső ívei, a síkok pedig az 
alapgömböt merőlegesen metsző gömböknek az alapgömb bel­
sejébe eső gömbsüvegei# Valamely jc,y ' pontokra.^vj&gyiik az 
0 középpontra és az x,y pontokra fektetett síkot. Ez egy 
hiperbolikus síkot ’• metsz ki" az alapgömbből, és az x,y 
pontok távolságát ebben a síkban a hiperbolikus távolság­
gal definiáljuk. A síkra vonatkozó tükrözéseket pedig 
a síkok tartógömbjére vonatkozó inverzióként vezetjük be.

így egy olyan pont-, egyenes-,, sík-rendszerhez jutunk, 
amelyre a párhuzamossági axióma kivételével érvényes marad 
az euklideszi tér összes többi axiómája. Izoraetriáiról 
belátható, hogy megegyeznek a hiperbolikus transzformációk­
kal, vagyis az alapgömböt belsejével egystt invariánsán 
hagyó görabtartó transzformáoiókkal, továbbá minden ilyen 
Izometria legfeljebb négy síkra vonatkozó tükrözés szorza­
taként állnak elő.

Az alapgömb 0 középpontját fixen hagyó hiperbolikus 
izometriákat ( az. u.n. izotropiou csoportot) az 0 pontra
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fektetett euklideszi síkokra vonatkozó tükrözések 
generálják így ez az izotropia csoport megegyezik 
(izomorf)ax 0(3) euklideszi ortogonális csoporttal. A kü­
lönböző pontokra vonatkozó izotropia csoportok egymással 
izoraorfak, hiszen hiperbolikus izometriákkal bármely pont­
ból bármely pontbaeljuthatunk (tranzitívok), és az ezek---
kel való konjungálás izotrópia csoportot izotrópia csoportba 
transzformálnak. Mivel a gömbfelületek geometriáját az 
izotrópia csoport határozza meg, így a hiperbolikus gömb­
felületek ugyan olyanok ( izömetrikusan ekvivalensek), mint 
a megfelelő sugarú, euklideszi gömbfelületek. Speciálisan 
kapjuk ezt a Bolyai.János által is igazolt tételt, hogy a 
gömbháromszögtan szinusz és koszinusz tételei a hiperbolikus 
gömbökön megegyeznek az euklideszi gömbökre látottakkal.

A hiperbolikus izemtriák teljeá csoportja az előzőeknél 
szemléletesebben is leírhatók.
A hiperbolikus Izometriák ( görabtartó transzformációk 

lévén) az aszimptotikus pontok alkotta alapgömbön körtartó 
transzformációt indukálnak. Pordítva, az alapgörab bármely 
körtartó transzformációja egyértelműen hiperbolikus izomet- 
riává terjeszthető ki. Ezt a következő feladatban megfo­
galmazott módon igazolhatjuk.
9.3. Jelöljünk ki az alapgörabön egy É északi pólust és

legyen ^  az a térbeli inverzió, amelyik az alapgömb 
és a D déli pólusba fektetett S érintősík között a 
sztereografikus projekciót indukálja. Ekkor bármely



hiper¥öTikus izometriára a ^ ®< olyan 
gömbtartó transzformáció, amelyik az S 
síkot feltereivel együtt invariánsán hagyja 
és az S síkon körtartó transzformációt indu­
kál« Pordítva, az S sík bármely ^  körtartó
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transzformációja ( hasonlóság vagy hasonlóság
______________ _____  ^ __ _________ ____________ ___ _ ____  ___ ____ _____ _ ___ .és inverzió szorzata lévén) a tér olyan o<

gömbtartó transzformációjává terjeszthető ki, - 
amelyik az S síkot féltereivel együtt inva- 
riánsan hagyja« Ekkor viszont az hi­
perbolikus izoraetria.

A fenti tétel szerint a hiperbolikus tér izometrla csoportja 
megegyezik C izoraorf) a határgömb g  inverzív sík körtartó 
transzformációs-csoportjával« A határgöniböt Riemann féle 
számgömbnek tekintve ez viszont nem más mint a törtlineá­
ris leképezések csoportja.

Végezetül a paraszférák geometriáját említjük.
Vegyünk egy közös A aszimptotikus pontba befutó párhu­

zamos egyenessereget. Ezt pontosan az OA egynes és est az 
egyenest az A pontban .„érintő körök megfelelő ívei alkotják.

Az egyenessereget merőlegesen met­
sző felületeket paraszféráknak ne- 
veszük. Könnyen látható, hogy egy 
paraszféra a modellben nem más, 
mint az alapgömb belsejében az 
alapgömböt az A pontban érintő gömb,
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amihez; as A pontot nem vesszük hoz;z;á* Egy ilyen párá­
séi árát) ól az A pontba befutó hiperbolikus síkok paracik- 
1usokát metszenek ki, Tegyünk ki egy X  sík által kimet­
szett p paraoiklust ás annak egy x T V  ívét. Eb az ív ás 
az 3c,y végpontokból az A pontba befutó félegye­
nesek a 2T síkban egy három oldalú tartományt határolnak,
amelyik véges T (x~y A) területtel rendelkezik,-----------
Az is világos, hogy a ^  síkra vonatkozó hiperbolikus 
tükrözés a kiszemelt paraszfárát invariánsán hagyja, így 
azon egy II p jellel jelölt leképezést indukál*.

Mindezek után vegyük pontoknak a tekintett P paraszféra 
pontjait, egyeneseknek pedig a P-re illeszkedő paracik- 
lusokat. Az x,y pontok távolságát a T (x~y A) területtel 
definiáljuk, valamint egy p egyenesre vonatkozó tükrözés­
ként a fent definiált II p leképezést vezetjük be. Az 
így definiált pont-egyenes rendszerről megmutatható, hogy - 
tejesíti az euklideszi sík axiómáit, vagyis a paraoikiusok 
a párászférán euklideszi geometriát alkotnak.
Bolyai János ezt a tételt is igazolta nevezetes mun­

kájában.
9.4, Bizonyítsuk be a fenti Bolyai-féle tételt,
9*5. A ( véges ) háromszög három csúcsa rajta van azon 
a három ékvidisztáns- görbén, amelyek tengelyei az oldal­
felezőpontokat összekötő egyenesek, és egy negyedik .
" cikluson" amely kör, horociklus vagy ékvidisztáns görbe 
lehet ( úgy, hogy mind a három csúcs egy ágon van). 
/Soramerville 1.54*189.old,/ (c.304.ö.)
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9*6« A ( véges) háromszög mindhárom oldala érint egy 
kört ( beirt kört) és három másik "ciklust” amelyek 
mindegyike vagy kör, vagy horociklus, vagy ekvidisztáns 
görbe. ( c.304«o.)
9*7« Egy ekvidisztáns görbének egy körrel, horociklussál

t . ■

vagy egy másik ekvidisztáns görbével legfeljebb négy met­
széspontja 1ehet• X C.304.O)• "

9.8. Fejtsük-ki -részletesen, milyen anal égi a van az affin 
sík általánosított körei között. (c.304.o.)
9.9« A hiperbola képzetes tengelyével ellentétben az 
ekvidisztáns görbe tengelye mindkét ág konkáv oldalán van.
( c. 304*o.)
9.10. A területekre vonatkozó Gauas-formula érvényes marad 
akkor is, ha a háromszögeknek egy vagy több szöge nulla.
Mi a sokszögek területképlete? ( c.302.o.)
9.11. Minden egyyszerű p-szög területe egyenlő szögdefek­
tusával : azzal az értékkel, amellyel szögeinek összege 
kisebb az euklideszi síkbeli p-szög szögösszegénél. (Út­
mutatás s Bontsuk fel a solszögeket háromszögekre. Nyilván 
itt is feltesszük, hogy C =1.) A 16.4a ábrán az ABM terü­
lete megegyezik az ABGP^A^ területével. ( o. 302.o.)
9.12. Egy háromszög három irányított oldala mentén (az 
oldalak hosszával) végzett három eltolás szorzata egyenlő 
a háromszög szögdefektusával megegyező nagyságú szöggel 
végrehajtott forgással. ( Ezek az eltolások feleakkorák, 
mint a 15.31. Donkin-tételben előforduló eltolásiak). /Lamb. 
l,7*old./ (c.302.0.)



- 126 -

9*13« Egy egyszerű négyszög oldalfelező pontjai körílli 
félfordulatok szorzata ( az oldáak természetes sorrendi­
jében) egyenlő a négyszög azögdefaktusával végzett for­
gatással. (c*302#o*)
9.14. Ha bármely olyan sokszögre, amelynek szögösszege
2T/k ( ahol k egész s zán) az oldalíelezőpontjai körüli_____
félfordulatokat és azok szorzatait alkalmazzuk, akkor 
így adódd, sokszögekkel a teljes sík átfedések és hézagok 
nélkül lefedhető ( vő. Sommerville 1,86.old.15» feladat). 
(c.302.0.)
<?.15, Ha az ABED négyszögben D-nél és E*»nél derékszög van, 
továbbá AD*=BE, akkor az A-nál és a B-rél levő szögek egyen* 
lő hegyesszögek* (Útmutatás* Húzzuk meg a D/E-vel párhu­
zamos AM és BM félegyeneseketj az ABM aszimptotikus három­
szögre alkalmazzuk a 16.31* tételt). (c.297*o.)
9.16. Bármely háromszög szögeinek összege kisebb, mint 
két derékszög. (Útmutatás* Ha adott az ABC háromszög, 
akkor húzzuk meg a BC és aCA felezőpontjait összekötő egye­
nesre merőleges AD,BE és CF egyeneseket). (c.297*o.)
9.17. Adott egy ABM aszimptotikus háromszög, amelynek 
mind A-nál, mind B-nél levő szöge hegyesszög. Húzzuk 
meg a BM-re merőleges AD és az AM-re merőleges BE egye­
neseket. Jelöljük ezek metszéspontját H-val. Húzzuk meg
az AB-re merőleges HF egyenest. Ekkor FH párhuzamos AM-mel 
/Bonola 1.106.old/. Mi történik akkor, ha hasonlóképpen 
járunk el olyan A-n és B-n átmenő félegyenesekkel, amelyek 
nem párhuzamosak, hanem ultraparalel egyenesek?(c.297*o*)
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9«18« Milyen mozgás kapcsol Össze két olyan három­
szorosan aszimptotikus háromszöget, amelynek van 
egy közös oldala: (Nyilvánvaló, hogy kát háromszoro­
san aszimptotikus háromszögnek lehet közös oldala 
anélkül, hogy közös magasságuk lenne), (c.297.0«)------

9.19« A háromszorosan aszimptotikus háromszög beírtkö-
ránek sugara a 60°-os párhuzamos sági szöghöz tartozó 
távolság, (c.297«o«)

■ 0' ,

9.20« Egy háromszorosan aszimptotikus háromszög eg^k 
oldalának bármely pontjából a másik két oldalhoz húzott 
merőleges egyenesek egymásra is merőlegesek /Bachmann
1.222.old/, (c.297.0.)
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