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A Bernoulli-egyenlet (levezetés)

ALTALANOS MEGFONTOLASOK

Vizsgéaljuk meg, hogyan mozog egy kis folyadékrész egy surlédasmentes és 6sszenyomhatatlan folyadék

stacionarius aramlasaban kiszemelt vékony daramfonal mentén! — Ez a cél akdr dinamikai Uton (a térfogat-
elemre hato erék meghatdrozdsdval, majd a dinamika alapegyenletének alkalmazdsdval), akar energetikai
modszerrel (a kis folyadékrészre hato er6k munkdinak kiszamitdsdval, majd a munkatétel haszndlatdval)
elérhetd. Az alabbiakban mindkét mddszert kdvetve levezetjik a Bernoulli-egyenletet.

A BERNOULLI-EGYENLET MUNKATETELEN (KINETIKAI ENERGIA TETELEN) ALAPULO LEVEZETESE

A stacionariusan aramlé idealis folyadék i-edik aramfonal-darabja az alabbi mennyiségekkel jellemezheté:

e i az aramcs6 adott helyen vett keresztmetszete;

e v az aramcs6 adott helyén mérhet6 (a teljes kereszt-
metszet mentén allanddnak vett) aramlasi sebesség;

e pi: afolyadék sirlisége az dramcss adott szakaszan;

e hj: az dramcsé adott szakaszanak (egy k6zos) referencia-
szintt6l mért magassaga;

e pi: az adramcs6 adott szakaszara jellemzd (sztatikai)
nyomas, melynek a cs6é két végén a szaggatott nyillal

(referencia szint) jeldlt nyomoeré-iranyok felelnének meg.

A tovabbi szamoldshoz szikséges fizikai mennyiségek megnevezéséhez kétédéen harom — korabban mar

emlitett — peremfeltétel fontossagara hivnank fel a figyelmet:

1. A folyadékot 6sszenyomhatatlannak (és homogénnek) feltételezve, s(irisége a teljes aramfonal mentén
allando értékd. A késébbiekben ennek megfelel6en a fenti abran megjelélt aramfonal-szakaszokra felirt
p1, p2 stb. jelolés helyett a folyadék sirliségét egységesen p-val jel6ljuk.

2. Az dramlasban keskeny aramfonalat jel6ltlink ki, ami két okbdl is fontos, de hasznos megszoritast jelent:
egyrészt — a 2. fejezetben targyalt kontinuitasi egyenlethez hasonléan — az aramlasi sebesség egy adott
(kicsiny) keresztmetszet mentén valdban egyetlen értékkel jellemezhet6; masrészt, egy ,végtelendl
keskeny” aramcs6 barmely szakaszanak térbeli pozicidja valéban egyetlen magassag-értékkel adhato
meg. (Széles dramfonal esetén a kézépvonaldnak referencia-szinthez képest mért magassdgdt szokds
megadni, bdr e magassag definidldsa — tipikusan pl. szamoldsi feladatokban — a pontos végeredmény
meghatdrozdsdt és interpretdldsdt illetéen problémdt vethet fel.)

3. Az dramlas stacionarius tulajdonsaga miatt a tetsz6legesen kicsiny At id6tartam alatt az aramcsé eliilsé
véglapjan at belépd, ill. — az 6sszenyomhatatlansag folytan - a hatulsé véglapjan at tavozd folyadék-
mennyiséget tekinthetjiik Ugy is, mintha egy Am = p-AV tomeg(i folyadékrész az aramfonal ,1” jeld
helyérél a ,,2” jelzésd helyére keriilt volna.

Utobbi tomegelem sebességének id6beli alakuldsa a munkatétel segitségével is meghatarozhatd, mivel a

folyadékrész mozgasi energiajat — surlddas hianyaban — csak az dramcsé véglapjain hatdé nyomaoderdék és a

nehézségi erd valtoztathatja meg:

AE,, = VVp + Wg (*).

Ehhez a mozgasi energia AExin megvaltozasat, valamint a nyomderék W,, ill. a nehézségi er6 Wy munka-

végzését kell kiszamitanunk (a fenti abran jelolt mennyiségek és a At id6tartam ismeretében). — Lassuk Gket

sorjaban!



A mozgadsi energia vdltozdsa
Definicio szerint a mozgasi energia megvaltozasat a kés6bbi és a kordbbi energia-értékek kilonbsége adja:
AE;, = Ekin,z - Ekin,l ,

amelybe behelyettesitve a kinetikai energia definicidjat, tovabba a s(irliség segitségével kifejezett tomeget:

1 1 1
AE,. =—mv:=—pVv:=—pV.v>.
1 1 2pl 1 1 2p 1 1

kin,i 2
A V; (i = 1,2) térfogatelem meghatdrozasa a kontinuitasi egyenlet levezetésénél mar megismert mddszerrel
torténik. Mivel az dramcs6 egy adott helyén felvett g; keresztmetszeten (rovid idé-intervallumokban allan-
dénak feltételezhetd) vi sebességgel athalado folyadék At id6 alatt As; = vi-At utat tesz meg, igy az ezen id6-
tartam alatt ataramlé folyadék térfogata egy g; alapteriletl és Asi magassagu henger térfogataval egyenl6:

E =lpvi2 -V, =%pvi2 ‘qv At (1=12).

kin,i 2
A mozgasi energia megvaltozasa igy az alabbi alakba irhato:

1 1
AE,, =B —En = Epvi -q,V,At _Epvlz -q,V,At.

A nyomoerék munkdja
Az aramlasi cs6 véglapjain hatdo nyomoerék munkaja az elemi munkavégzés definicidjanak alkalmazasaval a
nyomoerdk és az elmozduldsok skalaris szorzataként irhato fel:

_ o __ _ H _ o _ —

W, =F-As, -cos0°=F -As =pq,-vAt,ill. W, =F, -As,-cosl80°=-F,-As, =—p,q, - V,At,
minthogy a folyadék elmozdulasa az aramlasi cs6 ,,1” jell véglapjan ébred6 nyomoderével megegyezd, mig a
,2" jell véglapnal haté nyomderdvel ellentétes iranyd. Kihasznaltuk tovabbd, hogy a nyomas definiciojabol
(p = F/q) adéddan a g; feliletre merdéleges nyomoderd az adott felileten hatd nyomas és a felllet szorzata-
ként szamithaté ki. — A nyomder6k 6sszes munkaja a fenti két munkavégzés elGjeles 6sszege:

Wp = Wpl + sz =p,q,v,At—p,q,V,At.

A nehézségi er6 munkdja
A nehézségi er6 munkavégzésének meghatdrozdsahoz szintén a munkatételt, valamint a nehézségi (tehat
konzervativ) er6térben érvényes mechanikai energia megmaraddasanak tételét hivjuk segitségl:

Emech,l = Emech,Z = Ekin,l + Epot,l = Ekin,2 + Epot,Z = Ekin,2 - Ekin,l = Epot,l - Epot,2 .

A fenti egyenlet bal oldalan egy, a nehézségi er6térben mozgo test kinetikus energidjanak megvaltozasat
alakitottuk ki —a munkatétel értelmében ez éppen a nehézségi er6 munkavégzésével egyenl:
W, =E E

pot,1 - pot,2*

A nehézségi er6 12 dramcs6-szakaszon végzett munkdja tehat az dramcs6 két végén mérhets helyzeti
(potencialis) energiadk kiilonbségeként adhaté meg. — Miutan az dramcsé két végének (referencia szinthez
képest mért) h; magassdagai ismertek, igy a nehézségi erétérre jellemzd helyzeti energia definicidja szerint:

E ... =mgh; =p;Vigh, =pV,gh, =p-q;v;At-gh,,

pot,i
ahol a tomeg, majd a térfogat atirdsa a mozgdsi energianal mar ismertetett médszertant koveti. A nehéz-
ségi er6 munkavégzése igy az alabbi alakot 6lti:

W, =E E o2 =P qv,At-gh, —p-q,v,At-gh, = pgh, -q,v,At—pgh, -q,v,At.

pot,1 - pot,2

Ezen a ponton mar minden sziikséges részeredménnyel rendelkeziink; visszatérhetiink a kezdeti kérdéshez!



Behelyettesités a kinetikai energia tételébe; a Bernoulli-egyenlet
Az aramlasi cs6 ,1” helyérdl a ,2” helyére mozgd folyadékrészre vonatkozé munkatétel (*) alakjaba
behelyettesitve a fentebb kiszamitott (kékkel szedett) részeredményeket:

1 1
AE, = Wg + Wp = Epvg -, V,At _Epvlz -q,v,At =pgh, -q,v,At—pgh, -q,v,At+p,q,v,At —p,q,v,At
A fenti egyenletet leosztva a At id6tartammal, majd az azonos index( tagokat egy oldalra rendezve:

I 1,

Epvz "q,V, _Epvl -q,v, =pgh, -q,v, —pgh, -q,v, +p,q,v, = P,q,V,,
I |

PV Vot pgh, -q,v, +P,q,V, = LA pgh,-q,v, +p,qV,.

Végil pedig hasznaljuk ki, hogy a kontinuitasi egyenlet értelmében givi = gzv: (igy ezzel is leoszthatunk):
1 1
59V§M+pghz&%+p2%=Epr%mghl%mM

1 1
EPVE +pgh, +p, =59Vf +pgh, +p,

Ezzel megkaptuk a (surlédasmentes és Gsszenyomhatatlan folyadék staciondrius aramlasaban kiszemelt

vékony aramfonal mentén érvényes) Bernoulli-egyenletet:

p, +pgh, +%pvl2 =p, +pgh, +%pv§ = p+pgh+%pv2 = const.

A BERNOULLI-EGYENLET DINAMIKA ALAPEGYENLETEN ALAPULO LEVEZETESE

Minthogy a legtébb mechanikai feladatban — a mozgast létrehozd/fenntartd erék ismeretében — a sebesség

idéfluggésének felirdsahoz dinamikai megkozelitéssel is eljuthatunk, az alabbiakban egy dramcsé-szakaszon
surlédasmentesen mozgd folyadékrész mozgasegyenletébdl kiindulva is levezetjiik a Bernoulli-egyenletet.
(A pillanatnyisebesség-vektor definiciéjan alapuld kinematikai megkozelitést — mely jelen esetben a folya-
dékrészecskék palyavonalaibdl indulna ki — a bevezet fejezetben mar emlitett okokbdl hanyagoljuk.)
Tekintslink egy L hosszUsagu, a kozos referencia-szinthez képest h: magassdgbdl h, magassagba siillyedé
vékony aramcs8-szakaszt, melybdl a folyadék — egy henger alaku tombként — surlédasmentesen kicsuszik a
nehézségi erd és az daramcsd végein fellépd nyomoerdk hatdsara. (Amennyiben nem ez, a lenti abran vazolt
eset allna fenn, akkor a folyadékot a nehézségi eré ellenében az aramcsé végein hatd nyomoderdk eredéje
nyomna fel a h; magassagbdl h, magassagig emelkedd aramcsé-szakaszon.) - Irjuk fel a mozgdsegyenletet!
A mozgd, henger alakinak gondolt folyadékrész tomege
annak allando p s(irliségével kifejezve:

m=pV=p-qL.
A vizsgalt At id6tartamon (egyenes vonalul) egyenletesen
valtozo mozgast feltételezve, annak atlagos gyorsuldsa:

a= AV _VamVi

At At

A folyadékrészre hatd ered6 erd az daramcs6 végei kdzotti

nyomaskilonbségbdl szarmazé er6bdl és a nehézségi
er6bdl tevidik ossze. — A nyomaskiilonbségbdl szarmazé

er6 a nyomas definiciéjabdl kovetkezGen:

E =Ap-q=(p,—p,)q,

(referencia szint)



miutan a folyadék el6re iranyuld (az abran balrdl jobbra torténd) mozgasat fenntarté nyomaskilonbség
nagyobb (sztatikai) nyomast feltételez az aramcsé eliilsé véglapjan, mint a hatsé véglapon. A folyadékrész
aramcs6ben torténé mozgdasakor a G sulyer6nek pedig — miutan annak dramcsé falara merdleges
komponensét az aramcsé folyadékot at nem engedd, merevnek képzelt faldban ébred§ kényszererd
kompenzalja — csak az adott aramcs6-szakasz hossztengelyébe esé G: érinté iranyd komponense
érvényesll (hasonldan, mint egy lejtén surlddasmentesen lecslszo test esetében). Ez utdbbi eré (merdle-
ges komponens) nagysaga az dbra alapjan:

G, . : :
—t=sina = G,=G-sina=mg-sina,
G t

melyben a ,lejt6” — az abran narancssargaval jelolt, és a G felbontasahoz hasznalttal merGleges szaru —
hajlasszoge az dramcs6-szakasz hosszusag dimenzidju paramétereibdl konnyen kiszamithato:
. Ah h, —h,
singg=—=—-—=
L L

Zolddel kiemelt részeredményeinket beirva a dinamika alapegyenletébe:

vV, =V hl_hz
~(p.—p,)g+pqL-g-—L1_ 2
A (p,—p,)a+pqL-g -

Mivel — feltételezéslink szerint — a folyadéktomb a kicsiny At id6tartam alatt egyenes vonalu egyenletesen

m-a=F +G = pqlL

valtozo mozgast végez, ezért az ezen id6tartam alatt megtett Utja — ami az aramlas stacionarius volta miatt
az aramcs06-szakasz [ hosszaval egyenlé —a mozgas At id6tartamra vett atlagsebességével is megadhato:
L V,+V 2L

Vgy=— = L=v At= At = ,
At 2 vV, +v,

e

amit beirva a dinamika alapegyenletének el6z6 (lilaval jelolt) alakjaba:

h,—h
(V2+V1)=(p1—p2)q+png IL 2

Utdbbiban felismerve az ,(a-b)(a+b) = a>—b?” azonossdgot, valamint egyszer(sitve L-lel és az aramcs8

Vo=V

pqL

(mindvégig azonos) g keresztmetszetével:

oA (v, )= (=2 A +pAle(h 1),

2 2
v, —V
p—= ) 1 :(p1 _p2)+pg(h1 _hz)'
amelybdl a zardjelek felbontdsa és az azonos index(i tagok egy oldalra torténd rendezését kovetben:
1 1
SPV2 =5 PV =P —p, +pgh, —pgh,

p, +pgh, +%pvl2 =p, +pgh, +%pv§ = p+pgh+%pv2 = const.

Ezzel szintén Bernoulli egyenletéhez jutunk (jelen megkozelitésben is felhasznalva, hogy surlédasmentes és

o0sszenyomhatatlan folyadék stacionarius aramlasardél van szo).
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