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Bevezetés 
 Hosszú távú növekedés 

o Népességnövekedés: több ember (=nagyobb munkamennyiség) tudja előállítani a 
termékeket és szolgáltatásokat  

o Tőke növekedése: pld. gyártósorok növekedése 
o a technológiai változások növelik a termelékenységet  

 A hosszú távú növekedés ellenére: időnként van gazdasági visszaesés  
o Ezek összhangban vannak az üzleti ciklusokkal. 
o Amelyek nem a hosszú távú faktorok, hanem a rövid távú faktorok hatásai (a rövid 

távú faktorok hatásait a közép-távú modellekben is felhasználjuk) 
o ez egyértelműen látszik pl. a munkanélküliségi ráta aszimmetrikus viselkedéséből. 

 Az idősor stacioner? – Hogyan kezeljük az integrált I(1) idősorokat? 
o 1. lehetőség: stacionerré tétel differenciálással (pl: ∆ log) vagy trend eltávolitás (eg: 

HP filter, lineáris trend ...), hogy I(0) (nem integrált) idősort kapjunk.  
o 2. lehetőség: Vagy tartsuk meg az információs és alkalmazzunk olyan modellt, amely 

figyelembe tudja venni a közös trendeket (Hibakorrekciós modellek ((Error-
Correction Models (ECM)) 
 

 Közgazdaságtanilag: az egyensúlyi viszonyok igazolják a kointegráció jelenlétét: Ha a kutya 
egy I(1) folyamat és a kutyasétáltató (Kosztolányi úr) egy másik I(1) folyamat, amelyek össze 
vannak kötve egy pórázzal. Ilyenekre példa28: 

o Fogyasztás és jövedelem 
o Pénz, kamatláb, kibocsátás és árak 
o kibocsátás és foglalkoztatottság 
o vásárlóerő 

 Az integrált változók stacioner kointegrációs viszonyát hosszú távú egyensúlynak tekinthetjük 
o Mindeféle rövid távú ingadozás a hosszú távú egyensúly körül előbb-utóbb eltűnik, a 

modell dinamikájától függően (mennyire perzisztens)  
 Nézzünk egy változót (𝑋௧), az ADF teszt az alábbi regresszión alapul: 

∆𝑋௧ = 𝐶 + 𝛿𝑡 + 𝜌𝑋௧ିଵ + ෍ 𝑎௜∆𝑋௧ି௜

௣

௜ୀଵ

+ 𝑢௧ 

o ahol 𝑢௧ egy gyenge fehérzaj, 𝑝 az AR rendje az ∆𝑋௧-nek 

                                                           
28 Egy érdekes blogbejegyzés a témáról: http://blog.mindymallory.com/2018/02/basic-time-series-analysis-a-
drunk-and-her-dog-explain-cointegration-and-the-vecm-model/ 
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o A 𝐶 konstans és a 𝛿𝑡 lineáris trend lehet, hogy nem szerepel a regresszióban, és ez az 
alábbi lehetséges tesztekhez vezet:  

 𝐶 = 0 és 𝛿𝑡= 0 
 𝐶 = 0 és 𝛿𝑡 ≠ 0 
 𝐶 ≠ 0 és 𝛿𝑡=0 
 𝐶 ≠ 0 és 𝛿𝑡 ≠ 0 

o Nullhipotézis: 𝐻0 : 𝜌 = 0 az 𝑋௧ idősor gyengén stacioner (I(0)) 
 A nullhipotézist student-féle 𝑝 statisztikával teszteljük 

A kointegrált idősorok fogalma 
o Van egy 𝑋௧ és egy 𝑌௧ változónk 

 Ha az alábbi feltételek teljesülnek akkor kointegráltak: 
 𝑋௧ I(1)-es és 𝑌௧ I(1)-es (integrált) folyamat 
 There exist (α; β) such as αxt + βyt is I(0) 
 𝛼𝑋௧ +  𝛽𝑌௧ I(0) folyamat 

 𝛼, 𝛽 kointegrációs vektor 
 Ha n idősorra általánosítjuk: (𝑌௧ଵ,…, 𝑌௧௡) = 𝑌௧ 1-es rendűen integrált 
 a kointegrációs vektor 𝛽 = (𝛽ଵ,…, 𝛽௡) azaz 𝛽𝑋௧ I(0) 

 𝛽ଵ gyakran 1 

Hibakorrekciós modell (ECM) 
 

Alap ECM 2 változóval  
 Ez a modell képes figyelembe venni a kointegrációt (a változók logaritmizálva 

vannak): ∆𝑦௧  =  𝑐 +  𝛼∆𝑥௧  +  𝜸(𝑦௧ିଵ  −  𝛽𝑥௧ିଵ)  +  𝑒௧ 
 α : rövid távú elaszticitás  
 β: hosszú távú elaszticitás 
 γ: a hosszú távú egyensúlyhoz való visszatérés sebessége, γ < 0 
 Az ECM-nek 2 komponense van: rövid távú (I(0) változókkal) és 

hosszú távú (késleltetett I(1) változókkal) 

Alap ECM n darab változóval  
o n darab változó: (𝑌௧ଵ,…, 𝑌௧௡), amelyek kointegráltak 

 Az alábbi modell képes figyelembe venni a kointegrációt n-darab esetben 
(logaritmizált változókkal): 

 ∆𝑦ଵ,௧  =  𝑐 + ∑ 𝛼௜∆𝑦௜,௧
௡
௜ୀଶ  +  𝜸(𝑦ଵ,௧ିଵ  − ∑ 𝛽௜𝑦௜,௧ିଵ

௡
௜ୀଶ  )  +  𝑒௧ 

 α = (α2,…,αn): rövid távú elaszticitás 
 β = (β2,…, βn): hosszú távú elaszticitás 
 γ: hosszú távú egyensúlyhoz való visszatérés sebessége, γ < 0 

Kibővített ECM n darab változóval 
o Van egy I(1) változónk, amely 𝑌௧-t magyarázza 

 további változókat tehetünk a modellbe, amelyek magyarázhatják  𝑌௧-t 
 rövid távon (𝑚 vektor   𝑌௧, amely I(0)) 
 hosszú távon (𝑞 vektor  𝑍௧, amely I(1)) 

 ∆𝑦ଵ,௧  =  𝑐 + ∑ 𝛼௜∆𝑥௜,௧
௠
௜ୀଶ  +  𝜸(𝑦ଵ,௧ିଵ  − ∑ 𝛽௜𝑧௜,௧ିଵ

௤
௜ୀଶ  )  +  𝑒௧ 
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Vector-ECM (VECM) n darab változóval 
o Tekintsünk egy VAR(p) modellt: Φ(B)yt = et; 

 ∆𝑦௧  =  −𝛱𝑦௧ିଵ  +  𝛤1∆𝑦௧ିଵ  + … +  𝛤𝑝∆𝑦௧ି௣ାଵ  +  𝑒𝑡 
 Π = (I − Φ1 − … − Φp) 
 Γi = −(Φi+1 − … − Φp) 
 𝑦௧ gyengén stacioner ha if |𝛷(𝑧)|  =  0  

o Az egységgyök jelenlétében, ha|𝛷(1)|  =  0 amely szerint 
Φ(1) kisebb a rangja 

o Φ(1) = I − Φ1 − … − Φp, nálunk Φ(1) = Π. Π rangja az 
egységgyök jelenlétével függ össze az 𝑦௧ vektorban 
 

o Ha az összes n változó stacioner, akkor Π rangja n. Ekkor ez a 
stacioner változók VAR(p) modellje 

o Ha az összes n változó integrált és nem kointegrált, akkor Π = 
0 és a modell egy egyszer differencált VAR(p − 1): ∆𝑦௧  =

  𝛤1∆𝑦௧ିଵ  + … +  𝛤𝑝∆𝑦௧ି௣ାଵ  +  𝑒𝑡 
o Ha az összes n változó integrált és kointegrált, Π rangja r, 

amely 0 < r < n, és az r a kointegrált kapcsolatok száma 
o Ebben az esetben: Π = α × β’ ahol α egy (n × r)-es és β’ egy (r 

× n)-es mátric 
o β mátrix tartalmazza r koefficienseit, amely az n számú 

integrált változó független stacioner kombinációja  
 β’yt−1 ∼ I(0) 

 a Vector ECM (VECM) modell29: 
 ∆𝑦௧  =  −𝛼𝛽′𝑦௧ିଵ  +  𝛤1∆𝑦௧ିଵ  + … +  𝛤𝑝∆𝑦௧ି௣ାଵ  +  𝑒𝑡 
  ahol az α mátrix tartalmazza az összes egyenletre vonatkozó r 

kointegrált kapcsolatot 

kointegrációs tesztek 
 
Engle-Granger kointegrációs tesztek 

 Engle and Granger (1987) az alábbi kétlépéses tesztelési lehetőséget adja a kointegráció 
meglétére (y1t; … ; ynt) változók között 

o OLS-el megbecsli az alábbi regressziót: 𝑦ଵ௧  =  𝛽ଶ𝑦ଶ௧  + ⋯ + 𝛽௡𝑦௡௧  + 𝑢௧ 
o Az 𝑢௧ maradéktagra futtat egységgyök tesztet. Ha igaz (egységgyök) akkor nincsen 

kointegráció, máskülönben a változók kointegráltak. 
o Az ADF teszt kritikus értékei eltérnek a standard ADF teszttől.  
o Engle and Granger (1987) megfelelő kritikus értékeket ad szimulációk segítségével, 

mivel a teszt aszimptotikus eloszlása nem szabványos. 
o A standard ökonometriai szoftverek táblázatos formában képesek erre 
o Amennyiben a becsült maradéktag I(1), ez azt jelenti, hogy a változók nem 

kointegráltak: ez a hamis regresszió, pl.: nem kointegrált I(1) változók lineáris 
regressziója  

o A hamis regresszió másik jele az extrém magas magyarázóerő (𝑅ଶ 
o Előnye: intuitív és könnyű értelmezni 

                                                           
29 Egy példa az alkalmazására: https://www.hindawi.com/journals/ddns/2018/5350308/ 
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o Hátránya 1: Az OLS becslés eloszlása nem normális, amely statisztikai inferenciát 
(rossz következtetéseket) okoz.  

o Hátránya 2: nem teszi lehetővé a kointegrált kapcsolatok számának meghatározását, 
r (rang vagy a kointegrált kapcsolatok száma) 

o A teszt után a teljes modell becsülhető 
 A hosszú távú megbecsült stacionárius maradéktag 
 egyenlet: u^t =  y1t −  β^2y2t −∶∶∶  β^nynt  
 A rövid távú egyenlet: ∆𝑦ଵ,௧  =  𝑐 + ∑ 𝛼௜∆𝑦௜,௧

௡
௜ୀଶ  +  𝜸𝑢ො௧ିଵ  + 𝑒௧ 

o Kétlépéses becslés:  
 Hosszú táv becslése OLS-el: ut = yt – βxt, ut  I(0)? 
 Rövid táv becslése OLS-el: ∆𝑦ଵ,௧  =  𝑐 +  𝛼௜∆𝑥௧ +  𝜸𝑢ො௧ିଵ  

o A kibővített modell a rövid távú dinamikát is figyelembe véve: 
 ∆𝑦௧  =  𝑐 + ∑ 𝜑௜∆𝑦௧ି௜

௣
௜ୀଶ  + ∑ 𝛼௜∆𝑥௧ି௜

௤
௜ୀଶ  +  𝜸(𝑦௧ିଵ  − 𝛽௜𝑥௧ିଵ )  +  𝑒௧ 

Johansen kointegrációs teszt 
 Johansen (1995) Maximum Likelihood megközelítése a r rang kointegráció meghatározosára,  

α és β ML becslése, illetve teszt specifikus hipotézisek a paraméterekre 
 A Johansen teszt az alábbi hipotéziseket teszteli egymás után: 

o H0: r = 0 vs H1: r = 1 (1 egyenlet kointegrált) 
o H0: r ≤ 1 vs H1: r = 2 (2 egyenlet kointegrált) 
o H0: r ≤ 2 vs H1: r = 3 
o 1 lépés: teszt nem veti el H0-t, ezért r = 0. 
o i-edik lépés, a teszt elveti a H0-t, ezért r = i 

 Johansen (1995) 2 tesztstatisztikát javasol:  
o a trace tesztet és maximális sajátérték tesztet  
o A gyakorlatban mind a két tesztet érdemes elvégezni és az eredményeket összevetni. 

 Amikor a teszt meghatározza r értékét, utána a kointegrációs koefficienseket kell identifikálni 
o Minden r × r-es Q mátrixra azt kapjuk, hogy: Π =  αβ

′ =  αQQ
−1

β′ =  γδ′  
o Ez azt jelenti, hogy a kointegrációs koefficienseket nem sikerült egyedileg 

azonosítani. Korlátozásokat kell bevezetni. 

g) VECM előrejelzés n darab változóval 
 A VECM előrejelzés h = 1 (t+1): 

o ∆𝑦௧ෝ (1) =  −𝛼𝛽ᇱ𝑦௧ +  𝛤ଵ∆𝑦௧  + … +  𝛤௣ିଵ∆𝑦௧ି௣  +  𝑒𝑡  
o Az yt+1 előrejelzett értéke az alábbi: ∆𝑦௧ෝ (1) = 𝑦௧ + ∆𝑦௧ෝ (1) 

 Ha h > 0 (t+h), az előrejelzés iterálása: 
o ∆𝑦௧ෝ (ℎ) =  −𝛼𝛽ᇱ𝑦௧ෝ (ℎ − 1) + 𝛤ଵ∆𝑦௧ෝ (ℎ − 1) + … + 𝛤௣ିଵ∆𝑦௧ෝ (ℎ − 𝑝) +  𝑒𝑡  
o ahol az rhs előrejelzése esetén a valódi értékeket írjuk be, amennyiben lehetséges 

VECM előrejelzés ha h = 1 
 Specifikus kétváltozós esetekben (yt; xt), a yt+1 következő időszakra történő előrejelzése: 

o ∆𝑦௧ෝ (1) =  −𝛼(𝑥௧ෝ (1) − 𝑥௧) +  𝛾(𝑦௧ − 𝛽𝑥௧)  
o Ebben az esetben az xt következő időszaki értékét kell megbecsülni 
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1. Miben tér el a VECM modell a VAR modelltől bemeneti változók szémpontjából? 
2. Mennyiben hasonlít a VECM modell a VAR modellre kimenetek szempontjából? 
3. Miért lehet hasznos a kointegráció? 


