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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

O Folytonossag szemléletes fogalma, fliggvény szakaddsa, megsziintethetd és nem meg-
sziintethetd szakadas. A fliggvényhatéarérték fogalménak szemléletes bevezetése.

O Fiiggvények hatarértéke, véges, illetve végtelen hatdrérték. Hatarérték az értelmezési tar-
tomény egy pontjdban, hatarérték az értelmezési tartomanyhoz nem tartozo helyen.

O Féloldali hatdrérték. Fliggvény szakaddsdnak fajtdja: megsziintethetd, illetve nem meg-
sziintethetd.

O Folytonossag fogalma. A folytonossag és a féloldali folytonossag.

O Elemi fiiggvények folytonossédga, példdk nem elemi fliggvényekre

O Véges zart intervallumon folytonos fiiggvények alapvet6 tulajdonsagai.

J6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa elott a szerzo tanacsait. Ennek a leckének
a feldolgozasahoz mar sziikséges tudni a IV. és az V. olvaséleckében feldolgo-
zott anyagot. Ezért érdemes azokon atfutni, mieldtt az olvasé nekilat ennek a
leckének.

A gyakorlati OL fokusza

Fiiggvények hatarértéke, véges, illetve végtelen hatarérték.
Hatarérték az értelmezési tartomény egy pontjdban.
Hatarérték az értelmezési tartomédnyhoz nem tartoz6 (véges) helyen.

Fliggvény szakaddsdnak fajtdi: megsziintethetd, illetve nem megsziintethet6 szaka-
das.

Folytonossédg fogalma.

Folytonosség vizsgdlata elemi fiiggvények esetén.

<

Az OL attanulmdanyozasaval az olvasé elérheti, hogy

meg tudja hatdrozni alapvet6 fiiggvények hatdrértékét egy pontban, illetve a végte-
lenben (minusz végtelenben);

meg tudja allapitani a hatdrérték 1étezését egy olyan véges helyen, amely nem
tartozik bele a fiiggvény értelmezési tartomanydba;

meg tudja allapitani a szakadds fajtjat egy adott helyen;

nyilatkozni tudjon a folytonossdgrol az értelmezési tartomény pontjaiban.
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Az OL attanulméanyozasanak idéigénye

A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellen6rzé kérdések megvala-
szolasanak ideje: kb. 40 perc.

* A sziikséges idébe nem szamitottuk bele az el6ismeretként nélkii6lozhetetlen meg-
el6z0 olvasoleckék tartamanak rovid atismétlését.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az elére haladast, és az el6adds
Olvas6-, valamint Vided6leckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyarazatért, fogalmak pontos meghatdrozasaért, irinymutatésért, és ez tovabbi
egyéni iddsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdld kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

Hatarozza meg a kovetkez6 hatéarértékeket!

(@ limx% () Ilim x3, (¢) lim x*
X—00 X——00 X—00

Megoldds a[4, oldalon

2.2. Mintafeladat.

I'» Hatarozza meg a kovetkezd hatarértéket!

. x3—5x—4 . x2 —5x—4
(@ lim-——— (b lm-———.
x—00 3x2 —2x— 12 x—00 3x2 — 2x— 12

Megoldds az[5 oldalon

2.3. Mintafeladat.

I'» Hatarozza meg a kovetkezd hatarértéket!

X2 —7x+10
hm—
—2 X2—5x+6

Megoldds a[7 oldalon

.

2.4. Mintafeladat.

Ii Hatarozza meg a kovetkezd hatarértéket!

sin5x

x—0 7Xx

Megoldds a8, oldalon




2.5. Mintafeladat.

Fl
"~ Abrazolja a kovetkezd fiiggvényt! Vizsgalja meg a szakadasi helyekhez tartozé féloldali ha-
tarértékeket, és a végtelenben vett hatarértékeket!

X3 —xt+x-1
lim————— —
x—0 x3—x

Megoldds a9 oldalon

2.1. Mintamegoldasok

[_ Mintafeladat megoldésa (3} o.) ]

L"Hatérozza meg a kovetkez6 hatarértékeket!

(@ lim XS, (b) lim x3, (c) lim x4,
X—00 X——00 X—00

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

' 1. Fliggvény értelmezési tartomdanya.

2. Mit értiink azon, hogy a fliggvény fiiggetlen véaltozoja tart a végtelenbe (x — oco) ?
3. Fliggvény végtelenben vett hatarértékének szemléletes fogalma.

4. A fliggvény végtelenben vett hatdrértékének fogalma.

5. Paratlan és paros fliggvények.

(@)

« Tapasztalataink alapjn, és pl. egyre nagyobb 10 hatvanyokat beirva, x* egyre nagyobb
értékeket vesz fol.

e Sejtésiink: lim,_.o, x> = co.

e Alkalmazzuk a definici6t!
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* Legyen A tetszdleges pozitiv valés szdm. Mikor lesz x> ennél nagyobb?

B>Ae x> VA

Ezért ha K = v/A, akkor
x>K:>f(x):x3>A.

Eszerint a hatarérték valéban oco.

(b) feladat

A bal oldali grafikon mutatja a fiiggvényiinket.

Az f: x — x° fiiggvény paratlan, ezért grafikonja szimmetrikus az Origéra. Ellentett helye-
ken ellentett értékeket vesz fel: f(—x) = —f(x).

Val6ban: (-x)° = ((-1)-x)° = —x3.
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rozza meg a kovetkez6 hatarértéket!

. x>—-b5x—-4 . x*-5x—-4
(a) lim T T T (b) lim —.
x—00 3x2 — 2x — 12 x—00 3x2 — 2x — 12

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

Fliggvények 6sszegének, szorzatdnak, hdnyadosanak értelmezése, hatarértéke.
-ﬂ Fliggvények skaldrszorosdnak (valos szdmszorosanak) értelmezése, hatarérté-
ke.

Az (a) feladat megoldasa
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x—'°03x2—2x—12 x—'00x23___2_% X—00 x—»oos_—_z_l_g 3 x—0c0
X X X X

A (b) feladat megoldédsa

Most is polinomfiiggvények hdnyadosarél van szo6, ezért probélkozzunk az (a) feladat-
nél tanult médszerrel!

* Prébdlkozzunk a domindns hatvany kiemelésével a szamléléban és a nevezdében is!

5 4
5 4 5 4 Iiml—-———
i £75%=4 o Flhime L 17hme ey 2 L
x—003x2—-2x—-12 x—oo0x23_2_12 x-ocog_2_12 ] 2 12 3°
x X2 X x2 lim3——-—

A polinomfiigvények hdnyadosaval adott fiiggvényt abrézoltuk is. Lathat6éan szigortian mo-

noton novekszik az (“T‘/E; +00) intervallumon (az intervallum bal oldali végpontja a nevez6

nagyobbik zérushelye).

e

Yy

3

-1

-2

-3




@ Mintafeladat megoldésa (3} o.)

F’arozza meg a kovetkezé hatarértéket!
x*-7x+10

x—2 x*—5x+6

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

'. Ha két fiiggvénynek egy valos helyen létezik a végtelen vagy véges hatdrértéke,

.' akkor a bel6liik megkonstrualt 6sszeg, szorzat és skaldrszoros fiiggvényeknek
mi a hatarértéke.

2. Az elmélet szerinti ismeretekre mint [szabdly]-ra hivatkozunk.

A fliggvény, amelynek a hatérértékét keressiik, egy tortfiiggvény.

(*}) Ismét}elten polir/lomﬁiggvények bone 10 =10, mert konstane figgong

hényadoséardl van sz6. K=Y

(x) Vizsgéljuk meg el6szor a szam- tert & onglanchoz

1416, illetve a nevezd hatérértékét az b X =2, mert Ix-2l<g, ha

Xo = 2 helyen! A szaml4l6 tagjainak e [x-2|¢I=¢e,Ves>0.

h,ata.rertekel konnyen megéllapitha- [ /0, ’} &;m X = -4 {g “‘a]

toak: X—2

lim (x* — 7x + 10) = lim x* + lim(—7x) + lim(10) : X) L x- Lom X

x—2 x—2 x— X— K=, %32
=4+(-14)+10=0 me) =4 [seahaly ]

XL

(x) A nevezd tagjainak hatdrértékei hasonl6képpen konnyen megallapithat6ak.
Minden tag hatarértéke létezik, és van rd [szabdly].

lim (x* = 5x + 6) = lim x? + lim (=5x) + lim (6)

x—2 x—2 x—2 x—2

( lim x) + (=5) lim x + lim (6)
x—2 x—2

x—>

=4+ (-100+6=0
NP S ) ioan O
(x) Afiiggvény értékének hatarértéke ezért formalisan 0

(%) deilyen tipusa hatarérték 1étezésére, illetve értékére nincsen [szabdly].

(x) Vegyiik még észre azt is, hogy a tortfiiggvényiink nincs is értelmezve ott, ahol a
nevezo 0 értéket vesz fel, vagyis: Dy =R\ {2,3}.

(x) De ettdl a tortfiiggvénynek még létezhet hatarértéke az x = 2 helyen!




Aty
xt— Tx +6
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z% — 7z +10
T
— 5z + 6

Tehat

x2—7x+10
im———=
x—2 x> -5x+6
Alul abrazoljuk a fiigg-
vény grafikonjat.
A szamolds mutatta, hogy
egy linedris tortfiiggvény,
mely az x = 2 helyen "ki
van lyukasztva" (nincsen
értelmezve).

A grafikon alapjan tovéb-
bi igazoland6 kérdések
vethetbek fel:

(1) Létezik-e, és mi a ha-
tarérték az x = 3 helyen?
(2) Léteznek-e, és mekko-

rék a +oo és —oo végtelen-
ben vett hatarértékek?

A grafikon azt sugallja,
hogy x = 3-ban nincs ha-
tarérték; plusz és minusz
oo-ben pedig egyarant 1.

| Mintafeladat megolddsa (3} o.)

—

Ii.'grozza meg a kovetkezé hatarértéket!

limy_.,, f(y) =

sin5x

im
x—0 7x

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

4. Osszetett fiiggvény hatarértékére vonatkozo allitds: Ha limy_.y, h(x) =
A, akkor limy_. y (fo h)(x) =limy_, f(h(x)) = A

' Trigonometrikus fiiggvények alapveté tulajdonségai, periodicitasa.
.'2 Az f x — sin x fliggvény hatarértéke létezik 0-ban, és értéke 0.

3. A2 T fuggveny hatérértéke létezik 0-ban, és értéke 1.

Yo, €s

A fliggvényiink f : x —
értelmezhetd.

sm5x

egy tortfliggvény, melynek szdmlal6ja és nevezdje is mindentitt
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4=
- | (+) 36>0 s2am. hogy 0 ¢lx=%,\¢d
Prx)emet) o _ 5, X esetén h(x)* Yo,

tx ‘
(k) okkor £ o Lim (g =h )0
K= Xo

T 0<lx_ol<_é_ hoterertel, es:
4
3o gl b
| lim =220

Most « lim (5:X) =0 Lin 28
£t D R
\

ro Y=hX) Y,

olja a kovetkez6 fliggvényt! Vizsgédlja meg a szakadasi helyekhez tartozé féloldali hatarértékeket, és a
telenben vett hatarértékeket!

' Nevezetes algebrai azonossdgok polinomokra.
-ﬂ Fiiggvény adott pontbeli folytonossdganak fogalma.
3. Szakadési hely fogalma.

4. Jobb oldali és bal oldali hatarérték.

5. A hatérérték 1étezése és a féloldali hatarértékek.

6. Szakadasi helyek fajtéi.

(x) El6szor allapitsuk meg a szakadasi helyeket! Ezek olyan helyek, ahol a fiiggvény nincsen
értelmezve.

Qadmeo)asev\esem oarazolph an edeluere's: $*— x =0 megolddsa:
Loftomoayt! OGN = o

1 Q]s‘l&(w\q\(&o‘!\soﬂww%&g%uém% 5 X (K=2)x44)=©

Nneve 2o ’ A revezo O- nelyet Xm0 =1, Xa=-4
( -
s2irt mindow volos sadmeo etelmezettel b - R\ 5401}

A o ncnypolosul ot ninnen ertelwmeaue
ohot a “nevens O et vea 0.

528K ADAS)! HELTEK. :

A tovébblépéshez at kell alakitanunk a tortfliggvényt.




XoxTax=1 AN+ x=a) K21 b xP4d
WX K(XE=A) R(XD(xA) T x(x+T)

Mlakitsuk at o tortfuggunyt: {(x)=

A féloldali hatarértékek meghatdrozasahoz algebrai levezetés helyett grafikus megoldést va-
lasztunk. Elészor megéllapitjuk a tort eljelét a szakadasi helyekkel harom intervallumra
felosztott szamegyenesen.

Berajzoljuk el6szor a szamlalo eldje- A hotererhel meanokdrozasakor
1ét ezeken az intervallumokon (piros asmernink bell o o1t eldjelt.

a pozitiv, kék a negativ értékek hal- N N

maza), majd a nevezGét (ott el6bb az S2AMLALO A+

egyes tényezOkét), végiil a kett6 alap- X

jan a tortét: N

ahol a két szin megegyezik, ott a tort NEVEZO  X(x¢h)

értéke pozitiv; ahol a két szin kiilon- K44

b6z6, ott negativ. x(x41)

Véges szamlalo és nulldhoz tarté nevezd esetén a végtelen eldjelét az donti el, hogy pozitiv
vagy negativ szamokon keresztiil tartunk a végtelenbe.

1 o
S20mlalo Neuvezo

Lim (&) =2 i (¢4X) =0 a [eloletale
. 1 . : hcntc.‘.rc:\,rﬁkoh
NEM Bk
J'/eﬁli%
Lim (&4t)=2 L 0&4x) =0

X —44 X = (o)

gt ol
S2amlelo Nevezo

Lirm (&40) =4 Lim (¢4X) =0 a [dloldakl
X=0-0 1 | . ' hoterritlel
NEMeguenlbk

_ : - )
xg?ﬂo(xz“):q *E;g\fO(XLJcX) 7

’:Jﬂ.dmic:k.; !\Jeu@.&;

' = Limmn (E4X) =2 : Qa {élolda\u
e O&H) L xI - hotardrielele
ECHENLOK

_ - : = e
)‘_L;rp+ Oohd) =4 L 00‘2*’0 0 mﬁ}iﬁu %

Eredményiink:

e x = —1-nél a fliggvény bal és jobb oldali hatarértéke kiillonb6zd, ezért a fiiggvénynek
itt nincsen hatéarértéke. Itt a fliggvénynek nem megsziintethetd szakaddsa van.
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I
Ii e x =0-ndl a fiiggvény bal és jobb oldali hatarértéke kiillonbozd, ezért a fliggvénynek itt
sincsen hatarértéke. Itt a fliggvénynek nem megsziintethetd szakaddsa van.

* x = 1-nél a fliggvény bal és jobb oldali hatarértéke megegyezik, ezért a fliggvénynek itt
van hatarértéke: 1. Itt a fliggvénynek nem megsziintethetd szakaddsa van. A grafiko-
non a szakadast jelképezd lyuk "betdmhetd" egy olyan fiiggvény megadasdval, amely-
nek az szakadasi hely is az értelmezési tartomdanydaba esik:

8_.2
—x“+x—1 .
¢’ hax#]_’

= ¥ x3-x
f(X)_{l, hax=1.

A plusz és minusz végtelenben vett hatarértékeket a mar megismert moédon, a dominans
hatvanyok kiemelésével kiszamolhatjuk:

31141 _ 1 1— 1
x°—x+x—-1 X =R e | 73 1
lim = lim = Y X — lim X =,
X——00 x3—x x——o00 x3 _ 1 X——00 i 1
x3 x3
1, 1 |1 1,1 1
B-xt+rx-1 | Bl-s+tew-3 l-2+=-% 1
lim = lim — = lim =1
x—oo  x3-—x x—o00 x3 1-L1 X—00 _1 1
x3 x3

B

-7 -6 -5 -4 -3 -2 —:1 0 1 2 3 4 3 5] 7 8 9 10
|
| -1
|
I
- Lead BRI : 9 s
z=—1I z =0 .'1'_'3—.'1?“-}-.'1'_‘.—1
fix— =
3 0 —x
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3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez
Elleno6rzo kérdések

!' ? Lehetséges-e, hogy egy fliggvénynek az értelmezési tartomény minden pontjaban van

véges hatarértéke, a végtelenben vett hatarértéke mégis végtelen?

? Igaz-e, hogy ha egy fiiggvény végtelenben vett hatarértéke —oo, akkor akkor ellentett-
jének ((—1)-szeresének végtelenben vett hatarértéke co?

? Ha két sorozat —oo-ben vett hatarértéke egyarant oo, akkor kiilkonbségiik hatarértéke
0.

2 Ha egy polinom legmagasabb fokszamu tagjdnak el6jele pozitiv, akkor mi a +oco-ben
vett hatarértéke? Es mennyi a —co-ben vett hatarértéke?

? Igaz-e, hogy ha egy fiiggvénynek adott véges helyen a jobb és bal oldali hatarértéke
megegyezik, akkor ott a fiiggvény folytonos?

2 Keressen példat olyan fiiggvényre, amelyiknek minden egész helyen megsziintethet6
szakaddsi helye van!

? Van-e olyan fiiggvény, amelynek minden egész helyen nem megsziintethet6 szakada-
sa van? Mutasson példat!

4. Onallé munkdra kitlizott gyakorlatok

1. Hatarozza meg a kovetkez6 végtelenben vett hatarértékeket!

@ i x> +5x—4 ) i X—2 © i x3 +5x—4
a) lim ——— im———-, (c im-——--—--.
x—oo 3x2-—12 x—00 (X — 5)2 x—00 2x3 — 3x2 — 12

2. Hatérozza meg a kovetkezd végtelenben vett hatarértékeket!

. 3-6x . 2x—-4x3
lim ——, (b) lim .
x——o00 ] + 2x2 x—-oco 1+ 4x?

(@)

3. Hatédrozza meg a kovetkezd végtelenben vett hatarértékeket!

@ lim&-5v%%), (b) lim —5v%3).

X—00 X——00

4. Hatdrozza meg a kovetkez0 végtelenben vett hatarértékeket!

2x° -6
(a) Xlim(\/)(2—4x—)<), (b) Xlimoo(\/xz—x—\/x‘2x+4, (¢ lim e X
—>w — —

x—00 4—3x

5. Hatérozza meg a kovetkezd véges helyen vett hatarértékeket!

Xx—6 3x—6 4x% - 12x 3— VX
. y , . , I .
@) }clig x*t3x2’ (b) xl—rg —3x2 © xl—rg 6 — 5x + x?2 (d) XIE}% 9—-x

X

6. Hatdrozza meg a kovetkezd véges helyen vett hatarértékeket!

. sin7x . 6sin2x . 4x
(@) lim , (b)) lim , (¢ lim—.
x—0 bOXx x—0 3XCOSX x—0 3x
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10.

Hatdrozza meg a kovetkez6 hatarértékeket!

A e ) e () T
& x—39_—x2’ x—416—x2’ < x—1x2+x-2"

. Hatdrozza meg a kovetkezo hatarértékeket!

X2 +2x—2 . cos3x
— (b) hn%
X—>

(@) lim , (0 limex3.
x—0 x—3

x| 5x
Van-e olyan pont, amelyben az f: x — '—;C' fiiggvény nem folytonos? Ha van szakadésa,
milyen jelleg(i?

Mely pontokban folytonos az f: x — xx—_zl fiiggvény? Ha van szakaddsa, milyen jelleg(i?

5. Ajanlottirodalom

. eimann Istvdn: Matematika, Typotex

badovics J. Gyula: Matematika, Scolar

. zab6 Tamads: Kalkulus I. példatér informatikusoknak, POLYGON
. 1lop Vanda: Kalkulus I. példatar, POLYGON
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