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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

O A fliggvények megaddsdnak maodjai;

O fliggvény értelmezési tartomdanya és értékkészlete;
O inverz fiiggvény;

O az 6sszetett fliggvény mint leképezések szorzata;

O a legalapvet6bb fiiggvények: linedris, négyzetes, gyok-, szinusz- és koszinusz-,
logaritmus-, exponencidlis fliggvény megaddsa és tulajdonséagai.

Jo6 tanacsok az Olvas6nak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt a szerzé tandcsait.

Kiilonosen hasznos, ha az elemi fiiggvénytranszformaci6krol késziilt vide-
Oleckét is attanulményozza az olvasé az els6 feladat megoldasa el6tt vagy
kozben, a még alaposabb megértés érdekében.

A gyakorlati OL fékusza

» Fiiggvények értelmezési tartomdany és értékkészlete
o Osszetett fiiggvények
e Elemi fiiggvénytranszformaciok: f(x)+c, c- f(x), f(x+c¢) és f(c- x)

* Inverz fliggvény megadésa

Az OL attanulméanyozésaval az olvasé elérheti, hogy

\

v/ meg tudja hatdrozni az alapvetd fliggvények, illetve az ilyenekbdl dsszetett fliggvé-
nyek értelmezési tartoményat és értékkészletét;

v’ végre tudjon hajtani elemi fiiggvénytranszformécidkat;

v egy Osszetett fliggvényt dbrdzolni tudjon, amennyiben elemi fliggvénytranszforma-
ciokkal jon létre;

v’ eldontse egy fliggvényrdl, létezik-e inverze, és hogy mi az;

v’ grafikonjaikrol felismerje az egymadssal inverz fiiggvényeket.

Az OL attanulményozasdnak iddigénye

e A feladatok és szdmitdsok attanulmanyozasanak és az ellen6rzé kérdések megvéla-
szoldsanak ideje: kb. 40 perc.

* Természetesen sziikséges lehet megszakitani az elére haladast, és az el6adds
Olvas6-, valamint Videéleckéjébe, hasonléképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardzatért, fogalmak pontos meghatarozdséért, irdinymutatésért, és ez tovabbi
egyéni idbésziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdl6 kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

* Abrazolja elemi fiiggvénytranszformaciok felhasznéldséaval az f : x — 2—In(3—5x) fiiggvényt!
Megoldds a3, oldalon

2.2. Mintafeladat.

I'— Allapitsa meg a kovetkezé fiiggvények inverzét, és dbrazolja is a grafikonjukat!

X+ -1
€)) f:x»—»yzSeTs—G, (b) f:x»—»y:X—
x+1

Megoldds az[5 oldalon

2.1. Mintamegoldasok

L Mintafeladat megoldésa (3} o.) ]

I—"[‘xbrézolj a elemi figgvénytranszformaciok felhasznaldsaval az f : x — 2—-In(3—-5x) fliggvényt!

Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?

1. Afiiggetlen és a fliggd valtozo fogalma;

2. elemi fliggvénytranszforméaciok: linedris véltozotranszformaciok;

3. a fiiggetlen valtozon végrehajtott linedris transzformacidk hatdsa: valés szdm
hozzédaddasa, —1-gyel szorz4s, illetve tetszéleges valds szammal szorz4s;

4. a fiiggd valtozon végrehajtott transzformacidk hatédsa: valés szdm hozzdadésa,
—1-gyel szorzas, illetve tetszéleges val6s szammal szorzas.

A fiiggetlen valtozo, vagyis az x, illetve a fligg6 valtozo, vagyis az y = f(x) fliggvényérték
linedris transzformdcioi és azok hatasuk a fliggvény grafikonjara

A fiiggetlen valtoz6 linedris transzformacioi

transzformacié | a transzformdci6 hatésa a fiiggvény grafikonjara
e:x—x+c eltolas az x-tengely mentén (—c)-vel

[:x——X tiikr6zés az y-tengelyre

n:x—c-x c-szeres 0sszenyomads az y-tengelyre merdlegesen

- 7
A fiiggvényérték linedris transzformacioi

transzformdci6 | a transzforméci6 hatdsa a fiiggvény grafikonjara
E:y—y+c eltolds az y-tengely mentén (c)-vel

T:y—-y tiikrozés az x-tengelyre

N:y—c-y c-szeres nyujtds az x-tengelyre merdlegesen
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kapott grafikonokat abrazoltuk, kiindulva az In u grafikonjabol, egészen az In(3 — 5x) gra-
fikonjdig.

A jobb oldali koordinata-rendszerben a fiigg6 véltozo (a fliggvényértékek) transzformacio-
janak 1épéseiként kapott grafikonokat dbrazoltuk, kiindulva az In(3 — 5x) grafikonjabol, egé-
szen a 2 —In(3 — 5x) grafikonjdig (feltiintettiik még a kiinduldsi In x fiiggvényt is).

y y

6 6

5 5

Inoeoton = In(—51+ 3) In(u) = In(3 — 5z) *

Inoce = In(OJ

— In(3 — 5z)

—In(u)

Eszrevételek

* Abaloldali koordindta-rendszerben nem jeloltiik az egyes fiiggvények filiggetlen valto-
z0it, hiszen ezen Osszetett fliggvények (fliggvényszorzatok) argumentumadban rendre
mads valtoz6 all: még hatra 1évo transzformalo fiiggvény (illetve azok szorzatdnak) fiig-




Ii g6 valtozéja.

* Nem nehéz belatni, és hasznos gyakorlés végiggondolni, hogy kezdhetiink a fiiggé val-
tozo6 transzformadcioival is, és a kapot fiiggvény grafikonjan hajtjuk végre a fiiggetlen
valtozo6 elemi transzforméciobol adodo transzformadcidkat. Eredményiil természete-
sen ugyanahhoz a grafikonhoz jutunk.

\.

L Mintafeladat megoldésa (3} o.) ]

Allapitsa meg a kovetkezé fiiggvények inverzét, és dbrazolja is a grafikonjukat!

X+ -1
(a) f:x»—»y:3eT5—6, (b) f:x»—»y:X—

xX+1
Mit kell tudni a feladat megolddsdhoz?

' 1. Mitjelent, hogy egy fiiggvény kolcsonosen egyértelmu;
2. egy kolcsondsen egyértelmu fiiggvény inverzének fogalma;
3. fliggvény és inverzének grafikonja szimmetrikus az y = x egyenesre.

(a) feladat

Az f fliggvény az x — e* exponencidlis fliggvény fiiggetlen valtozé6janak, illetve fiiggvényér-
A koordinéta-rendszerben dbrazoltuk a kiinduldsi x — e* exponencidlis fiiggvényt és a fiig-
getlen véltoz6 m, majd e linedris transzformdéci6javal nyert Gjabb fliggvények grafikonjait,

s s 02

rendet fekete nyilak jelzik.

Az elemi fiiggvénytranszforméciok
végrehajtdsanak fontos szabdlya: a
fiiggetlen véltozoval kezdiink, egymds
utdan végrehajtjuk a fliggetlen véltozo
transzforméaci6it a megallapitott leké-
pezési sorrendnek megfeleléen; elériink
az alapfiiggvényig, majd egymadés utan
végrehajtjuk a fliggé valtozé transzfor-
madci6it is a megdllapitott leképezési
sorrendnek megfelel6en.

Vagyis el6szor az m-et hajtjuk végre,
eredménye a grafikon az y-tengelyre me-
réleges é-szﬁrbs 0sszenyomadsa, azaz 5-
szoros "nyujtas”. Utdna az e transzfor-
maci6é hatasaként a grafikont eltoljuk az

x-tengely mentén (—5)-tel.

Folytatjuk a fiiggvényértékekkel: az M le-
képezéssel, hatdsa 3-szoros "nyujtas" az
x-tengelyre merdlegesen. Végiil az E ha-
tasa "eltolas" az y-tengely mentén (—6)- I =6 3
_tal. J
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Ezért létezik az inverze. Kiszdmitdsa az aldbbi médon lehetséges. Mellette dbrazoljuk

koordindtarendszerben az f és inverzének, a g fiiggvénynek a grafikonjat.
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Megfigyelhetjiik, hogy az f exponencidlis fiiggvény szigorian monoton névekvd az egész

értelmezési tartomdanyan, és ezért az inverze, a g logaritmusfiiggvény is az.

(b) feladat
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« Linegris tortiugqueny’
Alakitoule ot EXVIVALENS médlon!
T
Oy  wiHozon meg!
A-X _—4-%X+2 ¢
A1+ X AtX x4
- \ . . i
Alepfuggureny: b x> -
Cm:{—ilcauja: nomnal hiperbolat.
%o Lanedns kaufaform&ciéln, g

Xf-e—>)(+1l-k—>ii—i—bj—>2 .

ET: D,=R\{-4}, EK: R=Ru{-4]

o ACK) alalebol ¢

(@) x+A minden R ecteles -(O»lueakdi,
lweve o O-t.
(0) G a2 9525 nem O wlos s2am
resipuok ertelet feluesar i MN{O} -
(C) 2 uzésszc,s‘ e O velds czdue
X (Slszeresel {elvese: :RX\{o}.
(g\) L _j02des2es nomn-1 velds Eefélect
X felvese, - RN{-1% .

A
L l % -szeres nywites c2 x-tengelye merdlipesnn,
a2 alepfigguen

eftolds @2 x-tengely n:,’pntgt.n 0)-g4ed

Az f fiiggvény grafikonja az aldbbi jobb oldali képen sarga vonallal dbrézolt, x = —1 és

y = —1 az aszimptotdi a hiperboldnak.
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A koordinata-rendszerben a g inverz fliggvény grafikonjat piros szaggatott vonal abrazol-
ja, teljes dtfedésben az eredeti f fliggvényével. J6l latszik a szimmetria az y = x egyenlett
egyenesre.

3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellendrzo6 kérdések

’ A g és f fliggvényekbdl f o g 6sszetett fliggvényt akarunk konstrudlni.
4

- Megtehet6-e ez, ha a g értékkészlete valddi részhalmaza az f értelmezési tarto-
manyédnak?

- Megtehet6-e ez, ha a g értékkészletének valédi nem iires részhalmaza az f értel-
mezési tartomdanya?

- Megtehetd-e ez, ha a g értékkészlete és az f értelmezési tartomanya diszjunktak?
- Igaz-e, hogy ha f o g 1étezik, akkor go f is l1étezik?
? Haaz f: x — |x| fliggvényben x-hez 2-t adunk, akkor melyik pontban lesz a grafikon
"csucsa"?
? Lehet-e egy nem szigortian, de monoton fiiggvénynek inverze?

? Egy invertalhat6 f fliggvény g inverzére teljesiil, hogy f(x)g(x) = 1. Lehetséges-e ez,
és ha igen, hogyan?

4. On4llé munkara kit{izétt gyakorlatok

1. Hatdrozza meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartoményat!

2

(a) x»—»X—, (b) x— V3x—x3
1+x



2. Hatérozza meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartomanyat!
@ x—Inx*-4), (b) x—Inx+2)+Inx-2)

3. Hatérozza meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartomanyat!

(@) x— 1/logs %{, (b) x— arcsin(lgx*~1)), (d) x~— arccos(2sinx)
4. Hatdrozzamegaz fo g ésa go f Osszetett fliggvényeket!

@ fx=x%grn=x"+x-2, (b) fx = i g(x) = vx
5. Hatdrozzamegaz fog, go fok ésa ko fog Osszetett fliggvényeket!
(@ fx) = i, gx)=Inx, kx) =x+2, (a) f(x)= VX, g(x) = e, k(x) =sinx
6. Abrazolja a kovetkez6 fiiggvényeket!
@ x—Ix-3|, (b) x—2-2l4-2x, (©) X~ cos(2x+ g) (d) x—In(1+3%)+1

7. Hatérozza meg a kovetkezd fiiggvények inverzét!

2x—1

1
+4, (c¢) f:x—>——
(© 5

4 1
(@) f:x~—§x+6, (b) f:x»—»EIn
d f:x—2x>+1, (e f:x—4lg(3x-1)

5. Ajanlott irodalom

* Reimann Istvan: Matematika, Typotex
* Obddovics J. Gyula: Matematika, Scolar
e Szab6 Tamas: Kalkulus I. példatar informatikusoknak, POLYGON

 Fiilop Vanda: Kalkulus I. példatar, POLYGON
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