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1. Alecke tartalma

Eldismeretek

O Sorozat fogalma, megadésa,
O szamtani sorozat, mértani sorozat,
O atermészetes szamok intuitiv fogalma,

O ateljes indukcio elve.

J6 tanacsok az Olvasonak

oz

* [Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa elott a szerzo altalanos tanacsait.
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* A sorozatok fogalma a késébbi tanulmdnyai sordn alapveté jelent6sé-

gl. Ezért ebben folytatjuk az el6z6ben megkezdett példédk és feladatok
sorat.

* E gyakorlaton is célunk a problémamegold6 gondolkodés fejlesztése
konkrét feladatokon keresztiil. Ezért kifejezetten beiktatunk "A prob-
léma megértése" — a "Mit jelent?", "Mit kell kitaldlni?" kérdések meg-
vdalaszoldsaval —, a "Megoldasi terv készitése" és a "Megoldasi terv ki-
vitelezése" szakaszokat.

A gyakorlati OL fokusza

* A szdmtani és mértani sorozat elsé n elemének 6sszege;

* rekurziv sorozatok értelmezése, tipuspélda rekurzivan adott sorozat 5. tagjdnak

meghatédrozasa;

sorozat monotonitdsa, korlatossaga.
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Az OL attanulmdényozaséval az olvasé elérheti, hogy

tudjon sorozatot, szdmsorozatot megadni;

tudjon szabdlyt feldllitani egy szdmsorozat elemeinek megadédsahoz;
képes legyen szamtani és mértani sorozatok els6 n elemét 6sszegezni;
értse a rekurziv sorozat fogalmat, ki tudja szamitani tagjait;

meg tudja allapitani egy sorozat monotonitésat, illetve korldtossdgat.

Fontos megjegyezni, hogy ennek a leckének a feldolgozésa feltételezi az eld-
z6nek a kordbbi elvégzését, az ott targyalt problémak alapos megértését.
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Az OL attanulmdényozasaval az olvasé elérheti, hogy

tudjon sorozatot, szdmsorozatot megadni;

5

tudjon szabalyt feléllitani egy szdmsorozat elemeinek megadasdhoz;
képes legyen szamtani és mértani sorozatok els6 n elemét 6sszegezni;

értse a rekurziv sorozat fogalmat, ki tudja szamitani tagjait;
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meg tudja allapitani egy sorozat monotonitasat, illetve korldtossagat.

Fontos megjegyezni, hogy ennek a leckének a feldolgozasa feltételezi az el6-
zOnek a kordbbi elvégzését, az ott targyalt problémak alapos megértését.

Az OL attanulmanyozasanak iddigénye

* A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellen6rzé kérdések megvala-
szoldsanak ideje: kb. 40 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Videé6leckéjébe, hasonléképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardazatért, fogalmak pontos meghatarozasaért, irianymutatasért, és ez tovabbi
egyéni idbsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdl6 kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Szamtani és mértani sorozat

A sorozat viselkedését, vagyis matematikai tulajdonségait a sorozatot megadé fiiggvény tulajdon-
sagai hatdrozzdk meg. Tehat a fiiggvényértékekre teljesiilo feltételek adjak a sorozat tulajdonségait.
Ezeknek a feltételeknek a teljesiilését a sorozat tagjaira vonatkozo6 éllitdsok mondjék ki. Eszerint a
tagokra megfogalmazhat6 (igazolhat6) allitdsok megismerése segit megérteni a sorozat viselkedé-
sét, tulajdonsagait.

Korabbrol legismertebb sorozataink a szamtani és a mértani sorozat.

Tisztdzand6 fogalmak

* Fogalmazzon meg definicidt ajszamtani sorozatra!
* Fogalmazzon meg definiciét ajmértani sorozatral

Adjon meg olyan szdmtani, illetve mértani sorozatokat, ha vannak, amelyeknek az elsé 6t
egymast kovetd elemei az aldbbiak!
@ 1,1,1,1,1;
(b) 1,3,5,7,9;
Megoldds a6 oldalon




(a)

Adjon meg olyan szdmtani, illetve mértani sorozatokat, ha vannak, amelyeknek az els6 6t
egymast kovetd elemei az aldbbiak!

-1,1,-1,1, -1;

(b) 2,-4,8,-16, 32.

Megoldds a6 oldalon

| 21.Példa |

Adjon meg olyan szdmsorozatot, ha van, amelynek az els6 6t egymast kovetd tagja: 1, 1, 1,
1, 1, de ne legyen se szdmtani, se mértani sorozat!

Megjegyzések, vdlaszok a[7 oldalon
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2.1. A probléma megértése

Tisztazott: szdmsorozat, annak megadasa, tagjai; szamtani sorozat, mértani sorozat.
De mit jelent az, hogy egy szdmsorozat nem szamtani sorozat?

Mit jelent az, hogy egy szamsorozat nem mértani sorozat?

Hogyan lehet ezeket ellendrizni?

Milyen tovdabbi feltétel van a példa kitizésében?

. Mit jelent az, hogy egy szdmsorozat nem szamtani sorozat? A szdmsorozat "szamtani

voltat" kifejezo 4llitast kell tagadni.

. Ugyanigy a "mértani voltat" kifejez6 allitast kell tagadni.
. El6szor a két tagaddsbdl (allitdsbdl) alkossuk meg azt az allitast, amelyet konnyen ér-

telmezni tudunk (pl. ne tagadasként fogalmaz6djon meg).

. Ehhez az allitdshoz szintén "és" kapcsolja a példa feltételébdl azt az 4llitast, amely az

elsd ot tagot rogziti.

)

(@)

(b)

Legyen az allitas S, mely azt fejezi ki, hogy a sorozat szamtani. Tehat:

S = A sorozat barmely két egymast koveto tagjanak kiilonbsége ugyanaz.

Ennek tagaddsa: nem igaz az S 4llités, vagyis

=S = Nem igaz, hogy a sorozat barmely két egymast koveto tagjanak kiilonbsége
ugyanaz.

Pozitiv allitas forméjaban kifejezve ugyanezt:

=S = Van két olyan kiilonbsége egymast kivet6 tagoknak, amely kiilonbségek nem
egyenl6ek egymassal.

Legyen az allitds M, mely azt fejezi ki, hogy a sorozat mértani. Tehat:

M = A sorozatnak nincsen 0 tagja, és barmély két egymast koveto tagjanak hanya-
dosa ugyanaz.

Pozitiv éllitas forméjaban kifejezve ennek tagadasat:

—M = (A sorozatnak van 0 tagja), vagy (Iétezik két olyan hanyadosa egymast koveto
tagoknak, amelyek nem egyenl6ek egymassal).




Adjon meg olyan szdmsorozatokat, ha vannak, amelyeknek az elsé 6t egymast kovet6 elemei
az aldbbiak, de egyik se legyen se szdmtani, se mértani sorozat!

(@ 1,3,579;

(b)) -1,1,-1,1,-1;

(c) 2,-4,8, —-16, 32.

Megoldds a[7 oldalon

2.1. Mintafeladat.
|i"dja meg az Osszes olyan szamsorozatot, amely egyszerre szamtani és mértani sorozat is!

Megoldds a[7 oldalon

Tudjuk, hogy 2020 egy d = 8 differencidju szamtani sorozat egyik eleme.
1. Meg lehet-e ezek ismeretében adni a sorozat minden tagjat?
2. Héany sz6ba johet6 sorozat van?
3. Milyen Osszefiiggés van az ilyen feltételnek eleget tév6 szamsorozatok k6zott?

2.1. Harmonikus sorozat

A fogalma

Egy azonos eldjelli tagokbdl dll6 szamsorozatot harmonikusnak neveziink, ha a mésodiktol
kezdve minden tagja szomszédjainak harmonikus kézepe. Vagyis

2
1 1
an-1 + Ap+1

a, = (n=2).

Mutassa meg, hogy minden édllandé tagi szdmsorozat harmonikus sorozat!

Milyen sorozathoz jutunk, ha csak pozitiv vagy csak negativ szamokbo6l 4116 szamtani sorozat
tagjainak reciprokait vessziik?

3. Aleghiresebb rekurziv sorozat: Fibonacci sorozata

Ha a természetes szamok halmaza elemének tekinti valaki a 0 szamot, akkor egy szdmsorozat elsé
eleme az ay, gyakran szokds ezért 0-adik elemnek is nevezni. Ilyenkor az els6 n elem 6sszege az
ap+---+a,—1 0sszeg.



3.1. Mintafeladat.
|i'!gy szamsorozatot a kovetkez6képpen adunk meg:

(a) Irja fel az els6 nyolc tagot!
(b) Mutassa meg, hogy aj.2 = Z?:o a;+1 (k=2)!
Megoldds a[9 oldalon

Az el6z0 feladatban szerepld sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezik.

4. Megoldasok és titmutaték

A[2.1] Bevezetd gyakorlat (4} 0.) megoldésa.

(a) Egy lehetOség: VYn: a, = 1. Ekkor a1 — a, =0 =4ll. (n = 2). Ezért ez szdmtani sorozat.
Ugyanakkor: ez a sorozat mértani is, hiszen a mésodiktdl kezdve az egymast kdvetd tagok
hényadosa % =

Lehet més megadés is. PL. 1,1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, ... folytatdssal megfelel$ az a, = [£]
(n=1). (]-] afels6 egészrész fliggvény, vagyis a legkisebb egész szdm, amely a val6s szamnal
nem kisebb.) Ez a szdmsorozat nem szamtani, hiszen az egymast kévet6 tagok kiilonbsége
hol 0, hol 1. De nem is mértani, mert az egymast kovetd tagok hanyadosa hol 1, hol egy 1-nél
nagyobb szam.

(b) A megadott sorozat a paratlan természetes szamok sorozataként is folytathat6: a, =2n—
1 (n=1). Ez szamtani sorozat, hiszen az egymdst kovetd tagok kiilonbsége allandé: 2.
Lehetne ugyanakkor masként is folytatni, méas formuldval megadni az 4ltalanos tagot de-
finial6 fiiggvényt. Pl lehet a folytatas 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,111,113,115,117,119,... Es
még ehhez a folytatdshoz is tobbféle lehetséges tovabbi folytatds lehetséges (lasd a 22 kitti-
zott problémat).

A[2.1] gyakorlat (4] 0.) megolddsa.
a) Tobb formulét is megadhatunk arra, hogy minden paratlan tag —1 legyen, és minden
paros tag 1 legyen. PL.: a, = (—1)" megfelel6. Ez mértani sorozat, hiszen az egymadst kovetd
tagok hdnyadosa —1. b) Kénnyen lathaté, hogy az a,, = (—1)"*!2" (n = 1) megfeleld, és az
igy megadott szdmsorozat mértani sorozat, mert az egymast kovetd tagok hanyadosa

Anil 1 (_1)n+22n+1
@ T (=1)n+12n

=(~1)-2="r2.




Megjegyzések, vilaszok a[2.1} Példdhoz (4 o.) .

PL1,1,1,1,1,2,2,2, 2,2 els6 tiz eleme egy szamsorozatnak, amelynek széveges megaddsa:
Legyen az els6 0t tag mindegyike 1, a masodik 6t tag mindegyike 2, és igy tovdbb, az n-edik
ot tag mindegyike 5n. Formulat is adhatunk: a, = g, han=¢q-5+m, ahol m€{0,1,2,3,4}.
Ehhez természetesen azt kell tudni, hogy minden természetes szdmon egyértelmtien lehet
maradékos osztast elvégezni az 5 egész szammal. Ugyanehhez a sorozathoz juthatunk més
képlettel is. Megfeleld lesz az a,, = [%] (n = 1) képlettel megadds is. ([-] a felsd egészrész
fiiggvény, vagyis a legkisebb egész szam, amely a val6s szamnél nem kisebb.) Ez a szdm-
sorozat nem szadmtani, hiszen az egymast kovetd tagok kiillénbsége hol 0, hol 1. De nem is
meértani, mert az egymast kdvetd tagok hdnyadosa hol 1, hol egy 1-nél nagyobb szadm.

A[2.2] gyakorlat (5] 0.) megolddsa.
(a) Amegadott sorozat a paratlan természetes szamok sorozataként is folytathaté: a, =2n—
1 (n = 1). Ez szdmtani sorozat, hiszen az egymadst kovetd tagok kiillonbsége allandé: 2.
Lehetne ugyanakkor mdsként is folytatni, méds formuldval megadni az éltaldnos tagot de-
finidl6 fiiggvényt. Pl lehet a folytatés 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,111,113,115,117,119, ... Es
még ehhez a folytatdshoz is tobbféle lehetséges tovdbbi folytatas lehetséges (lasd a 22 kitli-
zOtt problémat).
(b) Tobb formulét is megadhatunk arra, hogy minden paratlan tag —1 legyen, és minden
paros tag 1 legyen. PL: a, = (—1)" megfelel6. Ez mértani sorozat, hiszen az egymadst kovetd
tagok hanyadosa —1.
(c) Kénnyen lathato, hogy az a,, = (=)™ 12 (n=1) megfeleld, és az igy megadott szdmso-
rozat mértani sorozat, mert az egymast kovetd tagok hanyadosa

Ansl T (_1)n+22n+1

4, (Cymige D De=m2

Mintafeladat megoldésa (5] o.)

gdja meg az 0sszes olyan szamsorozatot, amely egyszerre szaimtani és mértani sorozat is!

4.1. A probléma megértése

e sorozat

* szamsorozat

e szamtani sorozat
e meértani sorozat

Fogalomértés ellendrzése:

valasszoljon az alabbi kérdésekre!

1. Melyikbdl van t6bb? Természetes szamokon értelmezett valés értéki fiiggvé-
nyekbdl vagy szamsorozatokb6l?

2. Igaz-e a kovetkez6 allitds: Minden sorozat szdmsorozat.

3. Minden sorozatnak végtelen sok tagja van.
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1. Mit kell megtaldlni? Szamsorozatot.

2. Héanyat? Egyet? Tobbet? Az 6sszeset.

3. Ismer példat, mely megfelel? IGEN. Az ?2. Mintafeladat (1) problémadjanal lat-
tunk ilyet: az a,, = 1 (n € N) sorozat ilyen.

4. Mi az, ami adott? Mit tudunk a szdmsorozatrdl? Azt, hogy szamtani sorozat, ES
azt, hogy mértani sorozat. Ezt a két tulajdonsdagit le is tudjuk forditani (hiszen
ismerjiik a definiciok tartalmat).

5. A szamsorozat megaddasat kell kitaldlni, formulédval vagy mas mo6don.

B

. Taldlkoztam-e mar hasonl6 problémaval? A 22. Mintafeladat (1) részében: a csu-
pa 1-esekbdl all6 sorozat megfelel a feltételeknek.

Vajon minden 4llandé (nem 0) tagti sorozat megfelel? Ugy t{inik, hogy igen!
Lehet, hogy nincs is mésfajta megfelel szdmsorozat?

Vagyis azt lehet beldtni, hogy a feltételek mellett g =1, és d = 0?

Ez alapjan meg tudjuk adni az 6sszes ilyen sorozatot? Arra gondolhatunk, hogy
minden dlland6 tagt sorozat megfeleld lesz, de ezt azért meg is kell majd mu-
tatni!

6. TERV: A feltételeket felirjuk a kvociens és a kiilonbség segitségével, és arra sza-
mitunk, hogy kovetkezményt g = 1 és d = 0 ad6dik. Ha ez megvan, megnézziik,
hogy minden alland6 tagu sorozat teljesiti-e a két feltételt. Prébdlkozzunk ezzel!

[ J

1. A sorozat szamtani. Ezért Vn eN, a,+1 = a, +d, ahol d € R allandé.

2. A sorozat mértani. Ezért Vn e N, a,+1 = g - ay,, ahol g € R egy 0-t61 kiillonb6z6
allando.

3. Az elsd két allitasbol kovetkezik, hogy VneN, a,+d =q- a,.

4. Az egyenl6séget a valds szdmok Osszeaddsdra és szorzdsdra vonatkozo szaba-
lyok szerint dtrendezve: (q — 1) a,, = d kovetkezik.

5. Ha g =1, akkor mindkét oldal 0, ezért g = 1, és d = 0, kovetkezésképpen a soro-
zat dllando tagu.

6. Ha g # 1, akkor Vn e N, a, = d/(q —1), vagyis dlland6, ami miatt a kvciensre
g = 1. Ellentmondéshoz jutottunk, ezért a feltevés nem teljestiilhet.

7. Azt kaptuk, hogy a feltételekbdl g = 1, és d = 0 kovetkezik, tehét a sorozat dllan-
doé tagu.

8. Legyen VneN, a, = c # 0. Teljeslil-e, hogy szdmtani? Barmely két egymast ko-
vetd tag kiilonbsége d = 0 dllando, tehét a sorozat szdmtani. Teljesiil-e, hogy
mértani? Barmely két egymast kovet6 tag hanyadosa g = 1 allando, tehat a so-
rozat mértani.

9. Azt kaptuk, hogy a nem 0 dllando6 tagu sorozatok megfelelnek a feltételeknek.

10. Valasz a kitlizott problémadra: azok a sorozatok, amelyek egyszerre szamtani
és mértani sorozatok is, pontosan a nem 0 dllandé tagui szamsorozatok.

e




|" A kivitelezés ellenorzése

* Minden lépést indokoltunk, és a kovetkeztetés indokoldsa helyes volt: csak igaz
allitasok szerepelnek a kivitelezés 1épéseiben.

* Nem hidnyzik-e valami?

* Akivitelezés elvégzését kovetd kis pihenés utdn érdemes visszatérni a megoldas
kivitelezésére.

* Most mér kissé precizebben is fogalmazhatunk annak helyességét illetGen.
Amikor az "0sszes olyan szdmsorozatot" kerestiik, val6jaban szdmsorozatok
< halmazédnak adott tulajdonsdgokkal rendelkez6 szdmsorozatokbol all6 F,m
részhalmazat kerestiik. A sejtésiink az volt, hogy ez a halmaz szoros kapcsolat-
ban van a konstans tag szamsorozatok

S ={(an)yr;:an=Cc}

halmazaval. Els6z6r megmutattuk, hogy az .#,-bdl a 0-sorozat elhagydsdaval ka-
pott
5”60 =:{(an)yr,: an=c#0}

halmazra %,m < 5”00. Azutan ramutattunk, hogy: 5’00 € Fum- A két tartalmazas
egyiitt azt adja, hogy Hm = F.

4.1. Visszatekintés

|i." e Kiilon ellenérzés nem latszik sziikségesnek, mert a kivitelezés sordn minden

egyes lépést alaposan indokoltunk, majd az indoklést jelent6 allitdsok igazsag-
tartalmat is ellendriztiik.

* Abszolut biztosak azonban — a tudomdényos és az oktatdsi tapasztalatok is ezt
mutatjak — csak akkor lehetiink, ha "kiilsd ellendrzésen is &tment a megoldas,
vagyis nem csak a mar leirt Iépéseken megyiink végig tjra és Gjra.

1. Ezlehet egyrészt kollegidlis egyiittmuikodés, meghallgatds, megbeszélés.

2. Még ennél is jobb, ha m4sik, alternativ megoldast, igazoldst keresiink a
problémara.

* Ha feltételeket masképpen is meg tudjuk ragadni, masféle megoldas irdnydba
mozdulhatunk el.

1. Ha azt az ekvivalens feltételt hasznéljuk, hogy minden tag a szomszédai-
nak szdmtani, illetve mértani kézepe, masképpen ériink ugyanehhez a cél-
hoz. Itt most nem vezetjiik le a megoldast, a gyakorlatok kozott azonban
kittizziik.

[_ Mintafeladat megoldésa (6] o.)

= !gy szamsorozatot a kovetkezéképpen adunk meg:
ay=0,a1=1, ap=ap—2+ay—1 (n=2).

(a) irja fel az els6 nyolc tagot!
(b) Mutassa meg, hogy ayo = Z;C:o a;i+1(k=2)!




‘. Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?
|§jes indukci6 elve és alkalmazasa.

(a) Egyszert kéttagu 6sszeaddsok adjak, hogy

ap=0, ar=1, a=1, a3=2, as=3, as=5 ag=8, a;=13.

(b) A mésodik részfeladat tipikusan teljes indukciéval kezelhetd.

| ( Indukcios -{éitevé‘b i a :it a;, +1

I%azo[ag a TELIES [NDOKCAOVAL n-re igaz azallitas T =2
n=1-re a2 allitas: Ay, =@rO+ — (gazo!juu‘ chbol ()

oo s2amutsule et -

0 - 1 S5
n=4-+ azaltas: @, .= +; +Gy, W1 J/ Aavana™ am3-1-\0'”-'\-‘—01m7~ —‘..é'éa‘ T
(cok megerdsitesil] ﬁ'+2' [|o i IT
9 9 1 1

(=0 t=0O

5. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellen6rzo6 kérdések

Van-e olyan nem nulla szdmokbdl 4116 sorozat, mely reciprokainak sorozatédval egyiitt
" monoton nové4?

? Ha egy mértani sorozat kviciense negativ, akkor lehet-e a sorozat névekve?

-~

Mondjon példat olyan monoton csdkkend sorozatra, amely korlatos, és olyanra is,
amelyik nem az!

-~

Milyen elGjeli a szdmtani sorozat differencidja, ha az elsé n elemének S,, 6sszege mo-
noton csokkené?

6. Onallé6 munkara kit{izott gyakorlatok

Igaz-e, hogy egy szigortian monoton n6vd szdmtani sorozat nem korldtos?

Igaz-e, hogy van szigortan csokkend, alulrél korlatos mértani sorozat?

Igaz-e, hogy van szigorian csokkend, alulr6l nem korldtos mértani sorozat?

Adja meg az 6sszes olyan szdmsorozatot, amely egyszerre mératni és szdmtani sorozat!
Egy szamtani sorozatban a; = 6, d = 3. Jellemezze a sorozatot monotonitas és korla-
tossag szempontjabol!

6. Egy szamtani sorozatban a;, = 6, d = 3, és tekintse az S, sorozatot, vagyis az els6 n
tag 0sszegébdl 4ll6 sorozatot. Jellemezze ezt a sorozatot monotonitds és korldtossag
szempontjabol!

Al |
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7. Egy mértani sorozatban a; =2, g = % Jellemezze a sorozatot monotonitds és korlatos-
sag szempontjabol!

8. Egy mértani sorozatban a; = -2, g = % Jellemezze a sorozatot monotonitas és korla-
tossag szempontjabol! Ha S, az elsé n tag 6sszege, akkor jellemezze az {S,} sorozatot
korlatossag és monotonitds szempontjabol!

9. Rekurziéval adott a kovetkezd sorozat: a; = 1, a, = 4a,-; + 1. Dontse el, hogy a soro-
zat korlatos-e! Vizsgalja meg monotonitds szempontjabol! Irja fol a sorozat 4ltaldanos
tagjat!

10. Az {a;,} sorozat esetén a; = 3, és a,, = “;21—1 +8 (n > 1). Dontse el, hogy korlatos-e a
sorozat, illetve hogy monoton-e a sorozat!
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