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1. Alecke tartalma

Eldismeretek

O Sorozat fogalma, megadésa,
O szamtani sorozat, mértani sorozat,
O atermészetes szamok intuitiv fogalma,

O ateljes indukcio elve.

J6 tanacsok az Olvasonak

* Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa elott a szerzo altalanos tandacsait.

z . n

* A sorozatok fogalma a késébbi tanulmdnyai sordn alapveté jelent6sé-
gl. Ezért ebben az olvaséleckében koriiltekintéen foglalkozunk e fo-
galmak kialakitasdval és elmélyitésével. Ezittal a megel6z6 iskolai ta-
nulményaik sordn megismert fogalmak mellett megjelennek tjabbak
is. Ezek megértését, és a kordbbrol ismerteknek az 4j kontextusbeli
megfelel6 értelmezését szolgdljadk a bevezetd Példék.

* A frissen tanult és ebben a gyakorlati olvas6leckében alkalmazott leg-
alapvet6bb fogalmak a gyorsabb referencia érdekében belsé linkkel el-
érhetdek, a lecke végére csoportositva.

* E gyakorlaton is célunk a problémamegold6 gondolkodas fejlesztése
konkrét feladatokon keresztiil. Ezért kifejezetten beiktatunk "A prob-
léma megértése" — a "Mit jelent?", "Mit kell kitaldlni?" kérdések meg-
vélaszoldsaval —, a "Megolddsi terv készitése" és a "Megoldasi terv ki-
vitelezése" szakaszokat.

A gyakorlati OL fokusza

* A szdmtani és mértani sorozat elsé n elemének 6sszege;

* rekurziv sorozatok értelmezése, tipuspélda rekurzivan adott sorozat 5. tagjanak

meghatdrozésa;
sorozat monotonitasa;

sorozat korldtossaga.

Az OL attanulmdényozaséval az olvasé elérheti, hogy

SN NEN

tudjon sorozatot, szdmsorozatot megadni;

tudjon szabdlyt feldllitani egy szdmsorozat elemeinek megadédsahoz;
képes legyen szdmtani és mértani sorozatok els6 n elemét 0sszegezni;
értse a rekurziv sorozat fogalmat, ki tudja szamitani tagjait;

meg tudja allapitani egy sorozat monotonitasat, illetve korldtossagat.



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

Az OL attanulméanyozasanak idéigénye

A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellen6rzé kérdések megvala-
szolasanak ideje: kb. 45 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Videdleckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardazatért, fogalmak pontos meghatdrozasaért, irianymutatdsért, és ez tovabbi
egyéni iddsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdl6 kitlizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Sorozatok megadasa

2.1. Bevezeto példéak és gyakorlatok

| 2.1 Példa |

Definialjuk a (a,) sorozatot ugy, hogy a, =1+ %, Vn € N. Irja fel ennek a sorozatnak az elsé
néhdany tagjat, és grafikonon 4brazolja a sorozat elejét!
([1] Example 18.1)

Megjegyzések, vdlaszok alfl oldalon

2.1. A probléma megértése

Talalkozott mér hasonl6é problémaéval? Ismerdsek a példéban szerepld fogalmak és eljara-
sok?

e Latott mar "sorozatot"?
e Aa,=1+ %, Vn €N egy sorozatot definial?
e Egyaltaldn, mit jelent "definidlni" valamit?
e Mit jelent az, hogy valami egy sorozat tagja?
* Lehet egy ilyen sorozatot koordindtarendszerben dbrazolni? Fiiggvényeket
szoktak dbrazolni koordindtarendszerben!
* A szdmsorozat minden tagjat két szam jellemzi:
1. atagindexe, vagyis az a szdm, amelyik kijel6li a helyét a sorozatban;
2. atagmaga, hiszen az is egy szam.

Mit kell kitaldlni?

* Mit kell tenniink el6sz6r? Felirni, mondjuk, az elsé 8 tagot.
» Mit kell tenniink mésodszor? Egy grafikont kell felrajzolnunk, melynél az érté-
kek a sorozat tagjai.




[

ay =2, ax =2, az =2, a4 =2, as =2, ag =2,
a; =2, ag =? Akérddjelek helyébe kell az
értékeket beirni.

A koordinéata-rendszerben azokat a 2
pontokat kell felvenni (pl. az els6
nyolcat), amelyek abszcisszdja rendre
1, 2, 3, ..., 8, méasodik koordinatdja a 9 s 5 6 5 o6 v ¢
megfelel6 indext tag.

an

| 21 Bevezetd gyakorlat |

Tekintse a kovetkezd sorozatot: a, = 1+(=1)""1,Vn € N. Irja fel az els6 négy tagjat! Abréazolja
mint fliggvényt az értelmezési tartomanyarol (N) a képhalmazéba.
Megoldds alf oldalon

Mi a kivetkezb sorozat elsé 6t eleme? Abrazolja a sorozatot koordinata-rendszerben!
n
a, = , neN
n+1

([1] Exercise 18.2 (b))
Megoldds alf oldalon

Személyekbdl éllitunk 6ssze egy sorozatot, megadva az elsd Ot tagot.

(- },
L/

1. Lehet ennek megfelel6en megadni egy sorozatot?
2. Mik a sorozat tagjai?

3. Hény tagja van a sorozatnak? Es hany eleme van a sorozat tagjai értékhalmaza-
nak?

Megoldds alf oldalon




Tisztazando6 kérdések altalaban a sorozatokkal kapcsolatban

Mit jelent az, hogy valamibdl végtelen sok van? Honnan tudjuk, hogy egy sorozatnak vég-
telen sok tagja van? Az, hogy egy sorozatnak végtelen sok tagja van, jelenti-e azt, hogy a
sorozat tagjainak halmaza végtelen?

Definici6ja szerint egy sorozatnak annyi tagja van, amennyi természetes szam van: mindegyik-
hez tartozik a sorozatnak egy tagja. A természetes szamok szamat (szamossagat) megszamldlhato-
an végtelennek nevezziik. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a tagok halmaza is végtelen lenne: pl.
a csupa 9-esekbdl 4ll6 sorozat tagjainak halmaza egyelemu halmaz, egyetlen eleme a 9 szam.

3. Monoton, korlatos szamsorozatok

TULAJDONSAGOK = Igaz 4llitdasok
1. Allitds. Minden tag nagyobb az

Val6jaban rekurziv definicio.

el6zonél.
a) = 0
a = a;+1 * Egyre nagyobb.
az = az+2 * Minden pozitiv szamnal

nagyobba valik a névekmény.

2. Allitds. Minden szdmnal
nagyobbak tagok is lesznek.

as = az+3

ap,+1=a,+n

Formula: Anil = %n(n +1). (Igazol_ A sorozat mlndlg, korlat nélkiil n6-
juk?) vekszik.

_n ha n prim,
n = a legnagyobb prim, amely n—nél kisebb, ha n nem prim.
Gondolja végig, hogy ez a sorozat vajon j6l van-e definiélva!
Még ha nem is olyan konnyti egy adott n esetén az a,, tagot megnevezni, az nyilvanvalénak
tlinik, hogy a véges sok n-nél kisebb primszam kozott kell lennie legnagyobbnak.

1,23355777711,11,13,...

3.1. Mintafeladat.

- szamtani sorozatban a; = 6, d = 3. Jellemezze a sorozatot monotonitds és korlatossag
szempontjabol!

Megoldds a[7 oldalon




4. Megoldasok és titmutaték

-

Megjegyzések, vilaszok a[2.1} Példdhoz (4 o.) .

an
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A[2.1] Bevezetd gyakorlat (4} 0.) megoldésa.
a=2,a,=0,a3=2,a,=0.
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3
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A[2.2] Bevezetd gyakorlat (4} 0.) megoldésa.
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A[2.3] Bevezetd gyakorlat (4} 0.) megoldésa.
Viélaszok és atmutatdsok.
1. Lehet ennek megfelel6en megadni egy sorozatot? Igen, egy f fliggvényt kell taldlnunk,
melynek értelmezési tartomédnya a természetes szamok N halmaza, X értékkészlete
pedig tartalmazza Lenardo di Capriot és Kate Winsletet:

Lenardo di Caprio, Kate Winslet € X.

Lehet a hatodik tagtol kezdve barmit megadni a sorozat elemének, csak akkor azokat
az elemeket fel kell venni a fiiggvény értékkészletébe.




’,’ 2. Mik a sorozat tagjai? Attél fligg, hogy mi az fliggvény utasitdsa. Haszndlhatjuk pl. az

Kate Winslet, ha n péros,
Leonardo di Caprio, ha n pératlan,

formulat. Ezzel megadtuk egy a feltételnek megfeleld sorozat tagjait.

3. Héany tagja van a sorozatnak? A sorozatnak annyi tagja van, mint ahany természetes
szdm van. Ez végtelen, "megszamlalhat6an végtelen". Es hany eleme van a sorozat
tagjai halmazdnak? Ez a halmaz most {a, : n € N}. Mint fent megjegyeztiik, ez most
egy kételemi halmaz:

{Kate Winslet, Leonardo di Caprio }.

amtani sorozatban a; = 6, d = 3. Jellemezze a sorozatot monotonitas és korldtossag szempontjabol!

Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?

.’ Szamtani sorozat fogalma, differencidja, dltaldnos tagja.

-' * Sorozat monoton noévekedés, csokkenése, szigorian monoton névekedés, csok-
- kenés.

* Sorozat korlatosséga.

MONOTONITAS KORL A'TOSSAG
pl= (G ohi= S olte-lonos tog: Aat kell vizsgalni, hogy het valos
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Megoldasi tiitmutat6: 4.1, feladat

« El6szor dllapitsuk meg a sorozat tagjainak képzési szabdlyat (hogyan lehet megadni tet-
szbleges elemet)!

» Gondolja at: tobb szabalyt is meg tudna-e adni?

« Vizsgélja meg, hogy dlland6-e az egymast kovetd tagok kiilonbsége vagy hanyadosa!

« Van-e olyan sorozat kozottiik, amelyik szdmtani és mértani is lehet?




1) Egy lehet6ség: Vn: a, = 1. Ekkor a;+1 — a, =0 =4ll. (n = 2). Ezért ez szdmtani sorozat.
Ugyanakkor: ez a sorozat mértani is, hiszen a masodiktdl kezdve az egymast kovet6 tagok
hanyadosa % =1.
Lehet més megadéds is. PL. 1,1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, ... folytatdssal megfelel$ az a, = [£]
(n=1). (-] afels6 egészrész fiiggvény, vagyis a legkisebb egész szdm, amely a valés szamnal
nem kisebb.) Ez a szdmsorozat nem szdmtani, hiszen az egymadst kovetd tagok kiilonbsége
hol 0, hol 1. De nem is mértani, mert az egymadst kovet6 tagok hdnyadosa hol 1, hol egy 1-nél
nagyobb szam.
2) Amegadott sorozat a paratlan természetes szamok sorozataként is folytathaté: a, =2n—-1
(n=1). Ez szdmtani sorozat, hiszen az egymast kovet6 tagok kiilonbsége dllandoé: 2.
Lehetne ugyanakkor masként is folytatni, més formuldval megadni az 4ltalanos tagot de-
finial6 fiiggvényt. Pl lehet a folytatas 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,111,113,115,117,119,... Es
még ehhez a folytatdshoz is tobbféle lehetséges tovébbi folytatds lehetséges (lasd afd.1kiti-
zOtt problémat).
3) Tobb formulat is megadhatunk arra, hogy minden pératlan tag —1 legyen, és minden pé-
ros tag 1 legyen. PL: a, = (—1)" megfelel6. Ez mértani sorozat, hiszen az egymast kovetd
tagok hanyadosa —1.
4) Koénnyen lathat6, hogy az a,, = (—=1)"*12" (n = 1) megfeleld, és az igy megadott szimsoro-
zat mértani sorozat, mert az egymast kovet6 tagok hdnyadosa

Antl T (_1)n+22n+1
a, + (=1)n+1gn

=(-1)-2=-2.

Az aldbbi szamsorozatok k6ziil melyik szdmtani sorozat, és melyik mértani sorozat?
1. 1,1,1,1, 1, ...
2. 1,3,57,9,...
31— 1, —1 11
4. 2,-4,8,-16, 32, ...

4.1. Kit(izott probléma

A gyakorlatban szerepl6 sorozat els6 6t tagja: 1,3,5,7,9.
1. Hany olyan szdmsorozat lehetséges, melynek ez az 6t szdm az els6 6t tagja?
2. Adjunk meg formulaval szamsorozatokat, melyeknek ezek az els6 tagjai!
3. Folytassuk a sorozatot tiz tjabb taggal a megolddsi uUtmutat6 szerint:
1,3,57911,13,15,17,19,111,113,115,117,119. A folytatds még mindig sokféle-
képpen lehetséges. Keressiink ilyeneket, és adjunk ra formulat!




5. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellenorzo kérdések

2 Sorozatokat csak szamokbol lehet-e képezni?
? Igaz vagy hamis? Sorozat tagjainak az értéke egy formuldval adhat6 meg.

2 Van-e olyan nem nulla szdmokbdl dll6 sorozat, mely reciprokainak sorozatédval egytitt
monoton nove?

-~

Ha egy mértani sorozat kviciense negativ, akkor lehet-e a sorozat novekvé?

-~

Mondjon példat olyan monoton csdkkend sorozatra, amely korlatos, és olyanra is,
amelyik nem az!

2 Milyen elGjelti a szdmtani sorozat differencidja, ha az els6 n elemének S,, 6sszege mo-
noton csokkend?

6. Onall6 munkara kit{izott gyakorlatok

7

1. Dontse el az alabbi 4llitdsok igazsdgtartalmat!
(a) Minden szdmtani sorozat monoton.
(b) Minden szdmtani sorozat szigortian monoton.
(c) Létezik nem monoton szamtani sorozat.
(d) Létezik nem szigoriian monoton szdmtani sorozat.
2. Dontse el az alabbi allitasok igazsagtartalmat!
(a) Minden mértani sorozat monoton.
(b) Minden mértani sorozat szigorian monoton.
(c) Létezik nem monoton mértani sorozat.
(d) Létezik nem szigoriian monoton mértani sorozat.
3. Dontse el az aldbbi allitdsok igazsagtartalmat!
(a) Ha egy szamtani sorozat differencidja negativ, akkor a sorozat szigoriian monbo-
ton csOkkend.
(b) Haegy mértani sorozat valamelyik tagja és a hdnyadosa is pozitiv, akkor a sorozat
szigorian monoton novekvo.
(c) Ha egy mértani sorozat valamelyik tagja negativ, és a hanyadosa pozitiv, akkor a
sorozat monoton.
(d) Van olyan mértani sorozat, amelynek a hdnyadosa negativ, de a sorozat mono-
ton.
(e) Nincsen olyan szdmsorozat, amely egyszerre szamtani és mértani sorozat is.
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