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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

O Tobbvaltozos fiiggvények fogalma;

O tobbvaltozos fiiggvények szekciofiiggvényei;

O kétvéltozos fliggvények szintvonalai,

O kétvéltozos fliggvények hatarértéke és folytonosséga,

O egyenletiikkel adott gorbék, koordindtageometria, egyenletrendszerek.

Jo6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt Kozma Jozsef tarsszerzOm tandcsait.

A gyakorlati OL f6kusza

* Tobbvaltozés fliggvények fogalménak elmélyitése;
* tobbvaltozos fliggvények értelmezési tartoménya;

e szintvonalas abrazolas.

Az OL attanulmdanyozasaval az olvaso elérheti, hogy

(\

vizualizdlni tudjon képlettel adott tobbvaltozos fliggvényeket;

(\

biztonséaggal kezelje a tobbvaltozoés fliiggvényekhez kapcsol6dé alapfogalmakat.

Az OL attanulményozasanak iddigénye

* A feladatok és szamitdsok dttanulményozasanak és az ellendrzé kérdések megvala-
szoldsanak ideje: kb. 45 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Videéleckéjébe, hasonl6képpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardzatért, fogalmak pontos meghatérozasaért, iranymutatasért, és ez tovabbi
egyéni idbsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdl6 kitlizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

- ;—Iatérozzuk meg és dbrdzoljuk a kovetkezé kétvaltozos fliggvények értelmezési tartoményat!
a) flx,y)=In(x-2%+(y+4%

b) g(x,y)=+/In(xy)

Megoldds a3, oldalon



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

2.2. Mintafeladat.

[
Ii, 2.1. gyakorlat. A megadott ¢, értékekhez tartozé szintvonalak dbrazoldsaval szemléltessiik

a kovetkez6 fliggvényeket!
a alx,y)=2x-y,c0=-2,-1,0,1,2
b) b(x,y)=x/(y*>-16),co=-1,0,1,4

.

Megoldds a4, oldalon

= : 3xy
lim ———=?
(X,J/)—’(O,O) \/ xz —+ y2

Megoldds a6, oldalon

2.3. Mintafeladat.
i
i

2.4. Mintafeladat

L . X —
lim X7y =?
(x,y)—0,00 X +y

Megoldds a[7 oldalon

2.1. Mintamegoldasok

[_ Mintafeladat megolddsa (2} o.)

[
DHatérozzuk meg és dbrazoljuk a kovetkez6 kétvaltozos fiiggvények értelmezési tartomanyat!

a) f(x,y)=In((x-2)2+(y+4)?)

b) g(x,y)=+/In(xy)

Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?

telmezhet6k.”

esetleg eltekinthetiink.)
3. A gyok- éslogaritmusfiiggvények ismerete.
4. Osszetett fiiggvények, egyenl6tlenségek.

1. A feladat megfeleld értelmezése: egy fliggvény teljes megadasdhoz hozzatarto-
zik az értelmezési tartomadnya is, igy a feladat szovegezése nem teljesen preciz
- azonban koveti az évtizedes szakzsargont. Helyesebb lenne igy kérdezni: ,ha-
tarozzuk meg az R? legbdvebb részhalmazat, amelyen az al4bbi kifejezések ér-

2. A megoldés a sik egy részhalmaza, aminek preciz leirdsa bonyodalmas lehet, és
sokszor nem vildgos, mikor adtuk meg megfelel6 formdtumban a valaszt. Ezért
ilyen tipusu feladatoknal minden esetben rajzoljuk le megolddsunkat, akkor is
ha a feladat kiilén nem kéri, ezzel mi magunk is jobban megértjiik a halmaz
szerkezetét, és a valaszunkat is vildgosabba tessziik. (Nagyon banalis rajzoktol

(x-2%+(y+4?%>0.

a) A logaritmus csak pozitiv szdmokra van értelmezve, ezért

Mivel nyilvanvaléan (x —2)? = 0 és (y +4)? = 0, igy a bal oldal biztosan nemnegativ. Az



https://matekarcok.hu/a-logaritmusfuggveny/

= 0sszeg csak akkor lehet 0, ha (x - 2)2 =0 és (y+ 42 =0 egyszerre teljesiil, azaz x = 2 és
y=-4. fgy az egyetlen pont, ahol nincs értelmezve a kifejezés a (2, —4).
Kaptuk, hogy D = R\ {(2,-4)}.

/

b) El6szor is a gyokjel alatt csak nemnegativ szdm 4llhat, ezért In(xy) = 0. Ezutdn a
logaritmus-fiiggvény monotonitdsa miatt In(xy) = In1 pontosan akkor teljesiil, ha xy =
1. Itt megdllhatunk a ponthalmaz leirdsaval, tovabbi értelmezés mar csak bonyolitana
a leirdst. Az 4brdzolasnadl tigyeljlink a III. siknegyedbe es6 pontokra, amelyek mindkét
koordindtdja negativ.
Kaptuk, hogy D/ = {(x,y) € R?|xy=1}.

[_ Mintafeladat megoldésa (3] o.)

L 5.3. gyakorlat. A megadott ¢y értékekhez tartoz6 szintvonalak dbrazoldsaval szemléltessiik a kovetkez6 fiigg-
vényeket!
a) alx,y)=2x-y,¢c=-2,-1,0,1,2
b) b(x,y) = x/(y*-16), co=—-1,0,1,4




I
|i Mit kell tudni a feladat megolddsdhoz?

' 1. Szintvonal fogalma.
| 2. Els6 és masodfokd egyvaltozos fliggvények dbrézolasa.

a) A cg=2x- y egyenletii gbrbéket kell felrajzolnunk a megadott ¢, értékekre. Atrendezve
¥ = 2x — ¢y, amirdl jol tudjuk, hogy egy 2 meredekségl, —cp y-tengelymetszeti egyenes.
Igy kapjuk a keresett szintvonalakat.

A koordinatageomitrabdl tanultak alapjan tudjuk, hogy ez egy sik. Rajzoltassuk ki va-
lamilyen szoftverrel!

b) Most a cy = x/(y? — 16) egyenletti gorbéket kell 4brazolnunk. Vegyiik észre, hogy y # +4,
vagyis a fiivvény nincs értelmezve az y = 4 és y = —4 egyeneseken. Ezeken a helyeken
természetesen a szintvonalnak sem lehet pontja. Atrendezve a szintvonalak altaldnos
egyenletét, az x = cyy? — 16¢, egyenletti vizszintes allasti paraboldkat kapjuk az y # +4
kikotéssel. Ezeket a standard x = y? vizszintes parabolabél kaphatjuk c, arranyu, y-
tengelyre vonatkoz6 ,nyujtds” (merdleges affinitds), majd vizszintes irdnyt —16¢, egy-
séggel valo eltolds utan, ligyelve a kikotésre.

A (0,4) és (0,—4) pontok egyik szintvonalnak sem elemei.



https://www.google.com/search?q=graph+2x-y
https://www.google.com/search?q=graph+2x-y

F Rajzoltassuk ki valamilyen szoftverrel a grafikont!

L Mintafeladat megoldésa (3} o.) ]

3
i adi

m
(%,)—0,0) \/x2 + yz

Mit kell tudni a feladat megolddsdhoz?

=2

1. Kétvaltozos fliggvény hatarértékének fogalma: a pontos definicidért az el6adds
7. olvasoleckéjére hivatkozunk.

2. Tobbvaltozos fiiggvények hatédrértékét kiszdmitani 4ltaldban nehéz probléma,
nincs rd mindig mikodo recept. A kovetkezd 1épések végrehajtdsa azonban
mindig érdemes, a példdk zomében ez a modszer eredményre vezet. (A tobbi
feladat egyedi otletet igényelhet, ezek a kurzus keretein talmutatnak.)

1. Vizsgdljuk meg az értelmezési tartoményt! Ha a fliggvény definidlt a vizsgalt
pontban, nem kévetkezik a 7.15. vagy 7.16. tételbdl a folytonossdg? Ilyenkor
a hatérérték a helyettesitési értékkel egyenld, készen vagyunk. Esetleg nem
rosszul kittizott a feladat?

2. Irjuk 4t problémét u = x — xom v = y — y; helyettesitéssel, hogy a limeszt az
origéban szdmithassuk:

(x,y)lil(lalm,yo) foy = (u, 1/1)130,0) flutxo, v+ yo).

3. Helyettesitsiink u = 0-t, és szdmoljuk ki az egyvaltozds limeszt. Helyettesit-
siink v = 0-t is, és ismét szdmoljuk ki az egyvaltozds limeszt. Ha két kapott
limesz kiilonb6z6, akkor a keresett hatdrérték nem létezik, a feladatot meg-
oldottuk.

4. Helyettesitsiink y = Au-t, ahol A € R. Szdmitsuk ki az egyvaltozds limeszt!
(A A paraméter.) Ha a kapott limesz valamilyen A esetén nem létezik, vagy
minden A esetén létezik, de fiigg a A paramétertdl (azaz vannak kiilonb6z6
A értékek, amikre kiillonb6z6 a limesz), akkor a kétvaltozos hatarérték nem
létezik, készen vagyunk.

5. Alkalmazzunk poldrtranszformdéciot: u = r-cos¢e, v = r-sing. Itt r — 0+
mellett szamitunk hatarértéket, aminek ¢-tdl fiiggetleniil kell 1éteznie.

A példdban
3xy

flx,y) =

Menjiink végig a javasolt lépéseken!
1. Vildgos, hogy Dy = R2\{(0,0)}, azaz behelyettesitéssel nem tudunk hatarértéket szamolni,
de a feladat értelmes.
2. A hatéarértéket az origéban kell kiszamoljuk, igy az u és v valtozok bevezetésétdl eltekin-
tunk.
3. Helyettesitsiink x = 0-t.
. 3:0-y ]
lim =1lim0=0.

y=0,/024y2 y=0



https://www.google.com/search?ei=95oEYNjOJLHrrgTKvqC4Bg&q=graph+x%2F%28y%5E2-16%29&oq=graph+x%2F%28y%5E2-16%29&gs_lcp=CgZwc3ktYWIQAzIJCAAQyQMQFhAeMgYIABAWEB4yBggAEBYQHjIGCAAQFhAeMgYIABAWEB4yBggAEBYQHjIGCAAQFhAeMgYIABAWEB4yBggAEBYQHjIGCAAQFhAeOgQIABBHOgYIABAHEB5Qy_U6WNKqO2DHsTtoAHACeACAAWuIAeAHkgEDNS41mAEAoAEBqgEHZ3dzLXdpesgBCMABAQ&sclient=psy-ab&ved=0ahUKEwiYpvKs5KPuAhWxtYsKHUofCGcQ4dUDCAw&uact=5

Ii Hasonl6an, y = 0-tis.
. 3-x-0 .
lim ———==1im0=0.
x—=04/x2 402 x—0
A kapott két hatarérték megegyezik, nem jutottunk eredményre. (Ebben a 1épésben csak
az deriilhet ki, hogy nem létezik a keresett hatarérték. A hatarértékek egyez6ségébol sem-
mi nem kovetkezik, szemléletesen a tengelyek mentén kozelitettiik az origot. A hatarér-
ték létezéséhez minden lehetséges utat vizsgalnunk kell.)
4. Helyettesitsiink y = Ax-t (A € R)! Ilyenkor y — 0 automatikus, és ismét egyvaltozos li-
meszt szamolunk.

1 3-x-Ax I 3Ax2 I 3A|x|
1im = l1im = lim =0.
=0Vx2+ A2x2 0 x|V1I+ A2 2041422

A hatarérték minden A esetén létezik, és egyenld, ebbdl ismét nem kovetkeztethetiink
semimire.
5. Vezessiink be poldrkoordinétédkat:

X=rcosg, y=rsing & r=1/x%+y2?, (,oz.alrctanZ
x

Azt 1atjuk, hogy

. 3x . 3r-cos@-r-sin
lim _ XY = lim L4 L4
@y—=00 \/x2y2 r—0%,¢pel0.27) r
= lim 3rsing-cose = 0.
r—07%,pel0,2m) @ ®

Az utols6 1épésnél hasznéltuk a Renddr-elvet: mivel —1 < cos¢ -sing < 1 minden ¢-re,

gy
0« —3r<3rsing-cosp <3r—0.
Ezzel belattuk, hogy a keresett limesz létezik, és

3xy

lim ——=0
(x6.)=00) /32 + )2

L Mintafeladat megoldésa (3} o.) ]

m oxmy

im =?
(x,)—(0,00 X+ y

Mit kell tudni a feladat megolddsdhoz?
|S’ 1. Lasd az el6z6 feladatnal adott tanacsokat. ]

A példaban

I
flx,y) = prn
Menjiink végig a javasolt 1épéseken!
1. Vilagos, hogy a fliggvény x + y = 0 egyenesen nem értelmes, azaz Dy = R%\ {(x,y) €
R?|x + y = 0}. Igy behelyettesitéssel nem tudunk hatérértéket szamolni, de a feladat




|!’ értelmes.

2. A hatarértéket az origéban kell kiszdmoljuk, igy az u és v valtozok bevezetésétdl elte-
kintiink.
3. Helyettesitsiink x = 0-t.

Hasonléan, y = 0-tis.

. x-0 . x
Iim——=lim—=1lim1=1.
x—-0x+0 x—0x y—0

Mivel a két hatdrérték nem egyezik meg, ezért az f fliggvénynek nem létezik a hatér-
értéke az origoban.

3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellenorzo kérdések

:’ 2 Mennyivel ,nehezebb” folytonossagot ellendrizni, mint hatarértéket szamolni?

? Folytonos-e az origéban az

3 ha (x,y) # (0,0);
flx,y) = Vi2ty? Yy
0, ha(x,y) = (0,0)

fiiggvény?

? Folytonos-e az origbban az

2V hax+y#0;
f(x,y): xX+y y;é
0, hax+y=0

fiiggvény?

2 Keressen példat olyan fiiggvényre, aminek az origoban mindkét szekciofiiggvénye
azonosan 0 fiiggvény, de a fliggvény az origéban nem folytonos.

2 Dontse el, hogy igazak vagy hamisak a kovetkezé allitasok!
O Egy kétvaltozos fiiggvény kiillonbozd ¢y értékekhez tartozé szintvonalai metsz-
hetik egymast.

O Az 6sszes szintvonal ismeretében a fliggvény tetszéleges helyen vett helyettesi-
tési értéke kiszamolhato.

O Ha egy fiiggvény folytonos (xy, yo) pontban, akkor ott l1étezik a hatarértéke.
O Ha szekciofiiggvények folytonosak, akkor a fliggvény is folytonos.




4. Onallé munkdra kit{izott gyakorlatok

1. Hatdrozzuk meg és dbrazoljuk a kovetkezo kétvaltozos fiiggvények értelmezési tarto-
manyat!
a) alx,y)=2x-y
b) b(x,y) =v/(x—2)2+ (y +4)?
o) c(x,y) =x*/(y*—16)

2_
d) dixy) =22

e) e(x,y)=In(y*-16)-vVx2-9
f) flx,y)= tanf

2. A megadott ¢y értékekhez tartoz6 szintvonalak dbrdzoldsaval szemléltessiik a kovet-
kez¢ fliggvényeket!
a) alx,y)=(x-2%+y+4)?2 c=-1,0,1,4
b) b(x,y) =In((x=2)*+(y+4)%), co=-1,0,1,4
0 clx,y)=vx*-9y, c=-1,014
d) dx,y)=In(xy),cp=-1,0,1,4

3. Dontsiik el, behelyettesitéssel szamithatéak-e az aldbbi limeszek. Ha a behelyette-
sitéses modszer nem mukodik, a tanult 1épésekkel (koordinatatengelyek mentén, A
meredekségu egyenes mentén) teszteljiik, hogy 1éteznek-e a hatarértékek! Ha a tesz-
tek sem vezettek eredményre, alkalmazzunk polartranszformaciot, és szamitsuk ki a
limeszt!

i) limy -1 Bx’y+xy-2)

3x%y+xy—2
2x+y

sinx—siny
X+y

x2+xy+y2

2x+y?

x22

V) lim,)—0,0 373756y

i) limy,y)— 3,9
iii) limy,)—(0,0)

iv) lim,y)— (0,0

. . xy
vi) limey,y)—0,0) 37552
x2 2

vii) limy, y)—(0,0) ZiyE
viil) limx,y)— 1,008, (x+ y)
ix) limy,y)—(0,0 x2y2 In(x* + J’Z)

X) lime,y)—0,0 272

5. Ajanlott irodalom

1. Bagota Mdnika, Németh J6zsef, Németh Zoltan: Analizis II. feladatgy(jtemény, POLY-
GON
2. Szab6 Tamds: Kalkulus II. példatar informatikusoknak, POLYGON
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