[ Kalkulus feladatok megoldasa ]

1. Olvasolecke

Bevezetés, ismétlés

Az olvasélecke szerzoje

- Kozma J6zsef
Q PhD, f6iskolai docens
) SZTE TTIK
‘\ ;’h Bolyai Intézet, Geometria tanszék

A lecke feldol-
gozdsanak ido6-
igénye 40 perc.

Jelen tananyag a Szegedi Tu-
domanyegyetemen késziilt az
Eurépai Uni6 tdmogatéasaval.

SZECHENYI @

Projekt azonosito: Eurépai Unié =
EFOP-3.4.3-16-2016-00014 ] Elrip) 2260 1S A
‘:;\1|\:§rl Alap il

UNIVERSITAS SCIENTIARUM SZESERIENSIS 4
BOLYAI INTEZET

MAGYARORSZAG - =
KORMANYA BEFEKTETES A JOVOBE




1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

A kozépiskolaban megszerzett és az el6adason attekintett legalapvet6bb fogalmak és 6ssze-
fliggések a szamokkal, vektorokkal, illetve a logaritmusfiiggvénnyel kapcsolatosan.

O Koordinata-rendszer, vektorok, skalarszorzat
O Egyenes egyenlete, meredekség, irdnyvektor, normélvektor
O Sik egyenlete, normalvektora

O Alogaritmus fogalma, azonossagai, a logaritmusfiiggvény és monotonitdsa

Jo6 tanacsok az Olvas6nak

1. Forduljon kordbbi tanulmdnyai sordn haszndlt tankdnyveihez, a tanu-
las sordn készitett jegyzeteihez!

2. Mindig érdemes a tovdbb lépés el6tt tisztdznia, hogy mit tud pontosan
felidézni, illetve hol vannak a megértésben kitoltend6 hézagok.

3. El6zetesen olvassa 4t az el6adds azonos cimu olvaséleckéjét, és nézze
meg az eldaddshoz tartozo videoleckét!

4. E gyakorlathoz azonos cimi videé6lecke kapcsol6dik, amely néhény
problémat és azok megoldasat mutatja be, illetve szolgél szébeli ma-
gyardzattal.

5. Hasziikséges, forduljon a tananyagban szerepld referencidhoz (tovabbi
kiils6 videdleckék, mds tananyagok, javasolt konyvek)!

6. A kidolgozott példak

* segitenek végigmenni a probléma megértésének, megolddsdnak
és a megoldas ellendrzésének, tuddssa valasanak atjan. Ezért
ajanlott a még egyszertinek, esetenként nyilvanval6nak is tiiné 1é-
péseket is végiggondolni, és lehetdség szerint egyet sem kihagyni.

e 0néll6 megolddsidt mindenképpen érdemes az olvasénak meg-
prébalnia. Ez segiti abban, hogy tisztdzhassa: a problémaval kap-
csolatos fogalmaknak, eljarasoknak pontosan és teljes mértékben
birtokdban van-e. Ekkor el tudja donteni, hogy az El6adas és a
Gyakorlat Video- és Olvasoéleckéit milyen mértékben kell tjra at-
néznie. Még a sikeres 6néll6 megolddas esetén és ajanlott az itt
kidolgozott megoldas attekintése, hiszen abbdl tovabbi, a kurzus
menetébe illeszked6 ismereteket szerezhet, illetve er6sithet meg a
sajat tuddsdban.

e gyakran egymadsra épiilnek, az egyes feladatok megolddsdhoz

sziikséges ismeretanyag gyakran feltételezi az el6z6 feladatokhoz
sziikséges ismereteket.

7. A tudés elmélyitését szolgdld kittizott gyakorlatok elvégzése szintén
ajanlott.




A gyakorlati OL fokusza

 vektormiiveletek koordinétas alakban, tipusfeladat: adott a és b (koordinéatédkkal),
szamitsuk ki 3a—2b vektort;

skaldrszorzat, tipusfeladat: vektorok szogének kiszdmitdsa;

* egyenes egyenlete a sikban, tipusfeladat: normalvektor leolvasdsa egy meredeksé-
ges alakban adott egyenletbdl;

sik egyenlete a térben, tipusfeladat normalvektoros sikegyenlet felirdsa;

logaritmus, tipusfeladat numerikusan adott logaritmikus kifejezések sorba rende-

zése.
Az OL attanulmdanyozasaval az olvaso elérheti, hogy

miiveleteket tudjon elvégezni koordinédtds alakban megadott vektorokkal,
ki tudja szdmitani koordinatdikkal adott vektorok skaldris szorzatét és szogét,

egyenletével adott egyenest jellemezni tudjon irdnyvektordval, normélvektoraval,
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két pontjaval vagy egy pontjaval és irany- vagy normadlvektordaval adott egyenes
egyenletét fel tudja irni,

v/ meg tudja hatdrozni a térben egy sik egyenletét normalvektoranak és egy pontja-
nak ismeretében,

v’ alkalmazni tudja a logaritmus fogalmat olyan kifejezések értékének sorba rendezé-
sére, melyek logaritmust tartalmaznak.

Az OL attanulmdényozasanak iddigénye

* A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellendrzé kérdések megvala-
szoldsanak ideje: kb. 40 perc.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az el6re haladast, és az el6adas
Olvas6-, valamint Videdleckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardzatért, fogalmak pontos meghatarozasdért, irdinymutatésért, és ez tovabbi
egyéni iddsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdld kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.




2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

- Adottak a kovetkez6 vektorok: a(3;5), b(—1;6), (—1;-8), d(2; —3). Hatdrozza meg aza+b +
¢ + d vektor koordinatait!
Megoldds az[5 oldalon

2.2. Mintafeladat.

> |

Adottak a kovetkez6 vektorok: b(—1;6), (—1;—8), e(0;6). Hatdrozza meg a 6e — ¢ + 6b vektor
koordinatait!

—

Megoldds az[5 oldalon

2.3. Mintafeladat.

~ Adottak az a(—2;5) és b(6;3) vektorok. Hatarozzuk meg a két vektor szogét!
Megoldds al6l oldalon

2.4. Mintafeladat.

p—

rja fel az ¢ egyenes egyenletét, ha Py(—1;—2) az egyenes egy pontja, és n(—1;—2) egy nor-
malvektora!
Megoldds al6l oldalon

2.5. Mintafeladat.

l—Iatérozza megaz ¢ : y =7x+4 egyenes egy normalvektorat, valamint egy iranyvektorat!
Megoldds a[7 oldalon

2.6. Mintafeladat.

rja fel a X sik egyenletét, ha Py(—3;—1;2) a sik egy pontja, és n(1;1;2) egy normélvektora!
Megoldds a[8 oldalon

2.7. Mintafeladat.

l—Iatérozza megaZX:7x—3y+8z+4 =0 sik egy normalvektorat!
Megoldds a[§ oldalon

2.8. Mintafeladat.

hendezze sorba nagysdg szerint a kovetkez6 szamokat:

lg1000, Igv100, logs1, log,(—4), log%49, logﬁz

Megoldds a[9 oldalon




2.1. Mintamegoldasok

| 2.1} Mintafeladat megoldésa (4} o.) |

ttak a kovetkezd vektorok: a(3;5), b(-1;6), (—1;-8), d(2; —-3). Hatdrozza megaza+b+
- ¢+ d vektor koordinatait!

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

‘.' Ha két vektor a koordinétdival u(u,, uy), v(vy, v2), akkor dsszegiik koordindatdira:

(w+v) = (U + vy, u2 + v2),

vagyis vektorok Gsszegének koordindtdi az egyes vektorok megfeleld koordindtd-
inak 0sszegei.

2. A vektorok 6sszeaddsa kommutativ muivelet, vagyis barmely u és v vektorokra
u+v=v+u.

3. Avektorok 0sszeaddsa asszociativ muvelet, vagyis barmely u, v és w vektorokra
u+v)+w=u+ (v+w).

@ (%;9)
b (-10)

9—(‘43‘3)} (c d .
o\ (=142, -8-D)=(45-M)
A (25-3) i .
( €
Esare velel : telasleeps saow vedos ospapducl
o 1 't‘oorr‘i(gﬁ&;?agwﬂuh hzsm Oss2e §
meglelelo bodiuak| Sememaljul !
Vo« mestelantedl o esoportontdst :
@ tloec+d)(H-1-142,5+6-8-3) = (30D,

}@0)(0-1556) (a)

(a+btc+d (241, 4-11) = (3,0)

| 2.2, Mintafeladat megoldésa (4} o.)

wttak a kovetkez6 vektorok: b(—1;6), (—1;-8), e(0;6). Hatdrozza meg a 6e — ¢ + 6b vektor
| koordinatait!

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

. Haegy vektor a koordindtdival v(v;, v»), és A € R egy val6 szam, akkor a Av vektor
.' adott szamszorosa a koordinataival:

(AV)(Avy, Avy),

vagyis vektorok szdmszorosdnak koordindtdi a vektor megfeleld koordindtdinak
szamszorosai.
2. Az a—bvektor az a+ (—1)b 6sszegvektorral egyenld.




b(-1,6) — 6b(e(-1):6-6)=(-5;%)
c(-1,-8) —» - (L—OH)'.&A)(-&}(M%)
2(0i6) —» Ce(60:66)=(0;26)

GCe -C +6b = 6b—C 4+6e =(-e+140;%13+3¢)=(-5;80)

leommukeduitas

77777 ttak az a(—2;5) és b(6;3) vektorok. Hatdrozzuk meg a két vektor szogét!
B Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

n Az u és vvektorok skaléris szorzata: (u,v) = |u|-|v|-cosy, ahol |u| és |v| a vektorok
abszolut értéke (hossztisdga), és y az altaluk bezart szog.
3. Egyv(vy, 1) vektor |v| abszolut értéke koordindtakkal kifejezve: |v| = |/ v12 + v%.

4. Koordinatakkal kifejezve az u(uy,up) és v(vy, v2) vektorok skaldris szorzata
u,v) =u vy + up + vo.

2(-2:5),b6;3) A geometriot defntdo A binateblod-

o el =lcaf st =l
fﬂ =\[6T{5'" =—‘l_5' <OL l:)>_ J_s a,_r,a) <QJO>-—-(1}G+55_
(6i3) \"_—'_‘V__'__—_'_—'_/
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‘i.’fel az ¢ egyenes egyenletét, ha Py(—1;—-2) az egyenes egy pontja, és n(—1;—-2) egy nor-
| malvektora!

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

‘.' A Py ponton 4tmend, n normdlvektoru egyenes (normdlvektoros) egyenlete

(n, (x—=po)) =0,
ahol pg a Py pont helyvektora, x az egyenesre illeszked6 X pont helyvektora.

2. Az egyenes normaélvektoros egyenlete koordindtdkban, n(a; b) és P(xo; yo) ese-
tén

a(x—x9)+b(y—yo) =

(lasd a skaléaris szorzat felirasat koordinatakkal).




Wadat megoldésa az el6zetes ismeretek birtokdban pusztan egy behelyettesitésre korla-
| tozodik a sik normaélvektoros egyenletébe.

A behelyettesités kovetését megkonnyiti, hogy a levezetésben nyilak mutatjak az egyes ko-
A levezetés melletti koordindta-rendszer szemlélteti a szdmolds eredményét. (Az a feladat
szerzOjének "jatékossaga", hogy a megadott Py pont és az ny pont koordindtdi ebben a fel-
adatban megegyeznek.)

A n(=1-2) R(-1,-2)
82 { normalueltora w2 Cagy poute

~, > 22 Logpres (rormal vetboros) eqyenlete
ot-2)/ | | alx=%o)+ bly-4p)=0
S
. | 4 4 9
R N2 —(X+ 1) -UYy+2)=0

X =2y =520 2 x+2g+5:0

' Minden (esetleg hidnyos) ax + by + ¢ = 0 kétismeretlenes els6foku egyenlet egy
egyenes egyenlete, ahol nem lehet a és b egyszerre 0, mert akkor c is 0, és nin-
csen egyenlet.

2. Minden (esetleg hidnyos) ax + by + ¢ = 0 kétismeretlenes els6foki egyenlet egy
olyan egyenes egyenlete, amelynek normalvektora az n(a; b) vektor.

3. A Py(xo;¥0) ponton atmend, v(vy;v,) irdnyvektori egyenes (iranyvektoros)
egyenlete

v2(x = x0) = v1(y = yo) = 0.

4. Minden ax + by + ¢ = 0 kétismeretlenes (esetleg hidnyos, ahol vagy a = 0, vagy
b = 0) els6fokt egyenlet tekintheté egy egyenes irdnyvektoros egyenletének,
ahol v(b; —a) az egyenes egy irdnyvektora; és ugyanakkor tekinthet6 egy egye-
nes normaélvektoros egyenletének, ahol v(a; b) az egyenes egy normalvektora.

= Fx+4
¢ v

Fx+Ng +4=0 Fxt(A)g +4=0
i
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rja fel a X sik egyenletét, ha Py(—3;—1;2) a sik egy pontja, és n(1;1;2) egy normélvektora!
Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

‘i' A Py ponton 4tmend, n normdlvektoru sik (normélvektoros) egyenlete
-' (n; (x_ pO)) = O)

ahol pg a Py pont helyvektora, x a sikra illeszkedé X pont helyvektora.
2. Az sik normaélvektoros egyenlete koordindtdkban, n(a; b) és P(xy; yo; 2o) esetén

a(x—xo)+b(y—yo) +clz—29) =0

(lasd a skalaris szorzat felirasat koordinatakkal).

D_( 454;2¢) P,(—z; 'Z.'lf)
a & gy normaluektora 0 & agy pontja
o ek (rovmal ue&‘bros) %!Zhue,:
a(x~%o)+ bly-4p) +c(2-2)=0
A 1\) < 1\)

12
1 -2 14 -2 3 &

AXH+2) +4(4+2 Y42 (2-4)=0
XYLz -4 =0 x+y+lz =

' Minden (esetleg hidnyos) ax + by + cz + d = 0 haromismeretlenes els6fokt
' egyenlet egy sik egyenlete, ahol nem lehet a, b és c egyszerre 0, mert akkor d
is 0, és nincsen egyenlet.
2. Minden (esetleg hidnyos) ax + by + cz + d = 0 hdromismeretlenes els6foku
egyenlet egy olyan sik egyenlete, amelynek normélvektora az n(a; b; ¢) vektor.

A 2 sk egyemlete: Ketestl o g(a-.\a'lc,) wrNL&QUQJC",Or’t

3:,7‘:,,:2‘3' +8% +4=0. Forros ESZREVETEL:
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‘i.ﬂiezze sorba nagysdg szerint a kovetkez6 szamokat:
- 1g1000, 1gv100, logs1, log,(—4), log% 49, log 52

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

[
' A szam logaritmusanak fogalma: Egy nemnegativ b szdm a alapti (a pozitiv, és
-' a # 1) logaritmusa az a kitevd, amelyre a-t emelve b-t kapunk:

alog,z b = b

2. Hagyomany szerint Igx a 10-es alapu logaritmust jel6li.
3. A logaritmus azonossdgai (mindig feltételezziik, hogy a formuldkban szerepl6
hatvanyok, illetve logaritmusok 1éteznek):
(a) Szorzatlogaritmusa: log,(xy) =log,(x) +log,(¥).
(b) Hatvany logaritmusa: loga(xk) =k-log,(x).
log. b
log.a’

(c) Attérés c alapt logaritmusra: log, b =

(d) Az 1 szam barmilyen logaritmusa 0.

4. A szamokhoz az a alapu logaritmusukat rendeld fiiggvény 1-nél nagyobb a alap
esetén nagyobb szimhoz nagyobb értéket rendel, vagyis az x — log, x szigoru-
an monoton nové fliggvény, ha a > 1. Az a < 1 esetben ez a fliggvény szigortian
monoton csokkend fliggvény.

A Qog)arijww.s azowossaaost , Welve kbauetlenid
o ole(»{,micié\‘d{ alleaﬂmzkotéuﬂg az Bgyes e:(téi.ec;
lis2omdé.sa v
3
14 8g1000= {g (107)= 3.¢g10=305 fo0 ST

o
Eoga.o;‘i

.QJ* ?’%mz (’%’(O:’[ e [d. o2 elonst !

Ok "‘}54 =0 «—hwgen 5°=1.
4k lO%L(~4) «— oz nuacsen extelwmeze mexl : —4 0.
= L T - X
5% !a@,‘lﬁ- R St S 2
5 Tog g o3 |
ottéren I-en haduang  loga=1

O-QGPFO. wa;t.\ :

ok log o2 =% - 1 1 __
N A ST ]
C;&e(l'lﬂ 2-8: '\Ai\lé.uuj
olepra Logprit fausa

A sorrendl - tog,13 < loy A< g V400 ¢ g ;;2 <l 000




3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellenorzo kérdések

!' 2 Igaz-e, hogy barmely vektort fel lehet bontani két vektor 6sszegére, akar a sikban, akar

a térben?

? A térben barmely vektorhoz van-e olyan vektor, melyet hozzdadva az (1;0;0) koordi-
nataju vektort kapjuk?

-~

Igaz vagy hamis a kovetkez6 allitds? Két vektor szogének szinusza sosem negativ, de
koszinusza lehet az.

-~

Lehet-e két vektor akkor is merdleges, ha skaldris szorzatuk nem 0?

-~

Igaz vagy hamis a kovetkez6 allitds? Egy iranytényezdjével adott egyenes nem lehet
merdleges egyik koordindta-tengelyre sem.

-~

Ha két sik parhuzamos, azt hogyan ismerheti fel az egyenletiikb61?

? Van-e olyan negativ szam, amelynek logaritmusa pozitiv?

-~

Dontse el, hogy igaz vagy hamis a kovetkez6 allitds! Ha egy szdm pozitiv, és a logarit-
mus alapja is pozitiv, akkor a szdm logaritmusa is pozitiv.

2 Van-e olyan logaritmusalap, amely esetén minden szamnak ugyanaz a logaritmusa?

? Igaz-e, hogy ugyanannak a szamnak a nagyobb alapt logaritmusa kisebb?

4. Onallé munkdra kit{izott gyakorlatok

1. Adottak a kévetkezé vektorok: a(3;5), b(—1;6), (—1;—8), d(2—-3), e(0,6). Hatdrozza meg
a kovetkez6 miiveletekkel adott vektorok koordinatdit!

at+b+c+d; 2a+4c; b-d; 6e—c+6b.

2. Legyen A, B és C egy haromszog csucspontja, S a sulypontja. Szamitsa ki a hidnyzo
adatokat!

A4 1),B3;6),C(=2;-1). SS9, A42),B(51),53;5). C&?).

3. Adottak az e(—3;8) és f(—1;12) vektorok. Hatdrozzuk meg a két vektor skalaris szorza-
tat!

4. Adottak az u(-3;4) és b(12;5) vektorok. Hatdrozzuk meg a két vektor szogét!

5. Irjafel a kovetkezd egyenesek egyenletét, ha Py az egyenes egy pontja, és n az egyenes
normalvektora!

a) Py(0;0), n(2;7); b) Py(-1;-2), n(-1;-2).

6. Hatdrozza meg az alabb adott egyenesek normalvektorat!
1
y= Ex—4; 7y=-0,4x+8.

7. Irja fel a kovetkez6 sikok egyenletét, ha Py a sik egy pontja, és n a sik normalvektora!

a) Py(0;0;0),n(0;2;7); b) Py(2;-1;-2),n(2; -1;-2).
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8. Hatédrozza meg a kovetkez6 sikok normaélvektorat!
x—13y+2z-7=0; 2x+5y—4z=0.
9. Rendezze sorba nagysdag szerint a kovetkez6 szamokat!
1210000, 1gv1000, log,1, log,(32), log 169, log 525.

10. Oldja meg az aldbbi egyenleteket!

2 1
logza:4; lgb:—?); log%(/‘:z; loggg':5 10g5h:—5-

5. Ajanlott irodalom

1. Reimann Istvdn: Matematika, Typotex
2. Obédovics J. Gyula: Matematika, Scolar
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