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9. Olvasodlecke

Tobbvaltozo6s fuggvények széls6értéke

Készitette:
Az olvasodlecke tartalma:
o Kétvaltozos fiiggvények lokalis szél-
sGértéke
'e ) e Lokalis szélsGeértéke  létezésének

elégséges feltétele

e Abszolut szélsGérték korlatos zart
halmazon

o Onellendrzs kérdések

Dr. Fodor Ferenc

SZTE TTIK Bolyai Intézet Olvasasi id&: kb. 1 éra
Geometria Tanszék

Kétvaltozos fiiggvények lokalis szélsGértéke

Korabban bevezettiik a tobbvaltozos fliggvények globalis (abszolut) szélsGértékének fo-
galméat. Most, az egyvaltozos esethez hasonlé modon, definidljuk a lokdlis szélsdértékeket.

9.1. Definici6. Tegyiik fel, hogy (a,b) az f : R* — R fiiggvény értelmezési tartoméa-
nyanak pontja. Ekkor az f fiiggvénynek az (a,b) helyen

i) lokdlis vagy helyi minimuma (szigorid lokdlis minimuma) van, ha létezik (a,b)-
nek olyan H (nyilt) kornyezete, hogy f(z,y) > f(a,b) (f(x,y) > f(a,b)) minden
(x,y) € HN Dy esetén;



ii) lokdlis vagy helyi maximuma (szigori lokdlis mazimuma) van, ha létezik (a,b)-
nek olyan H (nyilt) kornyezete, hogy f(z,y) < f(a,b) (f(z,y) < f(a,b)) minden
(x,y) € HN Dy esetén.

9.2. Megjegyzés. Ha f-nek (szigort) lokdlis minimuma vagy maximuma van az (a, b)
helyen, akkor (a,b) (szigori) lokdlis minimum vagy mazimumhelye f-nek; vagy Ossze-
foglalo néven (szigori) lokalis szélséértékhelye.

Ha az (a,b) pontban az f fliggvény parcidlisan differencidlhaté x és y szerint és ott
lokalis szélsGértéke van, akkor az x és y szerinti szekciofiiggvényeinek (mint egyvaltozos
fiiggvényeknek) az (a, b) pontban lokalis szélsGértéke van, igy derivaltjaik (amelyek f parciélis
derivaltjai) nullaval egyenlsk. Ez adja a kovetkezs tételt.

9.3. Tétel. Ha az f : R? — R fiigguénynek lokdlis szélséértéke van az (a,b) pontban és
az [ parcidlis deriwvdltjai léteznek az (a,b) helyen, akkor

falc(a’ b) = f{/(a)b) = 0.

9.4. Megjegyzés. Figyeljiilk meg, hogy a 9.3. tétel azt mondja, hogy ha f-nek lokalis
szélsGértéke van egy olyan pontban, ahol mindkét parcialis derivaltja létezik, akkor ott
érintGsikja vizszintes. Ez hasonlé az egyvaltozos esethez.

A 9.3. tétel alapjan, egy f fiiggvénynek értelmezési tartoményanak egy belsé pontjaban
csak akkor lehet szélsGértéke, ha ott vagy mindkét valtozodja szerint parcidlisan differenciél-
hato és parcialis derivaltjai nulldval egyenl6k, vagy legalabb valamelyik parcialis derivaltja
nem létezik. Ez motivalja a kovetkezs definiciot:

9.5. Definici6. Az (a,b) € Dy pont az f fliggvény kritikus vagy staciondrius pontja, ha
fr(a,b) = f,(a,b) = 0 vagy valamelyik (esetleg mindketts) parcialis derivilt nem létezik
(a,b)-ben.

Tehat egy f kétvaltozos fiiggvénynek csak kritikus (stacionarius) pontban, vagy értelme-
zési tartoméanyanak hatarpontjaban lehet szélsGértéke.

9.1. Példa. Hatéarozzuk meg az f(x,y) = x? — 2y? fiiggvény kritikus pontjait.



ﬁMegoldcis. Mivel az f fiiggvény (kétvaltozos) polinom, ezért mindenhol értelmezve van, és
léteznek parcidlis derivaltjai az R? sikon. Ezért stacionarius pontjai csak ott lehetnek, ahol
a parcialis derivaltak nullaval egyenlGk. Mivel

folw,y) =22, f(2,y) = —4y,
ezért a kritikus pontokat az
folw,y) =20=0, & fi(z,y) =4y =0
egyenletek hatarozzak meg, amelyek egyetlen megoldésa a (0, 0) origd. Tehat az f fiiggvény-

Lnek egyetlen kritikus pontja van, mégpedig az origd, azaz csak itt lehet lokalis szélsGértéke.

9.6. Megjegyzés. Vegylik észre, hogy a 9.1. példabeli fliggvénynek az origbban nincs
lokalis szélsGértéke, ami az 9.1. abrabol nyilvanval6. Tehat a kritikus pontokban nem fel-
tétleniil van lokalis szélsGérték. Az els6rendii parcialis derivaltak eltiinése csak sziikséges,
de nem elégséges feltétele a lokalis szélsGérték létezésének.

9.1. abra. Az f(z,y) = 2* — 2y? fiiggvény grafikonja

9.7. Definicié. Azokat a kritikus pontokat, ahol az f fliggvény differencialhato, de nincs
lokalis szélsGértéke nyeregpontoknak szoktuk nevezni.

A 9.1. példaban szerepl§ fiiggvénynek az origd nyeregpontja. Az elnevezés motivaciojat
a 9.1. abra jol szemlélteti.



Lokalis szélsGértéke 1étezésének elégséges feltétele

Amint lattuk, a kritikus pontokban a fiiggvénynek nem feltétleniil van lokalis szélsGérté-
ke, csak lehet. A kovetkezd tétel (egy lehetséges) elegendd feltételt ad a lokalis szélsGérték
létezésére.

9.8. Definicié. Ha az f : R? — R kétvaltozos fiiggvény Osszes méasodrendd parcilis
derivaltja létezik és az (a,b) € Dy pontban, akkor a

Dla,t) = T} fore ) = Fia.b) e.) = Fa(e.bl (b

determinanst az f fliggvény (a, b) pontbeli Hesse-féle determindnsdnak nevezzik.

9.9. Megjegyzés. Ha az f masodrendi parciélis derivaltjai mind folytonosak az (a,b)
egy kornyezetében, akkor a Young-tétel miatt a vegyes derivaltak egyenldk, azaz f;, (a,b) =

ya (0, D), 18y
D(CL, b) = f:]lc,x(a7 b)fg:/y(a7 b) - (fglcly(a7 b>)2

9.10. Tétel (Elegendd feltétel lokalis szélsGérték létezésére). Tegyik fel, hogy az f :
R? — R kétvdltozos fiigguény dsszes mdsodrendi parcidlis derivdltja létezik és folytonos
az (a,b) € Dy pont egy nyilt kirnyezetében, tovdbbd f,(a,b) = f,(a,b) = 0. Ekkor

i) ha D(a,b) > 0 és f (a,b) > 0, akkor f-nek az (a,b) pontban szigori lokdlis
minimuma van;

i) ha D(a,b) > 0 és f (a,b) < 0, akkor f-nek az (a,b) pontban szigori lokdlis
mazrimuma van,;

iii) ha D(a,b) <0, akkor f-nek az (a,b) pontban nyeregpontja van.

9.11. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy ha D(a, b) = 0, akkor a 9.10. tétel semmit
nem mond a szélsGérték létezésérdl. Ebben az esetben mas utat kell keresniink.

9.2. Példa. Keressiik meg az f(z,y) = 823 + 24zy + 1y fiiggvény szélsGértékeit.


https://en.wikipedia.org/wiki/Otto_Hesse

ﬁMegoldcis. Az f fiiggvény minden valtozoja szerint tetszéleges sokszor parcidlisan differen-
cialhato mindenhol, ezért lokalis szélsGértéke csak stacionarius pontban lehet. Stacionarius
pontjait a kdvetkezs egyenletrendszer hatarozza meg:

fh =242 4 24y = 0,
fy =24z +3y> = 0,

amelybdl y = —a2, igy

3(—2?)? + 24z = x(2® +8) = 0.
Innen adédik, hogy x = 0 vagy x = 1. Tehat az f fliggvénynek stacionarius pontja van a
(070)7 (_Qa _4)

helyeken.

A mésodik parcialis derivaltak:

fr =48z,
foy = fou = 24,
Jou =6y
Tehat a Hesse-méatrix determinansa
48x 24
D(x,y) = ‘ 94 Gy‘ = 288(zy — 2).

i) D(0,0) =288 -(—2) < 0, igy a 9.10. tétel iii) pontja szerint a (0,0) pont nyeregpont,
azaz ott a fliggvénynek nincs szélsGértéke.

i) D(—2,—4) =288-6>0¢s fI (—2,—4) = (—2) - 48 < 0, ezért a 9.10. tétel ii) pontja

B szerint az f fliggvénynek a (—2, —4) helyen szigoru lokalis maximuma van.

9.3. Példa. Keressiik meg az f(z,y) = 2 — 2y? fiiggvény szélsGértékeit.

ﬁ]\Jegoldds. Ezzel a fiiggvénnyel mér taldlkoztunk a 9.1. példaban. Lattuk, hogy egyetlen
kritikus pontja van, az origd, ahol nyeregpont van. Ezt most a 9.10. tétellel is megmutatjuk.
A fiiggvény mésodik parcialis derivaltjai

foe(x,y) =2,
foy(@,y) = fo(x,y) =0,
f;/x(x’y) = _47



9.2. abra. Az f(x,y) = 83 + 24xy + y* fiiggvény grafikonja.)

ezért
D(0,0) = 2-(—4) —0=-4<0,

azaz a 9.10. tétel iii) pontja alapjan az origobban valéban nyeregpontja van. Mashol pedig

 hem lehet szélsGértéke, mert értelmezési tartoményanak nincsenek hatarpontjai.

Abszolat szélsGérték korlatos zart halmazon

A Weiertrass-tételbdl tudjuk, hogy korlatos zart halmazon folytonos fiiggvény korlatos, és
felveszi szélsGértékeit. Azaz az ilyen fliggvényeknek van abszolit minimuma és maximuma,
amelyet fel is vesznek az adott halmazon El6z6 pontbeli vizsgalodasainkbol pedig tudjuk,
hogy egy kétvaltozos fiiggvénynek szélsGértéke stacionarius pontban vagy pedig értelmezé-
si tartoméanyanak hataran lehet. Ennek alapjan egy korlatos, zart H C R? halmazon tgy
keressiik meg az f folytonos fiiggvény abszolut szélsGértékeit, hogy meghatarozzuk lehetsé-
ges lokalis szélsGértékhelyeit, amelyek kritikus pontban vannak, illetve a lehetséges lokalis
szélsGértékhelyeit a H halmaz hatéaran. Az igy felsorolt szélsGértékhelyeken kiszamitjuk a
fliggvény értékét és a kapott értékek koziil kivalasztjuk a legkisebbet (abszolit minimum) és
a legnagyobbat (abszolut maximum).

9.4. Példa. Keressiik meg az f(z,y) = 222 + 2zy + y? — 8x fiiggvény abszolut szélsGér-
tékeit az 0 < o < 4, —4 < y < 4 téglalapon.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass

9.3. dbra. Az f(x,y) = 22% + 22y + y? — Sz fiiggvény grafikonja az 0 <z <5, -3 <y < 3
téglalapon.

Megoldds. Az f fliggvény stacionarius pontjai kielégitik a kovetkezd egyenleteket:

fy =2y +2x =0,

amibdl a stacionarius pontra azt kapjuk, hogy (2, —2), ami benne van a megadott téglalap-
ban. A fiiggvényeérték f(2,—2)=2-224+2-2-(-2) —8-2 = —16.

Most meg kell nézniink, hogy van-e a fiiggvénynek szélsGértéke a téglalap hatarain:

i) * =0,—4 <y < 4: Ekkor f(0,y) = %?, aminek minimuma az y = 0-ban f(0,0) = 0,
maximuma az y = +4-ben f(0,+4) = 16.

ii) x =4, -4 <y < 4: Ekkor f(4,y) = 32 + 8y + y? — 32 = y* + 8y, aminek minimuma
y = —4-ben, azaz az egyik végpontban van, ahol a fiiggvényérték f(4, —4) = —16.
Maximuma a masik végpontban lehet, ahol f(4,4) = 48.

iii) y = —4,0 <z < 4: Ekkor f(z,—4) = 2? — 8x + 16 — 8¢ = 2? — 16z + 16, amelynek
minimuma az x = 8 pontban van, a [0, 4] intervallumon kiviil. Azaz szélsGértéke csak

végpontban lehet, ahol f(0,—4) = 16 és f(4,—4) = —16.

iv) y=4,0 <x <4:FEkkor f(z,4) = 2>+ 8r + 16 — 8z = z? + 16, amelynek minimuma
az x = 0-ban van, ahol f(0,4) = 16. Az intervallum masik végpontjaban f(4,4) = 48.



A fenti értékek koziil a legkisebb —16, amelyet a fiiggvény a (4, —4) pontban vesz fel, a
legnagyobb pedig 48, amit a fiiggvény az (0,4) pontban ér el. A fiiggvény grafja a kérdéses
téglalapon a 9.3. abran lathato.

Tehat a fiiggvény abszolit maximuma 48, abszoltt minimuma pedig —16 a megadott

Ltartornz’myom.

Onellenérzs kérdések
1. Hatarozzuk meg az f(x,y) = m fiiggvény szélsGértékeit.
2. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 2% — 4y + y? + 6z + 1 fiiggvény szélséértékeit.

x siny fliggvény szélsGértékeit.

I
(

3. Hatarozzuk meg az f(z,y
4. Hatéarozzuk meg az f(
(

) =
) =

T,y) = 2% — y2 fiiggvény szélséértékeit az x2 + y? < 1 korlapon.
)

5. Hatarozzuk meg az f(x,y —v* fiiggvény szélsGértékeit az 22 + 2 < 4 kérlapon.
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