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8. Olvasodlecke

Tobbvaltozo6s fuggvények derivalasa,
gradiens, iranymenti derivalt

Készitette:
Az olvasoédlecke tartalma:

o Kétvaltozos fiiggvények parciélis
derivéltjai

e Magasabb rendd parcialis derival-
tak

e Totéalis derivalt, gradiens

o Frintdsik

o Onellendrzs kérdések

Dr. Fodor Ferenc
SZTE TTIK Bolyai Intézet
Geometria Tanszék

Olvasasi 1d3: kb. 1 o6ra

Tobbvaltozos fliggvények parcialis derivaltjai

A kétvaltozos fiiggvényekkel kapcsolatos szamitésokat (legalabbis részben) vissza fogjuk
vezetni az egyvaltozos fliggvényeknél megismert eljarasokra. Ennek egyik példaja a parcidlis
derwadltak fogalma. Ez lényegében azt jelenti, hogy ha egy kétvaltozos fiiggvény egyik val-
tozdjat az értelmezési tartomany egy pontjaban rogzitjiik, és csak a maésik valtozik, akkor
egy egyvaltozos fiiggvényt kapunk, amelyet (jo esetben) mar tudunk derivalni. Igy kapjuk
az adott pontbeli nem rogzitett valtozo szerinti parcidlis derivaltat. A pontos definicio a
kovetkezd.



8.1. Definicié. Legyen f : R? — R kétvaltozos fiiggvény, és (a,b) az f értelmezési
tartomanyéanak belsé pontja. A

e f(l‘,b) B f(a’ b)

Tr—a Tr— Qa
hatarértéket, amennyiben létezik, az f fiiggvény = szerinti (a,b)-beli parcidlis derivdlt-

janak nevezziik. A
e f(CL7 y) B f(a’a b)
y—b Yy — b

hatéarértéket pedig (ha létezik), az f fliggvény y szerinti (a,b)-beli parcidlis derivdltjanak
nevezzik.

A parcialis derivaltakat példaul a kovetkezd szimbolumok egyikével jeloljiik:

of of ) /
a_ 3 a. fx(aa b); f (CL, b)
Oz 0Y | (z.)=(a.t) !

(z,y)=(a,b)

8.2. Megjegyzés. A 0 szimbolum a gorog delta egyik formaja, és igy is olvassuk ki: pl.

”%” ugy hangzik, hogy “delta [ per delta z”.

Ha az f kétvaltozos fiiggvény a H C R? halmaz minden pontjaban parcilisan differenci-
alhato az x szerint (y szerint), akkor azt mondjuk, hogy f az x szerint (y szerint) parcidlisan
differencidlhato a H halmazon.

Tegyiik fel, hogy az f kétvaltozos fiiggvény az x szerint parcidlisan differencidlhato a
H C R? halmazon. Azt a fiiggvényt, ami a H minden pontjiban megegyezik az f x szerinti
parcialis derivaltjaval az f fiigguény x szerinti parcidlis differencidlhdanyados fligguényének
nevezziik, és példaul a
af

%(ZL‘,Q), f;(x,y)

szimbolumok valamelyikével jeloljiik.

A parcialis derivaltak kiszamitasa egyszert, lényegében az egyvaltozos fiiggvények esetén
megismert szabélyokat kell hasznalnunk.

8.1. Példa. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 2 + 2zy + y* — 1 fiiggvény x és y szerinti
parcialis derivaltjait az (1,2) pontban.



ﬁ]\Jegoldds. Az x szerinti parcidlis derivaltat tgy hatarozzuk meg, hogy y-t konstansnak
tekintjiikk és az x szerint differencialunk pontosan dgy, mint az egyvaltozos fiiggvények
esetében:

0 0
6_;; = %(:c2+2xy+y3— 1) =2z +2y.
Ekkor
of

5 —2.14+2-2=6.
T l(@y)=(1,2)

Az y szerinti parciélis derivalt meghatarozasdhoz most z-et tekintjik konstansnak, és y
szerint a szokasos modon differencialunk:

of o

Y Y29 3 1) =22 + 3%
o ay(x +2zy +y ) x4+ 3y
Ekkor p
a_f =2.14+3-22=14.
L Yy (:c,y):(l,Q)

Az altalaban igaz, hogy a két parciélis derivaltja az f fiiggvénynek nem egyenlé.

8.2. Példa. Szamitsuk ki az f(z,y) = In(2? + y* + 1) fiiggvény x és y szerinti parcialis
derivéltfiiggvényeit.

Y egoldds. Az x szerinti parcialis derivalasnél az y-t konstansnak tekintjiik:

or _ o

2z
7 = 5@+’ + 1)) =

_x2_+_y2+1’

ahol az x szerinti derivalasnal az egyvaltozos lancszabalyt hasznéltuk.

Az y szerinti parcialis derivalasnal az z-et konstansnak tekintjiik:

of o

vr _ Y 2 2 _ 2y
9y ay(ln(x +y +1))

L 24241

A parcidlis derivaltak szemléletes geometriai jelentése a kovetkezd: ha az f fliggvény
grafikonjat elmetssziik az y = b egyenlet sikkal (ez a sik parhuzamos az 2 koordinatasikkal),
akkor a metszet az f(x,b), immar egyvaltozos fliggvény grafikonja lesz; az f(z,b) fliggvényt
az [ szekcio- vagy metszet-fiigguénynének is szoktuk nevezni. Hasonléan, ha az x = a sikkal
metsziink, akkor az f(a,y) egyvéltozos szekciofiiggvény grafikonjat kapjuk.

Az f fiiggvény x-szerinti parcialis derivaltja az (a,b) pontban nem mas, mint az f(z,b)
szekciofiiggvény szokasos derivaltja az & = a pontban, ami az f(z, b) fliggvény a-beli érintdjé-
nek meredeksége. Az y szerinti parcialis derivalt pedig az f(a,y) szekciofiiggvény derivaltja,
azaz az érintGjének meredeksége az y = b pontban.



8.1. abra. Az f(x,y) = x*+y? fliggvény f.(1,1) parciélis derivaltja, mint szekciofiiggvényének
meredeksége.

8.3. Megjegyzés. A parcialis derivaltak (a latszat ellenére) nem(!) felelnek meg az
egyvaltozos fiiggvények derivaltjanak. Ez példaul abbdl is latszik, hogy megadhaté olyan
f kétvaltozos fiiggvény, amelynek mindkét parcialis derivaltja létezik egy (a, b) pontban,
de ott az f nem folytonos.

Magasabb rendii parcialis derivaltak

Az egyvaltozos fiiggvények magasabb rendi derivéaltjaihoz hasonloan, bevezetjiik a ma-
gasabb rendd parcidlis derivdltakat. Az alabbi definicioban, kényelmi okokbol a fiiggetlen
valtozokat xi-el és xo-vel jeloljiik.

8.4. Definicié. Tegyiik fel, hogy az f : R? — R fiiggvény az x; valtozo szerint parcialisan
differencialhat6 az (a,b) pont egy kérnyezetében. Ha az f; (11, 72) x; szerinti parcialis
derivaltfiiggvény az x; valtozo szerint parcialisan differencialhat6 az (a, b) pontban, akkor
azt mondjuk, hogy az f az x; és x; szerint (ebben a sorrendben) kétszeresen parcidlisan
differencidlhaté az (a,b) pontban.

Ezeket a mdsodrendi parcidlis derivdltakat a kovetkez6 modon szoktuk jeldlni:

02 f
8$i8xj (

CF(@b), fhab).

z1,z2)=(a,b)



Az [}, parcidlis derivéltakat (ahol a két véltozd megegyezik) tisztdanak, az f; . (i # j)
parcialis derivaltakat pedig vegyes masodrendii parcialis derivaltaknak szoktuk nevezni.
A derivalésok sorrendje mindig balrél jobbra olvasando.

A mésodrendd parciélis derivaltfiiggvényeket, illetve a H halmazon val6 kétszeres parci-
alis derivalhatosagot a szokasos modon értelmezziik.

8.3. Példa. Szamoljuk ki az f(x,y) = zy fliggvény Osszes lehetséges masodrendi par-
cialis derivaltjait.

Y egoldds.

A 8. példabdl gy tiinhet, hogy a vegyes masodrendii parcialis derivaltak egyenlGek, azaz
nem szamit, hogy el6bb x szerint, aztédn y szerint derivalunk, vagy forditva. Ez a megfigyelés
sok esetben igaz, de nem mindig! Altalaban a parcialis derivalasok sorrendje igenis szamit,
tehat nem lehet Gket tetszGlegesen cserélgetni.

Természetes kérdés, hogy mikor felcserélhets két valtozo szerinti parciélis differencialas.
Erre a 8.5. tétel ad egy elegendd (de nem sziikséges) feltételt.

8.5. Tétel (Young-tétel). Tegyiik fel, hogy az f, f., f,, fu, € frn fiigguények mind

léteznek az (a,b) pont egy kirnyezetében és folytonosak (a,b)-ben. Ekkor f} (a,b) =
" (a,b).
ya\ D

Totalis derivalt

A két- (és altalaban a) tobbvaltozos fiiggvények esetében a totalis derivalt jatssza azt a
szerepet, amit az egyvaltozos fliggvények esetében a szokéasos derivalt.

8.6. Definici6. Legyen az f : R? — R kétvaltozos fiiggvény értelmezve az (a,b) pont
egy (nyilt) kornyezetében. Azt mondjuk, hogy az f (totdlisan) differencidlhato az (a,b)


https://en.wikipedia.org/wiki/William_Henry_Young

helyen, ha f;(a,b) és f,(a,b) létezik, és
f@,y) = fla,b) + fola, b)(z — a) + fy(a,b)(y — b) + wi(z,y)(z — a) + wa(=z,y)(y — b),
ahol wi,wsy : R? — R olyan kétvaltozos fiiggvények, amelyekre teljesiil hogy

lim wi(z,y)= lim wy(z,y)=0.
(w3)— (a.b) 1(@:9) ) ) 2(,y)

A totalis derivalhatosagbol mér kovetkezik a folytonossag, akarcsak az egyvaltozos eset-
ben.

8.7. Tétel. Ha az f : R? — R kétvdltozds fiigguény totdlisan derivdlhatd az (a,b) pont-
ban, akkor ott folytonos.

Tehat a folytonossiag a totalis differencidlhatosag szikséges feltétele. A kovetkezd tétel
elegendd feltételt ad arra, hogy egy fiiggvény egy adott pontban totalisan differencidlhato.

8.8. Tétel (Totélis differencidlhatosag elegends feltétele). Ha az f : R? — R kétvdl-
tozds fiigguény f, és f, parcidlis derivdltfigguényei folytonosak az (a,b) pont egy nyilt
kérnyezetében, akkor az f totalisan differencidlhaté az (a,b) pontban.

Egy kétvaltozos fiiggvény totalis derivaltja nem egyetlen szam, mint az egyvéltozos fiigg-
vények derivaltja, hanem egy R2-beli vektor, amelynek komponensei a parcialis derivaltak.

8.9. Definici6. Legyen az f : R? — R kétvaltozos fiiggvény mindkét valtozoja szerint
parcialisan differencialhatoé az (a, b) helyen. Ekkor a

V f(a,b) = grad f(a,b) = (f;(a,0), f,(a,0)) € R?
vektort az f fiiggvény (a, b)-beli gradiens vektordnak vagy réviden gradiensének nevezzik.

8.10. Megjegyzés. A "V f” szimbolumot "nabla f”-nek olvassuk ki.

8.4. Példa. Hatarozzuk meg az f(z,y) = e + 22? — y* + 1 fiiggvény gradiens vektorat
a (0,1) pontban.



ﬁ]\Jegoldds.
folz,y) = e + 4z,

fo(z,y) = =2y,
tehat
Vf(z,y) = grad f(z,y) = (" + 4z, —2y),
5 Vf(0,1) = grad f(0,1) = (e* +4-0,-2-1) = (1,-2).

8.11. Megjegyzés. Megmutathato, hogy a gradiens vektor mindig merdleges az (a, b)
ponton atmend f(z,y) = ¢ szintvonal érintGjére, azaz azt is mondhatjuk, hogy merdleges
magéra a szintvonalra az (a, b)-ben. Ez lényegében kittizi azt az irdnyt, amelyben az (a, b)
pontnal a fiiggvény a leggyorsabban valtozik.

Erintdsik

Az érint6sik definiciojanak logikdja nagyon hasonld az egyvaltozos fiiggvények érintGjé-
nek bevezetéséhez. Itt is a differencialhatosagot koveteljiikk meg, és az érintGsikot a (totalis)
derivalt segitségével definialjuk.

8.12. Definicié. Ha az f kétvaltozos fliggvény az (a,b) pontban totéalisan differen-
cialhato, akkor azt mondjuk hogy az f fiiggvény grafikonjanak létezik érintdsikja az
(a,b, f(a,b)) pontban, és ennek egyenlete

z = f(a,b) + fr(a,b)(z — a) + fy(a, b)(y — b).

8.13. Megjegyzés. Vegylik észre, hogy az érintésik egyenlete nem més, mint a totalis
derivélt definicivjanak az a része, amiben az w; és wy fliggvények nem szerepelnek.

8.5. Példa. Hatéarozzuk meg a z = 2% + y? feliilet érintdsikjanak egyenletét az (1,1)
pontban.
ﬁ]\4egoldci3. Az f(x,y) = 2% + y? fiiggvény parciélis derivaltjai

fulw,y) =22, fi(x,y) =2y,

amelyek polinomok, azaz mindenhol folytonosak, és igy az f fiiggvény az R? sik minden
pontjaban totalisan differencialhato, tehat specidlisan az (1,1) pontban is. Ezért létezik



érintGsikja az (1,1) pontban. Gradiens vektora
VI(L,1) = (2,2),
igy az érintésik egyenlete
z=2x—1)+2(y—1)+2,
ami némi egyszertsités utan

B 20 +2y —2—2=0.

Iranymenti derivalt

Az iranymenti derivalt definicidja nagyon hasonl6 a parciélis derivaltakéhoz, annyi kii-
l16nbséggel, hogy az f grafikonjat (a,b) ponton keresztiil egy olyan xy-sikra merdleges sikkal
metssziik el, ami parhuzamos egy adott e egységvektorral.

8.14. Definicié. Legyen e = (ey, e2) egységvektor. Ha az f : R? — R fiiggvényre létezik
a kovetkezd hatarérték:

g(a,b) ~ lim f(a+tei,b+tes) — f(a,b)

Oe t—0+ t ’

akkor azt mondjuk, hogy f az (a,b) pontban az e irdny szerint differencidlhatd, és e
irdny szerinti derivdltja %(a, b).

8.15. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha f parcialis derivaltjai léteznek az (a,b) he-
lyen, akkor a parciélis derivaltak
flad) = Fan), fiad) =L,

1

ahol i = (1,0), j = (0,1) az egységnyi standard bazisvektorok R2-ben.
Az iranymenti derivaltat legtobbszor a 8.16. tétel segitségével szoktuk kiszdmolni.

8.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : R* — R fiigguény (totdlisan) differencidlhaté az
(a,b) helyen. Ekkor f az (a,b)-ben tetszdleges iranyban irdny szerint derivalhatd, és tet-
szdleges e eqységquektor esetén

of

%(a, b) =V f(a,b)-e.



8.6. Példa. Szamoljuk ki az f(z,y) = cos(z?+y?) fiiggvény e = (‘/75, ‘/7§> irany szerinti
derivaltjat az (1,2) pontban.

ﬁMegolddss. Az f parcialis derivaltjai a kovetkezdk:
folz,y) = —sin(a® +y*)2z,  f)(2,y) = —sin(z® + y*)2y,
ezért
fr(1,2) = —sin(1? +2%)2- 1 = =2sin(5), f;(1,2) = —sin(1* +2%)2 - 2 = —4sin(5).

Tehat az irdanymenti derivalt

of . : :
%(1,2) = (—2sin(5), —4sin(5)) - <7, -5 | = —3v/2sin(5).

ﬁﬂ)

L

Onellendrzo kérdések

x

1. Hatarozzuk meg az f(x,y) = e~ Sy fliggvény x és y szerinti parcialis derivaltjait

2. Hatarozzuk meg az f(x,y) = sin(z? + y?) fiiggvény gradiensvektorat.

3. Hatarozzuk meg az f(z,y) = m fiiggvény érintGsikjanak egyenletét az (1,1) pont-
ban.
4. Szamoljuk ki az f(x,y) = w;fy? fiiggvény Osszes méasodrendii parcialis derivaltjat.

5. Szamoljuk ki az f(z,y) = In(14+2%+4y?) fiiggvény e = \/Lg(l, 2) irany szerinti derivaltjat
az (1,1) pontban.
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