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7. Olvasodlecke

Tobbvaltozo6s fuggvények, szintvonalak

Készitette:

Az olvasélecke tartalma:
e TObbvaltozos fiiggvények fogalma,
értelmezési tartomanya

e ToObbvaltozos fiiggvények abrazolé-
sa, grafikon, szintvonalak

e Globalis szélséérték, példak
o Kétvaltozos fiiggvények hatarértéke

o Kétvaltozos fiiggvények folytonos-
saga

Dr. Fodor Ferenc e Onellendrzs kérdések

SZTE TTIK Bolyai Intézet
Geometria Tanszék

Olvasasi id3: kb. 1 ora

A fizikai vilagban szamos olyan mennyiséggel talalkozunk, ami nem csak egyetlen vélto-
z6tol fiigg. Ilyenre egyszerti példa a kornyezet pillanatnyi hémérséklete, ami fiigg a mérés
helyétsl, azaz a foldrajzi koordinataktol, a foldrajzi szélességtdl és hossziisagtol. Az olyan
fliggvényeket, amelyek tobb fliggetlen valtozotol is fliggenek tobbudltozds fiigguényeknek ne-
vezziik. Mi itt csak azzal a specialis (és talan legsiirtibben eléfordul6) esettel foglalkozunk,
amikor a fliggvénynek ketts fiiggetlen véaltozoja van. Természetesen vannak ketténél tobb
valtozoval rendelkezs fliggvények is, de ezeket itt most nem targyaljuk.



Tobbvaltozos fiiggvények fogalma, értelmezési tartomanya

Korébbi tanulményainkbol tudjuk, hogy az (z1,...,x,) rendezett n-esek halmaza, ahol
xy, ..., T, € Rvalos szamok, az R™ n-dimenziés valos vektorteret alkotjak a koordinatankénti
Osszeadassal és skalarral valo szorzéssal, mint mrtiveletekkel.

7.1. Definicid. Egy f valos szam értéki leképezést, amely az R" egy részhalmazan van
értelmezve n-vdltozds valds fiigguénynek neveziink. Legyen D C R™. Ekkor egy f: D —
R n-valtozos fiiggvény minden (z1,...,z,) € D ponthoz egy

z=f(xg,...,2,)

szamot rendel, ahol xq, ...,z az f figgvény (szabad) vdltozdi.

A 7.1. definicioban szereplé D halmazt az [ értelmezési tartomdnydnak nevezziik. Az
egyvaltozos fiiggvényekhez hasonléan, ha f képlettel adott és nem tesziink konkrét feltételt
D-re, akkor mindig tgy értjiik, hogy f értelmezési tartomanya az R™ tér azon legnagyobb
D -el jelolt részhalmaza, ahol f-nek értelme van.

Az f : R* — R tébbvaltozos valos fliggvény Ry értékkészletét, az egyvaltozos esethez
hasonléan, azon valds szamok halmaza, amelyek elGallnak f értékeként, azaz

Rp:={zeR:z= f(z1,...,x,) valamely zy,...,z, € Rre}.

Mi az esetek tilnyomo tébbségeben kétvaltozos, azaz f : D — R (D C R?) fiiggvényekkel
fogunk dolgozni, ahol a valtozokat jellemzGen z-el és y-al jeloljiik.

7.1. Példa. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 23— 2z +y?+1 fiiggvény értelmezési tartoma-
nyat. (Ezen most azt értjiik, hogy azt a legnagyobb halmazt keressiik R?-ben, amelynek
minden pontjaban értelmezve van f.

ﬁ]\Iegoldcis. Az f fiiggvény értelmezve van minden z,y € R esetén, tehéat értelmezési tarto-
Lmémya a teljes valos sik, azaz D; = R2.

7.2. Megjegyzés. A 7.1. példaban szerepld f kétvdltozos polinomfiigguény vagy réviden
polinom. A polinomok a legegyszertibb kétvaltozos fliggvények.

7.2. Példa. Hatarozzuk meg az f(x,y) = Z_iz fiiggvény értelmezési tartomanyat.



ﬁMegoldcis. Az f kétvaltozos fiiggvény két (kétvaltozos) polinom hanyadosa. Az ilyen fligg-
vényeket (kétvdltozos) raciondlis tortfigguényeknek nevezzik.

Az f értelmezve van minden olyan (z,y) € R? helyen, ahol a nevezé nem nulla, azaz,

Lha x # y. Tehét értelmezési tartomanya a teljes R?, kivétel az y = x egyenes pontjai.

7.3. Példa. Hatarozzuk meg az f(x,y) = /1 — 2% — y? fliggvény értelmezési tartoma-
nyat.

ﬁM egoldds. Az f pontosan azokra az (x,y) pontokra van értelmezve, amelyekre a négyzetgyok
alatt nemnegativ szam all, azaz

1—2?2—9*>0 <= 22 +* <1,
ami geometriailag nem mas, mint az origd kdzépponti egység sugaru korlemez:

3 Dy ={(x,y) : a*+y? < 1}.

Mig a legtobb altalunk megismert egyvaltozos fiiggvény értelmezési tartoménya interval-
lumok unidja (persze sok olyan fliggvény van, aminek értelmezési tartomanya ennél sokkal
bonyolultabb halmaz), egy kétvaltozos fliggvény esetén az értelmezési tartomany mar nem
feltétlentl ilyen egyszert.

Emlékezziink vissza, hogy egy véges intervallum esetén a végpontokat hatdrpontoknak,
mig a végpontok altal meghatarozott nyilt intervallum pontjait belsd pontoknak neveztiik.

7.3. Definici6. Egy D C R? halmaz p = (a,b) pontjat

i) belsd pontnak nevezzik, ha létezik olyan e > 0 szam, hogy a p kézéppontu € sugara
nyilt korlap

B(p,e) == {(z,y) €R*: (z —a)* + (y — b* <€)}
benne van D-ben, azaz B(p,e) C D;

ii) kiilsé pontnak nevezziik, ha létezik olyan ¢ > 0 szdm, hogy a p kozéppontu € sugari
nyilt B(p, ) korlap diszjunkt D-t6l, azaz B(p,e) N D = {);

iii) hatdrpontnak nevezziik, ha tetszéleges p kézéppontu nyilt korlap tartalmaz D-beli
és D-n kiviili pontot is.



7.4. Megjegyzés. Egy tetsz6leges nemiires D C R? halmaz bels6 pontja mindig benne
van a halmazban, egy kiils6é pontja sosem tartozik a halmazhoz. Egy hatarpont esetében
el6fordulhat az is, hogy hozzatartozik, és az is, hogy nem tartozik a halmazhoz.

7.5. Definicié. A H C R? halmaz
i) nyilt, ha minden pontja belss pont;
ii) zdart, ha H tartalmazza minden hatarpontjat;

iii) korldtos, ha létezik olyan korlemez, ami tartalmazza H-t.

Egy p € R? pont kérnyezetén mindig olyan nyilt halmazt értiink, ami tartalmazza p-t.

Tobbvaltozos fiiggvények abrazolasa, grafikonja, szintvonalak, szint-
feliiletek

A kétvaltozos fiiggvényeket szemléltetni tudjuk grafikonjuk segitségével.

7.6. Definicié. Az f : R? — R kétvaltozos valos fiiggvény grafikonja alatt a kovetkezd
halmazt értjiik:

{(,y,f(z,y) €R*: (z,y) € Dy}

Egy kétvaltozos fiiggvény grafikonja egy feliilet az R? haromdimenzios térben. Természe-
tesen a grafikon felrajzolasa lényegesen nehezebb feladat egy kétvaltozos fiiggvény esetén,
mint egy valtozoban. Ezt csak ritkén, és igen egyszerti esetekben szoktuk kézzel elvégezni. A
grafikon lerajzolasara tobbnyire valamilyen szoftvert hasznalunk, lasd példéul 7.1. abra.

A kétvaltozos fiiggvények kétdimenzios feliileten vald megjelenitésére lehetGség a szintvo-
nalak hasznalata.

7.7. Definici6. Az f kétvaltozos fiiggvény c € R konstanshoz tartozoé szintvonala a sik
azon pontjainak halmaza, ahol az f fiiggvény a c értéket veszi fel, azaz a

{(z,y) €R®: f(z,y) = c}
(esetleg iires) halmaz R%-ben.
Egy szintvonal (altalaban) olyan gorbe, ami az f fliggvény Dy értelmezési tartomanya-

nak azon pontjait koti Ossze, amelyekben f értéke azonos. Egyes esetekben a szintvonal
bonyolultabb halmaz is lehet.



7.1. abra. Az f(z,y) = 22 + y? fiiggvény grafikonja Geogebraval lerajzolva

A c értekéhez tartozo szintvonalat ugy kaphatjuk meg geometriailag, hogy az f fliggvény
grafikonjat elmetssziik a z = ¢ sikkal, majd a kapott metszetet (ami j6 esetben egy gorbe)
merdGlegesen levetitjiik az xy-sikba, lasd 7.2. abra.

7.2. abra. Az f fliggvény grafikonja és a z = ¢ egyenletii sik metszete.

Szintvonalakkal mindenki talalkozott mar, hiszen példaul a topografiai térképek azonos
tengerszint feletti magassagu pontjait 6sszekéts vonalai éppen ilyenek, innen a név. A kétval-
tozos fiiggvények értékének ilyen fajta abrazolasa més teriileten is jellemzs, pl. a meteorologi-
aban az azonos nyomésu pontokat 0sszekotd vonalakat izobdroknak, az azonos hémérsékleti
pontokat 0OsszekotSket pedig izotermdknak nevezik. Ezekkel sokszor taldlkozunk id&jarasi
térképeken, lasd példaul az Orszagos Meteorologiai Szolgéalat honlapjan az izobarokat.

A haromvaltozos fiiggvények grafikonjat méar nem tudjuk abrazolni, hiszen ahhoz 4-
dimenzios térre lenne sziikséglink. Egy f haromvaltozos fiiggvényt az f(x,y, z) = c egyenletd
szintfeliiletekkel lehet esetleg szemléltetni, ha azok kellgen egyszertiek. Példaul az f(x,y, z) =


https://www.met.hu/idojaras/aktualis_idojaras/megfigyeles/nyomas/

2% +y? + 22 fiiggvény szintfeliiletei az 22 4+ y? + 22 = r? egyenleti origé kozéppontt r sugart
gombfeliiletek.

Kétvaltozos fliggvények (globalis) szélsGértéke

A globalis (vagy abszolut) szélsGértéket a kétvaltozos fiiggvények esetében az egyvaltozos
esethez hasonlé modon definialjuk.

7.8. Definici6. Az f: D(C R?) — R kétvaltozos fiiggvénynek az (a,b) € D pontban

i) globdlis maximuma (szigord globdlis maximuma) van, ha tetszéleges (x,y) € D

esetén f(z,y) < f(a,b) (f(z,y) < f(a,b));

ii) globdlis minimuma (szigord globdlis minimuma) van, ha tetszéleges (z,y) € D

esetén f(z,y) > f(a,b) (f(z,y) > f(a,b)).

A globalis maximumot és minimumot egyiittesen globdlis szélsdértékeknek nevezziik. Azo-
kat a pontokat pedig, ahol a fliggvény felveszi globédlis szélsGértékeit, globdlis szélsdértékhe-
lyeknek.

7.4. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(z,y) = z* + y? fiiggvénynek a (0,0) pontban
szigord globalis minimuma van.

ﬁMegoldds. Az f fiiggvény grafikonjat a 7.1. abran lathatjuk. Vilagos, hogy ha (x,y) # (0,0),
akkor
fla,y) =2 +y* >0,

Lmig f(0,0) =0, azaz a (0,0) helyen valoban szigori globalis minimuma van f-nek.

7.5. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(x) = /1 — 22 — y? fliggvénynek szigora globélis
maximuma van a (0,0) helyen.

ﬁMegoldcis. Ehhez csak azt kell észrevenniink, hogy négyzetgyck alatt szerepls fiiggvényre
teljesiil, hogy
1 - $2 - y2 S 17

Lés egyenlGség pontosan akkor &all fenn, ha x =y = 0.



Kétvaltozos fiiggvények hatarértéke

Roviden megvizsgaljuk a kétvaltozos fiiggvények hatarértékét. A hatarérték fogalma itt
is (lényegében) ugyanaz, mint az egyvaltozos esetben: ha létezik olyan A szam, hogy ha
(z,y) € Dy mindig kozel van az (a,b) ponthoz, akkor f(x,y) kozel van A-hoz, akkor azt
mondjuk, hogy f-nek létezik hatarértéke az (a,b) helyen, és annak értéke A. Az (a,b) pont-
nak, az egyvaltozos fiiggvényekhez hasonloan, itt sem kell hozzatartoznia az f figgvény Dy
értelmezési tartomanyahoz, de annak tn. torladdst pontja, hogy legyen, részleteket lasd alabb.

s st

vissza, hogy két sikbeli pont, mondjuk (z,y) és (a,b) tavolsaga

Vi@ —a? + (y— b

a Pitagorasz-tétel alapjan.

Legyen H C R? egy halmaz, és (a,b) a sik olyan pontja, amire tetszéleges § > 0 esetén
letezik (z,y) € H tgy, hogy 0 < /(z —a)? + (y — b)? < 4. Az ilyen pontokat a H halmaz
torloddsi pontjainak nevezziik. Egy halmaz torlodasi pontjai nem feltétleniil tartoznak mind
a halmazhoz; gondoljunk egy nyilt korlapra, amelynek hatarpontjai torlédési pontok, de nem
tartoznak a (nyilt) korlaphoz.

7.9. Definici6 (Kétvaltozos fiiggvény hatarértéke). Tegyiik fel, hogy f: D(C R?) — R
kétvaltozos valos fiiggvény, és legyen (a,b) a Dy egy torlodasi pontja. Ha létezik olyan
A széam, hogy tetsz6leges € > 0-hoz valaszthatoé olyan 6 > 0, hogy ha (z,y) € D és
0 < /(z—a)?+ (y—1b)% <4, akkor |f(z,y) — A| < e, akkor azt mondjuk, hogy f-nek
létezik hatdrértéke az (a,b) helyen, és annak értéke A.

Jelolés: lim(:p’y)_}(a’b) f(a;, y) = A.

7.10. Megjegyzés. Mivel egy halmaz torlodasi pontja nem feltétleniil pontjai maganak
a halmaznak, ezért az f hatarértéke nem feltétleniil csak a D pontjaiban van definialva.
Ez hasonl6 az egyvaltozos esethez: ott sem kdveteltiik meg, hogy f az a helyen értelmezve
legyen.

7.6. Példa. Mutassuk meg a definici6 alapjan, hogy

51323/2

im —— =0.
(z,9)—(0,0) 2 + y?



Y egoldds. El6szor is vegyiik észre, hogy 2%y?/(x?+y?) (kétvaltozos) racionalis tortfiiggvény,
tehat minden olyan helyen értelmezve van, ahol a nevezGje nem nulla, azaz értelmezési
tartomanya a teljes R? sik az egyetlen (0,0) pont kivételével. A hatarértéket pont a (0,0)-
ban keressiik, de ez az értelmezési tartomany torlodasi pontja.

Legyen € > 0 rogzitett. Olyan § > 0 szamot keresiink, hogy ha

0</(z=02+(y—02=+a22+y> <,

akkor
< €.

22y o
2 4 12 24 Y2
Tetszoleges (x,y) # (0,0) esetén, amelyre /22 + y? < 4, teljesiil, hogy

2202 2
2y2=3722y 2§x2<62,
e+ e +y

Lmivel r? < 2?4+ y? < 6%, igy a § = /e valasztas megfelels.

7.11. Megjegyzés. Az egyvaltozos fliggvényektdl eltérden, kétvaltozos fiiggvények ese-
tében nem adunk definiciét féloldali, illetve +0o-ben vett hatarértékekre.

A kovetkezo tétel a tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke és az alapmitveletek kapcsolatét
fejezi ki.

7.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy [ és g kétvdltozos fiigguények, és im ;) f(2,y) = A,
Mz (ap) 9(2,y) = B (véges) hatdrértékek léteznek. Ekkor

i)
im  (f(z,y) £ g(z,y)) = AL B;

(z,y)—(a,b)

i)
lim  (c- f(z,y)) = cA;

(2,9) (@)
iii)

(z,y)—(ab)



iv) ha B # 0, akkor
i flz,y)
()~ (ab) g(T,y)

STES

7.7. Példa. Hatarozzuk meg a

lim r+y+1
(@y)—~((1,2) Y2 + 2y — 22 + 3

hatarértéket.
Y egoldds. A 7.12. tételt hasznaljuk a hatarérték meghatarozasara. ElGszor tekintsiik a szam-
lalot: a 7.12. tétel 1) pontja alapjan
lm z4+y+1= Ilm 2+ lim y+ lim 1
(zy)—(1,2) (z.y)—(1,2) (z.y)—(1,2) (z.y)—(1,2)

—1+24+1=5.

A nevezd esetében a 7.12. tétel i)-iii) pontjait hasznalva kapjuk, hogy

lim (y*4+zy—2r+3)= lim %*+ lim ay— lim 224+ lim 3
(zy)—(1,2) (z,y)—(1,2) (zy)—(1,2) (zy)—(1,2) (zy)—(1,2)
=( lim +( lim 2)( lm y)—2( lm 2)+3
(z,y)—(1,2) (zy)—=(1,2) "~ (zy)—=(1,2) (z,y)—(1,2)

=124+1-2—-2-143=4+#0,
tehat a hanyados limeszére hasznalhatjuk a 7.12. tétel iv) pontjat, azaz

r+y+1 _ hm(m’y)_ﬂl’g) (SL’ +y+ 1) B 5

lim = — .
@y—((1.2) y?> + oy — 20+ 3 limgyan@? +ay—22+3) 4

7.8. Példa. Mutassuk meg, hogy a
zy

lim —————
(,9)—(0,0) % + y?
hataréték nem létezik.
"M egoldds. Ez a példa egy nagyon fontos dolgot illusztral. Amikor az (x,y) ponttal tartunk
az (a,b) felé, akkor ahhoz, hogy a hatéarérték létezzen az (a,b) helyen, nem szabad, hogy

szamitson, hogy (x,y) milyen modon (milyen irdnyban) tart (a, b)-ba. Amennyiben ez nem
teljesiil, akkor a kérdéses hatarérték nem létezik.
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Az vilagos, hogy ha y = 0 vagy = 0 (de nem mindketts egyszerre), akkor xy/(x? +
y?) = 0. Tehat, ha (z,y) az z- vagy az y-tengely mentén tart (0,0)-ba, akkor zy/(z? + y?)
mindvégig nulla. Ezért, ha a keresett hatarérték létezik, az csak nulla lehet.

Ezzel szemben, most tartson (z,y) a (0,0)-ba az y = x egyenes, mentén, azaz ugy, hogy
mindvégig y = z. Ekkor zy/(2? + y*) = 2?/(22?) = 1/2 konstans, ami semmiképpen nem
tarthat O-ba.

Tehat az (x,y) ponttal kiillonbozd iranyokbol tartva a (0,0)-ba, kiilonb6zé értékeket

Lkapunk, igy a keresett hatarérték nem létezik.

Ha tehat tudunk mutatni két olyan kiilonb6z8 utat, ami mentén a fiiggvény nem ugyanah-
hoz az értékhez kozelit, akkor ott nem lehet hatarértéke. Ez a modszer sokszor jol hasznélhato
arra, hogy megmutassuk, hogy a keresett hatarérték nem létezik.

Mutatunk egy masik modszert is, ami racionalis tortfiiggvények esetében sokszor bevalik.

ﬁMegoldcis (2. Megoldas). Hasznéljunk x = rcosp, y = sing sikbeli polarkoordinatakat:
ebben az esetben
ry  r’cospsing
x2 + y2 - 72

= COS @ sin .

Ebbél az latszik, hogy ha a rogzitett ¢ iranyszogl egyenes mentén tartunk az origbba
(x,y)-al (azaz r — 07 és ¢ konstans), akkor fiiggvényiink értéke konstans cos ¢ sin ¢. Tehat
nincs olyan szam, amihez a fiiggvény kozelitene, attol fiiggetleniil, hogy (z,y) hogyan tart

L<O’ 0)-ba, igy a keresett hatarérték nem létezhet

Kétvaltozos fiiggvények folytonossaga

A kétvaltozos fliggvények folytonossagat megint csak az egyvaltozos esethez hasonléan
definialjuk.

7.13. Definici6 (Kétvaltozos fiiggvény folytonossaga). Legyen f : D(C R?) — R két-
valtozos fiiggvény, és (a,b) € D. Az f folytonos az (a,b) pontban, ha f-nek létezik
hatarértéke az (a,b) helyen, és annak értéke megegyezik f(a,b)-val, azaz

lim  f(z,y) = f(a,b).

(z,y)—(a,b)

7.14. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy egy kétvaltozos fiiggvény folytonosséagat (a ha-
tarértéktdl eltéréen) csak az értelmezési tartoményanak pontjaiban értelmezziik. Azon-
ban, az egyvaltozos esettdl eltérGen, egy kétvaltozos fiiggvény folytonos lehet az értel-
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mezési tartoményanak egy hatarpontjaban is.

A kétvaltozos fiiggvények folytonossaganak és az alapmitveleteknek a kapcsolatat az alab-
bi tétel fejezi ki.

7.15. Tétel. Legyenck az f és g kétvdltozds figguények folytonosak az (a,b) pontban.
Ekkor f+ g, f-g, és ha g(a,b) # 0, akkor f/g is folytonos az (a,b) pontban.

A 7.15. tételnek pl. kévetkezménye, hogy minden kétvaltozds polinom folytonos mindenhol
R2-ben, és minden kétvaltozos racionalis tortfiiggvény folytonos minden olyan pontban, ahol
a nevezdje nem nulla.

A kovetkez§ tétel az Osszetett fiiggvény folytonossagat allitja. A mi szdmunkra az Gsszetett
fiiggvény itt most a kovetkezSt jelenti: legyen g : R? — R egy valos értékd kétvaltozos
fiiggvény, f : R — R pedig egy szokasos egyvaltozos valos fliggvény. Ha g értelmezve van a
H C R? halmazon, f pedig a g(H) C R halmazon, akkor az fog : H — R Osszetett fiiggvény
is egy kétvaltozos fiiggvény, amelyet az (f o g)(z,vy) = f(g(z,y)) Osszefiiggés definidl minden
(x,y) € H-ra.

7.9. Példa. Legyen g(x,y) = 2® + y* és f(t) = sint. Ekkor D, = R? mivel g polinom.
Tovabba Dy = R, ezért az

(fog)(x,y) = sin(z* + )

Osszetett fliggvény is értelmezve van mindenhol R?-n.

7.16. Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossaga). Tegyiik fel, hogy g : R? — R folytonos
az (a,b) pontban, és az f : R — R (egyvdltozds valds értéki fiigguény) folytonos a g(a,b)
helyen. Ekkor az f o g dsszetett fiigguény folytonos az (a,b) helyen.

A 7.16. tételnek kovetkezménye, hogy az olyan kétvaltozos fliggvények, amelyeket az elemi
fiiggvények segitségével kapunk, mindenhol folytonosak az értelmezési tartomanyukban.

7.17. Definicio6 (Kétvaltozos fiiggvény halmazon valo folytonosséga). Legyen a H C R?
halmaz része az f : R? — R értelmezési tartomanyanak. Azt mondjuk, hogy f folytonos
a H halmazon, ha annak minden pontjaban folytonos pontbeli értelemben.

A kovetkezs tétel az egyik legfontosabb allitas a folytonos fiiggvényekkel kapcsolatban.
Szamos alkalommal fogjuk hasznalni még a jovGben.
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7.18. Tétel (Weierstrass-tétel). Ha a H C R? halmaz korldtos és zdrt, és f : H — R
folytonos, akkor f a H-n korldtos, és a H-n felveszi szélsdértékeit.

Onellensrzs kérdések
1. Hatarozzuk meg az f(z,y) = In(z? — y?) fiiggvény értelmezési tartomanyat.

2. Mutassuk meg, hogy az f(x,y) = e~**~¥* fiiggvénynek szigort globalis maximuma van
a (0,0) pontban.
3. Hatarozzuk meg a kdvetkezs hatarértéket:
2,3
T —
(2.y)=(0.0) (2 + y?)?
4. Mutassuk meg, hogy az aldbbi hatarérték nem létezik
I Y
im .
(@.9)=(00) (2?2 +y?)?

5. Hol folytonos az f(x,y) = In(x? — y?) fiiggvény?
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