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A derivalt és a monotonitas kapcsolata

A derivalhatosdgnak egy fontos kovetkezménye, hogy amennyiben az f fliggvény az a he-
lyen differencialhato, akkor az a egy kis kornyezetében f kozelithets egy elséfoku (lineéris)
fliggvénnyel, ami nem mas, mint az érintGje. Ez, kissé pontatlanul fogalmazva, azt jelenti,
hogy az f az a-hoz nagyon kozel hasonléan viselkedik, mint az érint6je. Ha az érinté mere-
deksége pozitiv, akkor ott a fiiggvény (lokalisan) névekszik, ha pedig negativ, akkor csokken.
Ezt pontosabban a kovetkezé tétel fogalmazza meg.

6.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f figguény folytonos az [a,b] zdrt intervallum minden
pontjaban és differencidlhato az (a,b) nyilt intervallum minden pontjaban. Ekkor igazak
a kovetkezdk:



i) Az f pontosan akkor monoton novd (csokkend) az [a, b] intervallumon, ha f'(z) > 0
(f'(z) <0) minden x € (a,b) esetén.

ii) Az f pontosan akkor szigorian monoton novd (csokkend) az |a,b] intervallumon,
ha f'(x) > 0 (f'(z) < 0) minden x € (a,b) esetén, és f' nem azonosan nulla az
(a,b) semmilyen részintervallumdn.
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6.1. Példa. Hatarozzuk meg, hogy az f(z) = x° — x fiiggvény mely intervallumokban

monoton novd, illetve csokkend.

Y egoldds. Az f fliggvény értelmezési tartomanya a teljes R valos egyenes, és mivel polinom-
fiiggvény, ezért tudjuk, hogy az értelmezési tartomény minden pontjaban differencidlhato,
és

f'(z) = 32% — 1.

Az f’ derivaltfiiggvény masodfoki polinom, ami mindenhol folytonos a valos egyenesen.
Ezért ahhoz, hogy eldontsiik, hogy hol negativ, illetve pozitiv, meg kell hataroznunk a
gyokeit, azaz azokat a pontokat, ahol metszi az x-tengely. Tehat

3P —1=0 < xzi?.

A két gyok harom részre (intervallumra) osztja a valos egyenest:
(—o0, ~V3/3) U [-V3/3, V3/3]U [V3/3, +00).

Mivel f” folytonos, ezért a harom intervallumban jeltart6, azaz az adott intervallum min-
den pontjaban ugyanaz az elGjele. Ezért elég minden intervallumbol egy-egy tesztpontot
valasztani és ott meghatarozni az elGjelet. Ennek alapjan

—1 e (—00,—V3/3), f(-1)=3(-1)2—-1=3-1=2>0,
tehat ebben az intervallumban f szigoriian monoton névé.
0e[—V3/3,v/3/3], f'(0) = -1 <0,
tehat ebben az intervallumban f szigoriian monoton csokkend.
1e[V3/3,+x), f[(1)=3-1=2>0,

tehat ebben az intervallumban f szigoriian monoton névé.
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Lokalis szélsGértékek és az els6é derivalt

Korédbban mar megismertiik a fiiggvények globalis (vagy abszolut) szélsGértékének fogal-
méat. Most definialjuk a lokdlis (helyi) szélsGértékeket, illetve lokdlis szélséértékhelyeket.

6.2. Definicio. i) Az f fiiggvénynek az a helyen (szigori) lokdlis maximuma van,
ha létezik olyan ¢ > 0 szam, hogy a (a—0d,a+9) C Dy, és minden = € (a—d,a+9)
esetén f(z) < f(a) (f(z) < f(a)).

ii) Az f fliggvénynek az a helyen (szigori) lokdlis minimuma van, ha létezik olyan
§ > 0 szam, hogy a (a — d,a + ) C Dy, és minden = € (a — d,a + 0) esetén
f(@) = f(a) (f(z) > f(a)).
Ha az f fiiggvénynek az a helyen lokalis szélsGértéke van, akkor a-t lokdlis szélsdér-
tékhelynek nézzik; illetve lokdlis maximum- vagy minimumhelynek, attol fiiggden, hogy
a-ban maximum vagy minimum van.

Nagyon fontos Osszefiiggés a derivalhato fiiggvények lokélis szélsGértékhelyei és a derivalt
kozott a kovetkezd tétel.

6.3. Tétel. Ha az f fiigguény differencidlhato az a helyen és ott lokdlis szélséértéke van,
akkor f'(a) = 0.

A tétel azt fejezi ki, hogy egy differencialhaté fliggvény esetében a lokalis szélsGérték 1étezé-
sének sziikséges feltétele, hogy ott a derivalt eltiinjon. Azonban nem nehéz latni, hogy ez a
feltétel nem elégséges, hiszen példaul az f(z) = 23 fiiggvénynek az x = 0 helyen nincs lok4lis
szélsGérteke, bar f'(0) = 0.

Tovabbé, természetesen egy fliggvénynek lehet lokélis szélsGértéke olyan helyen is, ahol
nem differencialhato.

A fentieket 6sszefoglalva, egy f fliggvénynek csak olyan pontban lehet lokalis szélsGértéke,
ahol differencidlhatd és derivaltja nulla, vagy ahol nem differencidlhato. Az ilyen pontok
Osszességét nevezzik a fliggvény kritikus pontjainak.

6.2. Példa. Hatarozzuk meg az f(z) = 23 — x fiiggvény kritikus pontjait.

Y egoldds. Kordbban mar lattuk, hogy az f fliggvény mindenhol differencialhaté, tehat olyan
kritikus pontja nincs, ahol nem derivalhato. Azt is kiszamoltuk, hogy derivaltja hol nulla:
az © = 4+/3/3 pontokban. Tehat f-nek csak ez a két kritikus pontja van. Igy f-nek csak

Lebben a két pontban lehet lokalis szélsGértéke.



6.3. Példa. Hatarozzuk meg az f(x) = v/a? fiiggvény kritikus pontjait.

Y egoldds. Errd6l a fliggvényrdl korabban belattuk, hogy az x = 0 hely kivételével mindenhol

differencialhato és derivéltja
2

!
xr)=——
f@) = 3o=.
ami semmilyen x esetén sem veszi 0l a nulla értéket. Tehat f-nek egyetlen kritikus pontja

van, az ¢ = 0, ahol nem differencidlhat6. Ezek alapjan f-nek csak az z = 0 helyen lehet
| lokalis szélsGérteke.

Egy nagyon fontos kérdés az f fiiggvény abszolut szélsGértékeinek meghatéarozéisa egy
véges zart [a, b] intervallumon. A Weierstrass-tételbdl tudjuk, hogy f felveszi szélsGértékeit
[a, b]-n. A fentiek alapjan f-nek abszolut szélsGértéke vagy kritikus pontban, vagy az interval-
lum végpontjaiban lehet. Tehat meg kell hatdroznunk a kritikus pontokat, majd a fliggvény
helyettesitési értékét a kritikus pontokban és az intervallum végpontjaiban, és ezek koziil
kivalasztani a legnagyobbat, illetve legkisebbet.

6.4. Példa. Hatérozzuk meg az f(r) = z* — 6z + 1 fiiggvény abszolit szélsGértékeit a
[0, 4] intervallumban.

ﬁMegoldds. Az f fliggvény mindenhol differencidlhato, tehat kritikus pontja csak ott lehet,
ahol derivaltja nulla, azaz

fl(x)=22—-6=0 <= x=3.

Mivel f(3) =32 —6-3+1=—8, f(0) =1, 6s f(4) =42 —6-4+1 = —7, ezért az f
fliggvény abszolut minimuma a [0, 4] intervallumon —9, amelyet az = = 3 pontban vesz fel,

Lmig abszolut maximuma —7, amit az = 4 pontban vesz fel.

Most kimondunk egy olyan tételt, amely elegendd feltételt ad lokalis szélsGérték létezésére
az elsd derivalt segitségével. Ehhez el6szor is bevezetjiik a kovetkezs fogalmat:

6.4. Definici6. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény differencialhato az (a — d,a + ) inter-
vallumon valamely § > 0-ra, és f'(a) = 0. Ha f'(z) < 0 minden = € (a — J,a) esetén
és f'(z) > 0 minden = € (a,a + ) esetén, vagy forditva, akkor azt mondjuk, hogy f’
eldjelet valt a-ban. Ha fentiek szigoru egyenlStlenséggel teljesiilnek, akkor a-ban f’-nem
szigoru eldjelvdltdasa van.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass

6.5. Tétel. Ha az [ figguény differencidlhato az a eqy kornyezetében, és ' az a-ban
eldjelet vdlt, akkor ott f-nek lokdlis szélsdértéke van. Pontosabban,

i) ha f" az a helyen negativbol pozitivba vdlt, akkor ott minimum van;

ii) ha f" az a helyen pozitivbol negativba vdlt, akkor maximum van.

6.5. Példa. Keressiik meg az f(z) = x® — x fiiggvény lokélis szélsGértékeit.

Y egoldds. Korabban megallapitottuk, hogy az f fliggvénynek hol vannak a kritikus pontjai:
az x = ++/3/3 helyeken. A szélséértékek meghatarozasara egy tablazatot szoktunk készite-
ni, amiben minden intervallumnak, és maguknak a kritikus pontoknak egy-egy oszlop felel
meg, és egy sorban az [’ elGjelét irjuk le, az alatta levé sorban pedig az f viselkedését.
A kritikus pontok alapjan meghatarozott intervallumokban egy-egy tesztpont segitségével
meghatarozzuk az f’ derivaltfiiggvény elGjelét, és ennek alapjan a szélséértéket. Amennyi-
ben egy intervallumban a derivalt elGjele pozitiv, ott a fliggvény monoton névés, ha pedig
negativ, akkor monoton csokkens. Ezeket az eseteket egy felfelé, illetve lefelé mutato nyil-
lal szemléltetjik. A nyilak kirajzoljak, hogy a kritikus pontokban milyen szélsGértéke van
(amennyiben van ilyen).

v <—V3/3|x=—v3/3]| —V3/3<x<+3/3]|x=3/3|V3/3<zx
f - 0 — 0 -
f Va maximum Ny minimum e

A tablazatbol leolvashat6, hogy az x = —+/3/3 helyen lokalis minimum van, az x = 1/3/3

Lhelyen pedig lokalis maximum van.

Fontos megjegyezni (bar ezt itt részletesen nem targyaljuk), hogy a fenti tétel csak ele-
gendg feltételt ad a lokalis szélsGérték létezésére. Ez a feltétel nem sziikséges, amit példaval
lehet igazolni.

Magasabb rendii derivaltak és a konvexitas kapcsolata

Ha egy f fliggvény f’ derivaltfiiggvénye maga is differencialhaté az a helyen, akkor az
mondjuk, hogy az f fliggvény kétszer differencidlhaté a-ban, és [’ differencidlhdnyadosanak
értekét az f mdsodik vagy mdsodrendi differencidalhdnyadosdnak nevezziik, és f”(a)-val, vagy
a kicsit a komplikaltabb %‘ szimbolummal jeloljiik. Az (els6) derivalthoz hasonl6an
definiadljuk az f fliggvény madsodik derwdltfiigguényét vagy mdsodrendid differencidlhdnya-
dos fiigguényét, azaz azt a fliggvényt, amely pontosan ott van értelmezve, ahol f kétszer
differencialhato, és amelynek értéke minden ilyen helyen megegyezik f masodik differenciél-
hanyadosaval.



6.6. Példa. Hatarozzuk meg az f(z) = 22 fiiggvény mésodrendi differencialhanyados
fliggvényét.

ﬁMegolda’s. Az f els6 derivaltja
f'(z) = 2z,

ami szintén polinomfiiggvény, azaz mindenhol értelmezve van és differencialhaté is. Deri-
valtja
" — 2 / — 2
. (@) = (22)

6.7. Példa. Hatéarozzuk meg az f(x) = sin z fliggvény masodrendii differencialhanyados
fliggvényét.

ﬁMegoldcis. Az f els6 derivaltja
f'(x) = cosz,

ami szintén mindenhol értelmezve van és differencialhato is. Derivéltja

B f"(x) = (cosz) = —sinx.
A fenti két példa mindkettd olyan volt, hogy a megadott fiiggvény nemcsak mindenhol két-
szer differencialhato, de a masodrendii derivaltfiiggvényiik akar harmadszor (s6t, igazabol
akarhanyszor) differencialhato. A fentiekkel analog modon, rekurzioval definialhatjuk egy f
fiiggvény n-edik (vagy n-edrendt) differencialhanyadosat az a helyen, illetve az n-edik deri-
valtfiggvényét is. Ezeket a harmadrenddig bezardlag f”(a)-val, illetve f”(x)-el jeloljik. A
harmadiknal magasabb rendt derivaltakat (érthets okokbol) mar masképp jeldljiik: £ (a),
illetve £ (z), vagy —dT;J; (2)

6.8. Példa. Hatarozzuk meg az f(z) = sin x fiiggvény negyedrendi differencialhanyados
fliggvényét.

ﬁ]\Jegoldcis.
f'(z) = cos,
f"(z) = (cosz) = —sinx
f"(z) = (—sinz) = —cosw
L f@(z) = (—cosz) =sinx.

A magasabb rendt derivaltakra sokszor sziikségiink lesz. Felhasznalasukra egyik legfon-
tosabb példa a fliggvényvizsgalatban a konvexitéas/konkavitas meghatéarozasa lesz.



6.6. Definici6. Legyen az f fliggvény értelmezve az [ intervallumon. Azt mondjuk,
hogy

i) az f az I intervallumon konver, ha tetszéleges a,b € I, a < b esetén minden

a < x < b szadmra
f(b) — f(a)

W OF

flz) <

i) az f az I intervallumon konkdv, ha tetszdleges a,b € I, a < b esetén minden

a <z < b szamra
f(b) = f(a)

fla)= 25—

+ f(a).
if)

6.7. Megjegyzés. A konvexitas (konkavitas) szemléletes geometriai jelentése az, hogy
az f fliggvény grafikonja mindig a grafikon két pontjat osszekotd hur alatt (f616tt) he-
lyezkedik el.

A konvexitas/konkavitas fogalmanak szigoru valtozata teljesiil akkor, ha mindenhol
szigori egyenlGtlenség van a definiciéban.

Az f fiiggvény konvexségének ismeretére ahhoz van sziikség, hogy grafikonjat ming-
ségileg helyesen fel tudjuk rajzolni.

6.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f figguény kétszer differencialhaté az (a,b) nyilt inter-
vallum minden pontjdban.

i) Az f pontosan akkor konvex az (a,b) intervallumon, ha f"(x) > 0 minden x € (a,b)
esetén.

ii) Az f pontosan akkor konkdv az (a,b) intervallumon, ha f"(x) < 0 minden x €
(a,b) esetén.

6.9. Példa. Hatarozzuk meg, hogy az f(x) = x? fiiggvény milyen intervallumon konvex,
illetve konkéav.

Y egoldds. A fenti tétel alapjan a mésodik derivélt elGjelét kell meghataroznunk:
f"(x) =2>0,

ami minden x € R esetén pozitiv, azaz az f fiiggvény (szigortian) konvex a teljes (—oo, +00)



LVaul(’)s egyenesen.
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6.10. Példa. Hatéarozzuk meg, hogy az f(z) = z° — z fiiggvény milyen intervallumon

konvex, illetve konkav.

Y egoldds. Megint csak a mésodik derivalt elGjelét kell megvizsgalnunk.

f"(z) = 6z,

amely egy linearis fiiggvény, ami pontosan akkor negativ, ha = < 0, és akkor pozitiv,
ha x > 0. Ennek alapjan az f fiiggvény (szigortian) konkév a (—oo,0) intervallumon, és
szigortian konvex a (0, +00) intervallumon.

Vegyiik észre, hogy az x = 0 speciélis szerepet jatszik: itt valt konvexitast/konkavitast

L2 fiiggvény. Az ilyen pontokat inflexids pontoknak nevezzik.

6.9. Definicié. Az f fliggvénynek az a helyen inflexids pontja van, ha a-ban folytonos,
és ott konvexitast /konkavitast valt, azaz létezik olyan 6 > 0, hogy f a (a—d, a]-n konvex
és az [a,a + 0)-n konkav, vagy megforditva.

6.10. Tétel (Sziikséges feltétel inflexios pont létezésére). Legyen f kétszer differencidl-
hato az a eqy kornyezetében. Ha f-nek a-ban inflexids pontja van, akkor f"(a) = 0.

Tehat egy f fliggvénynek csak olyan (folytonossagi) pontban lehet inflexiés pontja, ahol
vagy nem kétszer differencialhato, vagy masodik derivaltja nulla.

6.11. Példa. Keressiik meg az f(z) = 2 + 22 fiiggvény inflexios pontjait és hatérozzuk
meg konvexitési/konkavitési intervallumait.

Y egoldds. Ehhez megint csak az f fiiggvény masodik derivaltjanak elGjelét kell megvizsgal-
nunk.

f//<x> = 6z — 27

ami mindenhol 1étezik, azaz a fiiggvény minden z € R helyen kétszer differencialhato, igy
inflexios pontja csak ott lehet, ahol f” = 0, azaz

6r —2=0 < z=1/3.

Mivel f” linearis fiiggvény, ezért konnyt latni, hogy f” > 0 pontosan akkor, ha = > 1/3,
és f” <0, ha x < 1/3. A konvexitas/konkavitas vizsgalatat altalaban egy monotonitashoz
hasonlé tablazatban szoktuk elvégezni.



|z<1/3| 2=1/3 |1/3<x
f”H -~ \inﬂ.pont\ + -

A tablazatban az f” elGjele mellett a "—" jelzi, ha a fliggvény konvex, és "—~" ha konkav.

LMivel r = 1/3-nal a fiiggvény tényleg konvexitast valt, ezért az inflexios pont.

6.11. Megjegyzés. A fenti tétel nem ad elegendd feltétel inflexids pont 1étezésére, mert
pl. az f(z) = z* fiiggvény esetén f”(x) = 1222, igy f”(0) = 0, de konnyd latni, hogy
f” > 0 minden z-re, azaz a fiiggvény mindenhol konvex, ezért az x = 0 helyen nincs
inflexios pontja. Ezért fontos, hogy minden inflexiés pont jeloltet meg kell vizsgalni és
eldonteni, hogy ott tényleg valt-e a fliggvény konvexitast.

A teljes fiiggvényvizsgalat menete

A teljes fiiggvényvizsgalat, vagy fiigguénydiszkusszio altalaban a kovetkezd 1épésekbaol all,
bar ezek nem feltétleniil mind elvégezhetGek:

1. Keressiik meg a fiiggvény értelmezési tartomanyéat, tengelymetszeteit (ha lehetséges),
esetleges szimmetriait (paros, paratlan, periodikus, stb.)

2. Vizsgéljuk meg, hogy a fiiggvény hol folytonos, hol vannak és milyen tipusiak a sza-
kadési pontjai. Szamoljuk ki a féloldali hatarértékeket a szakadési pontokban, illetve a
hatarértéket a +00 végtelenben.

3. Hol differencialhato a fiiggvény? Keressiik meg a kritikus pontokat.

4. Hatéarozzuk meg a monotonitasi intervallumokat, lokalis és globélis szélsGértékhelyeket,
és a szélstértékeket

5. Hol kétszer differencialhato a fliggvény? Keressiik meg a konvexitési/konkavitasi inter-
vallumokat és az inflexiés pontokat.

6. Vazoljuk {6l a fliggvény grafikonjat, és adjuk meg értékkeészletét.

6.12. Megjegyzés. Az 1. pont nem mindig elvégezhetd, mert a tengelymetszetek ki-
szamitasa olyan egyenletekre vezethet, amelyeket nem tudunk megoldani.

A 4. és 5. 1épést altalaban egy vagy kettd menettablazat segitségével szoktuk elveé-
gezni, sokszor egyben.
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6.12. Példa. Végezziik el az f(z) = (x — 1)(z + 2)? fiiggvény teljes menetvizsgalatat!

Y egoldds. A megoldast fenti pontok szerint végezziik el.

1.

Fiiggvényiink polinomfiiggvény (kiszorozhatjuk a zarojeleket), tehéat értelmezési tar-
tomanya a teljes valos egyenes, azaz Dy = R.

Az f nullhelyei az x = 1, -2, és az f az y = —4 pontban metszi az y-tengelyt, mert
f(0) = —4.

Vegyiik észre azt is, hogy az f fiiggvénynek nincsenek egyszerd szimmetriai, azaz se
nem paros, se nem paratlan, és nem is periodikus.

. Az f fiiggvény minden x € R helyen folytonos, hiszen polinom.

Még meg kell hataroznunk az f hatarértékét a oo helyeken.

lim (x — 1)(z + 2)* = oo,
T—00
Hasonlo6an:
lim (z —1)(z +2)* = —c0.

T—r—00

. Az f mindenhol differenciadlhaté (mert polinom), és derivéltja

fil@) =z -1 +2)") = (- 1)(z+2)"+ (2 = 1)((z +2)?)
=(x+2)?2+2x—1)(z+2) =32(x+2).

Kritikus pontjai ott vannak, ahol f' = 0, azaz

3r(r+2)=0 < z=0vagy r = —2.

A monotonitési intervallumokat és szélsGértékeket a konvexitassal és inflexios pontok-
kal egyszerre hatérozzuk meg egyetlen menettablazat segitségével.

. Az f kétszer (valojaban akarhanyszor) differencialhaté mindenhol. Masodik derivaltja

f(z) = Ba(z +2)) = (32% + 62) =62+ 6 = 6(x + 1),
ezért inflexios pontja csak ott lehet, ahol f” = 0, azaz

6(z+1)=0 <<= z=-1.

11



1l = - - 0 + + +

7 0 = = = 0 n
lok. max. lok. min. infl. pont

[ A= 1f(=2)=0 N f(0)=—4 N fE)==-2] 7~

6. Az f fliggvény grafikonja a kovetkezs:

L A grafikonbdl leolvashato, hogy f értékkészlete R, azaz Ry = R.

Onellendrzé kérdések

3 — 22 + 1 fiiggvény monotonitasi intervallumait.

1. Hatérozzuk meg az f(x) = x
2. Hatérozzuk meg az f(x) = 2 Inx fiiggvény lokélis szélsGértékeit.

3. Hatérozzuk meg az f(z) = 2% — 22% + z fiiggvény abszolut szélsGértékeit az [1,4]
intervallumon.

4. Végezziik el az f(x) = we?® fiiggvény teljes menetvizsgalatat.

5. Végezziik el az f(x) = 5 +1$2 fliggvény teljes menetvizsgéalatat.
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