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Pillanatnyi sebesség, érintd

A derivalt szemléletes bevezetésével kezdjiik. A fogalom Newtontol és Leibniztél szar-
azt az esetet, amikor egy tomegpont egy egyenes mentén egy iranyban mozog, és tavolsagat
a t iddpillanatban az egyenes egy rogzitett kezdSpontjatol az s(t) fliggvény irja le. Legyen
to < t1 két tetszbleges id6pont. Ekkor a At = ¢, —t, id6 alatt a tomegpont As = s(t1) — s(ty)
utat tesz meg. A [to,t1] idSintervallumban dtlagsebessége v = As/At. Hogyan értelmeznénk
azonban a pillanatnyi sebességét? Fizikai (illetve matematikai) intuicionk szerint, minél rovi-
debb a At idGintervallum, az atlagsebesség annal kozelebb van a "pillanatnyi sebességhez",
azaz, ha At — 0 akkor v — v. Azaz a pillanatnyi sebesség a t, idépillanatban

oy _ s(t1) — s(to)
U(tO) o A]-:llfIE)lO E o t1—to tl —_ to ’
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
https://hu.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz

Vegyiik észre, hogy itt a ty < t; reldcidonak nincs jelentGsége.

Most tekintsiik egy masik szokasos motivacios példat. Tegyiik fel, adva van egy f : R — R
fiiggvény és egy o szam. Meg szeretnénk hatarozni f grafikonjahoz a Py(xg, f(x0)) pontban
hazott érint6 egyenletét (ha van ilyen). Ehhez el6szor tisztaznunk kell, hogy mit is értiink
itt érintén. Legyen = # ¢, és tekintsiik f grafikonjan a P(x, f(x)) pontot. Legyen [ a Py és
P pontokra illeszkeds egyenes, lasd dbra. Egy ilyen egyenest a grafikon szeldjének neveziink.

Az | meredeksége
_ f(@)— (o)

T —T9
Most tartassuk z-et xo.hoz. Amennyiben az igy kapott [ egyenesek m meredeksége tart egy
véges mg szamhoz, akkor azt mondjuk, hogy a F, ponton atmend szel6k hatdrhelyzethez
tartanak, ha x — xq, és azt a Py-on atmend [y egyenest amelynek meredeksége myg, az f
xo-beli érintdjének nevezziik. Tehat az xg-beli érinté meredeksége
x)— f(x
e i @)= @)
T—x0 r — X9
amennyiben a hatarérték létezik és véges. Ekkor az [y érinté egyenlete
y — f(xo) = mo(x — o).
Ha az f fliggvénynek az o helyen létezik érintGje a fenti értelemben, akkor azt mondjuk,
hogy f az xo helyen differencidlhato. Kés6bbi példakbol latni fogjuk, hogy ez nem mindig

teljestil. Az is kideriil majd egyszerd példakbol, hogy az igy definialt érinté nem teljesen felel
meg a geometridban megismert érinté fogalménak, bar ahhoz nagyon hasonlé.

6.1. Példa. Keressiik meg az f(z) = 2% +1 fiiggvény (grafikonjanak) érintéjét az zo = 1
helyen.
Y egoldds. Az érinté meghatarozasihoz a kovetkezd hatarértéket kell kiszamolnunk:
(2+1) -2 . 2*-1 (x—1)(x+1)

lim M = lim = lim

z—1 x—1 rz—1 rx—1 z—=1 x — 1 z—1 rx—1

=limz+1=2,
z—1

igy a hatéarérték létezik és véges. Az érints egyenlete (lasd 6.1. dbra)

y—f(1)=2(x-1),
azaz némi egyszertsités utan

B Yy = 2.

A derivalt definici6ja, derivalt fiiggvény

A fenti példak motivéaciojat felhasznalva bevezetjiik a differencidlhanyados preciz defini-
ci6jat.



6.1. abra. Az f(x) = z? + 1 fiiggvény grafikonja és az érint6 az x = 1 helyen.

6.1. Definici6. Legyen az f valos fliggvény értelmezve az a szam egy kornyezetében.

Ha a
1 F@) = f(0)

T—ra Tr— a

hatarérték létezik és véges, akkor akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény differencidlhato
(derivdlhatd) az a helyen, és differencialhanyadosa megegyezik ezzel a hatarértékkel.

A derivaltra sokféle jelolés létezik a szakirodalomban. Mi ebben a kurzusban az

df (x)
/
fla), ey 90
szimbolumokat fogjuk hasznalni.
6.2. Megjegyzés. Az
f(@) — f(a)

r—a
hanyadost az f a-beli kiilonbségi hanyados (differenciahdnyados) figguényének szoktuk
nevezni.

Motivacios példaink kozott 1attuk, hogy példaul az f(x) = 22+1 fiiggvény differencialhato
az xr = 1 helyen, és differencialhdnyadosanak értéke 2.



Fontos megjegyezni, hogy a differencialhatosig alapvetGen pontbeli tulajdonséig, csakigy,
mint a folytonossag. Persze egy fliggvényt altalaban az értelmezési tartoméanyanak minden
belsé pontjaban meg szoktunk vizsgalni derivalhatosag szempontjabol, igy a kovetkezs defi-
nicié nagyon is természetes.

6.3. Definicid. Azt a fiiggvényt, amely pontosan ott van értelmezve, ahol az f fliggvény
differencialhato, és értéke az ilyen helyeken megegyezik f differencialhdnyadosaval, az f
differencidlhdnyados-fiigguvényének vagy rovidebben deriwdltfiigguényének nevezzik.

A derivaltfiiggvény jelolésére az f'(z), vagy a % szimbolumokat fogjuk hasznalni.

6.2. Példa. Hatarozzuk meg az f(x) = z derivaltfiiggvényét.

ﬁMegoldcis. Az f figgvény értelmezési tartomanya az R valos egyenes. El kell dontentink,
hogy f mely pontokban derivalhato, és ott mi a derivaltja. Legyen a € R tetszdSleges rogzitett
szam. Ekkor
fz) — f(a) r—a

f'(a) = lim =—— =lim—— =1
r—a x a Tz—a T a

Y

azaz a kiilonbségi hanyados fliggvénynek minden helyen létezik hatarértéke, és ez a ha-
tarérték mindig 1. Tehat az f fliggvény értelmezési tartomanyanak (R) minden pontjaban
differencialhato, és derivaltja mindenhol 1. Ezért derivaltfiiggvényének értelmezési tartoma-
nya az egész R valos egyenes, és értéke konstans 1, azaz

/() =1 minden x € R.
Ezt jelolésben ugy is ki fogjuk fejezni roviden, hogy

L (x) =1.

Nem nehéz olyan fiiggvényt talalni, amely egy adott pontban nem differencialhaté. Ennek
kovetkezményeként, az ilyen fiiggvénynek abban a pontban, ahol a differencidlhanyadosa nem
létezik, nincs érintGje.

6.3. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(z) = |z| fiiggvény az z = 0 helyen nem differen-
cialhato.

ﬁMegolclcis. El6szor is vegyiik észre, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya az egész
R szamegyenes, tehat a fiiggvény értelmezve van az = 0 pont egy kornyezetében. Ah-
hoz, hogy differencidlhatoé legyen, léteznie és végesnek kell lennie a kiilonbségi hédnyados



hatarértékének a 0 helyen, azaz a

limesznek. Errél azonban tudjuk, hogy nem létezik, mert ha z balrdl (negativ szamokon
keresztiil) tart 0-hoz, akkor

. x . T
—_— lim u = lim — =1
z—=0+0 £ — 0 z—0+0 I z—0+0 I

igy a két féloldali hatarérték nem egyenld, azaz a limesz nem létezik.

Szemléletesen azt is mondhatjuk, hogy az f(z) = |z| fiiggvény, bar folytonos az = = 0
helyen, ott nem sima'", hanem "toréspontja" van. A két féloldali hatarérték létezik, amit
le lehet forditani geometriai nyelvre tugy is, hogy az x = 0 pontban a fiiggvénynek vannak
"féloldali érint6i", de ezek nem egyeznek meg, ezért igazi érinté nincs.

L

6.4. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(z) = ¢/(2?) fiiggvény az 2 = 0 helyen nem
differencialhato.

Y egoldds. Az f fiiggvény értelmezési tartomanya R, igy az értelmezve van a 0 egy kornye-
zetében. Vizsgaljuk meg a kiilonbségi hanyados hatarértékét a 0 helyen, azaz a

3 E 3

B e AU T P |
lim —— =lim — = lim — = limxz = lim
z—0 x—0 z—=0 X z—=0 X z—0 z—0 \3/5

limeszt. Ha x balrél tart 0-hoz, akkor

. 1
lim = —00,
z—0—0 &
mig ha jobbrol, akkor
, 1
Ao gz~ oo

amelyek sem nem egyenlGek, se nem végesek. Tehat a kiilonbségi hanyados limesze nem

Llétezik, ezért a fliggvény nem differencialhatoé x = 0-ban.

Nagyon fontos tényt fejez ki a kovetkezs tétel:



6.4. Tétel. Ha az f fiigguény differencidlhato az a helyen, akkor ott folytonos is.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy

lim f(z) = f(a),

Tr—a

ami ekvivalens azzal, hogy

lim f(z) — f(a) =0.

T—ra

Ezt a kovetkezSképpen tudjuk megmutatni:

lim f(z) — f(a) = lim M(m —a) = lim

r—a r—a Tr— a r—a

ugyanis a feltevés szerint f differencialhato a-ban, azaz

L @) = f0)

T—ra r— a

és természetesen

lim(z —a) =0.
r—a

Ezzel az allitast belattuk.

fz) -

= f'(a),

]

A fenti tételt ugy is szokas fogalmazni, hogy az differencidlhatosdg erdsebb, mint a folyto-
nossdg, vagy a folytonossdg sziikséges feltétele a differencidlhatosdgnak. Ennek megforditasa
nem igaz, azaz abbdl, hogy egy f fliggvény folytonos az a helyen, nem kdvetkezik, hogy ott

differencialhato is; ezt lattuk a fenti két példaban.

Elemi fiiggvények derivaltja

A definici6 segitségével meghatarozhatok az elemi fiiggvények derivaltjai. Ezeket fogjuk
hasznalni a differencialési szabalyok segitségével arra, hogy méas, bonyolultabb képlettel leirt
fiiggvények derivaltjat kiszamoljuk. Az elemi fiiggvények derivaltjait célszerti megtanulni,

mint a szorzotablat.
A legfontosabbak a kiévetkezdek:

f'(x) =0
f(e) = oz
f'(z) = cosz
f'(x) = —sinzx
|
Jlw) = cos? x



(@) = et (x # ), Fla) =
f(z) =€, fl(z)=¢"

f(z) =a", f'(x)=a"Ina
f(z) =Inz (z > 0), f’(g;):é

() =log, x (x> 0), fla)=
f(z) = arcsing (|2 < 1) Fz) = ——

V1 — 22
, _ 1
1

f(z) = arccosz (|z]| < 1)

f(a) = arctga e
f(x) = arcctg f(z) = —ﬁ

Bar nem célunk az Gsszes fenti Osszefliggést részletesen igazolni, azért az egyik bizonyi-
tasat megmutatjuk koziiliik, legalabbis annak egy specialis (szép) esetét: Legyen f(z) = a™,
ahol n pozitiv egész szam. Ha a € R tetsz6leges rogzitett szam, akkor

ami igazolja az (z%) = ax®~! Gsszefiiggést, ha a = n pozitiv egész. Ha o nem pozitiv egész
szam, akkor ennek az Osszefiiggésnek a bizonyitasa masként torténik; ezt a gondolatmenetet
itt nem targyaljuk.

Differencialasi szabalyok

Lattuk, hogy a differencialhatésag eldontése, illetve a differencialhdnyados kiszamitasa a
definici6 alapjan sokszor faradtsagos. Ezt legtobbszor nem is igy szoktuk elvégezni, hanem az
elemi fiiggvények derivaltjanak ismeretében a differencialési szabalyok hasznalataval. Ezekkel
lényegében minden képlettel leirhato fiiggvényt derivalni tudunk, a definiciora val6 kozvetlen
hivatkozas nélkil.



6.5. Tétel. Ha az f és g figgvények differencidlhatok az a helyen, akkor
i) f =+ g is differencidlhato az a helyen, és (f + g)'(a) = f'(a) £ ¢'(a);
ii) tetszdleges c valds szamra (c- f) is differencidlhaté az a helyen, és (cf) (a) = cf'(a);
iii) (szorzat szabdly) f - g is differencidlhats az a helyen, és
(f - 9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a); (6.1)
iv) (hdanyados szabdly) ha g(a) # 0, akkor (f/g) is differencidlhaté az a helyen, és

(£) @ - Lol fa) o

g 9*(a)

Bizonyitds. Az i) és ii) allitasok kozvetleniil adodnak a derivalt definiciojabol. A iii) és iv)
allitasok bizonyitasa nagyon hasonlo, ezért ezek koziil csak (a technikailag kicsit egyszertibb)
iii) esetet mutatjuk meg.

Igazolnunk kell, hogy a

o L @)9(2) = F(@)g(0)

r—a T — Qa

hatarérték létezik és véges. Ehhez azt a szokésos "triikkot" hasznaljuk, hogy a szamlélohoz
hozzéadjuk és kivonjuk f(a)g(z)-t, majd felhasznaljuk, hogy f és g folytonos a-ban.

f(@)g(x) — f(a)g(a) f(@)g(x) — fla)g(x) + fla)g(x) — fla)g(a)

lim = lim
T—a T — a T—a T —a
i J@90) = F@)g(n) | fl@g(@) — Fla)g(a)
z—a T —qQ z—a T —a
T—a T — a T—a T —a
= lim Jw) = Ja) lim g(z) + lim f(a) - lim 9(x) = gta)
z—a T — a T—a T—a T—a T —a
= ['(a)g(a) + f(a)g'(a),
ami pontosan az, amit bizonyitani akartunk. O

6.5. Példa. Differencidljuk a kovetkezs fiiggvényt f(z) = 32* —x + 1.



ﬁ]\Jegoldcis. Az i) és ii) szabalyt fogjuk hasznélni. Az i) azt mondja ki, hogy lehet tagonként
derivélni, a ii) pedig azt, hogy a konstansokat ki lehet emelni.

Bzt —z+1) =3" — () + (1) =3-42° — 140,

/ 1 4

ahol hasznéltuk az (z%) = az®~! szabalyt az z* ¢és z differencidlasara, illetve a (¢) = 0

Lszaubéxlyt az 1 derivalaséra.

6.6. Példa. Differencidljuk az h(x) = x?sin z fiiggvényt.

ﬁMegoldci(s:. Itt a iii) szorzat szabalyt alkalmazzuk. Tehat
(#%sinz) = (2%) sinx + 2%(sinz) = 2z - sinzw + 2” cos

Lahol kihasznaltuk, hogy (sinx)" = cosz.

6.7. Példa. Differencialjuk az h(z) = ze” cos x fiiggvényt.

ﬁMegolda’s. Itt megint csak a iii) szorzat szabalyt hasznaljuk, de most kétszer egymas utén.
A szorzés asszociativitdsa miatt mindegy, hogy a harmasszorzatot hogyan zarojelezziik.

(ze® cos )’ = (xe”) (cosz) + (z€*)(cosx) = (ze®) (cosx) + (xe®)(—sinx)
= ((z)'(e") + (z)(e*))(cosx) — xe*sinx = (1 - € + z€e”) cosx — we” sinx,

ahol kihasznaltuk, hogy (cosx) = —sinz, illetve (e*)" = e”.

L

6.8. Példa. Differencialjuk a h(z) = % fiiggvényt.

ﬁM egoldds. Ezt a feladatot a iv) hanyados szabaly segitségével oldjuk meg.

o0 — 1 -

(3x2 + 1)/ B+ 1) (20 —1)— 322+ 1)(2z — 1) 62z —1) —2(32% 4 1)
5 B (22 — 1)2 B (22 —1)2 '
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6.9. Példa. Differencidljuk a h(z) = -2—L fijggvényt.

sinz—x

ﬁM egoldds. Ehhez a feladathoz a iii) szorzat és a iv) hanyados szabaly segitségére van sziik-
séglink.

( -1 )/ _ (x> — 1) (sinx — ) — (z* — 1)(sinx — )’
sinx —x (sinx — x)?
_ 3z%(sinx — ) — (2% — 1)(cosz — 1)‘

sinz — x)?
( )

Tovabbi nagyon fontos szabaly a kovetkezd:

6.6. Tétel (Lancszabaly). Tegyiik fel, hogy az f o g fiigguény értelmezve van az a egy
kéornyezetében, és

6.10. Példa. Differencialjuk az f(z) = sin® x fiiggvényt.

ﬁMegoldcis. Itt a kiils6 fiiggvény a négyzetfiiggvény, a belss fliggvény pedig a sinx. A lanc-
szabalyt alkalmazva kapjuk, hogy

L (sin®z) = 2(sinz)(sinz) = 2sinz cos z.

6.11. Példa. Differencialjuk az f(z) = 22 cos(2z — 1) fiiggvényt.

ﬁMegoldcis. Most a fiiggvénylink szorzat, és egyben a mésodik tényezdGje Osszetett fiiggvény
is, tehat a szorzat szabalyra és a lancszabélyra is sziikségiink van.

(2% cos(2x — 1)) = (2?)'(cos(2z — 1)) + (2?)(cos(2x — 1))’
= 2w cos(2r — 1) + 2*(—sin(2z — 1))(2x — 1)’
= 2z cos(2z — 1) + 22*(—sin(2z — 1)).

A lancszabalyt, amennyiben a feltétek telesiilnek, lehet alkalmazni tobbszorosen Gsszetett
fiiggvényekre is.

11



Onellendrzo kérdések

1. Mutassuk meg a definiciobol, hogy az f(x) = 22? — 1 fiiggvény differencidlhaté az
x = —1 helyen.

2. Keressiik meg az f(z) = x + sinx fiiggvény érintGjének egyenletét az o = 1 pontban.
3. Derivaljuk az f(z) = 22 cos xsh z fiiggvényt.

4. Derivaljuk az f(x) = % fiiggvényt.

5. Differencialjuk az f(z) = In(z? — 3z + 1) fiiggvényt.
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