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4. Olvasoélecke

Egyvaltozos fiiggvények folytonossaga

Készitette:
Az olvasélecke tartalma:
e Folytonossag fogalma
e Szakadési helyek tipusai
e e Féloldali folytonossag

Intervallumon folytonos fiiggvények

Elemi fiiggvények folytonosséiga,
példak nem elemi fliggvényekre

o Onellendrzs kérdések

Dr. Fodor Ferenc
SZTE TTIK Bolyai Intézet
Geometria Tanszék

Olvasasi id3: kb. 1 ora

Folytonossag fogalma

Fiiggvények folytonossagan szemléletes modon azt értjiik, hogy a fiiggvény grafikonjat
"meg tudjuk rajzolni egy ceruzavonassal, anélkiil, hogy felemelnénk a ceruzankat a papirrol”.
Mit is jelent ez matematikailag preciz moédon? Bar ez az intuitiv kép azt sugallja, hogy
a folytonossag valami intervallumon teljesiil§ tulajdonsig, valojaban a pontos matematikai
meghatarozasa pontbeli.

4.1. Definici6. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezve van az a szédm egy kornye-



zetén, beleértve az a-t is. Ha lim, ., f(x) = f(a), akkor azt mondjuk, hogy f folytonos
az a helyen.

4.2. Megjegyzés. Az f fiiggvény folytonossaga azt jelenti, hogy f-nek az a helyen
létezik hatarértéke és az véges, tovabba az a-beli hatarérték megegyezik az a-beli helyet-
tesitési értékkel.

Vegyiik észre, hogy — ahogy azt mar elére jeleztiik — az intuicionkkal ellentétben, az
egyvaltozos fliggvények folytonossiaga pontbeli tulajdonsag.

A fiiggvények hatarértékének bevezetésekor megvizsgaltuk tobb konkrét fiiggvény hatar-
értékét, és megallapitottuk példaul, hogy, ha f polinomfiiggvény, akkor mindenhol létezik
hatarértéke, és a hatarérték megegyezik f helyettesitési értékével. Tehat a polinomfiiggvé-
nyek minden valés z helyen folytonosak.

Bar nem bizonyitottuk, a trigonometrikus fiiggvények koziil a sin z, cosx is folytonosak
minden x € R-re. Ugyanez igaz az a” exponencialis fiiggvényre is a teljes valos egyenesen,
illetve az z® hatvanyfliggvényekre is (értelmezési tartomanyuk belsé pontjaiban).

A kovetkezs tételek irjak le azt, hogy mi a folytonossag és az alapmiveletek, illetve
fiiggvényosszetétel és inverz képzés kapcsolata a folytonossaggal.

4.3. Tétel (Folytonossag és alapmiiveletek). Tegyik fel, hogy az f és g figgvények
folytonosak az a helyen. Ekkor f+gq, cf, f-g, és ha g(a) # 0, akkor f/g is folytonosak
az a helyen.

A 4.3, tétel és a fent elmondottak azonnali kdvetkezménye, hogy az un. raciondlis tort-
fiiggvények is folytonosak értelmezési tartomanyuk minden pontjaban. Az

P(z)
Q(z)

fliggvényt raciondlis tortfiigguénynek nevezzik, ha P és () polinomok. Példaul az

R(z) =

2

¢4+ x—1

r)=—"—

flo) ="
fliggvény racionalis tortfiiggvény. Egy racionalis tortfiiggvény minden olyan valés x helyen
értelmezve van, ahol Q(z) # 0, azaz ahol a nevezd nem nulla. A ?7?. tétel iv) pontja sze-
rint R értelmezési tartomanyanak minden pontjaban létezik hatarértéke, és az megegyezek
helyettesitési értékéveél, azaz R értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.

Tovabbi kovetkezménye a 4.3. tételnek, hogy a tgx = sinz/cosz és ctgx = cosx/sinz
fiiggvények is folytonosak értelmezési tartoményuk minden pontjaban, hiszen két folytonos
fliggvény hanyadosaként vannak definidlva.



4.4. Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossiga). Ha az fog dsszetett fiigguény értelmezve
van az a eqy kornyezetében, g folytonos az a helyen, és f folytonos a g(a) helyen, akkor
fog is folytonos az a helyen.

A 1.4, tételbd] kovetkezik, hogy pl. az f(x) = sin®x vagy f(z) = €% alaku Osszetett
fiiggvények minden valés = helyen folytonosak, mert a kiils§ és belsd fliggvény is folytonos
mindenhol.

4.5. Tétel (Inverz fiiggvény folytonossaga). Tegyik fel, hogy az f figguény folytonos
az (a,b) nyit intervallum minden pontjiban és szigorian monoton (a,b)-n. Ekkor, ha
¢ = infoe(p) f(2) € d = sup,ep f(x), akkor f inverze is folytonos a (c,d) nyilt inter-
vallumon.

A 1.5, tétel kovetkezményeként, a ciklometrikus (inverz trigonometrikus) fiiggvények ko-
zil az arctgx és arcctgx is folytonosak minden x € R-re. Az arcsinx és arccosx is folyto-
nosak értelmezési tartomanyuk minden belsg(!) pontjaban. A végpontokat majd nemsokara
kiilon targyaljuk. Hasonlé moédon, a logaritmus fliggvények mindig folytonosak mindenhol
az értelmezési tartomanyukban.

4.6. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a 1.5. tételben indirekt moédon benne foglaltatik
az az allitas, mely szerint egy intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény értékkészlete
is intervallum (azaz nem maradnak ki koztes pontok). Ez egyaltalan nem nyilvanvalo,
hanem bizonyitast igényel. Ez az allitas igen hasznos.

Szakadasi helyek tipusai

Ha egy f fliggvény az a helyen nem folytonos, akkor azt mondjuk, hogy ott szakaddsi
helye van. A szakadasi helyeknek harom fajtajat kiilonboztetjiik meg.

4.7. Definici6 (Megsziintethets szakadas). Ha az f fliggvénynek az a helyen létezik
véges hatarértéke, de az nem egyenls az f helyettesitési értékével, vagy f nincs értelmezve
az a helyen, akkor f-nek az a-ban megsziintethetd szakaddsa van.

Megsziintethets szakadéasra méar lattunk példat az f(z) = ’;2__11 esetében az x = 1 helyen.
Megmutattuk ugyanis, hogy lim,_,; 5”2%11 = 2, de ott a fliggvény nyilvan nincs értelmezve.

Ezt a fajta szakadasi helyet azért nevezziik megsziintethetonek, mert a fiiggvényt egyetlen
pontban (az a helyen) atdefinialva (ha értelmezve van, de helyettesitési értéke nem egyenls
a hatéarértékkel), vagy kiegészitve (ha f nincs definidlva a-ban), folytonossé tehetjiik. Ese-
tiinkben, az f(1) := 2-vel kiegészitve f definiciojat olyan fiiggvén kapunk, ami folytonos az
1 helyen.



4.8. Definicio (Elséfaju szakadas vagy ugras). Ha az f fiiggvénynek léteznek és végesek
a féloldali hatarértékei az a helyen, de azok nem egyenléek, akkor az a-ban f-nek elsdfaju
szakaddsa vagy ugrdsa van.

Els6faja szakadasra jo példa a 1épcsGsfiiggvény, lasd 4.1. abra:

Fa) = {0, ha z < 0,

1, hax>0.

Y

4.1. dbra. Az f(z) = lépesosfiiggvény grafikonja

Konnyen lathato, hogy

lim f(z) =0,
x—0~

és
li =1
xig{f f(x) ’

amelyek nem egyenléek.
Tovabbi példaként gondolhatunk az f(x) = |z egészrész, vagy f(x) = {x} tortrész
fliggvényre, amelyeknek minden egész helyen ugrésuk van.

Az ugrés rosszabb szakadas, mint a megsziintethet6 szakadas, mert nem lehet téle meg-
szabadulni a fiiggvény egyetlen pontban valo (at-)definialaséaval.

4.9. Definici6 (Masodfaju szakadés). Ha az f fiiggvénynek az a helyen valamelyik félol-
dali hatarértéke nem véges vagy nem létezik, akkor f-nek az a-ban mdsodfaji szakaddsa
van.



llyenre példa az f(z) = 1/(x — 1), vagy f(z) = 1/2* az x = 0 helyen. "Cstnyabb"
példaként gondolhatunk az f(x) = sin(1/z) fiiggvényre az = 0 helyen, amelynek semelyik
féloldali hatarértéke nem létezik a O-ban.

Y

4.2, abra. Az f(x) =1/(z — 1) fiiggvény grafikonja

Természetesen a masodfaju szakadéast sem tudjuk megsziintetni a fliggvény egy pontbeli
(a-beli) megvaltoztatasaval; ezért az elséfaju és masodfaju szakadéasokat Gsszefoglaloan nem
megszintethetd szakaddsi pontoknak nevezziik.

Féloldali folytonossag

A folytonossag fogalma a hatarértékét definiciojan alapszik, aminek korabban megadtuk
féloldali valtozatait is. Ezért, természetes modon, a folytonossédgnak is megvannak a megfelels
féloldali verzioi, amik a féloldali hatarértéket hasznaljak.

Ezek nem csupéan elméleti jelentGségliek, hanem nagyon is sziikségiink lesz rdjuk késébb
a fliggvénydiszkusszional. Korabban példaul lattuk, hogy egyes fiiggvények (pl. /) esetén
problémaink voltak, ha az értelmezési tartomanynak voltak végpontjai; ilyen pontokban a
fliggvény nem tud folytonos lenni a szokésos értelemben, mert nincs a pont egy kérnyezetében
értelmezve. Azonban, intuicionk szerint, sokszor itt is rendelkezik a folytonossaggal valami
megszoritobb értelemben.

4.10. Definicié (Féloldali folytonossag). Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezve
van az a szam egy jobboldali (baloldali) félkérnyezetében. Ha lim, .- f(z) = f(a)
(lim, .+ f(z) = f(a)), akkor azt mondjuk, hogy f az a helyen balrél (jobbrdl) folytonos.



4.1. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(x) = /x fiiggvény az x = 0 helyen jobbrol
folytonos.

ﬁMegolda’s. Az f fiiggvény értelmezési tartomanya Dy = [0, +00), igy f értelmezve van a
0 egy jobboldali félkornyezetében. Vizsgaljuk meg az f jobboldali hatarértékét a 0 helyen:
azt kell megmutatnunk, hogy ez létezik, és értéke v/0 = 0. Ezt a definiciobol mutatjuk
meg. Legyen € > 0 rogzitett. Keressiink hozza alkalmas § > 0 kiiszébszdmot, amelyre, ha
0 < x <9, akkor

Ve =0l =Vz <e.

Vilagos, hogy a § = % megfelels valasztas.
Tehat lim, o+ /= = V0 = 0, azaz az f(z) = /z fiiggvény az © = 0 helyen jobbrol
Lfolytonos.

4.2. Példa. Mutassuk meg, hogy a

(o) = {(1), ha z <0,

, hax <1

lépeststiiggvény az © = 0 helyen balrol folytonos, de jobbrél nem.

Y egoldds. Az f fiiggvény értelmezési tartomanya Dy = R, ezért az « = 0 pont kdrnyezeté-
ben értelmezve van. A féloldali hatarértékek a 0-ban a kovetkezdsk:
lim f(z) = 0= f(0),
z—0~
mig
lim f(z) =1+ f(0),
z—0+

azaz mindkét féloldali hatarérték létezik és véges, de csak a baloldali egyenl§ a fliggvény

Lhelyet’cesitési értékével a 0 helyen, tehat a fliggvény balrodl folytonos, jobbrol nem.

Nyilvanvaloan igaz a kovetkezs tétel:

4.11. Tétel. Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos az a helyen, ha ott balrdl és jobbral
is folytonos.



Intervallumon folytonos fiiggvények

Most méar bevezetjiik az intervallumon val6 folytonossag fogalmaét.

4.12. Definici6é. Azt mondjuk hogy az f fiiggvény folytonos az (a,b) nyilt intervallu-
mon, ha pontbeli értelemben folytonos minden = € (a, b) helyen.

Jelolés: C(a,b) az (a,b) intervallumon folytonos fiiggvények halmaza.

Ha az intervallum zart, akkor a végpontokban nem lehet megkovetelni a fiiggvény foly-
tonossagat, hiszen az sem biztos, hogy a fiiggvény értelmezve van a végpontok egy kornye-
zetében. Ezért ott csak megfelels féloldali folytonossagot koveteljiikk meg.

4.13. Definicié. Azt mondjuk hogy az f fliggvény folytonos az |a,b] zdrt intervallumon,
ha pontbeli értelemben folytonos az (a,b) nyilt intervallumon, jobbrdl folytonos az a
helyen és balrol folytonos a b helyen.

Jelolés: Cla, b] az |a, b] intervallumon folytonos fiiggvények halmaza.

4.14. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f : I — R fiiggvénynek az a helyen globdlis
vagy abszolit mazimuma (minimuma) van, ha tetszéleges x € I esetén f(z) < f(a)
(f(x) > f(a)). Ha mindig szigoru egyenlStlenség teljesiil, akkor szigori globdlis maxi-
mumrol (minimumrol) beszéliink.

4.3. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(z) = 2%+ 1 fiiggvénynek az x = 0 helyen szigori
globélis minimuma van.

ﬁ]\/.I'egolddss. Az [ értelmezési tartoméanya R. Mivel ha x # 0, akkor 22 > 0, igy tetszdleges
x # 0 esetén
f(x)=a®+1>1= f(0),

azaz az x = 0 helyen valéban szigortu globalis minimuma van f-nek.

L

Korléatos zéart intervallumon folytonos fiiggvények tébb nagyon lényeges tulajdonsiggal
rendelkeznek. Ezek koziil szamunkra a kovetkezé lesz a legfontosabb:

4.15. Tétel (Weiertstrass-tétel). Korldtos zdrt intervallumon folytonos fiigguény korld-
tos €és felveszi szélsdértékeit.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass

Elemi fiiggvények folytonossaga, példak nem elemi fiiggvényekre

A fenti harom tétel és kovetkezmeényeik motivaljak (részben) az elemi fiigguények defini-
ciojat.

4.16. Definicié. Azokat a fiiggvényeket, amelyek véges sok konstansbol és egy fiigget-
len valtozobol az alapmiveletek (Osszeadés, kivonés, szorzas, osztas), trigonometrikus
fiiggvények, hatvanyozas, exponencialis és logaritmus fiiggvény, inverz trigonometrikus
fiiggvények véges sok alkalmazéasaval megkaphatok elemi fiiggvényeknek nevezziik.

Az elemi fliggvények lényegében a szokasos alapfiiggvények segitségével képlettel leirhato
fiiggvények. Példaul elemi fiiggvény

eSn? — arcsin(2z — 1) + 22 — 1
In(3ctg x — x?)

fx) =

?

vagy
g(z =) = In(arccos(z® — 3z + 1)),

barmennyire komplikaltnak is tiinik.

Természetesen léteznek nem elemi fiiggvények is. Ezek koziil a legegyszertibbek példaul
az f(x) = |z| abszolut érték fiiggvény, az f(x) = || egészrész fiigguény, f(x) = {x} tortrész
fiigguény, vagy az olyan fiiggvények, amelyeket szakaszonként definidlunk, mint példaul az

fl) = {0, ha z < 0,

1, hax>0

lépesds fiigguény. Nem elemi fiiggvény példaul az an. Dirichlet-fiigguény sem, amit sokszor
hasznalnak (ellen-)példaként

1,  ha x racionalis,
-

0, ha z irracionélis.

Az elemi fiiggvények mind folytonosak értelmezési tartomanyuk minden pontjaban, ter-
meészetesen a végpontokban (ha vannak ilyenek) a megfelel§ féloldali értelemben.

4.17. Tétel. Az elemi fligguények értelmezési tartomdnyuk minden pontjaban folytono-
sak.

Onellendrzo kérdések

1. Hol folytonos az f(x) = Ix—jl fiiggvény?


https://hu.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet

2. Mutassuk meg, hogy az f(r) = cosz fiiggvény minden pontban folytonos (azaz mu-
tassuk meg, hogy tetsz6leges a € R esetén lim, .,cosx = cosa, ha tudjuk, hogy
lim,_,gcosx = 1).

3. Hol folytonos az
x—1, ha z < 0,
f(z) =< 22, ha 0 <z < 2,
dr+1, hazxz <2
fliggvény?

4. Hol folytonos és milyen szakadasi pontjai vannak az

1/z, haz <0,
flx) =< x, ha 0 <z <2,

sinx, hax <2

fliggvénynek?

6. Hol folytonos és milyen szakadasi pontjai vannak az

(@) x, ha z racionalis,
xT) =
x, ha x irracionalis

fliggvénynek?
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