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3. Olvasodlecke

Fuggvények hatarértéke
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Olvasasi 1d3: kb. 1 o6ra

Fiiggvények hatarértéke

A hatarérték pontbeli fogalom, azaz egy f fliggvénynek egy adott x = a ponthoz kéthetd
tulajdonsaga. Lényegében azt jelenti, hogy ha z "nagyon kozel" van a-hoz (de nem egyenls
vele), akkor az f(x) kozel van egy véges A értékhez. Amennyiben ilyen A szam létezik, azt
az f fiiggvény a-beli hatdrértékének neveziink.

3.1. Definicié (Cauchy-féle definicio). Legyen az f fiiggvény értelmezve az a pont
egy kornyezetében, esetleg az a kivételével. Ha létezik olyan A szam, hogy tetszéleges
e > 0-hoz valaszthat6 olyan § = d(a,e) > 0, hogy minden |z — a| < §, x # a esetén
|f(x) — A| < e, akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik hatdrértéke az a helyen és annak


https://hu.wikipedia.org/wiki/Augustin_Cauchy

értéke A.
Azt a tényt, hogy f-nek létezik hatarértéke az a helyen és annak értéke A, a

lim f(x) = A, vagy arovidebb f(z) - A, haz — a

T—ra

szimbo6lumokkal jeloljiik.

A fentivel ekvivalens a kovetkezd definicid, ami sorozatokat hasznal:

3.2. Definicié (Heine-féle definicio). Legyen az f fiiggvény értelmezve az a pont egy
kornyezetében, esetleg az a kivételével. Ha létezik olyan A szam, hogy tetszéleges x, — a
(x, # a) sorozat esetén f(x,) — A, ha n — oo, akkor azt mondjuk, hogy f-nek [étezik
hatdarértéke az a helyen és annak értéke A.

A két definicio ekvivalenciajat (amit itt nem bizonyitunk) dtviteli elunek is szoktak ne-
vezni az analizisben, és nagyon hasznos eszkoz allitasok bizonyitasaban.

3.1. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(z) = ¢ konstans fiiggvénynek tetszdleges a helyen
létezik hatarértéke, és annak értéke c.

Y egoldds. A 3.1 definiciot fogjuk hasznalni. Legyen a € R tetszdleges szam. Rogzitsiink egy
e > 0 szamot. Az a feladatunk, hogy keressiink hozza alkalmas § > 0 kiiszobszamot, ami
teljesiti a 3.1 definicioban kirott feltételeket. Ez ebben az esetben konnyt, hiszen akdrmilyen
x € R esetén

[f(x) —c| =lc—c[ =0,

azaz tetszdleges § > 0 szam megfelels. Tehat az f(z) = ¢ konstans fiiggvénynek minden
Lpontban létezik hatarértéke, és az egyenld a fiiggvény helyettesitési értékével.

3.2. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(x) = z fiiggvénynek tetszéleges a helyen létezik
hatarértéke, és annak értéke a.

ﬁ]\4egoldci3. Legyen a € R tetszéleges szam. Rogzitsiink egy € > 0 szamot. Megint csak
az a feladatunk, hogy keressiink hozza alkalmas 0 > 0 kiiszobszamot, ami teljesiti a 3.1
definicioban kirott feltételeket, azaz ha 0 < |z — a| < 4, akkor

|[f() —al = [z —a] <e.

LVilémgos, hogy a § = ¢ valasztas megfeleld.


https://en.wikipedia.org/wiki/Eduard_Heine

3.3. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(z) = 2? fiiggvénynek tetszéleges a helyen létezik
hatarértéke, és annak értéke a?.

ﬁMegoldcis. Legyen a € R tetszéleges szam. Rogzitsiink egy € > 0 szdmot. Keressiink hozza
alkalmas § > 0 kiiszObszamot, ami teljesiti a 3.1 definicioban kir6tt feltételeket! Természete-
sen, ha egy konkrét 0 > 0 megfelels, akkor barmely nala kisebb szém is az. Ezért feltehetjiik,
hogy 6 < 1. Tehat olyan 0 < 6 < 1-ra van sziikségiink, amelyre ha 0 < |z — a| < 4, akkor

f(z) —a’| = |2* —a®| = |(z — a)(z + a)| = |z + allz — a

< @+ D —al <e,
mivel a 0 < § < 1 feltevés miatt
|z + a|] < 2|a| + 1.

LA fenti egyenlStlenség nyilvanvaloan teljestil, ha ¢ < min{1,¢/(2|a| + 1)}.

Vegyiik észre azt a fontos dolgot, hogy a hatarérték definiciojaban (mind a kettSben)
az f figgvényrsl nem feltételezziik, hogy az a helyen értelmezve van (emiatt kell a x # a
feltevés). Ahhoz, hogy egy fliggvény egy adott a pont kozelében egy véges értékhez legyen
kozel, nem sziikséges, hogy ott értelmezve legyen, vagy ha értelmezve is van, ez a véges
szam nem feltétleniil egyenls a fiiggvény a-beli helyettesitési értékével. Ez egyéltalan nem
lényegtelen megjegyzés, hanem fontos szerepe lesz a folytonossag és a differencidlhanyados

s,z

3 %

3.1. abra. f(z) = “;2:11 grafikonja, illetve annak egy ponttal vald kiegészitése



Nem nehéz belatni, példaul a 3.1 definici6 segitségével, hogy

2
-1
x _ o,

lim
x—1 1 — 1

azonban az f(x) = (2% — 1)/(xz — 1) fiiggvény az x = 1 helyen nincs értelmezve, amit a
3.1 abra baloldali részén egy iires karika jelez. Ha kiegészitjiik a fiiggvény definiciojat és
tetszoleges értéket adunk neki az = = 1 helyen (teli kék karika a 3.1 abra jobboldali részén),
az nem befolyasolja se a hatarérték létezését, se annak értékét.

A hatarérték joldefinialt, azaz ha egy f fliggvénynek az a pontban van hatarértéke, akkor
az egyértelmd.

3.3. Tétel. Halim, ,, f(x) = A és lim,_,, f(z) = B, akkor A= B

Bizonyitds. Ez a tétel egyszert kovetkezménye a definiciénak és a haromszog egyenlétlen-
ségnek Indirekt modon tegyiik fel, hogy A # B, és, mondjuk, A < B. Legyen ¢ = (A+ B)/2.
Mivel lim, ,, f(x) = A, ezért 1étezik olyan d; > 0, hogy ha 0 < |x—aldy, akkor |f(z)—A| < e.
Hasonloan, mivel lim,_,, f(x) = B, ezért létezik olyan d > 0, hogy ha 0 < |x — a|dy, akkor
|f(z) — B| < €. Legyen 6 = min{dy, d>}. Ekkor, ha 0 < |z — a| < ¢, akkor

B—Al=|B - f(x) + f(x) — Al < |f(x) — Bl +|f(x) — Al < e+ 2= B— A,
ami ellentmondas. Tehét az indirekt feltevés hamis volt, igy a tétel allitasa igaz. O]

Fiiggvények hatarértékét csak ritkan szamoljuk ki kozvetlenil a definicid segitségével.
Helyette inkabb az elemi fliggvények hatarértékét és bizonyos egyszert miiveleti szabélyokat
hasznalunk:

3.4. Tétel. Tegyik fel, hogy lim,_,, f(z) = A és lim,,, g(x) = B. Ekkor
i) az f £ g dsszegnek létezik hatdrértéke az a helyen, és lim, ,,(f + g)(z) = A+ B;

i) a (cf) figguénynek létezik hatdrértéke az a helyen, és lim,_,,(cf(x)) = c- A minden
c € R esetén;

iii) az f - g figguénynek létezik hatdrértéke az a helyen, és lim, ,,(f - g)(x) = A- B;

) ha B # 0, akkor f/g-nek létezik hatdrértéke az a helyen, és lim, ..(f/g)(z) = 4.

3.4. Példa. Mutassuk meg, hogy lim, ,;(2® — 22 + 1) = 0.



ﬁMegoldcis. A 3.1, tétel 1)-iii) pontjai alapjan

lim(z® — 22 + 1) = lim 2° — lim 2z + lim 1

r—1 z—1 z—1 r—1
= lima® —2limz + 1
rz—1 rz—1
=1-2+1=0,

ahol (a iii) pont szerint)

3
lim 22 = (hm x) =13=1.
L x—1 x—1

3.5. Példa. Szamoljuk ki a kdvetkez6 hatarértéket
2
— 2
I i

r—4 20 — 3

ﬁ]\/.I'egoldciss. Ebben a példaban a 3.4. tétel minden pontjat hasznaljuk: Mivel fiiggvényiink
hanyados, ezért a iv) pont alkalmazasahoz meg kell hataroznunk kiilon-kiilon a szamlalo és
a nevez$ hatarértékét, és meggy6zédni, hogy a nevezéé nem nulla.

lim(z® — vz +2) = lim2? — lim v/z + lim 2 = 16 — 2 + 2 = 16.
r—4 z—4 r—4 r—4

lim(2z —3) =lim 2z — lim3 =8 -3 =5 # 0,
T—4 T—4

r—4
tehat
y 22— r+2 lim, y(z* -z +2) 16
im = = —.
5 e—4 21 — 3 lim, _,4(22 — 3) 5

Végiil mutatunk egy olyan példat, amikor a 3.4. tétel iv) pontja nem hasznalhato kozvetleniil.

3.6. Példa. Hatarozzuk meg az alabbi limeszt.

lim vHr-l-yr

x—1 [[‘—1

ﬁMegoldcis. Itt az a probléma, hogy mind a szamlélo, mind a nevezé hatarértéke 0. Ezért a
iv) pont nem hasznalhato kozvetleniil. Az ilyen (és méas hasonlo) kifejezéseket hatdrozatlan

kifejezéseknek is szoktuk nevezni (hasonldéan ahhoz, ahogy a sorozatok esetén tettiik). Erre

a konkrét esetre roviden a 8 szimbo6lummal szoktunk hivatkozni.

Ez az eset azonban megoldhatd egy szokésos "triikkel". Szorozzuk meg és osszuk el a



tortet a szamlald "konjugaltjaval":

y Vit+r—1—/x i Vit+r—1—yrval+o -1+

im = lim

z—1 r—1 z—1 rz—1 w/‘124_1-_1_'_\/5
(2242 —1) —2?

o (z—1) (V22 + 2z — 1+ 2)
1

= lim
e=1 (Va2 + o — 1+ x)
1

T2

Vegyiik észre, hogy az utolso lépésben mar tudtuk alkalmazni a iv)-es pontot, mert a nevezs

Lhatérértéke az x — l-el vald egyszertisités utan nem nulla.

A kovetkezd tételt némiképpen 6vatosabban kell kezelni. Val6jaban kimondatlanul ezt
mar hasznaltuk is az el6z6 példaban.

3.5. Tétel (Osszetett fiiggvény hatarértéke). Tegyiik fel, hogy az fog dsszetett fiigguény
értelmezve van az a szdm egy kdrnyezetében, esetleg az a kivételével, illetve lim,_,, f(x) =
A, éslimy_,qq) f(t) = B. Ha g(x) # A az a egy kirnyezetében (esetleg az a kivételével),
vagy B = f(g(a)), akkor lim,_, f o g(z) = B.

Féloldali hatarérték

c st

a féloldali hatarérték fogalméhoz jutunk.

3.6. Definici6. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezve van az (a, c) intervallumon
valamely alkalmas a < c¢ szamra. Ha létezik olyan A szdm, hogy tetsz6leges € > 0-hoz
valaszthato olyan 6 = d(a,e) > 0, hogy minden 0 < z — a < ¢ esetén |f(z) — A| < e,
akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik jobboldali hatarértéke az a helyen és annak értéke
A.

A jobboldali hatarérték annyi megszoritast tartalmaz a szokésos hatarértékhez képest,
hogy itt csak az a-nal nagyobb szamok megengedettek.
A baloldali hatarérték hasonloan definialhato, de akkor a fiiggvény egy (c, a) intervallu-
mon van definidlva, és 0 < a — z < §, azaz x az a-nal mindig kisebb.
A féloldali hatarértékek jelolésére a kovetkezd szimbolumok egyikét szoktuk hasznélni:
Jobboldali hatarérték: lim f(x) = A, vagy f(z) = A, haz —a™.

z—a™t

Baloldali hatarérték: lim f(x) = A, vagy f(z)—> A, hax —a".

r—a—



3.7. Tétel. Az [ fiigguénynek pontosan akkor létezik hatdrértéke az a helyen, ha ott
létezik bal- €s jobboldali hatdrértéke is, és azok megegyeznek. Ekkor az f fiiggvény a-beli
hatdrértéke megeqyezik a féloldali hatdrértékeinek kozos értékével.

A féloldali hatarértékre is ugyanazok a mtveleti szabalyok vonatkoznak, mint a szokasos
hatarértékre, ezért ezeket itt most kiilon nem részletezziik.

Végtelen hatarérték, illetve hatarérték a végtelenben

3.8. Definicio (Végesbeli végtelen hatarérték). Tegytik fel, hogy az f fiiggvény értel-
mezve van az a szam egy kornyezetében, esetleg az a kivételével. Azt mondjuk, hogy az
f hatéarértéke +00 (—o0) az a helyen, ha tetszdleges K > 0 (k < 0) szamhoz létezik
olyan ¢ > 0, hogy ha 0 < |z — a| <, akkor f(z) > K (f(z) < k).

A végesbeli végtelen hatarérték jelolésére a kovetkezd szimboélumok egyikét szoktuk hasznél-
ni:

lim f(z) = +o00, vagy f(z) — 400, haz — a.
Tr—a

3.7. Példa. Mutassuk meg, hogy lim, .o x% = +00.

ﬁ]\4egolda’3. Legyen K > 0 tetszdleges rogzitett szam. Az a feladatunk, hogy talaljunk hozza
alkalmas ¢ kiiszobszamot, ami teljesiti a 3.9. definicio feltételét, azaz, ha 0 < |x — a| < 4,

akkor
1

f(ac)=?>K,

Laumi nyilvan teljesiil, ha példaul a § = 1/ VK valasztassal éliink.
A fenti definiciot meg szoktuk fogalmazni a féloldali hatarértékekre is; alljon itt példaként
a jobboldali eset, amikor a féloldali hatarérték +oo.

3.9. Definicié (Végesbeli végtelen jobboldali hatarérték). Tegyiik fel, hogy az f fligg-
vény értelmezve van az (a, ) intervallumon valamely a < ¢ szamra. Azt mondjuk, hogy
az f jobboldali hatdrértéke +oo (—o0) az a helyen, ha tetsz6leges K > 0 (k < 0) szamhoz
létezik olyan ¢ > 0, hogy ha 0 < z —a < 0, akkor f(x) > K (f(x) < k).

Hasonléan fogalmazhaté meg a baloldali hatarértékek esete is.
A jobboldali végtelen hatarértéket példaul a kovetkezé modon jeloljiik:

lim f(z) =400, vagy f(x)— 400, haz —a.

z—at

A baloldali végtelen hatarérték jelolése hasonlo.



3.8. Példa. Mutassuk meg, hogy lim,_,q+ xig = 400, és lim,_,o- x—13 = —0Q.

Y egoldds. A jobboldali hatarértékhez legyen K > 0 rogzitett. Keresiink olyan 0 > 0 szamot,

hogy ha 0 < x < ¢, akkor
1

Ehhez példaul a § =1/ VK valasztas megfeleld.

A baloldali hatarértékhez most legyen K < 0 tetszGleges rogzitett szam. Olyan § > 0
kiiszobszamot keresiink, amelyre ha 0 < —x < 9, akkor

f(x)=%<K,

Lami nyilvanvaloan teljesiil, ha § = 1/V/K.

Végezetiil bevezetjiik a végtelenbeli véges és végtelen hatarértéket:

3.10. Definicié (Végtelenbeli véges hatarérték). Legyen az f fiiggvény értelmezve a
(¢, +00) ((—o00,¢)) intervallumon. Ha létezik olyan A szam, hogy tetszsleges € > 0-hoz
megadhat6 olyan M = M(e) > 0, hogy ha = > M, akkor |f(z) — A| < ¢, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek van hatdrértéke a +oo-ben (—oo-ben), és annak értéke
A.

A (pozitiv) végtelenbeli véges hatarérték jeldlése:

hI_{l flz)=A, wvagy f(z)— A, hax — +oo.
T—r+00

A —oo-beli hatarérték jelolése hasonlo.

3.9. Példa. Mutassuk meg, hogy lim, ﬁ = 1l

ﬁMegoldcis. Legyen ¢ > 0 rogzitett, és keressiink hozza alkalmas M kiiszobszdmot.

1 —1
=l

1
<e, haM=--1.

1+z €




3.11. Megjegyzés. A végesbeli végtelen és végtelenbeli (véges és végtelen) hatarérték-
kel rendelkezé fliggvényekkel kapcsolatos miiveletekre is szamos szabély van, hasonléan
a sorozatok esetéhez. Ezekkel itt is nagyon 6vatosan kell banni.

Onellendrzo kérdések

1. Szamoljuk ki a lim,_,; -£=1 hatérértéket.

[\

. Szédmoljuk ki a lim,_; % hatéarértéket.

3. Szamoljuk ki a lim,_,; £=1; hatarértéket.
4. Szamoljuk ki a lim,_,, sin z hatarértéket, ha tudjuk, hogy lim, ,osinz = 0.

5. Szamoljuk ki a lim, 1 ;757 hatarérteket.
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