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Geometria Tanszék

Szamsorozatok fogalma és egyszeri tulajdonsagai

2.1. Definiciéo. Egy f: N — R fiiggvényt valds (végtelen) szdmsorozatnak nevezink.

Jelolések: f, = f(n) a sorozat n-edik tagja vagy dltaldnos tagja. Szokas még f helyett
Gy, by stb. betiiket is hasznélni sorozat altalanos tagjainak jelolésére. Magéra a sorozatra az
(a,)52, jelolést (vagy a rovidebb (a,)-t) hasznaljuk, de szokas meg az {a, }52; szimbolum is.

Egyszertibb sorozatokat megadhatunk az elsé par tag felsorolasaval, ha abbél mar nyil-
vanvalo, hogy mi a sorozat altalanos tagja.



i) Ny ={1,2,...,n,...};
i) {1,3,5,....5,.. .}

A legtobb esetben sorozatot tgy adunk meg, hogy felirunk egy formulat, ami meghata-
rozza az altalanos tagjat:

i) a,=1/n,n=1,2,..;

i) bp=vVn+1—yn,n=12...

iii) ¢, =n-sin(l/n), n=1,2,..
Lehet sorozatot megadni kozvetettebb modon is, példaul legyen

Pn = az n-nél nem nagyobb primszamok szama,

vagy
d,, = az n (pozitiv) osztéinak szdma.

Nincs explicit formula, ami megadné p,, értékét tetszélegesen nagy n-re. Hasonl6 példa lehet
a V2 n-edik tizedesjegye.

Sorozatok lehetséges megadési modja még az un. rekurziv definicio, amikor lerogzitjiik
a sorozat els6 néhény tagjat, majd adunk egy szabalyt, ami a kés6bbi tagokat a korabbiak
segitségével definidlja: Erre nevezetes példa a Fibonacci sorozat, azaz f1 = fo := 1, frio =
frni1+ fn minden n > 3 pozitiv egész szamra. Ha kiszamoljuk a sorozat elsé par tagjat, akkor
azt kapjuk, hogy

f1:f2:17 f3:27 f4:37 f5:57 f6:87 f7:]-37 f8:2]-7

Sorozatokat lehet abrazolni Descartes-koordinata-rendszerben tgy, mint a szokésos egy-
valtozos fliggvényeket:

.....

2.1. abra. Az a, = 1/n, b, = vV/n+1—+/n és ¢, = nsinn sorozatok n =1, ..., 25 kozott


https://hu.wikipedia.org/wiki/Fibonacci

2.2. abra. Az p, és d,, sorozat n =1,...,50 kozott

Sorozatok hatarértéke

Ha a sorozat tagjai az n index noévekedésével egyre kozelebb keriilnek egy A szédmhoz
(mint pl. az a,, = 1/n vagy b, = v/n + 1 — \/n esetén), akkor a sorozat konvergens, és az A
szamot a sorozat hatdrértékének nevezziik. Ezt precizen az alabbi definicié fejezi ki.

2.2. Definici6o (Véges hatarérték definicioja). Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat kon-
vergens, ha létezik olyan A valos szam, hogy tetszSleges ¢ > 0-hoz vélaszthato olyan
N = N(e) kiiszobszam, hogy ha n > N, akkor |a, — A| < e. Az A szamot az (a,) sorozat
hatdarértékének nevezziik.

Annak jelolésére, hogy az (a,,) sorozat hatarértéke az A szam, alapvetSen a kovetkezd két
konvenci6 egyikét hasznaljuk:

lim a, = A, vagy a, — A, han — oo.
n—oo
2.1. Példa. Mutassuk meg, hogy az a, = %, n =, 1,... sorozat konvergens, és keressiik

meg a hatarértékét.

ﬁ]\4egoldci3. Az a, sorozat tagjai mind pozitiv szamok, illetve konnyen latszik az is, hogy
tagjai csokkendek, azaz a,, < a,, ha n > m. Tovabba, ha n nagy, akkor az 1/n kicsi.
Ennek alapjan azt sejthetjiik, hogy a,, konvergens, és hatarértéke 0. Most ezt megmutatjuk
a definicio alapjan. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges rogzitett (kis) szam. Ehhez keresiink olyan N
kiiszobindexet (vagy mésképpen kiiszobszamot), hogy ha n > N, akkor |a, — 0| = a,, < e.
LNem nehéz latni, hogy ha N = 1/e, akkor az megfeleld lesz.

2.3. Definici6. Ha egy (a,,) sorozat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens.

A divergens sorozatok kozott kitiintetett szerepet jatszanak azok, melyek "minden hata-
ron til nének".



2.4. Definicié (Végtelen hatarérték definicioja). Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat a
végtelenhez tart vagy minden hatdron til novekszik, ha tetszéleges K > 0 esetén létezik
olyan N szam, hogy minden n > N indexre a,, > K.

Jelolés: lim,, ., a, = +00 vagy a, — +00, n — 00.

A —o0o-hez tart6 sorozat fogalma hasonldan definialhato.

2.5. Megjegyzés. Az olyan sorozatokat, amelyek divergensek, de se +o0o-hez, se —oo-
hez nem tartanak, szokas oszcilldlva divergens sorozatoknak is nevezni.

Azoknak a sorozatoknak pedig amelyek konvergensek vagy +oo-hez vagy —oo-hez
tartanak létezik hatdrértéke, bar ez a hatarértékét nem feltétleniil véges.

Az alabbiakban kiszamitjuk egyes fontos sorozatok hatarértékét a definiciobol, majd ké-
s6bb ezeket fogjuk arra hasznalni, hogy a hatéarértékre vonatkozo miveleti szabéalyok segit-
ségével mas, bonyolultabb sorozatok hatartértékén megtalaljuk. A 2.6. tételben latni fogunk
példat olyan sorozatra is, amely +oo-be tart.

2.6. Tétel.
0, ha |c| < 1,
.. , ha c =1,
lim ¢" =
n—r00 +00, ha ¢ > 1,

divergens, ha c < —1.

Bizonyitds. Ha ¢ = 1, akkor nyilvan ¢® = 1 minden n-re.
Most tekintsiik azt az esetet, amikor ¢ > 1. Legyen K > 0 tetszbleges rogzitett szam.
Ekkor a Bernoulli egyenlGtlenség alapjan

K
"= ((1+(c=1)") = 1+n(c—1) > K, ha peldéul n > —
C_

tehat ¢ — +o0, ha n — oo.
Most legyen 0 < ¢ < 1, és legyen ¢ > 0 rogzitett. Ekkor

O<c"—i— L _ ! < ! <e€ han>%_1
CITW Oy ST (oy M

Ha ¢ < —1, akkor ¢" valtakozva vesz fel 1-nél nagyobb, illetve —1-nél kisebb szamokat,
ezért oszcillalva divergens. O]



i

2.7. Tétel. Tetszdleges rogzitett ¢ valds szamra lim, o < = 0.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy ¢ > 0 és jelolje ¢ egészrészét |c|. Ekkor, ha n > ¢, akkor

A" c ¢ c c 1 e 1 clel

0< —==—-=+...+— — . .—<c9. Z<¢e han> ,

nl 1 2 le] le]+1 n n £
azaz%—)O,han%oo. O

2.8. Tétel. Ha ¢ > 0, akkor lim, ., /c = 1.

Bizonyitds. Elsszor tegyiik fel, hogy ¢ > 1. Ekkor a szamtani/mértani kézép kozotti egyen-
16tlenség alapjan

—1 1 1
0< fe1=YT 1 c1<mzD¥e y el sl
n n €
O
2.9. Tétel. lim,_,. /n = 1.
Bizonyitds. A szamtani/mértani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan
n (n—2)+2yn 2 2 2
Un=1-1-...\n-vn< B PRI
=3/ NN : LR R
gy
0<n—-1< 2 <e h >\/5
n— — <e¢g, han —.
N 5
O

A hatarérték egyszeri tulajdonsagai

Ha egy sorozat konvergens, akkor csak egy hatéarértéke van.

2.10. Tétel. Sorozat hatdrértéke egyértelmi, azaz, ha a, — A és a,, — B, akkor A = B.



Bizonyitds. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy a, — A, a, — B és A # B. Feltehetjik azt
is, hogy B > A. Legyen 0 < ¢ < (B — A)/2. Ekkor, mivel a,, — A, létezik olyan Nj, hogy
minden n > Nj esetén |a, — A| < ¢, illetve, mivel b, — B, olyan N,, hogy minden n > N,
esetén |a, — B| < €. Legyen N = max{ Ny, No}. Han > N, ekkor a haromszog-egyenl6tlenség
alapjan

B—Al=|B—ay+a,— Al <|B—an|+]|A—n,| <c+e<B— A4,

ami ellentmondas. O

2.11. Definici6. Az (a,,) sorozat felilrdl (alulrdl) korldtos, ha létezik olyan K (k) szém,
hogy a, < K (a, > k) minden n-re. Ha az (a,) sorozat feliilrél és alulrol is korlatos,
akkor azt mondjuk, hogy korldtos.

Példa feliilrl korlatos sorozatra: a, = 1/n, itt példaul K = 1 fels6 korlat; b, = sinn,
ahol a K = 1 szintén felsd korlat. A b,, = sinn sorozat alulrél is korlatos, és példaul k = —1
also korlatja.

2.12. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor korldtos.

2.13. Megjegyzés. Az, hogy egy sorozat korlatos nem elégséges, hanem csak sziikséges
feltétele a konvergencianak.

2.14. Tétel (Konvergens sorozatok hatéarértéke és miiveletek). Tegyiik fel, hogy a, — A
és b, — B. Ekkor

i) lim, yo0(a, +b,) = A+ B,
i) lim, oo ca, = cA tetszdleges ¢ € R esetén,
ii1) lim,, o0 anb, = AB,

iv) ha B # 0, akkor lim,_, a,/b, = A/B.

2.2. Példa. Szamitsuk ki a kivetkezs hatarértéket lim,, o, 232



ﬁ]\Jegoldds. A 2.14. tételt hasznélva kapjuk, hogy

. 243n 2 3n 2 .
lim =lim —+ lim — =-1lim — 4+ - lim 1 = -
B n—oo  Hn n—oo HN, = n—oo Hn 5 noocon n—00
2.3. Példa. Szamitsuk ki a kovetkezs hatarértéket lim,,_, o 1;/%
L
ﬁ]\4egolda’3.
V2 li n—00 V2 li n—00 n\/ 2 . n :
lim n_'lm_, 71 _ Mo nzhmx/Eth/ﬁzl-lzl.
3 n—oo | 4 7 lim,, ,oo 1 + 7 1 n—o0 n—o0

2.15. Megjegyzés. Nem konvergens sorozatok esetében a miiveletekkel sokkal o6va-
tosabban kell banni. Ekkor is vannak olyan esetek, amik jol viselkednek, példaul, ha
a, — A és b, — +oo (n — +0o0), akkor a,/b, — 0. Azonban, ha példaul a,,b, — 400
(n — 400), akkor a konkrét sorozatok kozelebbi vizsgéalata nélkiil nem eldénthetd, hogy,
hogy a, — b, vagy a,/b, hogyan viselkedik. Az ilyen "szimbolikusan" (4+00) — (+00),
o0o/00, 0 - oo sth. sorozatokat hatdrozatlan kifejezéseknek nevezzik, és vizsgalatukhoz
sokszor bonyolultabb moédszerek sziikségesek.

Nagyon fontos eszkoz sorozatok hatarértékének meghatarozasara az in. Renddr-elv vagy
(az angol szakirodalomban) szendvics szabdly. Ez azt mondja ki, hogy ha két konvergens
sorozat, amelynek hatarértéke egyenld, kozrefog egy harmadik sorozatot, akkor ez a harma-
dik sorozat is konvergens és hatarértéke ugyancsak egyenls a két kozrefogd sorozat kozos
hatarértékével.

2.16. Tétel (Renddr-elv). Tegyiik fel, hogy a, < b, < ¢, minden n-re, és lim,_,, a, =
A =lim,_, ¢,, akkor a (b,) sorozat is konvergens és lim,,_,. b, = A.

2.4. Példa. Szamitsuk ki a lim,, . (v/n + 2 — y/n) hatarértéket.

ﬁMegolda’s. Ennek a feladatnak a megoldésahoz egy standard "triikkot" hasznalunk: meg-
szorozzuk és elosztjuk a fliggvényét a konjugaltjaval:

JLHSO(\/n+ —+/n) = hm(\/n—f— W)ﬁigzngﬁ%
(n+2)—n

= lim ——2—— = lim < lim ——— =0,

n—)oo,/n+2_|_\/ﬁ n—00 \/n, + 2 _{_\/_ n—)oog\/ﬁ



igy

lim (vVn+2 —v/n) =0, mivel 0 < v/n + 2 — /n.

L n—oo

2.5. Példa. Hatarozzuk meg a lim,, .., v'n! hatarértéket.

ﬁMegoldcis. Vegyiik észre, hogy

n n ny
1001 —... = =1-2...n
~—~— 2 2 2 ’
%—szér —

= -SZOor

igy

PR < Vs« V.
2 den

L

Az e szAm

A nevezetes e szam preciz bevezetése el6tt sziikséglink van a kdvetkezs elGkésziiletekre.

2.17. Definicié. Egy H C R nemiires valos szamhalmazt felilrél (alulrol) korlatosnak
neveziink, ha létezik olyan K (k) szam, hogy h < K (h > k) minden h € H-ra. Ekkor
K (k) a H halmaz egy felsd (alsd) korlatja.

Ha a H halmaz alulrdl és feliilrél is korlatos, akkor azt mondjuk, hogy korldtos.

Nyilvan, ha K a H egy fels§ korlatja, akkor barmilyen K’ > K is az. Hasonloan, ha k a
H egy also korlatja, akkor barmely &' < k is az.

2.18. Definici6é. Ha a H C R nemiires szaimhalmaz feliilr6l korlatos, és létezik olyan
K széam, hogy K a H felss korlatja, de barmely K’ < K mér nem felsd korlat, akkor a
K-t a H halmaz legkisebb felsd korlatjanak vagy felsd hatdardnak, illetve szuprémumdnak
nevezziik. Jellése sup H.

Nemiires, alulrél korlatos H szamhalmaz legnagyobb also korldtjdt vagy also hatdrat,
illetve infimumdt hasonlé6 moédon definidljuk. A legnagyobb alsé korlat jelolése inf H.

A valos szamok Teljességi axriomdja kimondja a legkisebb fels§ korlat 1étezését feliilrdl
korlatos nemiires halmazokra:
Teljességi axioma: Tetszdleges feliilrdl korlatos nemaiires szamhalmaznak létezik legkisebb
felsd korlatja.

A Teljességi axiomabol kovetkezik, hogy alulrol korlatos, nemiires halmaznak létezik leg-
nagyobb als6 korlatja.



2.19. Megjegyzés. A legkisebb felss korlat (legnagyobb alsé korlat) vagy maga is eleme
H-nak (akkor ez a legnagyobb vagy legkisebb elem), vagy van hozza tetszélegesen kozel
eleme H-nak. Ez példaul a fels§ hatar esetében tgy lathato, hogy ha létezne olyan ¢y > 0,
hogy H-nak nincs eleme K — gy és K kozott (K = sup H), akkor K — gy a H-nak egy
K-nal kisebb felsé korlatja lenne, ami ellentmondés.

2.20. Definicié. Az (a,) sorozat monoton nové (monoton csokkend), ha tetszéleges
m < n esetén a,, < a, (a, > a,).

Példa monoton csokkend sorozatra: 1/n, monoton nové sorozatra: b, = n? + 1.

2.21. Tétel. Ha az (a,) sorozat monoton novd és felilrél korlatos, akkor (a,) konver-
gens, mégpediq legkisebb felsd korlatjihoz tart.

Bizonyitds. Legyen e > 0 tetszGleges rogzitett szam. Ha A jeldli az a,, sorozat legkisebb felsé
korlatjat, akkor A — ¢ mar nem felsd korlat. Ezért létezik olyan N index, hogy ay > A —e.
Ha n > N, akkor a sorozat monoton névekedése miatt a,, > ay > A — ¢, azaz teljesiil az A

szamra, hogy |a, — A| < e.

2.22. Tétel. A a, = (1 + %)n sorozat monoton novd és felilrdl korldtos, tehdt konver-
gens.

Bizonyitds. A Binomiélis tétel alapjan
1+ \" 14 n\ 1 . n\ 1 n n\ 1
n) 1/n 2)n2 " \n)n"

n\ 1 _n(n—l)-‘~(n—z+1)_<l< ‘1
nt n-n---n b =gl — 21

Ha 1 <1 < n, akkor

Tehat

T R UNS S ST B Sl S
n) 2 T on-1 1-1

a mértani sorozat Osszegképlete alapjan. Azaz 3 egy felsG korlat.

Most megmutatjuk, hogy f szigorian monoton nové, azaz ha m < n € N, akkor f(m)
f(n). A szamtani-mértani kozép egyenlStlenség alapjan

( 1)ﬁ4<1+n@+%)_n+2_ 1

1+ — =1+ —-"
n n+1 n+1 n+1

ahonnan mindkét oldal n + 1-edik hatvanyra emelésével adodik a kivant Osszefiiggés.

10
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2.23. Definicié. A Euler-féle e szamot a kovetkezGképpen definialjuk

1 n
e:= lim (1 + —> = 2,718281828. ...
n

n—oo

2.24. Megjegyzés. Az e alapi Inx = log, x logaritmus és e alapi e” exponencialis
fiiggvény kozponti szerepet jatszik a matematikaban.

Sokat hasznaljuk feladatokban a kévetkezd tételt:

2.25. Tétel. Ha valamely (g,) sorozatra lim,_, |g,| = oo, akkor

1\
lim (1 + —) =e.
n—oo gn

Specialisan a g, = n/a valasztassal kapjuk, hogy a € R esetén

. a\™
lim (1 + —) = e
n—oo n
2.6. Példa. Szamoljuk ki a lim,, o, (1+ 2)™ hatérérteket.

ﬁMegolcla’s. A 2.25. tételt hasznalva a g, = n/3 valasztassal kapjuk, hogy

3 2n 3 n2
limy, o0 (1 + —) = liMmy— oo {(1 + —) } = (e3)? = €.
n n

2.7. Példa. Szamoljuk ki a lim, . (14 —-5)" hatdrértéket.

ﬁMegolda’s. A 2.25. tételt hasznalva a g, = n? + 1 valasztassal kapjuk, hogy

2
- 1 n2+1 ngiﬂ_
n?+1 =&

2

. 1 " .
lim (1 + — ) = lim

11


https://hu.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

mivel

2
. 1 n<+1 ) ' TL2
"11_>H°1°<1+n?+1> B e

L

Onellendrzo kérdések

1. Konvergens-e az a, = 22=t sorozat? Ha igen, adjuk meg hatarértékét a definicio segit-

3n
ségével.

2. Szamitsuk ki a lim,,_, V172 —n + 1 — v/n2? + n hatarértéket.

2 z . . np3_n—n2 z .z 2
3. Szamitsuk ki a lim,,_, % hatarértéket.

4. Tgazoljuk a 2.12. tételt, azaz, hogy konvergens sorozat korlatos.

i n3 z z z
;gﬂ_’;) sorozat hatarértéke, ha n — oo?

5. Miaza, = (1-
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