SZECHENY!I @
EFOP-3.4.3-16-2016-00014

Fodor Ferenc és Vigh Viktor

Kalkulus tizemmérnok informatikusoknak
eldadas olvasolecke

Jelen tananyag a Szegedi Tudomanyegyetemen
késziilt az Eurdpai Unio tamogatasaval.

Projekt azonositd: EFOP-3.4.3-16-2016-00014

SZECHENYI @

Eurdpai Unié
Eurépai Szocialis
Alap

MAGYARORSZAG = -
KORMANYA BEFEKTETES A JOVOBE

Szegedi Tudomanyegyetem

Cim: 6720 Szeged, Dugonics tér 13.
www.u-szeged.hu
www.szechenyi2020.hu



12. Olvasoélecke

A Riemann-integral alkalmazasai

Készitette:

Az olvasolecke tartalma:
e Teriiletszamitas, improprius integ-
ralok

e Ivhossz, forgastestek felszine és tér-
fogata

e Onellenérzs kérdések

Dr. FOdOI' Ferenc OlvaSéSi id6: kb 1 6ra

SZTE TTIK Bolyai Intézet
Geometria Tanszék

Teriiletszamitas, improprius integralok

A hatarozott integral segitségével ki tudjuk szamitani egy integralhato f fliggvény esetén
a fuggvény grafikonja és az x-tengely egy [a, b] intervalluma altal meghatérozott gérbevonala
"téglalap" teriiletét. Ennél valamivel altalanosabb a kovetkezd alakzat:

12.1. Definicié. Tegytik fel, hogy az f és g fiiggvények Riemann-integralhatok az [a, b]
intervallumon, és f(z) < g(x) minden z € [a, b] esetén. Ekkor az

A={(a,y):a<z<bf(z) <y < gla)}



halmazt az f és g fiiggvények altal az [a, b] intervallum f6l6tt meghatarozott normdltar-
tomdnynak nevezzik.

Az A normaltartoméany teriilete

12.1. Példa. Szamitsuk ki az f(x) = 22 és g(x) = x fiiggvények altal kozbezart alakzat
teriiletét.

ﬁ]\4egoldci3. Elgszori oldjuk meg az f(x) = g(z) egyenletet, hogy megtalaljuk a két fiiggvény-

grafikon metszéspontjait.

P?=r <= =01,

azaz az [ és g két pontban metszi egymast. Az f és g altal kozbezart alakzat a [0, 1]
intervallum f6lotti norméltartomany, amelynek teriilete
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12.2. Példa. Szamitsuk ki az f(z) = cosx és g(x) = sinz fiiggvények és az y-tengely
pozitiv féltengelye altal kozbezart tartomany teriiletét.

ﬁ]\4egoldci3. El6szor hatarozzuk meg a tartomany hatéarait. Ehhez meg kell oldanunk a ko-
vetkez6 egyenletet: cos x = sinz, mégpedig azzal a feltétellel, hogy 0 < x < 7/2. Ekkor azt
kapjuk, hogy © = 7/4. Azaz normaltartomanyunk

A={(z,y):0<z <7/4,sinz <y < cosz}.

Tehat P
T(A):/ cosx—sinxdx:[sinx+cosx]g/4:\/5—1.
0

Most kiterjesztjiik a hatarozott integral fogalmat egyes nem korlatos intervallumokra és
nemkorlatos fiiggvényekre.

AlapvetGen kétféle esetet targyalunk. Az elsd eset a kovetkezd:



12.2. Definicid. Tegytik fel, hogy f folytonos az (a, b] intervallumon, de nem folytonos
jobbrol az © = a helyen. Ha létezik a

lim / ' Ha) da

c—at

jobboldali hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik az improprius integrdalja az
[a, b] intervallumon, és értéke megegyezik a fenti hatarértékkel.

Abban az esetben, ha f folytonos az [a, b) intervallumon, de nem balrél folytonos az
x = b helyen, akkor az f fiiggvény [a, b] intervallumon vett improprius integraljat a

lim ' f(x)dx

c—=b~ J,

baloldali hatarértékkel definialjuk.

Az f figgvény [a,b] intervallumon vett improrius integraljara a szokasos

/abf(x) dx

jelolést hasznaljuk.

12.3. Példa. Létezik-e a fol 1/y/x dx improrius integral, és ha igen, akkor mennyi az
értéke?

ﬁMegolclcis. Az f(x) = 1/4/x figgvény folytonos a (0, 1] intervallumon, de nyilvan nem foly-
tonos x = 0-ban, hiszen ott értelmezve sincs. Ekkor

1

1
lim [ —=dz= lim [22"?] = lim 2(1 — /) = 2,

c—0t /. i c—0t ¢ c—0t

tehat az improprius integral létezik és értéke
1
1
—dxr = 2.
) |

12.3. Megjegyzés. A fenti példdban az improrius integral 1étezése érthetd tgy is, hogy
az f fliggvény grafikonja, az z-tengely [0, 1] intervalluma és az y-tengely pozitiv féltenge-
lye altal meghatarozott "goérbevonali haromszog" teriilete véges, bar maga a haromszog



nem korléatos.

A masik eset a kovetkezd:

12.4. Definicid. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény folytonos az [a,+o0) intervallumon.
Ha létezik a

lim / " f(2) da

c——+00

hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek létezik az improrius integrdlja az
[a, +00) intervallumon, és annak értéke egyenls a fenti hatarértékkel

Hasonlé modon, ha az f fliggvény folytonos az (—oo, a| intervallumon, és létezik a

hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek létezik az improrius integrdlja az
(—00, a] intervallumon, és annak értéke egyenld a fenti hatarértékkel

A végtelen intervallumon vett improprius integralra a kévetkezd jeloléseket hasznaljuk:

:oo (@) da, / Oo (@) da.

12.4. Példa. Létezik-e a f1+°° 1/2? dz improprius integral, és ha igen, mennyi az értéke?

ﬁMegoldcis. Az f(x) = 1/2* fiiggvény folytonos az [1,+o00) intervallumon. Az improrius
integral meghatarozasahoz szamitsuk ki a kovetkezd hatarértéket:

_ c1 , 11° . 1
lim —dr= lm |——| = lm (1--)=1,
c—-+00 1 €T c——+00 €T 1 c——+00 C

tehat az improrius integral létezik, és értéke
+o00 1
/ —dr =1.
22
| 1

12.5. Megjegyzés. Erre az improprius integrélra is lehet igy gondolni, mint annak a
gorbevonalti nem korlatos haromszognek a teriilete, amelyet az f grafikonja és az [1, +00)
intervallum hatéroz meg.

A kovetkezd egy nevezetes és fontos példa improprius integralokra.



12.5. Példa. Milyen p értékre létezik az f1+°o 1/2P dx imprporius integral?

"M egoldds. El6szor tegyiik fel, hogy p # 1. Ekkor

lim idaU: lim [ ! x_pﬂ}

c—+oo [ P c—=+oo | —p + 1 1
1
= lim (Pt —1)
c—=+00 —p + 1

_J4oo, hap<l1

ﬁ? ha p > 1.
Kimaradt az az eset, amikor p = —1. Ekkor
+00
lim —dr = lim [In]z|]{ = lim Inc= 4oc.
c——+o00 1 T c——+o00 c——+o00

Tehat

too 1
/ —dr=——, hap>1,
1 xP I—p

Lés +o00 kilonben.

Ivhossz, forgastestek felszine és térfogata

Az alabbiakban mutatunk néhany geometriai alkalmazést a hatarozott integralra. A konk-
rét formulakat itt nem bizonyitjuk.

Legyen f : [a,b] — R intervallumon, és tekintsiik az a T testet, amelyet az f fiiggvény
grafjanak x-tengely koriili megforgatasaval kapunk. A T forgastest térfogata

V= 7T/ f(x) dx. (12.1)

A 12.1. formula bizonyitasaban a forgastestet "felszeleteljiik" az x-tengelyre merdlegesen
"vékony", Ax vastagsigu szeletekre, amelyek kozelitGleg henger alakiak. Egy ilyen szelet
(amelynek egyik korlapja x-nél van) térfogata koriilbeliil f(z)?Ax. Ezek 6sszege kozeliti a
test térfogatat, és megmutathato, hogy ha A — 0, akkor a 12.1. formuldhoz tart. Ez a
"szeletd" eljards més esetben is hasznélhato, szokas ra Cavalieri-elvként is hivatkozni.

12.6. Példa. Szamitsuk ki annak a 7/2 félnyilasszogt forgaskipnak a térfogatat, amely-
nek magassaga 2.



rMegoldcis. Képezziik ugy a kap palastjat, hogy az y = x egyenes grafikonjanak [0, 2] {616tti
darabjat az x-tengely koriil megforgatjuk. A kapott test térfogata a 12.1. formula alapjan

2

2 3
V:ﬂ/ xQdm:[W:p—] :8_7r‘
0 31, 3

12.7. Példa. Szamitsuk ki az f(z) = z? fiiggvény grafikonja [0,2] intervallum f6lotti
darabjanak z-koriili megforgatasaval kapott T test térfogatat, lasd a 12.1. abra.

_ v

= o

G ~
—— = - = = - —

12.1. dbra. Az f(x) = x? fiiggvény grafikonja [0, 2] f6l6tti darabjanak megforgataséval kapott
forgastest

rMegoldcis. A 12.1. formula alapjan



12.8. Példa. Szamoljuk ki az r sugart gémb térfogatat.

ﬁM egoldds. Az origo kozéppontu 1 sugara gombot eldallithatjuk ugy, hogy az f(z) = /1 — a2
fiiggvény grafikonjanak [—1, 1] kozotti darabjat megforgatjuk az z-tengely koriil. A kapott
gomb térfogata

1 1 371
1 4
V:ﬂ'/( 1—:62)261:1::277/ 1—x2dx:{x—x—} :27r(1——>:—7r.
B 1 0 31, 3 3

Legyen az f[a,b] — R fiiggvény folytonos, és B = (z¢, x1, ..., z,) az [a, b] intervallum egy

beosztéasa. Az (xg, f(x0)) = (a, f(a)), (x1, (1)), .-, (@n-1, f(Tn-1)), (Tn, f(xn)) = (b, f(B))

egymés utan kovetkezd pontokat 6sszekots szakaszok uniojat az f fliggvénybe irt B szerinti
torottvonalnak nevezziik. A toréttvonal i-edik darabjanak hossza (ami egy szakasz)

S = \/(f(% — flim1))? + (x5 — 25-1)2

Igy az f-be irt B szerinti torottvonal teljes hossza

=D si= Z% F@ )2+ (2 — 7 1)

Ha az s(f, B) hossztusagok halmaza feliilrsl korlatos, akkor azt mondjuk, hogy f grafikonja
az [a,b] folott rektifikdlhato, és ebben az esetben (whossza

S(f)i= sup s(f,B).

B beosztas

Tegyiik fel, hogy az f : [a,b] — R fuggvény differencialhaté az (a,b) intervallumon
és derivalt fliggvénye folytonos. Ekkor a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint minden i-re
létezik olyan &; € (x;_1,x;), hogy

f@s) = flzic) = /(&) (@5 — 24,),

tehat

:Zsz Z\/ flgz _le
=1

Megmutathato, hogy ebben az esetben az f fliggvény grafikonja [a,b] intervallum folotti

darabjanak iwhossza
b
:/ VIt (@) da. (12.2)



12.9. Példa. Szémitsuk ki az f(z) = 2(z—1)%? fiiggvény grafikonjanak fvhosszat z = 1
és x = 4 kozott.

ﬁMegolclcis. El6szor szamoljuk ki f derivaltjat:

Fla)=: Se-1)"2=vaT,

tehéat a 12.2. formula alapjan a keresett ivhossz

) s:/14\/1+(\/m)2dx=/14mdxz/l4\/5dx= Ex/}:;

12.10. Példa. Szamoljuk ki az egység sugaru kor keriiletét.

Megoldds. Az origo kozépponti egység sugart kor kertilete négyszerese az f(x) = /1 — 22
fiiggvény grafikonja hosszénak x = 0 és x = 1 kozott.

Az f derivaltja
—2x —x

= e vi—e

igy a 12.2. formula a keresett ivhossz

1 2 1
/ x 1 .1
s=4 1+—dx:4/ ————dx = |arcsinz|, = 4(w/2 — 0) = 27.

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény folytonosan differencidlhaté az [a, b] intervallumon. Ek-
kor grafikonjanak z-tengely koriili megforgatéisaval kapott forgastest palastjanak felszinét a
kovetkezGképpen definialjuk:

L

b
F= 27?/ f@)v/ 1+ (f'(x))? dx. (12.3)

12.11. Példa. Szamitsuk ki az egység sugara gomb felszinét.

-
Megoldds. Az origo kézépponti egységsugari gdmbot megkapjuk az f(x) = /1 — z? flige-
vény grafikonjanak x-tengely koriili megforgatasaval. Tehat a 12.3. formula alapjan a gémb



felszine szimmetria okokbol

1 2 1
F:47r/ VIs 214 -2 dx:47r/ 1dz = 4r.
0 0

1 — 22

12.12. Példa. Szamitsuk ki a 7/4 félnyilasszogi z-tengelyd 1 magassagu forgaskup
palastjanak felszinét.

ﬁMegolcla’s. A keresett kup palastjat agy kapjuk meg, hogy megforgatjuk az f(z) = z fligg-
vény grafikonjanak x = 0 és x = 1 kozotti darabjat az z-tengely koriil. Ekkor a palést
felszine a 12.3. formula alapjan

1

1 2
F:27T/ x\/1+1d$:2\/§ﬂ'|:%:| — V.
0

| 0

Onellendrzé kérdések

1. Szamitsuk ki annak a tartomanynak a teriiletét, amelyet az f(x) = /z és g(x) = x/2
fliggvények grafikonja zar korbe.

2. Hatarozzuk meg a ff m dx improprius integralt.

3. Hatarozzuk meg a f0+°° e~® dx improprius integralt.

4. Hatarozzuk meg annak a forgastestnek a térfogatat, amelyet az f(x) = \/z fiiggvény
grafikonja x = 0 és x = 2 kozotti darabjanak x-tengely megforgatasaval kapunk.

5. Szamoljuk ki az egységsugari gombfeliilet két parhuzamos a tavolsagu sik kozott da-
rabjanak (a szélességi gombov) felszinét.
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