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11. Olvasodlecke

A Riemann-integral bevezetése

Készitette:

Az olvasodlecke tartalma:

e Teriiletszamitas és kozelits osszegek
e Riemann-integrél fogalma

e Primitiv  fliggvények, Newton-
Leibniz-formula

e Onellendérzs kérdések

Dr. Fodor Ferenc Olvasasi id3: kb. 1 o6ra
SZTE TTIK Bolyai Intézet

Geometria Tanszék

Teriletszamitas és kozelité osszegek

Ebben a fejezetben bevezetjiik a hatdrozott integral (Riemann-integral) fogalmat, amely-
nek egyik legfontosabb motivicidja az alakzatok teriiletének kiszamitasa. A teriiletszami-
tasnak, geometriai jelentGségén tul, szamos mas probléma megoldasaban is alapvets szerepe
van. A teriiletszamitast most abbol a szemszogbdl nézzik, hogy szeretnénk meghatarozni
egy f egyvaltozos fliggvény grafikonja és az z-tengely egy darabja kozé bezart tartomany
tertiletét.

11.1. Definici6. Az [a,b] korlatos zart intervallum egy B beosztdsa (vagy felosztdsa)
egy olyan B = (zo,...,x,) (véges) szamsorozat, amelyre

a=29 <21 <...<Xp_1 <xp,=0>0.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Georg_Friedrich_Bernhard_Riemann

Az z;, 1 =0,...,n pontok a B beosztas osztopontjai, az [z;_1,x;]-t (1 < i < n) pedig a
beosztas i-edik részintervalluma, az i-edik részintervallum hossza Ax; = x; — x;_1.

a = x Tl Ty T3 e Ti—1 X R Tp-1 b= Ty

-0 —0e—0o———— 0 —0 0 — 0 ———

—

11.1. &bra. Az [a,b] intervallum egy beosztasa

Az B beosztasrol azt mondjuk, hogy egyenletes, azaz, ha minden részintervallum egyforma
hosszi, azaz x;—1 —x; = xj_1 — x5, 1 <i<j < n.

Legyen f : [a,b] — R korlatos (ezt a tovabbiakban mindig fel fogjuk tenni). Ekkor mindig
léteznek a kovetkezd véges

m;:= inf  f(z),

xe[wl‘,l,wi}
M;:= sup f(z)
Z‘E[xifl,xi]

mennyiségek.

11.2. Megjegyzés. Itt altaldban az infimum és szuprémum nem helyettesitheté mini-

mummal, illetve maximummal, ezt ugyanis az f fliggvény nem feltétlentl veszi fol az
adott részintervallumon!

11.3. Definici6. Az f fiiggvény B beosztashoz tartozo also integrdlkozelitd dsszege

§(f, B) = zn:mi(l'i_l — iL‘z) = Zn:mZALL‘Z,
i=1 =1

és felsd integralkozelitd dsszege

n

g(f, B) = Z Mi(xi—l — ZL'Z) = iM1A$Za .
i=1

i=1

Az also 6sszeg olyan téglalapok teriiletének Osszege, amelyek vizszintes éle mindig az [a, b]
megfelel részintervalluma, magassaga pedig m;, azaz f infimuma az adott részintervallu-
mon. Igy az als6 Osszeghez tartozo téglalapok mindig az z-tengely és a fiiggvény grafikonja
kozott vannak. A felsG Gsszeghez tartozo téglalapok hasonloak, de ott az M; szuprémumot
hasznaljuk, igy azok mindig teljesen tartalmazzak az x-tengely és az f grafikonja kozé esd
tartoményt. Az also és felss integralkozelits Osszegeket illusztralja (egy pozitiv f fliggvény-

re) a 11.2. abra, amelyen az als6 Osszeget alkoto téglalapok sotétek, a felss osszeget alkotok
vildgosak.



T, =0b

11.2. dbra. Also és fels6 integralkozelit Osszegek

11.4. Megjegyzés. Itt hangsilyozni kell, hogy ahol az f fiiggvény negativ, ott a meg-
felels tagja az integralkozelitd Osszegnek is negativ. Ezért az integralkozelité osszegek
elGjeles teriiletosszegek, amik akar 0-t is eredményezhetnek tugy, hogy pedig a fliggvény

nem 0 az [a, b]-n.
Mivel f korlatos [a, b], ezért 1éteznek a

m:= inf f(x), M := sup f(x)

z€[a,b) z€(a,b]
szamok. Ekkor tetszéleges B beosztas esetén
m(b—a) < s(f,B) <5(f,B) < M(b—a).

Az |a,b] korlatos zart intervallum egy B’ beosztasa a B beosztas finomitdsa, ha a B’
osztopontjai egyben osztopontjai B-nek is.

11.5. Tétel. A beosztds finomitdsakor az alsé dsszegek nem csokkennek, a folsd dsszegek



pedig nem nének. Azaz, ha f : [a,b] — R korldtos, B' a B finomitdsa, akkor s(f, B) <
s(f,B') éss(f,B') <5(f,B).

Bizonyitds. Legyen B = (zo,...,%,), és B’ olyan, hogy a = xo < z1...2;_1 <2’ <z;...<
x, = b, azaz B’-nek egyel tobb osztépontja van, mint B-nek. Legyen
r_ ._
M;:= sup f(z), Mj:= sup f(x),
x€[xj_1,2'] €[z’ 4]

ahol My, > M, M}. Ekkor a fols6 Gsszegekre teljesiil

5(f,B) =5(f,B") = Mj(zj — 1) — Mj(z' — xj1) — M (z; — 2')

J J

> Mj(xy —xj1) — M(2' —aj1) — Mj(x; —2') = 0.

Az vilagos, hogy tetszdleges B beosztas esetén
s(f, B) < 3(s, B),
azaz a B-hez tartozo alsd Gsszeg nem nagyobb, mint a folsé 6sszeg. Ennél tobb is igaz:
11.6. Tétel. Legyen f korldatos fiigguvény az [a,b]-n, és B, B' két beosztds. Ekkor s(f, B) <

5(s, B'), azaz tetszdleges beosztdshoz tartozo alsé dsszeq nem nagyobb, mint barmelyik be-
osztdashoz tartozo folsd dsszeg.

Tekintsiik azt a B” beosztéast, amelyet gy kapunk, hogy B-t és B’-t egyesitjiik, és hasznaljuk
az el6z6 tételt.
Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy

sup s(f,B)< inf 3(s,B).

B beosztas " B beosztas

11.7. Definici6. Legyen f korlatos [a, b]-n. Ekkor a

B beosztas

b
/f(x)dx:: sup s(f,B)

mennyiséget f (Darbour-féle) alsé integraljanak, a

/f(:c)d:c:: sup s(f,B)

B beosztas

mennyiséget pedig f (Darbouz-féle) folsé integrdljanak nevezziik.



A Riemann-integral fogalma

A 11.7. definicio6 el6tti észrevétel alapjan az also és f6lsG integral is véges, tovabba mindig

_/a  fla)de < / ()

11.8. Definicié. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvényt Riemann-integrdlhatonak nevez-
ziik [a, b]-n, ha fabf(a:)da: = f; f(z)dz. Ekkor a f;f(x)dx = f:f(ac)da: mennyiséget f

[a, b]-hez tartozo Riemann-integraljanak vagy hatdrozott integrdaljanak nevezzik. Jelolése:

f: f(z)dz.

igaz, hogy

Szokésos elnevezések: [a, b] integracids intervallum, a az integrdlds alsé hatdra, b az integ-
ralds felsd hatdra, f integrandusz, x integrdlds vdltozdja.

Legyen f(z) = c konstans az [a, b] intervallumon. Ekkor nyilvanval6, hogy f; f(z)de =
c(b—a).

11.1. Példa. Legyen f(z) = x. Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény integralhato [0, 1]-n,

.
és foxdx:%.

ﬁMegolda’s. Tekintsiik a [0, 1] intervallum B, egyenletes beosztasat n részre:

1 -1
B, =(0,—,....,—2 1)
n n
Ekkor
1 1 n—1
s(fu,By)=—(0+—+...+ )
n n n
B 12 _n(n—1)
T n n  2n2
=0
Maésrészrél




Tehat limy o0 5(f, By) = 3. 18y Jy f(2)dw > 3, éslimyo S(f, Ba) = 3,1y [y f(x) da <
5. Ebbdl viszont kovetkezik (als6 integral < fols6 integrél), hogy

1 71 1 1
/ xdx:/ xd:v:/ rdr = -,
Jo 0 0 2

 azaz f Riemann-integralhato [0, 1]-en, és integréalja 1/2.

11.9. Megjegyzés. A tovabbiakban amikor azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R flige-
vény Riemann-integralhato [a, b]-n, akkor az automatikusan azt is jelenti, hogy f korlatos
[a, b]-n, hiszen csak ilyen fliggvényekre definidltuk a Riemann-integralt.

Késébb ezt a definiciot ki fogjuk terjeszteni egyes tovabbi, nem feltétleniil korlatos fiigg-
vényekre, illetve nem korlatos intervallumokra (improprius integréal).

Nem nehéz olyan fiiggvényt mutatni, ami nem Riemann-integralhat6 (semmilyen nemel-
fajulo intervallumon). Ilyen példaul a Dirichlet-fiiggvény (ami 1 a racionalis helyeken és 0
az irracionalis helyeken). Ez semmilyen véges [a,b] (a < b) intervallumon nem integralhato,
mert alsé Osszege mindig 0, mig fels§ Gsszege mindig b — a.

Természetes kérdés, hogy mely fliggvények Riemann-integralhatok. Erre adunk két elég-
séges (de nem sziikséges) feltételt.

11.10. Tétel. Ha az f figguény korlatos és monoton az |a,b] korldtos zdrt intervallu-
mon, akkor ott Riemann-integrdalhato.

11.11. Tétel. Ha az f figguény folytonos az [a,b] korldtos zdrt intervallumon, akkor
ott Riemann-integrdalhato.

11.12. Megjegyzés. A 11.11. tételnek azonnali kovetkezménye, hogy ha az f elemi
fiiggvény értelmezve van az [a, b] korlatos zart intervallumon, akkor mivel ott folytonos,
igy Riemann-integralhato [a,b]-n. Vigyazat: ez nem vonatkozik nyilt vagy nem korlatos
intervallumokral!

Az alabbiakban felsoroljuk a hatérozott integral néhany egyszert tulajdonsagét, amelyek
kozvetleniil kovetkeznek a definiciobol.



11.13. Tétel. Ha az f, g figgvények Riemann-integrdlhatok az |a,b]-n, akkor c- f (tet-
szelgds c € R-re) és f + g is Riemann-integralhatéak |a, b]-n, és

i) f; cf(z)dr = cfabf(x)d:r;,

i) J! (@) + g(@)de = [ f(@)dz + [ g(a)dr,

A 11.13. tétel i) és ii) pontjabol az is kovetkezik,hogy

[ 1w -owae= [ sy [ g

Az i) és ii) ismételt alkalmazasaval adodik, hogy ha fi, ... fi integralhatok [a, b]-n, akkor
tetszbleges cq, ..., ¢, € R esetén

b b b
/C1f1($)+...+ckfk(x)dm:01/ fl(x)dx—i----—l-ck/ fr(x) de.

11.14. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f,g : [a,b] — R fiigguények Riemann-integralhatdk.
Ekkor f-g és|f]| is Riemann-integrdlhato |a, b]-n. Tovdbbd, ha g jeltarto és|g(x)| > ¢ > 0
minden x € [a,b]-re. Ekkor f/g is Riemann-ingerdlhato [a, b]-n.

11.15. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy bar a 11.14. tételben szerepls fliggvé-
nyek Riemann-integralhatok, integraljuk kiszamitasara nincs egyszert formula!

Az elfajuld (amikor a = b) intervallumon 0-nak definialjuk minden a helyen értelmezett
fiiggvény Riemann-integraljat, azaz

/aaf(x) dz = 0.

Tovabbé, ha felcseréljiik az integralas hatarait, akkor az integrdl minusz egyszeresére
valtozik (ezzel elérjiik, hogy a Riemann-integral akkor is definialva van, ha a > b), azaz ha
f integralhato [a, b]-n, akkor legyen

/bbf(x) i = —/abf(x) da.



11.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy f Riemann-integrdlhato [a,bl-n. Ekkor igazak a kévetke-
20k.

i) f integralhato az [a,b] minden részintervallumdn.

ii) Tetszdleges a < ¢ < b esetén

L%mmzlvwm+lvwm.

iii) Ha f integrdlhatd [b, c'|-n is, akkor integrdlhatd |a,c']-n is, és
@ b c
/f@mz/f@m+/f@m.
a a b

Primitiv fiiggvények és a Newton-Leibniz-formula

A hatarozott integralt ritkan szamoljuk ki kozvetleniil a definiciobol. Erre legtobbszor a
Newton-Leibniz-formuldt hasznaljuk. Ennek ismertetése el6tt bevezetjiik a primitiv fligguény
fogalmdt.

11.17. Definicié. Legyen I C R intervallum, és F': I — R, f : I — R valos fliggvények.
Azt mondjuk, hogy F' primitiv fiigguénye f-nek I-n, ha F' az I-ben differencialhato és
F'(x) = f(x) minden x € I esetén.

Példaul legyen f(x) = a3, [ = (=00, +00). Ekkor F(z) = x*/4 az f egy primitiv fiiggvé-
nye az I-n, amit kozvetlen derivalassal ellendrizhetiink. Vegyiik észre, hogy F(z) = 2*/4 + ¢
is primitiv fiiggvénye f-nek az I intervallumon, mégpedig tetszéleges ¢ € R esetén. Ez al-
talaban is igy van: ha F' primitiv fliggvénye f-nek az I intervallumon, akkor tetszéleges c
konstans esetén F' + c is primitiv fliggvénye f-nek I-n. Tehéat ha egy fiiggvénynek létezik
primitiv fliggvénye egy intervallumon, akkor végtelen sok ilyen is van.

11.18. Tétel. Tegyiik fel, hogy F és G primitiv fiigguényei az f figguénynek az I in-
tervallumon. Ekkor F(x) = G(z) + ¢ valamely ¢ konstansra, azaz egy fiigguvény primitiv
figguényei csak eqy konstansban kilonbozhetnek.

11.19. Definicié. Egy f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat az f hatdrozatlan



integraljanak nevezzik. Ezt az

/f(a:)dx:{F(:E)+c,c€R}

szimbolummal jeloljiik, ahol F' az f fliggvény egy tetszdleges primitiv fliggvénye az I-n.

Némiképpen pontatlanul, de a hatarozatlan integralra a koévetkezd jelolést is szoktuk

hasznalni:
/f(x)dx = F(z)+c.

11.20. Tétel. Ha az f és g fiigguényeknek létezik primitiv fiiggvénye az I intervallumon,
akkor az f+g dsszegfiigguénynek és tetszoleges ¢ € R szamra a c- f fiigguénynek is létezik
primitiv fiigguvénye I-n. Tovdbbd

[ 1@+ s@do= [ @ do+ [ gla)da,
Jep@dr=c [ 1@ ds

A primitiv fliggvény keresés lényegében a differencidlas miveletének megforditésa: olyan
fiiggvényt kerestink (primitiv fiiggvény), amit differencidlva az adott fiiggvényt kapjuk. Ez
altaldban igen nehéz feladat. Itt mi csak a legegyszeriibb esetre szoritkozunk, amikor f
fliggvénytlink olyan egyszert, hogy az elemi fliggvények derivaltjara vonatkozo szabalyok
megforditasaval megtalédlhato primitiv fliggvénye.

Az elemi fiiggvények derivéltjainak megforditaséaval kapjuk az tn. alapintegrdlokat. Né-
hany alapintegral:

@ 1
/:L’adx: - +c,a#1 /—dlen\xH—c,
a+1 T
/a””dx: ¢ +c,a>0,a#1 /e"”dx:e’”—l—c,
Inx

cosxdr =sinzx + ¢, /sinmdm:—cosm—l—c,

dr =tgx +c, dr = —ctgz + c,

cos.2

/
[
| e = ansinz 4
/
|

sm T

1+ sdx = arctgx + ¢,

=

chxdr =shz + ¢, /shxdx—chm+c

dxr =thzx +c, r = —cthx + ¢,

ch S

10



/\/de—arshx—l—C—ln(x—i-v:p? 1)+

de = archx +c=1In(z + Va2 —1) +
| = ‘
1
/ dle-ln Lte
1 —2? 2 1

11.2. Példa. Hatarozzuk meg a [ x dz integralt.

+c.

— X

ﬁ]\4egoldci3. Itt hasznaljuk az els6 alapintegralt, mégpedig o = 0 helyettesitéssel, azaz

2
/xdaz:%—l—c.
L

11.3. Példa. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralt: [(3z + 1)* d.

Y egoldds. Ezt a feladatot nyilvan meg tudjuk oldani kozvetleniil, a zardjelben 1év6 kifejezés
négyzetre emelésével és aztan a hatarozatlan integrél mitveleti tulajdonsagait, illetve az
alapintegrédlok hasznalva:

/(3x+1)2dx:/9x2+6w+1d$

9/x2dm+6/:cdx+/1dx

3 2
:9x—+6x—+x+c.
B 3 2

A primitiv fiiggvények ismeretében mostmar kimondhatjuk azt a tételt, amelynek segit-
ségével konnyen kiszdamolhatova valnak a hatarozott integralok.

11.21. Tétel (Newton-Leibniz-formula). Tegyiik fel, hogy a korldtos f figgvény folyto-
nos (a,b)-n, és F(x) primitiv figguénye folytonos |a, b]-n. Ekkor

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

A fenti formulat a kovetkezd alakba is szoktuk irni
b
|t = P

11



11.4. Példa. Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozott integralt:

4
/ T dz.
0

2
/a:dx:%—i-c,
4 214 2
4
/xdx:{x—} = ——-0=8.
0 2 |, 2

11.5. Példa. Szamitsuk ki a kovetkezé hatarozott integralt:

Y egoldds. Mivel

igy a 11.21. tétel alapjan

1
/ 22+ 2r — 1dux.
0

Y egoldds. Ttt elGszor is kihasznaljuk a hatarozatlan integral linearitasat:

/a:3—|—2x—1dx:/a:?’da:—l—Z/xdx—/ldw

z z?
= —+2——z+c
4 2

ahonnan a 11.21. tétel alapjan

1 4
1
/0 22+ 20— 1de = {%%—:BQ—:U] :4_1'

11.6. Példa. Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozott integralt:

v
/ sin z dzx.
0

Y egoldds. Mivel
/sinxdaz = —coszt +c,

12



ezért a 11.21. tétel alapjan

/ sinzdr = [—cosx]) = (—cosm) — (—cos0) =1+1=2.
| 0

Onellenérzé kérdések
1. Hatarozzuk meg a kovetkezs integralt [ a® — 3z + 1+ % dz.

2. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralt [ 1f7 + 2dz.

3. Hatérozzuk meg a kovetkezs integralt [tga + ’i:ll dx.

4. Szamoljuk ki a kovetkezs hatarozott integralt foﬂ/ *cosz d.

5. Mekkora annak a tartomanynak a teriilete, amely a 3sinx + 1 fiiggvény grafikonja és
az x-tengely kozé esik a [0, 7] intervallum 616tt7
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