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10. Olvasoélecke

Taylor-formula

Készitette:
Az olvasodlecke tartalma:

e Egyvaltozos Taylor-polinomok
e T6bbvaltozos Taylor-polinomok

o Onellendrzs kérdések

Olvasasi id3: kb. 1 ora

Dr. Fodor Ferenc
SZTE TTIK Bolyai Intézet
Geometria Tanszék

Egyvaltozés Taylor-polinomok

Természetes igény, hogy bonyolultabb fiiggvényeket egyszertibbekkel kozelitsiink. Sok
gyakorlati probléma megoldasahoz egy fliggvény értékét nem feltétleniil kell pontosan ismer-
niink, elegends annak bizonyos pontossagu kozelitése is. A régi szogfiiggvény-, és logaritmus-
tablazatok példaul ilyen kozelitéseket tartalmaztak. Egy egyszert szamologép is csak néhany
tizedesjegyig adja meg a hasznalt fliggvényeket. Szamitogépes programokkal lehetGség van ar-
ra is, hogy lényegében tetszélegesen sok tizedesjegyig kozelitsiik egy fiiggvény értékét, ahogy
azt a problémank megoldésa megkoveteli.

Els§ kérdés, hogy milyen fiiggvényeket tekintiink "egyszertinek", azaz milyen fiiggveé-
nyekkel akarunk mésokat kozeliteni. Erre az els6, és talan legtermészetesebb valasztas a
polinomok.



Legyen I C R nyilt intervallum és a € I. Tegyiik fel, hogy az f : I — R fliggvény n-szer
differencialhat6 az a helyen. Keressiink olyan 7}, n-edfokd polinomot, ami jol kozeliti f-et a-
ban abban az értelemeben, hogy f*)(a) = T,Sk)(a) minden £ = 0,1,...,n esetén. (Jelolésbeli
konvencié: f(0 = f.)

Ha a fenti polinomot T'(x) = ¢y + ¢1(z — a) + ... + ¢, (x — a)™ formaban keressiik, akkor
rovid szamolassal azt kapjuk, hogy

f(")(a):n-(n—1)~--2-1-cn.
Tehat a ¢; egylitthatokat kifejezve kapjuk, hogy

co = f(a),
f'(a)

1:—

1
B f”(a)
gy = ——=

2! 7

10.1. Definici6. Legyen I C R nyilt intervallum, n € N, és a € I. Ha f n-szer differen-
cidlhato a-ban, akkor a

Tu(@) = f(a) + F@)e—a) + 1D —a + ...+

(™) (g

n!

polinomot az f : I — R fliggvény a kérili n-edik Taylor-polinomjdnak nevezziik. Ab-
ban a specialis esetben, amikor a = 0, szokéds a fenti polinomot f n-edik Maclaurin-
polinomjanak is hivni.

10.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a nulladik Taylor-polinom egyszeriien a kons-
tans fiiggvény, amelynek értéke f(a). Az els Taylor-polinom az érint6t hatérozza meg,


https://en.wikipedia.org/wiki/Brook_Taylor
https://hu.wikipedia.org/wiki/Colin_Maclaurin

azaz grafja az f a-beli érintGje).

A 10.1. abra illusztralja, hogy hogyan kozelitik az f(x) = cosz fiiggvényt az xy = 0 koriili
nulladik, masodik, negyedik és hatodik Taylor-polinomjai.

I ' Ta(z) =1+
1

/' 1 1

10.1. abra. Az f(x) = cos z fiiggvényt az xo = 0 koriili nulladik, masodik, negyedik és hatodik
Taylor-polinomjai

10.3. Megjegyzés. A T,, Taylor-polinomra tejesiil, hogy ez az egyetlen olyan legfeljebb
n-edfokt polinom, amelynek az i-edik derivéltja az a helyen éppen f®(a) minden 0 <
1 < n esetén.

10.1. Példa. Irjuk fel az f(z) = sinz fiiggvény 6todik Taylor-polinomjat @ = 0 koriil.

Y egoldds. Sziikségiink van a kovetkezd derivaltakra:

(sinz)" = cosx
(sinx)’ = —sinx
(sinz)” = —cosx
(sinz)® = sinz

(sinx)® = cosz,



Az a = 0 pont behelyettesitésével azt kapjuk, hogy

10.4. Megjegyzés. A 10.1. példa szamolasaban nyilvanval6, hogy a sin x fiiggvény n-
edrendt derivaltjai az n szerint ismétlédnek. Ennek alapjan, tetszéleges n pozitiv egész
szamra igaz, hogy az f(x) = sinz fliggvény a = 0 koriili 2n + 1-edik Taylor polinomja:

n
3 5 x2n+l 132k+1

Tovna(®) = = g7+ 57 =+ (V" gy = 2D gy

10.2. Példa. Irjuk fel az f(z) = cosz fiiggvény 6tddik Taylor-polinomjat a = 0 koriil.

Y egoldds. Sziikségiink van a kovetkezd derivaltakra:

(cosz) = —sinw

(cosx)’ = —cosw
(cosx)" =sinx
(cos )W = cosx

(cosz)® = —sinz,

Az a = 0 pont behelyettesitésével kapjuk, hogy

ot



(cos )@ (0) = cos(0) = 1
(cosz)®(0) = —sin(0) = 0,

Tehat a cos z fiiggvény a = 0 koriili 6tédfoka Taylor-polinomja (Maclaurin-polinomja):

L(Figyeljijk meg, hogy itt az 6todfoku tag egytitthatoja zérus!)

10.5. Megjegyzés. A 10.2. példa szamolasaban megint csak nyilvanvalo, hogy a cos
fiiggvény n-edrendd derivaltjai az n szerint ismétlédnek. Ennek alapjan, tetszéleges n
pozitiv egész szamra igaz, hogy az f(x) = coszx fiiggvény a = 0 koriili 2n-edik Taylor
polinomja:

n
112 1'4 2n 2k

Ton(@) =1= 5+ 77—+ (—1)n(§n>! - Z(—mék)!.

10.3. Példa. Irjuk fel az f(z) = e® fiiggvény n-edik Taylor-polinomjat a = 0 koriil.

ﬁ]\4egolclcis. Mivel (%)™ = ¢* minden n € N esetén, ezért (e*)™(0) = € = 1 minden
nemnegativ egész n-re. Ezért az f(r) = e* fliggvény a = 0 koriili n-edik Taylor-polinomja
2 28 x"
T"(x):1+x+§+§+”'+ﬁ

tetszdleges n pozitiv egész szam esetén.

L

Felmeriil az a természetes kérdés, hogy az a koriili n-edik Taylor-polinom milyen jol
kozeliti az f(z) értékét valamely « € I pontban.

Az
Ry(z) = f(z) — Th(x)

fliggvényt az f figgvény a korili n-edik maradéktagjinak vagy hibatagjinak nevezzik. Azt
mutatja, hogy az f fiiggvény a koriili Taylor-polinomja milyen pontosan kozeliti f-et az [
intervallumon. A maradéktag sok modon kifejezhets, ezekbdl a legfontosabb példa a kévet-
kezé.



10.6. Tétel (Taylor-tétel). Tegyiik fel, hogy az f : I — R fiigguény (n+1)-szer differen-
cialhato az I nyilt intervallumon, és a € I. Ekkor tetszdleges x € I esetén létezik olyan
& szam x és a kozott, hogy

f™(a)

n!

FI(E)
(n+1)!

a)nJrl'

(x —a)" + (x —

f(@) = fla)+ f(a)(z —a)+... +

10.7. Megjegyzés. Az

Fro(E) nt1
(n+ 1)! (x—a)

kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak hivjuk.

Rn(x) =

A Lagrange-féle maradéktag a gyakorlatban jol hasznalhato konkrét kozelitések hibéjanak
fels6 becslésére, ahogy azt az alabbi példakban is latni fogjuk.

10.4. Példa. Hatarozzuk meg, hogy az f(z) = sin z fliggvény a = 0 koriili 6t6dik Taylor-
polinomja legfeljebb mekkora hibaval kozeliti a fliggvényt az [ = (—1,1) intervallumon.

ﬁ]\/.I'egolddss. A 10.1. példa alapjan a sinz fliggvény a = 0 koriili 6t6dik Taylor-polinomja
(Maclaurin-polinomja):
x> 2P

A 10.6. tétel (Taylor-tétel) alapjan, ha x a (—1,1) intervallumban van, akkor a hiba (ab-
szolut értéke) legfeljebb

3 5 - (6) 1
—sinx—(x—x——x—>'§ sup M|1—0]6<—%0,00138....
. ce(-1,1) 6! 6!

10.5. Példa. Hatéarozzuk meg, hogy az f(z) = cosz fiiggvény a = 0 koriili 6todik
Taylor-polinomja legfeljebb mekkora hibaval kozeliti a fiiggvényt az I = (—1,1) inter-
vallumon.

ﬁMegoldcis. A 10.2. példa alapjan a cosx fiiggvény a = 0 koriili 6tédfoka Taylor-polinomja
(Maclaurin-polinomja):



A hiba a (—1,1) intervallumon a 10.6. tétel (Taylor-tétel) alapjan:

| Rs()| =

2 4 (6) 1
cosx—(l—x—'+xl)‘< sup |COS—'(€)||1—O|G<—'%O,00138....
B 2 4 £e(-1,1) 6! 6!

Tobbvaltozos Taylor-polinomok

Az egyvaltozos esethez hasonldan, a tobbvaltozos esetben is természetes kérdés, hogy ho-
gyan kozelithetiink egy fiiggvényt adott fokszamu (tobbvéltozos) polinomokkal. Az egyvélto-
z6s esetben erre a Taylor-tétel adott egy lehetséges valaszt. Az alabbiakban ennek kétvaltozos
forméjat ismerjiik meg.

Az alabbiakban, még a legegyszeriibb kétvéltozos esetben is olyan szigoru feltételekkel
mondjuk ki a definiciét, hogy a Taylor-polinom a lehet6 legegyszertibb legyen. A gyakorlatban
eléfordulo f fliggvények nagy része ilyen (elemi fiiggvények), tehat a praktikus alkalmaza-
sokhoz ez az egyszertisitett definicio legtobbszor elegends. Megjegyezziik, hogy az altalanos
fogalom ennél joval bonyolultabb.

10.8. Definicio (Kétvaltozos Taylor-polinom). Tegyiik fel, hogy n > 1 egész szam,
és az f(x,y) fiiggvény osszes legfeljebb n-edrendd parcialisderivalt fiiggvénye létezik és
folytonos az (a,b) pont egy nyilt kérnyezetében. Ekkor az f fliggvény (a,b) korili n-
edrendd Taylor-polinomja

T,(2,9) = £(a,b) + fab)(z — a) + fy(a, D)y — b
+ ()@ — a)? + 2£,(a,0)x — a) y — B) + (e, D)y — )?)

(10.1)
nl Z ( ) 81'?(;;” l(a, b)(:zj — a)i(y _ b)n—z

A 10.1. formuldban a 9
. L—
axzayn 7
szimbolum olyan n-edrendt parciélis derivaltat jelol, amelyben az x szerint i-szer, az y szerint
pedig (n — i)-szer differencialtunk. Nyilvan ilyenb6l pont (7) darab van. A parcidlisderivélt
fiiggvénye folytonossigéara vonatkozo fenti feltételek mellett ezek a derivalasok sorrendjétél
fiiggetleniil mind egyenléek (a,b)-ben (ezt egy Young-tételhez hasonlod tobbvaltozos tétel
garantalja, amit itt nem targyalunk).

10.9. Megjegyzés. Ha (a,b) = (0,0) az origo, akkor szokas Taylor-polinom helyett (az
egyvaltozos esethez hasonloan) Maclaurin-polinomot is mondani.



Vegyiik észre, hogy a fenti kétvaltozos Taylor-polinom hasonlé médon van definialva
az egyvaltozoshoz, annyi eltéréssel, hogy az i-edik derivalt helyét atveszi egy olyan tag,
amiben az 6sszes i-edrendd parcialis derivalt szerepel.

10.6. Példa. Irjuk fel az f(z,y) = sinwy fiiggvény masodrendii Taylor-polinomjat a
(0,0) pont koril.

r]\Jebqoldds. Konnyen lathato, hogy f mindkét véltozoja szerint akarhanyszor derivalhatod
mindenhol R?-ben. Sziikségiink van a parcialis derivaltakra:

fi = ycoszy, f2(0,0) =0,

fy, = xcosxy, f2(0,0) =0,

fr = —y*sinxy, fr.(0,0) =0,

fry = coszy + y(—sinzy)z, fry(0,0) =1,
_ 2 o: _

fo, = —x”sinxy, 1y (0,0) =0

Tehét, mivel f(0,0) = 0, igy

1
B(w,y) = 5 - 2zy = ay.

10.2. &bra. Az f(z,y) = sinzy (sarga) és a Ty(x,y) = xy Taylor-polinom (kék) fiiggvény
grafja

Most méar kimondhatjuk a kétvaltozos fiiggvényekre vonatkozo Taylor-tételt (megint csak
nagyon erés feltételek mellett):



10.10. Tétel (Kétvaltozos Taylor-formula). Tegyiik fel, hogy az f(z,y) figgvény minden
legfeljebb (n+1)-edrendd parcidlisderivdlt figguénye létezik és folytonos az (a,b) pont egy
T kérnyezetében. Ekkor tetszdleges (x,y) € T esetén létezik olyan (&1,&2) pont az (x,y)
és (a,b) pontokat dsszekitd szakaszon, hogy teljesil az

ntl 1 o n+1 )
) =Ttet)+ 3 (") g6 )~ -0

7

0sszefiliggés.

10.11. Megjegyzés. Az

n+1

Rae) = i (1) g e @) — -0 (102)

kifejezést n-edik Lagrange-féle maradéktagnak szokas nevezni.
Figyeljiikk meg hogy a fenti kétvaltozos Lagrange-féle maradéktag nagyon hasonl6 az egy-
valtozoshoz, annyi kiilonbséggel, hogy az (n+ 1)-edik derivalt szerepét az osszes (n+ 1)-edik

parcialis derivaltat tartalmazo tag veszi at.

10.7. Példa. Hatarozzuk meg, hogy az f(x,y) = sin xy fliggvény (0, 0) koriili méasodren-
dd Taylor-polinomja mekkora hibaval kozeliti a fuggvényt az |z|, |y| < % tartoméanyon.

Y egoldds. Sziikségiink van a kévetkez6é harmadrendi parcialis derivaltakra:

= —y*cosxy,
fomy = —2ysinzy — y*x cos zy,
fan, = —wsinxy — xsinzy — 2?y cos xy,
Fomy = —a3 cos zy.
Az 10.10. tétel szerint
3
1 3\ 9f° |
Ry =|= — —0)*
el = |53 () grgr e @) -0 o) ‘
1 /
< 6 ‘(f:;/;x(é—l 52)%‘ + Sf:;/;:y(§17§2>x y+ Sf:;/g;y(é-ngQ)xy + fg;/yy(gluéé)yz){
1/1 9 9 1
<—(=-01°+35-01°+32-0.1°+--0.1°
=6 <4 Fog gl
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57
< E0.13 < 0.01.

Ez persze durva fels§ becslés, lehet ennél finomabban is becstilni (hézi feladat!). A fenti
gondolatmenet alapjan a mésodrendi Taylor-polinom 0.01 hiban beliil becsli az f fiiggvényt

La

megadott tartoményon.

Onellendrzé kérdések

1.

2.

Irjuk fel az f(z) = ﬁ fiiggvény n-edik Taylor-polinomjat az a = 0 koril.
Irjuk fel az f(z) = In(1 + ) fiiggvény n-edik Taylor-polinomjat az a = 0 koriil.

Legfeljebb mekkora hibaval kozeliti az f(r) = arctgx fiiggvény a = 0 koriili 6todik
Taylor-polinomja a fliggvény értékét az |x| < 0.1 intervallumon?

Irjuk fel az f(z,y) = sin(2? + y?) fiiggvény masodrendt Taylor-polinomjat az origd
koriil.

Legfeljebb mekkora hibéaval kozeliti az f(x,y) = sinxsiny fiiggvényt az origé koriili
méasodrendd Taylor-polinomja az |z| < 0.1, |y| < 0.1 négyzeten?
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