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1. Olvasodlecke

Azonossagok, egyenl6tlenségek, teljes
indukci6

Készitette:
Az olvasédlecke tartalma:

e Algebrai és trigonometrikus azonos-
sagok

Binomialis egytitthatok, binomialis
tétel

Teljes indukcio

Nevezetes egyenlGtlenségek
A > és [] jelolések hasznélata

Onellensrzs kérdések

Dr. Fodor Ferenc

SZTE TTIK Bolyai Intézet Olvasasi idg: kb. 1 éra
Geometria Tanszék

Algebrai és trigonometrikus azonossagok

Szémos alkalommal hasznaljuk a kovetkezd egyszerii algebrai Osszefiiggéseket:

Tetsz6leges a, b € R valos szamok esetén
a* — b = (a+b)(a—b).

A fenti Osszefliggés egy altalanosabb véltozata, amikor nem négyzetszam kiilonbségét bontjuk
szorzatta, hanem magasabb hatvanyokét: Tetszéleges a,b € R szédmokra és n € N pozitiv
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egész szamra teljesiil a kovetkezd:
a" —b"=(a—b)(a" P +a" b+ ... Fab" "),
A fenti egyenlGség megint csak a miiveletek elvégzésével igazolhato:

(a—b)(a" "+ a2+ ... +ab" 2+ ")
=ad"4+ad" b+ . P P a  —ad = a2 — L — b =

— an_bn7

mivel a tobbi tag mind kiesik.

Péaratlan kitevék esetén teljesiil a kovetkezd is: Tetszéleges a,b € R valos szamok és
n =2k + 1 € N pozitiv egész szam esetén

a"+ b= (a+b)(a" ' —a" b+ a" P + ... —ab" T+ "),

Figyeljiik meg, hogy a fenti formulaban a masodik zardjelben szerepls tagok elGjele valtakozo.
Az els6 tag pozitiv elGjeld, az utdna kovetkezd negativ, aztan pozitiv, s.i.t. Az utolso tag
elgjele mindig pozitiv, hiszen a zardjelben paratlan sok tag szerepel, mivel n paratlan. A
formula szintén a miiveletek elvégzésével ellenérizhetd

Kovetkezbleg felelevenitjiik a trigonometrikus fiiggvényekre vonatkozo un. addicids for-
muldkat, amelyek ismerések kozépiskolai tanulmanyainkbol.

i) cos(a+ ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B),
i1)  cos(a — B) = cos(a) cos(F) + sin(a) sin(f)
it7)  sin(a 4 B) = sin(a) cos(5) + cos(a) sin(3)
iv) sin(a — f) = sin(a) cos(5) — cos(a) sin(3).
A fenti 6sszegre vonatkozo formulék sokat hasznélt specialis esete, amikor o = 3. Ekkor
kapjuk az an. kétszeres szogekre vonatkozo addicios formuldkat:
i) sin(2a) = 2sin(«a) cos(a),

ii)  cos(2a) = cos*(a) — sin*(a),

Ezek igazolasa igen egyszert, csak 2a = a + a-ra kell alkalmazni a megfelel6 addicios for-
mulat. Példaként leirjuk a ii) levezetését:

cos(2a) = cos(a + a) = cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) = cos?(a) — sin?(a),

amit bizonyitani akartunk.

Masik nagyon fontos specidlis eset, amikor a = § + 5, azaz az « szdget annak felével
irjuk fel. Igy kapjuk az Gn. fél-szog formuldkat:

, o 1 — cos(a)
i) 31n(§)—i — s



i7) COS(E) =+

Bizonyitds. A fél-szog formulak esetén megmutatjuk az i) bizonyitasat: tekintsiik
cos(a) = cos(a/2 + a/2) = cos*(a/2) — sin®(a/2) = 1 — 2sin®*(a/2),

ahonnan kifejezve sin?(a/2)-t adodik, hogy

1 —
sin?(a/2) = L 08(@)
2
Mindkét oldalbol négyzetgyokot vonva kapjuk a kivant eredményt. O

Teljes indukci6

A teljes indukcid, mint bizonyitasi moédszer a kdvetkez6t jelenti.

1.1. Tétel (Teljes indukci6). Legyenek P(1), P(2),...n=1,2,... dllitisok. Tegyiik fel,
hogy

i) P(1) igaz, és

i) P(n) = P(n+1) minden n-re, azaz ha P(n) igaz, akkor kovetkezik beldle, hogy
P(n+1) is igaz.

Ekkor P(n) igaz minden n > 1-re.

Tehéat a teljes indukeio segitségével igazolni tudunk végtelen sok(!) allitast, minddssze az
els6t kell bizonyitanunk, illetve az, hogy ha P(n) igaz, akkor az maga utan vonja, hogy a
kovetkezo allitas, azaz P(n + 1) is igaz.

Bizonyitds. A bizonyités indirekt. Az N, természetesen szamoknak meg van az a tulajdon-
saga, hogy barmilyen nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme (ami szinten természetes
szam). Indirekt modon, tegyiik fel, hogy P(1), P(2),..., n = 1,2,... olyan éallitasok, ame-
lyekre teljesiil i) és ii), de nem mind igazak. Vegyiik azon ¢ € N, indexek halmazat, hogy
P(i) nem igaz. Ez az indirekt feltevés miatt nem iires, tehat van legkisebb elem, mondjuk 7.
Nyilvan iy # 1 az i) miatt, tehat ig > 1, igy ig— 1 € N, , azaz szintén természetes szam. Az ig
minimalis tulajdonsaga miatt P(io — 1) igaz, de akkor ii) miatt P(iy) is igaz, ami ellentmond
az indirekt feltevésnek. O



1.2. Megjegyzés. Az |.1. tétel i) feltételét kezdeti esetnek, aii) feltételben a " P(n) igaz"
feltevést pedig indukcios feltevésnek nevezziik. Megjegyezziik, hogy a teljes indukcionak
vannak ennél a legegyszeritibb esetnél kifinomultabb valtozatait is.

Mutatunk néhény nevezetes példat a teljes indukci6é alkalmazasara:

1.1. Példa. Mutassuk meg, hogy tetszéleges n € N, esetén

n(n—i—l).

14... =
... +n 5

ﬁM egoldds. Teljes indukcioval a kovetkezd modon lathato be az 6sszeg formula: legyen P(n)
az az allitas, hogy a formula igaz n-re. Ekkor P(1) igaz, hiszen

1-2
P(l):1=——.
DR
Most tegytik fel, hogy P(n) igaz, azaz
1
P(n):1+ —|—n_n(n2+ )
Ekkor 1 1 ,
- + +
(1+...+n)+(n+1):%+(n+1):(n )2(n )’

 azaz P(n +1) igaz. Igy az 1.1. tétel alapjan P(n) igaz minden n-re.

ﬁM egoldds (2. megoldés). A fenti nevezetes formula az elsé n egész szam Osszegét adja meg.
Ezt teljes indukci6 nélkiil is konnyt latni, hiszen ha felirjuk a szamokat sorban 1-t6l n-ig,
és a lista két végérdl kezdjiik Gket Gsszeadni,

D,2,3,...,n—2,n— 1,1,
1,2),3,...,n—2,0)1,n,

akkor a listaban szimmetrikusan elhelyezkedd péarok Osszege mindig n + 1, és ilyen péarbol
n/2 van, ha n péros, illetve (n — 1)/2, ha paratlan, de akkor a "kimarad6" kézépss szam

Lépp (n 4 1)/2. Igy az 6sszeg mindig n(n + 1)/2.



1.3. Megjegyzés. A 2. megoldasban szereplé gondolatmenet Carl Friedrich Gauss-t6l
szarmazik.

A kovetkez6 egy hasonlé nagyon fontos példa; ezt azonban mar sokkal nehezebb (de nem
lehetetlen) igazolni teljes indukcio nélkiil.

1.2. Példa. Tetszlleges n € N pozitiv egész szam esetén

1)(2n +1
11+22+...+nQ:n(nJr )6(n+ ).

ﬁMegolddzs. Az n =1 eset nyilvan igaz, hiszen

1-2-(2-141)
. .

1=

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n, re. Ekkor

2 _ n(n + 1)6(2n+ 1) 41y

m+1Dn+2)2n+1)+1)
6 ;

+224+ ... +n’+ (n+1)

azaz az allitas igaz n + 1-re is, igy a teljes indukci6 tétele alapjan igaz minden n-re.

L

A kovetkez6 példa mutatja, hogy a kezdeti eset nem mindig n = 1, hanem az indukci6
"indulhat" késébb is.

1.3. Példa. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges n > 4 pozitiv egész szam esetén

2" < nl.

ﬁ]\/.I'egoldciss. Esetiinkben P(4) nyilvanvaloan teljesiil, hiszen
2 =16 < 4! =24.
Tegyiik fel, hogy valamely n > 4 pozitiv egész szamra teljesiil, hogy

2" < nl.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

Ekkor, mivel n 4+ 1 > 2, ezért

5 2" =2.2" <2.nl < (n+1)n! = (n+ 1)

1.4. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy a fenti példaban nem tudjuk az indukciot
"hamarabb" kezdeni, ugyanis 2! =2 > 1!, 22 =4 > 2! = 2, és 23 = 8 > 3! = 6. Tehat az
allitas n = 4-t6l igaz.

Binomialis egyiitthaték, binomialis tétel
Egyszert szamolassal lathato, hogy
(a+0b)*> = (a+b)(a+b) = a®+ 2ab+ V?,

illetve
(a+b)* = (a+b)(a+b)(a+b) =a®+ 3a®b+ 3ab® + b°.

Hasonl6 modon ki lehetne fejezni (bar elég faradtsagos modon) a kovetkezs hatvéanyt:
( a + b)2021 —?

Az an. binomidlis formula, amely Sir Isaac Newtontol szarmazik, altalanos képletet az ilyen
tipusi hatvanyok kifejtésére anélkiil, hogy az Gsszes aktualis szorzést el kellene végezniink.
Ennek kimondasahoz el6szor sziikségiink van bizonyos jelolésekre.

1.5. Definici6. Bevezetjiik az un. binomidlis egyiitthatokat, melyeket a kovetkezé mddon
definidlunk: n, k € N, n > k esetén legyen

(Z) - nl nn—1)...(n—k+1)

l(n — k)! k!

1.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy mivel 0! = 1, ezért minden n € N-re

(5)=()-n

illetve


https://hu.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton

Az (Z) binomiélis egyiitthato kombinatorikai jelentése a kovetkezs: megegyezik egy n ele-
m halmazbdl kivalaszthato k elemt részhalmazok szaméval. Ezt nem nehéz latni, hiszen egy
k elemi részhalmaz elsé elemének az n elemi halmaz barmelyik elemét valaszthatjuk, azaz
n lehetGségiink van. A mésodik elemnek méar csak a maradék n — 1 elembdl valaszthatunk,
és igy tovabb. A k-adik elemre mar csak n —k+1 lehetGség marad. Azaz Gsszesen a k elemet
n-(n-—1)...(n —k+ 1) kilonb6z6 moédon valaszthatjuk ki. Azonban minket itt csak a
részhalmazok szama érdekel, és két k£ elemt részhalmazt ugyanannak tekintiink, ha elemeik
ugyanazok, csak eltéré sorrendben szerepelnek. Ezért k£ darab konkrét szamot tartalmazo
részhalmaz k! féle van, azaz ahany sorrendben el tudjuk a k£ szdmot rendezni. Ezért a k!-al
osztani kell.

A fenti kombinatorikai jelentést kihasznalva konnyen igazolhat6 az alabbi tétel.

1.7. Tétel (Binomialis tétel). Tetszdleges a,b € R szamok és n € N pozitiv egész szam
esetén

n_ [(TY ny0 Y\ n-171 Y\ n-2;92 n n—1 \ opn
(a+b)_(0)ab+(1>a b—l—(2>a b+...+(n_1)ab +(n>ab.

Bizonyitas. Tekintsiik az

(a+b)"=(a+b)(a+Db)...(a+n)

N S
-~

n -szer

szorzatot. Vegyiik észre, hogy minden 0 < ¢ < n esetén, egy a™ ‘b’ alaku tag pontosan
annyiszor szerepel a szorzatban, ahany kiilonb6z6 moédon ki tudunk valasztani ¢ darab b-t
a fenti zarojelekbdl, azaz pontosan annyiszor, ahany ¢ elemi részhalmaza van egy n elemi
halmaznak, azaz (’;) m

A binomialis egyiitthatokra szamos szép (és sok bonyolult) azonossag teljesiil. Ezekbdl
emlitiink meg itt harom olyan fontosat, amelyet késébb sokszor hasznalni fogunk.

i) (’,;”) = (nﬁk) minden n > k esetén.

Ez abbol kovetkezik, hogy egy n elemt halmaznak pontosan annyi k elemt részhalmaza
van, mint ahdny n — k elemt

2" = " + n 4+ ...+ " + " = minden n € N esetén.
0 1 n—1 n

Ez lathato példaul a binomialis tétel kovetkezs specialis esetébdl:

o = (1+1)" = (g) 1710 ¢ (T) 1" (n " 1) 11t 4 (Z) 1",

Ebbdl az azonossaghodl az is kévetkezik, hogy egy n elemt halmaz 0sszes részhalmaza-
inak szama (beleértve magét a halmazt és az iires halmazt is) 2".

ii)
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1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1.1. 4bra. A Pascal-haromszog elsé hét sora

i) () = (1-]) + (") minden n > k esetén.

Ez az azonossag is konnyen belathato algebrailag, ha felirjuk a definici6 alapjan mindkét
oldalt és egyszertisitiink. Ezt meghagyjuk hazi feladatnak.

A binomialis egyiitthatok kiszamitasa (kis n és k esetének kivételével) nehézkes. Erre
szolgal(hat) az an Pascal-hdromszig: A Pascal-haromszoget gy kapjuk, hogy az elsd sorba,
a haromszog felsG cstucsaba 1-et frunk, majd a kévetkezd sorba balra és jobbra aléd ugyancsak
1-et 1-et. Altalaban az n-esdik sorban n szam 4all, amelyek koziil az els6 és utolsé mindig 1. A
koztes szamokat pedig ugy kapjuk, hogy a kozvetleniil felette balra és jobbra all6 szamokat
Osszeadjuk.

A iii) Osszefiiggés alapjan a Pascal-haromszog n + 1-esik sorédnak k + 1 eleme éppen (Z)

Nevezetes egyenl6tlenségek

Tanulméanyainkban sokszor fogunk eszkozként hasznélni egyes nevezetes egyenlGtlensége-
ket. Ezek koziil sorolunk fel itt néhényat.

1.8. Definicié. Legyenek aq, ..., a, valos szamok. Ekkor az
ar+...+a
A=Aay, ... ap) =——"""
n
mennyiséget az aq, ..., a, szdmok szdmtani vagy aritmetikai kozepének nevezzik.
A szamtani k6zép egyszertien az aq, . . . , a, szamok atlaga. Nyilvan, A az aq, . . ., a, szamok
legkisebbike és legnagyobbika kozé esik.

1.9. Definicié. Ha az aq,...a, szdmok mind pozitivak, akkor definidljuk a mértani



vagy geometriai kozepiiket a kovetkezé modon:
G==G(a,...,a,) = Jay- - ap.

Itt nyilvan a gydkvonas miatt fontos, hogy a szédmok ne legyenek negativak. A mértani
kozép is mindig a legkisebb és a legnagyobb szam kozé esik.

Az elemi matematika egyik legfontosabb és legnevezetesebb egyenlGtlensége az an. szdmtani-
mértani kozép kozotti eqyenldtlenséy:,

1.10. Tétel (Szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenség). Ha aq, ..., a, > 0 valds
szdmok, akkor

Glar, ..., an) < Alay, ..., an),

€s eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha ay = ... = a,, azaz a szamok mind egyenldek.

A kovetkezd egyenl6tlenséggel sokat fogunk még egyre altalanosabb kontextusban talal-
kozni.

1.11. Tétel (Cauchy-Schwartz-egyenlStlenség). Tetszdleges ay,. .., a, €s by, ..., b, szd-
mok esetén

la1by + ... 4 apby| < \/a§+...+ag\/b§+...+b%.
A Cauchy-Schwartz-egyenlétlenség ezen egyszert formajanak bizonyitasa a masodfoki egyen-
let megoldoképletén miilik.
Bizonyitds. Tetsz6leges A € R szamra tekintsiik

0< (Aag+b1)°+...4+ (Aa, +by)?
=2(al +...+a2) +2Xarby + ...+ apb,) + (2 + ...+ b2),

ami A masodfoku fliggvénye Ennek a masodfoku fliggvénynek vagy nincs gyoke vagy pontosan
egy van, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha diszkriminansa negativ vagy nulla. Tehéat

0> 4(athy + ... +aphy)* —4(a +...+a2) (b2 +... +b2),
ami atrendezés utan
(arby + ...+ apby)? < (@i +...+a2)(b3 +...+b2),

pont, ahonnan gyokvonéssal kapjuk, amit bizonyitani akartunk. O]
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1.12. Tétel (Haromszog-egyenl6tlenség). Tetszdleges a,b € R szamok esetén

|+ b] < |af + [b].

Bizonyitds. Az egyel6tlenség mindkét oldalanak négyzetre emlésével kapjuk, hogy
la+b)? = (a+b)? = a® +2ab + b* < (a| + |b])* = |a|® + 2|a||b] + |b]* = a® + 2|a||b] + b,

ahonnan egyszertisités utan adodik, hogy ab < |al||b|, ami nyilvanvaloan igaz tetszéleges
a.b € R szamra. O

Végezetiil mutatunk egy olyan egyenlétlenséget (pontosabban annak egy nagyon egyszerd
forméjat), amelyet majd a sorozatok hatarértékének kiszamitasanal jatszik kulcsszerepet.

1.13. Tétel (Bernoulli-egyenlétlenség). Tetszdleges n > 1 egész szdm és a > —1 wvalds
szdm esetén
(I1+a)" >1+na,

és egqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha a =0 vagy n = 1.

A Bernoulli-egyenl&tlenség bizonyitasa kivalo példa az n szerinti teljes indukciés gondolat-
menetre.

A ) és |] jelolések hasznalata

Szamtalanszor hasznéljuk a kdvetkezd jeloléseket, amelyek sok irast tudnak megtakarita-
ni.
n
Zai =a;+ ...+ ap.
i=1
A fenti jelolést "szumma jelolésnek" nevezziik és tobbtagu (késébb végtelen sok tagi) Gssze-
geket rovidit. A > beti a gordg szigma, ami a "szumma" sz6 elsé betdjére utal. Az i a
futdindex, az a;-k pedig az Osszeg tagjai. Természetesen a szumma nem kell, hogy 1-t6l in-
duljon, és az ¢ helyett is hasznalhatunk més alkalmas betiit a futéindexre.

Korabban lattuk példaul az els6 n pozitiv egész szam 6sszegét, amit mostméar a kovetkezs
révid modon is le tudunk irni:

- 1
Z¢=1+2+...+n=@.

=1
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Az els6 n természetes szam négyzetének Osszege pedig

ik2:12+22+...+n2:n(n+1>(2n+1>.
k=1

6

A Binomialis tételt is konnyebb kimondani a szigma jelléssel:
n - n n—kpk
= b".
(a+mn) ; (Z ) a

Vegyiik észre, hogy itt a futéindex k, és az nem 1-t6l, hanem 0-t6l indul.

Az n tényezGs szorzat jelolésére is létezik hasonld szimbolum: az tn. produktum jeldlés:
Hai = ap Ay Q. (1.1)
i=1

A IT gorog pi a produktum sz6 elsé bettjére utal. A produktum jel6lést némileg ritkdbban
hasznaljuk, mint a szummat, de azért sokszor hasznos.

Példaul a faktorialis kiirhaté vele nagyon kényelmesen:

Onellenérzé kérdések
1. Szamoljuk ki cos(m/8) és sin(m/8) pontos értékét.

2. Mutassuk meg, hogy cos(ny) = cos((n — 1)) cospsin((n — 1)) sin ¢ tetszéleges n
pozitiv egész szamra.

3. Keressiink formulat tg (a + 3)-ra.

4. Mutassuk meg, hogy tetszéleges n € N, esetén

P4 . +n’= (—n(n+1))2
5 :

5. Bizonyitsuk be az 1.13. tételt (Bernoulli-egyenlétlenség) teljes indukcioval.
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