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Grafok
Osszefoglalé

Az elsé olyan feladat, amelyet grafok segitségével oldottak meg, a kbnigsbergi hidak problémaja volt.
A varos lakoi olyan sétat szerettek volna tenni, hogy mind a hét hidon
atsétdljanak (de mindegyiken csak egyszer), és visszajussanak a
kiinduldpontra. Nem siker(lt, ezért a kor hires matematikusahoz, Eulerhez
fordultak. Euler bebizonyitotta, hogy a kivant séta nem lehetséges. Az
eddigiekben a linearis adatstrukturdkkal, és a binaris fakkal foglalkoztunk.
Most egy Ujabb nem linedris adatszerkezetekkel, a grafokkal fogunk
megismerkedni.

Lecke fejezetei:
e Miisazagraf? —Olvasod (2 perc)

e A grafok abrdzolasa — Olvasé (8 perc)

o A grafok bejarasa — Olvaso (35 perc)

o (sszetett id6komplexitds — Olvasé (10 perc)
e Gyakorlé feladatok — Gyakorlati (50 perc)

Téma tipusa: Gyakorlati
Olvasasi és gyakorlasi idé: 90 perc

Mi is az a grdf? (2 perc)

A grafok az informatikdban gyakran el6forduld matematikai strukturdk. Haszndlata szdmos
tudomanyterileten jelen van. Az internet is felfoghatd egy grafként, de akar egy adott épulet villamos
hdldzata is. Az emberek kozotti ismeretségek is kezelhetSk grafként (Facebook). A GPS is grafként kezeli a
térképeket, és grafelméleti algoritmusok hasznalataval llitja el§ az Utvonalat. A molekuldk is vizsgalhatok
grafként, mint az atomok és a kdztik |évs kotések.

Ahogy a binaris faknal, dgy itt is vannak élek (edge) és csomdpontok, csicsok (node, vertex). A grafoknal
kevésbé szigoruak a kapcsolddasi szabdlyok. A grafokat a matematikdban mélyrehatéan alkalmazzak és
tanulmdnyozzak. Az informatikdban nem a matematikai modellezéssel, hanem az adatstrukturdval
foglalkozunk.

v3
Graf: G(V,E) ahol: vl
G — graf pontjainak halmaza
V — csucsok (az angol vertex = csucs szobdl) O

E — élek (az angol edge = él sz6bdl)
v2

Példa egy gréfra: O

Csomodpontok halmaza:

V(G) = {v1,v2,v3,v4,v5}

Elek halmaza: v4
E(G) = {(v1,v3), (v3,v4), (v3,v5), (v4,v5) }

v5

Az éleket kétféleképpen tudjuk abrazolni, hiszen lehetnek irdnyitottak és iranyitatlanok is. A facebook is
egy ilyen irdnyitatlan graf. A parkeresés esetén a graf irdnyitott marad, ha nem kdélcsénés a vonzalom.
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A grafok egy masik tulajdonsaga a sulyozas. Egy graf sulyozasa alatt értjik azt a folyamatot, melynek soran
az egyes éleknek kulonb6z8 nagysagu étékeket adunk. Egy graf ebbdl addddan lehet sulyozott vagy
sulyozatlan. A sulyozott grafokkal szamtalan problémara adhatunk valaszt. Pl. egy vasuti haldzat graf

modellje:
) Varos B

Varos A 100
O o .

Varos E

O

Varos C

Varos D

Amennyiben egyiranyu a forgalom, Ugy lehet iranyitott is a graf.

Varos B
0 50
Varos E
O A/IE/O Varos C

Varos D

A grdfok abrdzoldsa (s perc)

A grafok pontokbdl (NODE, Vertex) és élekbdl (Edge) épllnek fel. Adja magat a kérdés, hogy hogyan
tudnank ezt dbrazolni egy programozas nyelvben?

A legegyszerlbb megoldas, ha létrehozunk két listat. A csomdpontokhoz elegendé egy egydimenzids tomb,
mig az élekhez taroldsdhoz d4brazolasra van szlkség. A tdroldshoz a fdhoz hasonld szerkezetet
hasznalhatunk fel. A struktura ismeretében mar feltdlthetjik az élek adatait. Mivel tudjuk, hogy ez egy
irdnyitatlan graf, igy mindegy, hogy melyik a kezd§, és melyik a fejez pont a tablazatunkban

v3

El lista vl
Vertex 113
lista 3|4 O
; I :

v

413
3 s O
4 e v5
5

5|4

v4

Természetesen a graf éle lehet sulyozott is. Ilyenkor a csatlakozasi pontok mellett ezt is fel kell tintetniink.
Egy ilyen dbrazolasi format szemléltet a kdvetkezd Python kod:



from igraph import *
g = Graph()

g. add vertices(6)

g.add edges([(1,3), (3,4), 3,5), (4,3), (4,5), (5,3), 5,49 1) -
g.vs[“label”] = ["v17,"v2","v3", "v4”, "v5"] yd ,‘
layout = g. layout ("kk”) ’\\—,,_ ]
plot(g, layout = layout) ‘ /

Ez a megoldas azonban nem hatékony, mivel el kell gondolkodunk egy-egy adatmozgatas , koltségén” is.

Az el626 megoldas tul bonyolult keresésének és kezelésének megolddsara alkalmazzdk a SZOMSZEDOSSAGI
MATRIX-okat. A szomszédsagi matrixban az oszlopok és sorok szemléltetik a NODE-jainkat még a tablazat
értékei a csomopontok kozotti éleket. Sulyozatlan graf esetén ezek az értékek O és 1 értékliek lesznek. A
tablazatunk irdanyitatlan grafok esetén az atlén tikrézve egyforma lesz.

v3
l\,/etrtex Vi |Vv2 |v3 |v4 |vs vl
1'5 a vi |0 |o |1 Jo Jo
> V2 0 0 0 0 0
V3 |0 0 0 1 1 v2
3 O
V4 0 0 0 0 0
4 v5
z V5 0 0 0 1 0
v4
from igraph import * .\
import numpy as np 7N
Y

G = np.array([[0,0, 1,0, 0], lf \

[0,0,0,0,0],

[0,0,0,1, 11, .

[0,0,0,0,0],

[0,0,0,1,0]1) \
g = Graph. Adjacency ((G > 0). tolist()) .
layout = g. layout ("kk”)
plot(g, layout = layout)

L]

A tdrolds mar egyértelmd, de mennyi id6t igényel egy-egy elem elérése?

Mivel a VERTEX listan és az EDGE listan is at kell haladnunk igy O(v). A szomszédossagi matrixok
kezelésének szamtalan el6nye van, azonban O(v*v) helyfoglaldsa miatt aligha nevezhet6 memdriabarat
folyamatnak. Epp ezért, a todmbok és a szomszédossagi lista mellett dbrazolhatjuk a grafokat
SZOMSZEDOSSAGI LISTABAN is. A szomszédségi lista, egy adat struktira mely az élek tarolasahoz témbben
tarolt Iancolt listakat hasznal fel. Ennek felépitését a kdvetkez§ dbra és kodrészlet szemlélteti.
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Vertex vl
lista
1 V3
2 v2
3 V1 V4 V5 O
4 V3 | Vs v>
5 V3 V4
va
# A szomszedsagi lista abrazolasa

class AdjNode:
def __init_ (self, data):
self.vertex = data
self. next = None

class Graph:
def __init_ (self, vertices):
self.V = vertices
self. graph = [None] * self.V

# adjunk uj elet a grafhoz

def add_edge (self, src, dest):
node = AdjNode (dest)
node. next = self. graph[src]
self. graph[src] = node

node = AdjNode (src)
node. next = self. graph[dest]
self. graph[dest] = node

# irjuk ki a grafot
def print_graph (self) :
for i in range(self.V):
print ("Szomszedsagi vertex lista. Vertex {}\n head”.format (i), end="")
temp = self. graph[i]
while temp:
print(” => {}”. format (temp. vertex), end="")
temp = temp. next
print (” \n”)
V=5
graph = Graph (V)
graph. add_edge (0, 1)
graph. add_edge (0, 4)
graph. add_edge (1, 2)
graph. add_edge (1, 3)
graph. add_edge (1, 4)
graph. add_edge (2, 3)
graph. add_edge (3, 4)

graph. print_graph ()

A grdfok bejardsa (35 perc)

A grafok két alapvet§ bejarasi mddja a mélységi és a szélességi
bejards. Az ezekkel a mddszerekkel bejart Utvonalat mélységi vagy
szélességi feszitéfanak is szoktdk nevezni. A bejarasi stratégiak
egyszerd példaja, egy oOreg varoska girbe-gbrbe utcdin bolyongd,
kopott emlékezet( ldampagyujtogato.

A szélességi bejaras szerint a ldmpagyujtogatodt egy este tdobb baratja
elkiséri a varoska f6terétre, ahol egyltt meggyujtjak az elsd lampat.
Utana annyi felé oszlanak, ahdny utca onnan kivezet. A kulénvalt kis




csapatok meggyujtjdk az Osszes szomszédos lampat, majd tovabb osztddnak. A varoska lampait ilyen
maodon széltében terjeszkedve érik el.

A megvaldsitdshoz, egy mar tanult adatstruktirara, a sorra van szikségiink. A sor képes az elemeket
tarolni, és ez altal megfelel6 sorrendben visszaadni. Ez Ugy valdsul meg, hogy az els§ ldmpa 0Osszes
szomszédjat beirjuk a sorba, majd ezeket sorra kivesszik, mikdzben az § szomszédjaikat is beirjuk a sorba.
Azonban, rogton lathatéva valik, ha minden elem minden szomszédjat beirnank a sorba, akkor rengeteg
redunddns (ismétl6d&) adatunk lenne. E probléma megoldasdra valahogy jelezniink kell a programnak,
hogy egy-egy VERTEX-et mar kiirtunk. Ehhez egy Uj mez6t hozunk létre, ez pedig a megnézve boolean
valtozé lesz.

Nézzink egy példat, amelyen keresztil egyértelmUvé valik a bejardas mikodése! Vegylnk egy egyszer(

grafot:

FRONT

El&szor kivalasztjuk az induld eleminket. Esetlinkben ez a O lesz.
Beolvassuk az elemiinkhdz kapcsolddd szomszédokat a SORBA, atallitjuk azok megnézve valtozdjat TRUE-ra
és kiirjuk az elemet a képernydre.

T T[T
*
FRONT

A kovetkezd lépésben az 1-es VERTEX-et irjuk ki, illetve a SORBA beirjuk a hozzd tartozd olyan elemeket,
melynek megnézve értéke FALSE. Esetlinkben egy ilyen elem sincs.

T Je
*
FRONT

A kovetkez§ |épésben a 2-es VERTEX-et irjuk ki, illetve a SORBA beirjuk a hozza tartozé olyan elemeket,
melynek megnézve értéke FALSE. Esetlinkben ez a 4-es elem.

T [ ] e

FRONT

A kovetkez6 |épésben a 3-as VERTEX-et irjuk ki, illetve a SORBA beirjuk a hozza tartozé olyan elemeket,
melynek megnézve értéke FALSE. Esetlinkben egy ilyen elem sincs.

T[] e
f
FRONT

A kovetkez6 |épésben a 4-es VERTEX-et irjuk ki, illetve a SORBA beirjuk a hozza tartozo olyan elemeket,
melynek megnézve értéke FALSE. Esetlinkben egy ilyen elem sincs.

(9,1
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FRONT

Kovetkezd |épés a 4-es VERTEX-et irjuk ki, illetve a SORBA beirjuk a hozza tartozé olyan elemeket, melynek
megnézve értéke FALSE. Esetiinkben egy ilyen elem nincs, tehdt kitrllt a listdnk, és ledllt a programrész
futdsa.

A szélességi bejaras Python koddal megvaldsitva

m

# This code is contributed by Neelam Yadav

from collections import defaultdict

class Graph:
def _init_ (self):
self. graph = defaultdict(list)
def addEdge (self, u, v) :
self. graph[u]. append (v)

def BFS(self, s):

# allitsuk be az osszes vertex VISITED cimkejet false-ra
visited = [False] * (len(self.graph))

# keszitsunk egy sort

queue = []

# Irjuk be az elemet a sorba, es allitsuk be a VISITED cimkejet
queue. append (s)

visited[s] = True

while queue: #amig a sor nem urul ki

# vegyuk ki a vertexet a sorbol es irjuk ki
s = queue. pop (0)
print (s, end =7 ”)

# Az osszes olyan szomsedot amit meg nem latogattunk be tegyuk bele a sorba
for i in self.graph[s]:
if visited[i] == False:
queue. append (i)
visited[i] = True

keszitsunk egy grafot
= Graph ()

. addEdge (0, 1)

. addEdge (0, 2)
.addEdge (1, 2)
.addEdge (2, 0)
.addEdge (2, 3)
.addEdge (3, 3)

oo 09 09 09 O0a 09 O0a Ik
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jarjuk be a grafot a szelessegi bejarassal

g. BFS (2)




A mélységi bejards szemléltetéséhez is ,az 6reg varoska

girbe-gurba  utcdin  bolyongd  kopott emlékezetl
ldmpagyUjtogatd” példat vesszik szemigyre. A
ldmpagyUjtogatd az els§, majd a tovabbi |dmpak

felgyUjtasa utan mindig egy olyan utcan indul tovabb,
amelyikben még nem 1at fényt, és elérve a kovetkezd
sarokhoz, meggyuljtja az ott elhelyezett lampat. Ha egy
lampa aldl koril nézve mar minden onnan kiinduld utcabdl
fényt 1at, akkor visszamegy arra, ahonnan ide érkezett, és
onnan egy még meg nem gyujtott lampa irdnyaba indul.
Ha ilyet nem lat, akkor innen is visszamegy a megel6z6
sarokra. Egy id8 utan visszaért eredeti kiinduld helyére, és
ekkor mar minden innen elérhet§ koztéri lampa vilagit.

A mélységi bejaras is hasonld elven miikodik, mint a

szélességi bejaras. Itt is hasznalnunk kell a megnézve valtozét. A megvaldsitashoz hasznalhatunk vermet
vagy rekurziv metddust. A mélységi bejards sordn keletkezett Utvonalat mélységi feszitéfanak is szokds

nevezi.
Nézzink egy példat a mélységi bejards megvaldsitdsaral

o [ Je [ 2] e

Stack

@

Visited

Stack

:

Visited

Stack
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A mélységi bejaras Python kdddal megvaldsitva:

oL

Visited

Stack

class Graph:
def init (self):
self. graph = defaultdict(list)
def addEdge (self, u, v):
self. graph[u]. append (v)

DFSUtil (self, v, visited):

def
# jeloljuk meg, hogy mar lattuk ezt az eleme, es irjuk ki
visited[v] = True
print(v, end =’ )
# tegyuk be az osszes meg nem latott szomszedot a verembe
for i in self. graph[v]:
if visited[i] == False:
self.DFSUtil (i, visited)
def DFS(self, v):

# allitsuk be az osszes vertex VISITED cimkejet false

visited = [False] * (max(self.graph)+1)

self.DFSUtil (v, visited)

ra




keszitsunk

= Graph()
. addEdge (0,
. addEdge (0,
. addEdge (1,
. addEdge (2,
. addEdge (2,
. addEdge (3,

oo 09 0o 09 O 09 09 b

jarjuk be

g. DFS(2)

+

egy grafot

1)
2)
2)
0)
3)
3)

a grafot

a melysegi bejarassal

Gyakorlo feladatok (45 perc)

1. Készitsiink egy programot melyben a emberek barati hadldzatat abrazoljuk. A program képes legyen
megmondani egy-egy emberrdl, hogy bardtok-e, és kik a kdzvetlen kozeli/kozos barataik.

2. Szemléltessik az el6z6 feladatot az igraph csomag segitségével!

3. Szemléltesstk, hogy maximum hany ,kézfogdsra” vagyunk a graf 6sszes emberétdl.

Ajdnlott kitekint6 anyag (78 perc)

Belgiumi telefonbeszélgetések — Flamand/Vallon (5 perc) — Angol nyelvd cikk linkje

izek halézata (5 perc) - Angol nyelvii cikk linkje

Szélességi és mélységi bejaras (18 perc) — Youtube link angol nyelven

Szélességi bejaras (50 perc) — MIT video link angol nyelven
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http://iopscience.iop.org/article/10.1088/1742-5468/2008/10/P10008/fulltext/
https://www.nature.com/articles/srep00196
https://www.youtube.com/watch?v=pcKY4hjDrxk
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-006-introduction-to-algorithms-fall-2011/lecture-videos/lecture-13-breadth-first-search-bfs/

