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Dinamikus programozads

Osszefoglald

Az eddigiekben egy-egy Osszetett feladat megoldasara oszd-meg-és-uralkodj megoldast hasznaltunk. A
rekurziv  megoldds legnagyobb hatranya azonban az, hogy legtdbb esetben, ahogy noévekszik az
elemszamunk, vele egyltt hatvanyozottan novekszik a megoldashoz szikséges id6 hossza és a lépések
szama is. Ennek a problémanak a kikliszobolésére ad hatékony megoldast a dinamikus programozas. Ebben
a tananyagban egy masik, szintén részproblémara bontdson alapuld, algoritmuscsaladdal, a dinamikus
programozassal ismerkedink meg.

Lecke fejezetei:

Mi is az a dinamikus programozdas? — Olvasé (5 perc)

A tablazatkitoltés mddszere — Olvasé (17 perc)

Az alulrdl felfelé épitkezés mddszere — Olvasé (18 perc)

Mikor kell a dinamikus programozas technikdjat hasznalni? — Olvasé (5 perc)

Gyakorlé feladatok — Gyakorlati (45 perc)

Téma tipusa: Gyakorlati
Olvasasi és gyakorlasi idé: 90 perc

Mi is az a dinamikus programozds? (s perc)

A rekurziv algoritmusok sokszor azért lasstak, mert bizonyos részproblémakat tébbszor is kiszamolnak.
Tipikusan ez torténik, amikor optimalizaldsi feladatunk van és a megoldaskezdeményeket lepésrél 1épésre
épitjik fel. Ezt Ugy tudjuk elkerilni, ha az egyszer mar kiszamolt részmegoldasokat eltaroljuk, és kés6bb
Ujra felhaszndljuk azokat. A tobb id6t valdjaban most tdbb tarra ,cseréljik”, melynek eredményeként a
rekurziv programok id6komplexitdsa drasztikusan csokkenthetd.

A dinamikus programozas a részproblémakra bontds gyengeségeit két f6 mddszerrel prébalja orvosolni:

Az egyik mddszer Iényege, hogy programunk futdsa alatt a megoldott részproblémak (optimalis)
megoldasat eltaroljuk, majd ha ugyanezen részprobléma megoldasara sziikségiink lenne késébb,
csak kiolvassuk a megoldast, nem oldjuk meg Uj a részfeladatot. (TABLAZATKITOLTES mddszere)
Altaldban amikor a részproblémakat tobbszor is sziikséges meg oldani, akkor az dsszes lehetséges
Lkis” részproblémat ki kell szamolni, hogy az eredeti nagy probléma megolddsa kiszamithatd
legyen. Ezért a dinamikus programozasban tipikusan a legkisebb problématdl indulunk, minden
egyes nagyobb részprobléma megolddsat kiszamitjuk a kisebb részfeladatok megoldasainak
felhasznéldsaval, egészen addig mig az eredeti/legnagyobb feladatig el nem jutunk (LENTROL
FELFELE EPITKEZES mddszere). Vegylk észre, hogy ez ellentétes az oszd-meg-és-uralkod]
algoritmusok filozéfidjaval, ahol mindig az eredeti problémat bontjuk kisebb és kisebb
problémakra (FELOLROL LEFELE EPITKEZES mddszere)

A tabldzatkitéltés modszere (17 perc)

A részeredmények (TABLAZATKITOLTES) eltaroldsanak modszere:

A részproblémadra bontdsi algoritmusunkat kib&vitjik egy- vagy kétdimenzids tombbel, melyet a
részeredmények tarolasara hasznalunk fel.

Amikor egy részproblémat kell megoldanunk el6szér megvizsgaljuk, hogy a keresett érték
megtaldlhatd-e a részeredmények kozott.

Ha megtaldlhatd, akkor felhaszndljuk, egyébként kiszamoljuk, majd eltdroljuk.



Nézzink egy egyszer(i példat, melyben a Fibonacci szamokat szamoljuk ki rekurziv mddszerrel majd
tablazatkitoltés modszerrel!

def fib(n):
if (n==2) or (n==1):
return 1
else:

return fib(n-1) + fib(n-2)

Ez a megoldas (rekurzid) a kivant Fibonacci szam értékével tér vissza, am hatasfoka nagyon rossz, hiszen
minden egyes szamot Ujra és Ujra kiszamol, figgetlentl attdl, hogy egyszer (vagy tobbszdr) mar kiszdmolta
ezt az értéket, ahogy ezt mar lathattuk az ,,0szd meg és uralkodj” anyagrésznél.

Sok szamot tobbszor ki kell szamolnunk, és emiatt sok az ismételt 1épés. Ez 6t szam esetén nem tlnhet
nagy problémanak, de ahogy azt észrevehettilk a megolddsnak az id6komplexitdsa exponencidlis O(n?). A
dinamikus programozas az ilyen problémak kikiszobolésére lett megalkotva. A megoldas azt ,kérdezi”: ha
egyszer valamit kiszamoltunk, akkor azt miért nem taroljuk el, és hasznaljuk fel késébb, ha szikséges.

Mddositsuk Ugy a fenti példankat Ugy, hogy algoritmusunkat kibdvitjik egy MEMO nev( tdmbbel, mely
képes eltdrolni az egyes lépések eredményét! Amennyiben egy 1épés eredménye még nem ismert (==0)
ugy eltaroljuk azt, egyébként (!=0) haszndljuk fel az eltdrolt eredményt. Ennek a megoldasnak
kdszdnhetben az ismétl6do |épéseket nem kell Ujra és Ujra kiszamolnunk.

Nézzik meg, hogyan nézne ki a példank, ha eltdrolnank az értékeket!

def fib(memo, n) :
if (memo[n]!= 0):
return memo[n]
if (n==2) or (n==1):
memo[n] = 1
else:
memo[n] = f£ib(memo, n-1) + f£ib (memo, n-2)
return memo[n]

A fenti példa jol szemlélteti a TABLAZATKITOLTESEN alapuld dinamikus programozas hatékonysagat.
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Az alulrdl felfelé épitkezés modszere (18 perc)

A TABLAZATKITOLTESEN alapulé dinamikus programozasi megoldasunk (azoknal a feladatoknal, ahol
minden részproblémat ki kell szamolnunk) még gyorsabb lehet, ha nem FELULROL LEFELE, rekurziv médon
toltjik ki a tablazatot, hanem az ALULROL FELFELE EPITKEZES modszerével:
- Hozzuk létre a megfelel6 méretl tablazatot, amiben minden cella egy részproblémanak felel meg.
- Toltslk az alapesetek megoldasait.
- alulrdl felfelé” az alapesetekbdl kiindulva, majd a teljes megoldasig egy j6 sorrendben szamolja ki
a részproblémdk megolddsait a mar korabban kiszdmolt megoldasok (tablazat celldk alapjan)
- A végeredmény az eredeti, legnagyobb problémdanak megfelel§ cella (dltaldban jobb alsé sarok)
szerepel

Az iménti példadban lathattuk, hogyan mukodik a tablazatkitoltés maoddszere. Vizsgaljuk meg most az
ALULROL FELFELE EPITKEZES mddszerét egy példan keresztiill

Jel6lje P(n) azt a szamot, ahanyféleképpen mehetlink fel egy n Iépcséfokbdl all6 1épcsén, ha egyszerre csak
1 vagy 2 lépcséfokot Iéphetlink. Adjunk egy dinamikus programozasi eljarast a P(n) érték kiszamitasara!

P(6)="
Az el6z8kben a rekurziv algoritmushoz megadtuk az 6sszefliggéseket:

Alapeset:

- P(1) =1 (ha egy lépcsé van, egyféleképpen mehetlnk)

- P(2) =2 (ha két Iépcsé van, vagy kétszer egyet 1éplink, vagy egyszer kett6t)
Rekurziv eset:

- P(n)=P(n-1)+P(n-2), han=>3 (utolsé |épésként egyet vagy kettst Iéphetiink)

T

def lepeso(n):
if (n==1):
return 1
if (n==2):
return 2
else:

return lepcso(n-1) + lepcso(n-2)

Az el6z6 példdhoz hasonldan, ismét azzal szembesllink, hogy a rekurziv mddszerink a megfeleld
eredményt adja vissza, viszont ez id6 alatt feleslegesen Ujraszamol minden eshetdséget. Lassuk, hogyan
nézne ez ki ALULROL FELFELE EPITKEZESes TABLAZATKITOLTESsel!

def lepcsoDP (n) :
T = np. array ([0]*(n+1))
T[1]=1
T[2]=2
for i in range (3,n+1):
T[i]=T[i-1]+T[i-2]
return T[n]

A kovetkez6 példdban egy nyolc 1épcséfokbdl allé 1épcsére szeretnénk felmenni.
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Lathatdan sok 1épést sporolunk meg az el6z8 rekurziv megoldashoz képest!

Vizsgaljuk meg ezt a kbvetkezé mintakdd segitségével.

def

lepcsoDP (n) :
global count
T = np. array ([0]*(n+1))
T[1]=1 #alapesetl
T[2]=2 #alapeset?2
for i in range (3,n+l): firekurziv eset
count = count + 1
T(i]=T[i-1]+T[i-2]
return count

" lepcsoRec (n) :

global count
count = count + 1
it (n==1): #alapesetl
return 1
if (n==2): #alapeset?2
return 2
else: firekurziv eset
return lepcsoRec (n-1) + lepcsoRec (n—2)

#keressuk meg az eredmenyeket DP-vel 2-8 kozott

ftkozben szamol juk meg a lepeseket
count = 1
lepesDP = []

for

i in range(2,8):
count = 1
lepesDP. append (1epcsoDP (i))

#tkeressuk meg az eredmenyeket REC-al 2-8 kozott

#tkozben szamol juk meg a lepeseket

lepesRec = []

for

fira

i in range(2,8):
count = 1
lepesRec. append (LepcsoRec (i))

jzoljuk ki a kapott eredmenyt
fig,

ax = plt. subplots()

ax. plot (range (2, 8), lepesDP)
ax. plot (range (2, 8), lepesRec)
ax. legend ([’ LepesDP’,’ LepesRec’ ])
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Mikor kell a dinamikus programozds technikdjat haszndlni? (s perc)

Felvet6dik a kérdés, hogy oszd-meg-és-uralkodj vagy dinamikus programozas technikajat érdemes-e
hasznalni egy feladat megolddsa soran? A dinamikus programok legnagyobb elénye, hogy minden
részfeladatot csak egyszer old meg, igy elsGsorban olyan probléma megoldasanal kell ehhez a technikahoz
nyulnunk, ahol a részproblémak tobbszor is el6fordulnak. Optimalizalasi problémaknal egybdl gondoljunk
arra, hogy kis részproblémakat kell majd tdbbszér megoldani, azaz dinamikus programozdsra van
szikségink! Annak érdekében, hogy megértsiik mit is jelent ez a valdsagban, tekintsik meg a kovetkezd

példat!




Készitsiink egy programot az n-dik Fibonacci szam kiirdsara! Komplexitas szemléltetése tablazatkitoltéssel:

# n-dik Fibonacci szam meghatarozasa
# szamol juk meg a lepeseket a count valtozo segitsegevel 9 7 lepesdP
count=0 8
Fib =[0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0] 7]
Fib[0]=1 £
Fib[1]=1
for i in range(0, 10) : g’
count = count + 1 F
if i>1: a
Fib[i]=Fib[i-1]+Fib[i-2] .
else: 2 3 4 5 3 7 8 9
Fib[i]=1 e
print (count)
# n=10 eseten 10 alkalommal futott le a ciklusunk
10
Komplexitas szemléltetése rekurzidval
# n. Fibonacci szam meghatarozasa 7
# szamol juk meg a lepeseket a count valtozo segitsegevel w0 e
count=0
def Fib(i): e
global count 540
count = count + 1 E‘m
i 4
return Fib(i-1)+Fib(i-2) ®
else: 10
return 1 o
print (Fib(10)) 2 3 P et 8 9
#n=10 eseten a fugvenyunk 109 alkalommal hivodott meg
109

Gyakorlo feladatok (45 perc)

1. Vizsgdljuk meg, és szemeltessik egy diagrammal, hogy a Fibonacci szamok kiiratasdra szolgdlod
programok rekurziv maédszerrel, és a tablazatkitdltés modszerével milyen id6komplexitdssal futnak
majd le! A megoldashoz hasznaljuk az elsé éra mintafeladatait!

2. Vizsgéljuk meg, és szemeltessik egy diagrammal, hogy a [épcsén vald lépegetés megolddsara szolgald
programok rekurziv médszerrel, és a tablazatkitoltés modszerével milyen id6komplexitdssal futnak
majd le! A megoldashoz hasznaljuk az els§ 6ra mintafeladatait!

3. Jeldlje R(k; n) azt a szamot, ahanyféleképpen eljuthatunk egy k x n méret(i sakktabla bal alsé sarkabdl a
jobb felsé sarkdba, ha csak a jobbra vagy a felfelé szomszédos mezére léphetiink. Hatdrozzuk meg a
dinamikus programozasi eljarast az R(k; n) érték kiszamitdsara!

R(3,4) = ?
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Megoldas:

A kovetkez6 6sszefliggések allnak fent:

Alapeset:

R(k, 1) = 1 (csak felfelé mehetlink)

R(1, n) =1 (csak jobbra mehetiink)

Rekurziv eset:

R(k, n) = R(k, n=1)+R(k-1, n), ha n, k> 2 (az els6 |épés jobbra vagy felfelé torténhet)

Ezek alapjan a kovetkezé dinamikus programozasi eljarast adhatjuk meg:

def sakk(k,n) :
T = np. zeros (shape=(k, n))

for i in range(0,n): - -T2 [as
. 5] 1 D) 15| 35 3 3
T[0,i]=1 . Aprogram futtatasa utan
for j in range (0, k) : < | IR e keletkezé tablank igy nézne
T3, 011 s | 10 3| 6 || ki (5x4 tablizat esetén)
for i in range(l, k) :
for j in range(l,n): 2| 1)2|3]|4
T[},J]:T[l—l,JHT[l,J—l] 2R
print (T)
return T[k-1,n-1] y 112 3|4

Szemléltessiik a tablazatkitdlté programot |épésrél [épésre dinamikus és rekurziv programmal is, Ugy,

hogy kdzben megszdmoljuk a ciklus/rekurziv hivasok szamat is.

def sakk(k, n) :

global count [[1. 1. 1.]
T = np. zeros (shape=(k, n)) (1. 2. 0.]
for i in range(0,n): (1. 0. 0.]]
T[0,i]=1 [[1. 1. 1.]
for j in range(0,k): [1. 2. 3.]
T[j, 01=1 [1. 0. 0.7]
for i in range(1,k): (1. 1. 1.]
for j in range(l,n): [1. 2. 3.]
count = count + 1 [1. 3. 0.]1]

Tli, j1=Tli-1, j1+T[i, j-1] [[1. 1. L]

print (T) [1. 2. 3.]

return T[k-1,n-1] [1. 3. 6.]1]

def sakkRec (i, j) :
global countr
countr = countr + 1
global T
if j==0:
T[i, j1 =
return 1
ifi==0:
T[i,j] =1
return 1
T[i, j] = sakkRec(i—1, j) + sakkRec (i, j—1)
print (T)
return T[i, j]

|
—_

T = np. zeros (shape=(3, 3))




T[0, 0]=1
countr=0
sakkRec (2, 2)
count=0

sakk (3, 3)
print (countr)

print (count)

print C A rekuriziv prog lepesszama’ )

print C A dp lepesszama’)

11
A dp lepesszama
4

A rekuriv prog lepesszama

sakkRec(i=1. =2)

sakkRec(i=1, =1)

sakkRec(i=2, =2)

sakkRec(i=1, =1)

saldRec(i=2. j=1)

sakkRec(2, 2)

salkdkRec(0, 2)

saklRec(l, 1)

saldRec(0, 1)

saklRec(l, 0)

sakkRec(l, 2)

saklRec(2, 1)

sakkRec(0, 1)

sakkRec(1, 0)

sakkRec(l, 1)

sakkRec(2, 0)

1

2.0

1

1

3.0

30

1

1

2.0

1

1.Abra: a rekurziv hivasaink abraja

4. Adott egy kxn méretd tabla. Minden mez6 esetén adott egy Cj pozitiv szdm, ami a mezérél
begyljthetd érték. Egy jatékos a bal alsé sarokbdl szeretne eljutni a jobb felsé sarokba Ugy, hogy csak
jobbra és felfelé léphet a szomszédos mez&re. Az Utja soran osszegyljtheti a mez6krdl az értékeket
(pontokat).

Mennyi pontot tudunk &sszegy(jteni maximalisan?

Hogyan hataroznank meg azt az utat, amin a maximalis pontszamot tudjuk 6sszegydjteni?

.

cél

o

T

=l

AT v =

NN

Lehetséges Utvonal

1
l
1
1

R V] ‘ih-iii!
o
—I/n-'—-k —

| ©

1
2
~—

—r

Kiindulépont

oz

Az el6z6 feladatot annyiban kell médositanunk, hogy nem a |épések szamat, hanem az addig

OsszegyUjthet6 maximum értéket kell, hogy eltaroljuk.

def sakk(k,n, C):
T = np. zeros (shape=(k, n))
T[0,0] = C[o, 0]
for i in range(l,n):
T[0, i]= T[0, i-1]+C[0, i]
for j in range(1,k):
T[j,0]= T[i-1, 0]+C[i, 0]
for i in range(1,k):
for j in range(l,n):
T[4, jl=np. max ([T[i-1, j1, T[i, j-111)+C[i, j]
return T[k-1,n-1]

k=2
= 3 #inegy sor

= np. array (

#harom oszlop

=




[[1,2,3],
(4,5,6],
(4,5,6],
[4,5,6]
D

print C A megoldas’)
sakk (k, n, C)

A megoldas
15.0

Teszteljik a programot kilénb6z6 méretekre és abrazoljuk az igy kapott Iépések szamat.
Ajdnlott kitekinté anyag (209 perc)

Pénzviltasi feladat (9 perc) — Vided magyar nyelven

Optimalizalasi feladatok egyszer( megoldasai (5 perc) — Vided magyar nyelven

Pénzviltdsi feladat rekurziv megolddsa (10 perc) — Vided magyar nyelven

Dinamikus Programozas és Pénzvaltasi feladat DP megoldésa (24 perc) — Vided magyar nyelven

Hatizsak problémak (7 perc) — Vided magyar nyelven

Ismétléses hatizsak feladat (16 perc) — Vided magyar nyelven

Ismétlés nélklli hatizsak feladat és egy optimalis megoldds megszerkesztése (32 perc) — Vided magyar

nyelven
Dinamikus Programozas helyessége (11 perc) — Vided magyar nyelven

Dinamikus programozas (14 perc) — Youtube link angol nyelven

Dinamikus programozas (51 perc) — MIT Video link angol nyelven

Dinamikus programozas (30 perc) - Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford
Stein UJ ALGORITMUSOK link 288-294 oldal
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https://www.loom.com/share/244dcb875aa748dfb4dd9df85026f799
https://www.loom.com/share/4a217586dc634ca38613f594784f502c
https://www.loom.com/share/dd3ac704ec4441a2a94b26480ba40014
https://www.loom.com/share/317aff5093aa4a52b60072251b958554
https://www.loom.com/share/cb7a74a5cbd64c6f8f2c123d2cabcf34
https://www.loom.com/share/313fc9b2858b496091943d3e9e2e13e8
https://www.loom.com/share/3343233fe5294a83afe58c79f3406c2c
https://www.loom.com/share/3343233fe5294a83afe58c79f3406c2c
https://www.loom.com/share/ac0f408cfd74483a9321cab101769ad6
https://www.youtube.com/watch?v=vYquumk4nWw&t=251s
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-006-introduction-to-algorithms-fall-2011/lecture-videos/lecture-19-dynamic-programming-i-fibonacci-shortest-paths
../../../../../../../../Downloads/Link%20http:/www.informatom.hu/sze/01/LGB_SZ001/Cormen-Lieserson-Rivest-Stein.-.Uj.algoritmusok.pdf

