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Oszd meg és uralkod;
Osszefoglalé

A kovetkezSkben egyszer(i példakon keresztiil fogunk megismerkedni az oszd meg és uralkodj algoritmus
mikodésével, valamint gyakorlati példakkal fogjuk 6sszehasonlitani az oszd meg és uralkodj mddszert az
egyéb rekurziv problémamegoldé eljdrasokkal.

Lecke fejezetei:
e Miis az ,0szd meg és uralkodj” mddszer? — Olvaso (2 perc)

e Rekurzid — Olvaso (2 perc)

e Az ,0szd meg és uralkodj” mddszer m(ikodése — Olvasé (5 perc)

e Példak az ,0szd meg és uralkodj” médszer m(ikodésére — Olvaso, gyakorld (20 perc)
e Gyakorlé feladatok — Gyakorlati (45 perc)

Téma tipusa: Gyakorlati
Olvasasi és gyakorlasi idé: 90 perc

Mi is az ,,0szd meg és uralkodj” mddszer? (2 perc)

Bonyolult matematikai képletek helyett vizsgdljuk meg egy egyszer( példaval.

3+6+2+4
3+6 2+4
9+6

15

A fent lathatd ,altaldnos iskolas” példaban egy Osszetett matematikai moveletet bontottunk két
egyszerlbb feladattd, majd a részosszegeket felhasznadlva megkapjuk a végeredményt. Amennyiben
nagyon réviden szeretnénk elmagyarazni, akkor ennyi lenne az , 0szd meg és uralkodj” mddszer |ényege.
Ezt elmondani igencsak egyszer(, viszont ezt algoritmusossal (és programmal) megoldani mar jéval
bonyolultabb, és nagy odafigyelést igényel. Ahogyan azt lathattuk, a mddszer valddi Iényege az, hogy egy
bonyolult 6sszefliggést kis, kezelhetSbb darabokra vagjunk fel.

3+6+2+4
Oszd meg 3+6 2+4
Uralkod; (3+6) + (2+4)
Egyesitsd 9+6=15

Rekurzio (8 perc)

Miel6tt nagyon belemelegednénk a ,,0szd meg és uralkodj” mddszerbe, sziikségesnek érzem, hogy néhany
sz6t ejtsiink a rekurziérdl. Rekurziérdl akkor beszélink, ha egy flggvény 6nmagat hivja meg, vagy
flggvények kolcsondsen egymast hivjak meg.



def rek(a) :
it a<0:
return
a=a+l
rek(a)

A példa jol szemelteti a rekurziv programhivast, és egyben bemutatja annak veszélyeit is, ugyanis egy
rekurziv programnak két igen fontos elemmel kell rendelkeznie: elsGsorban 6nmagat kell valamilyen
formdban meghivnia (rekurziv eset), és mindemellett a végtelen futds kivédésére rendelkeznie kell egy
kilépési feltétellel (alapesettel).

Hogy ezt jobban megértsik, vegylk szemigyre a rekurzié egyik legjobb példajat, az orosz vidékeken jol
ismert Matrjoska babak (1. kép) egymasba pakoldsdnak maddszerét: amikor kinyitunk egy (a legnagyobb)
babat akkor egy kisebb babat taldlunk benne (rekurziv eset). Majd ismét kinyitunk egy babat és ismét egy
kisebbet taldlunk. A baba nyitogatas kozben rekurzivan ismételjik a feladatot, azzal, hogy minden egyes
nyitas el6tt leellendrizzik, hogy a kdvetkezd baba nyithatd-e még. Ha elértik az utolsé babat (alapeset),
akkor abbahagyjuk a miveletet.

1. Kép - Matrjoska babak (forras: cinnamond4x.cafeblog.hu)

Mutassuk be ezt egy program segitségével! A Matrjoska babukat egy tébbdimenzids tdbbel szemléltetjuk.

a:np.array([[[[[l]ﬂ]]) szama:S
print ( Matryoshka babuk szama:” + str(len(a. shape))) Rekurziv nyltogatas
pr%nt(’Rekerziv nyitogatas’) ?{%E[I]]]H
def rek(a): nyit

if len(a. shape) == 0: (1121117

. re}ur? i ?{?:]”
print C nyit’) nyit
print(a) [[111
nyit

rek (al0]) (1]

rek (a)

A rekurziv fuggvénylink addig fog futni, amig van mit kinyitni (rekurziv eset), azonban, ha mar elérte az
utolso babut (alapeset), akkor visszakeril a kiindulasi dllapotba.

A matematikdban is taldlkozunk rekurziv képletekkel. Egy ilyen matematikai rekurziv példa a Fibonacci
szamok kiszamolasa, melyet a kovetkezd képpen tudunk implementalni.



F(n) — n,fn=0orl
|\ F(rn—1)+F(n—2),ifn>1

def F(n):
ifn=0orn==1: #alapese
return n
else: #rekurziv eset

return F(n—-1)+F (n-2))

Rekurzié animalasa

A rekurzié megértése sokszor a gyakorlott programozdknak is fejtdrést okoz. Eppen ezért, szinte minden
programozasi nyelv fejleszté felllete kinal valamilyen lehet8séget a rekurzié vizualizaldsara. Pythonban az
egyik ilyen a recursion-visualiser csomag (!pip install recursion-visualiser), mely png-vel és gif-fel el segiti a
megértés folyamtat. Nézzik meg ennek hasznalatdt egy példan keresztul!

from visualiser.visualiser import Visualiser as vs
@vs (node properties kwargs={"shape”:”record”, “color”:”#f57542”, “style”:”filled”, “fillcolor”:”grey”})

def fib(n): i =)
if n<=1: 2
return n / \
return fib(n=n - 1) + fib(n=n - 2)

fib(n=2) fib(n=1)

def main() : : :
# hivjuk meg a fuggven / \

print (fib (n=3)) fib(n=1) fib(1=0)
# mentsuk le a kapott eredmenyt 1 0
vs. make animation(”fibonacci.gif”, delay=2)

main ()

Az ,,0szd meg és uralkodj” mddszer mikédeése (s perc)

Bar a moddszer neve azt sugallja, hogy két lépésbdl (megoszt, uralkodik) kell megoldanunk egy-egy
problémat, viszont mar az elsé példaban is feltlinhetett, hogy egy harmadik dologra, az eredmények
kiszamitasara, 6sszevonasara is szikséglink van.

Felosztja a feladatot tobb részfeladatra.

Uralkodik a részfeladatokon, rekurziv médon torténé megolddsukkal. Ha a részfeladatok mérete
elég kicsi, akkor kozvetlentl megoldja a részfeladatokat.

Osszevonja a részfeladatok megoldasait az eredeti feladat megoldasava.

Annak érdekében, hogy értheté6bbé véljon az elgondolds, nézziink meg egy masik igen egyszer(
matematikai példat, a faktoridlis szamitasat. A faktoridlis szdmitdsa elve rekurziv, hiszen pl. 4! az valéjaban
4*31, és 3| pedig 3*2!.... sth. Tehat akaratunkon kivil is rekurziét hasznaltunk, és felosztottuk a nagy
problémat kisebb részfeladatokra (return n * recur_factorial(n-1).), amig elértiink az 1!-ig, ami elég kicsi
részfeladat a megoldashoz (return n). Ezek utdn a kapott értékinket visszafelé gorgetve (return n *
recur_factorial(n-1)) megkapjuk az eredményt.

n==6

# rekurzioval

def recur factorial (n):
ifn==1:

w



return n
else:
return n * recur_factorial (n-1)

print (recur_factorial (n))

Példdk az ,,0szd meg és uralkodj” mddszer mikéddésére (30 perc)
Binaris keresés (s perc)

A binaris keresés egy mddszer, amellyel egy rendezett tombben tudunk megkeresni egy elemet. Nézziink
erre egy példat! Keressik meg a 4-es szam helyét az alabbi tombben!

| 1] o] 2] 4] 5] 9 1] 15] 16|

Amennyiben nem ismerjik ezt a mddszett, ugy szdmtalan mas megoldassal is kereshetnénk egy adott
értéket a tombben. Példaul megtehetnénk ezt ciklus segitségével, am ennek futdsi ideje legjobb esetben
0O(1) (els6 helyen van a keresett elem) vagy legrosszabb esetben O(n) (utolsd helyen van a keresett elem).
Epp ezért, valami hatékonyabb megoldast kell alkalmaznunk. Ebben nyujt segitséget az ,0szd meg és
uralkodj” mdédszeren alapuld bindris keresés.

A binaris keresés kihasznalja azt, hogy a tdmbunk eleve rendezett, és a tomb eleje helyett a kozepén
prébdlja megkeresni az elemet.

1] o[ 245 ]9 ]11]15]16]

Amennyiben nem taldlja meg a keresett szamot, Ugy megnézi, hogy a kdzéps6é elemhez képest, hol
taldlhato a keresett elem, és ezek utdn, vagy a jobb- vagy a baloldali tombben folytatédik a keresés. Az Uj
résztdmbon ismételten elvégezzik az iménti |épést. Ezt a mUiveletet addig ismételjik, amig meg nem
talaljuk a keresett elem helyét.

1] o] 2] 4] | 5 | 9 11 [15] 16 |

(2 ]o] [2]4] [s]ofafas]a6]

ENEKE B [s[ofu[i5]16]

A modszer mindamellett, hogy elegans, képes O(log n) id6ben megtaldini a keresett elemiinket egy n
elem( témbben.
Nézzik, hogyan festene ez kdddal:

def binary search(arr, ertek):

n = len(arr)

bal = 0

jobb =n -1
# ellenorizzuk az alap esetet
while bal <= jobb:

kozep = (bal + jobb) // 2

ha a keresett elem kisebb mint e kozepso elem

T H

akkor csak a baloldali resztomben lehet
if ertek < arr[kozep]:
jobb = kozep - 1
# kulonban csak a jobb oldali resztomben lehet
elif ertek > arr[kozep]:
bal = kozep + 1
else:




Oszd meg és uralkod]

arr

return kozep
# nincs ilyen elem a tomben

raise ValueError(az ertek nincs a tomben’)

=101, 2 3 4, 5 6 7,8 9]

print (binary search(arr, 8))

Vizsgaljuk meg a program idékomplexitasat (atlagos esetre):

def

def

binary search(arr, ertek):
n = len(arr)
bal = 0
jobb =n - 1
# szimulal juk az ido mullasat egy szamlaloval
count = 0
# ellenorizzuk az alap esetet
while bal <= jobb:
count = count +1
kozep = (bal + jobb) // 2
# ha a keresett elem kisebb mint e kozepso elem
# akkor csak a baloldali resztomben lehet

if ertek < arr[kozep]:
jobb = kozep - 1
# kulonban csak a jobb oldali resztomben lehet
elif ertek > arrlkozep]: 8.0 1
bal = kozep + 1
else: 75 4

8.5

return count

# nincs ilyen elem a tomben

raise ValueError ( az ertek nincs a tomben’) 707
6.5 -

demo () :

6.0 1
ido = []

# keszitsunk 100-500 hosszu veleten szambol allo T T T T T T
50 100 150 200 250

# tomboket es keressunk benne meg egy veletlen elemeu

for n in range (100, 500) :

temp ido = []

# teszteljuk ezt a meretet 100x

for i in range (0, 100) :

# keszitsunk egy veletlen tombot (listat)

= np. random. randint (0, n, size=(n+1))
list (np. sort (a))
veletleszeruen valsszunk ki egy elemet a listabol

a
a
H
#

keresett = np. random. randint (0, n)
keresett = alkeresett]
# nezzuk meg, hogy hany lepesbol futott le
count = binary search(a, keresett)
temp ido. append (count)
# vegyuk 100 futas atlagos idejet
ido. append (np. mean (temp ido))
# rajzoljuk ki a kapott idogerbet
plt. plot(range (1, len(ido)+1), ido)
# keszitsunk egy trend vonalat es rajzoljuk ki
z = np.polyfit (range (1, len(ido)+1), ido, 2)
v hat = np. polyld(z) (range (1, len(ido)+1))
plt.plot(range(l, len(ido)+1), y hat, “r——", lw=1)

demo ()

T
300

T
350

T
400

Merge Sort - 6sszeféslilé rendezés (12 perc)




Az Osszefésuls rendezés Iényegében egy olyan algoritmus, mely el6bb darabokra szedi a rendezni kivant
tomblnket, majd az igy kapott eredményt rendezett résztombok segitségével fésili 6ssze. Ehhez a
kovetkez§ |épések szlikségesek:

- Felezzik meg az n elem( tombinket n alkalommal

- Rekurzivan rendezzik a ,felezett részhalmazainkat”

- Vonjuk 6ssze a két rendezett részhalmazt

Nézzlink erre egy egyszer( példat! Az elsé dbran lathatd, hogy a tdmbinket rekurzidval n részhalmazza
daraboltuk, majd ezek utédn sorrendbe raktuk a kis részhalmazparokat. Az igy kapott résztombokbdl
rekurzidval Uj részhalmazokat vontunk dssze.

51 13 1064 34 5 32 21

| |

511310 64 3453221
:5113‘ ‘1064‘ ‘345‘

(s3] [30][ea] s 5[] [ 2]
‘ 1351 ‘ ‘ 10 64 ‘ ‘ 534 ‘ 2132‘
[ I [ I

\51”13\;10\\64|\34H5|\32|\21\

A kovetkez6 |épésben az Ujonnan kialakitott résztdmbinket az el6z8kben ismert mddszerrel ismét
rendeztlk, majd dsszevontunk.

510132132345164

f !
10135164 5213234
¥ t { ¥
1351 1064 534 21 32
51 [13] [0 [e4][3][5] %] [x]

Addig ismételtlk ezt a mddszert, amig végll ismét egy, de most mar rendezett tombink marad.

def mergeSort (arr) :
if len(arr) >1:
mid = len(arr)//2
L = arr[:mid]
R = arr[mid:]

mergeSort (L)
mergeSort (R)

i=j=k=0

while i < len(L) and j < len(R):
if L[i] < R[j]:
arr[k] = L[i]
it= 1
else:
arr[k] = R[j]
j=1




kb= 1

while i < len(L):
arr[k] = L[i]
it=1
kt=1

while j < len(R):
arr[k] = R[j]
jt=1
kt=1

Fibonacci szamok (10 perc)

Fibonacci szamokkal barhol taldlkozhatunk a természetben. A nyulak szaporodasa, a napraforgd magjainak
rendez8dése, és az irisz virdgzdsa is Fibonacci szamszer(iséget mutat. A Fibonacci szdmsorozatban az elsé
két szam a 0 és az 1, az Osszes tobbi szam pedig az el6z6 két szam 6sszege. (0,1,1,2,3,5,8,13,21,.....)

Magabdl a megfogalmazdashdl is jél l1athatod, hogy ezen probléma megolddsara is célszer( az ,0szd meg és
uralkodj” maddszert alkalmazni. Amennyiben a harmadik Fibonacci szdmra vagyunk kivancsiak, felosztjuk
két kisebb egységre, vagyis megnézzik mennyi a két el6z6 Fibonacci szam értéke (1. és 2.), majd, ha
szikséges, akkor ezt is tovabb bontjuk, és megnézzik, hogy mennyi a masodik elemet megel6z6 két szam

értéke.
()
O ¢
ONNO

Ugyanezt a logikat kovetve, akdrmelyik Fibonacci szamot ki tudjuk szamitani. Nézziink meg a példat a
hatodik Fibonacci szam értékének meghatdrozasara!

} 5 !

© o ()

Oﬁ%O
o OORNOENG ONNO

OO

Vegylik most ezt szemugyre kod segitségével is!




def f(n):
ifn=0orn==1:
return n
else:

f(n-1) + f(n-2)

Mikor kell az ,,0szd meg és uralkodj” mddszert haszndlini?

A legegyszerlibb megfogalmazds szerint, akkor kell ezt a technikdt alkalmaznunk, ha a problémank
kisértetiesen hasonlit az Osszefésiiléses rendezés problémajira. Amennyiben listaval vagy témbbel
dolgozunk, és az ismételt felosztassal konnyebb megoldashoz jutunk, ugy érdemes ebben a mdodszerben
gondolkodnunk.

Gyakorlo feladatok (s perc)

1. Készitsink rekurziv algoritmust, ami meghatdrozza, hogy hanyféleképpen mehetink fel egy n
|épcs6fokbdl alld 1épesdn, ha egyszerre csak 1 vagy 2 Iépcséfokot [éphetiink!

Jeldlje P(n) azt, hogy n Iépcséfokon hanyféleképpen mehetink fel.
Ekkor a kdvetkez6 dsszefliggések allnak fent:
P(1) =1 (ha egy lépcsé van, egyféleképpen mehetiink)

e

P(2) = 2 (ha két Iépcsd van, vagy kétszer egyet léplink, vagy egyszer kett6t)

7

/

P(n) =P(n—-1) + P(n - 2), han >3 (utolsd lépésként egyet vagy kettdt Iéphetlink)

def P(n) :
if (n==1):
return 1
elseif (n==2):
return 2
else:
return P( n—1) + P( n-2)

2. Készitstink rekurziv algoritmust, amely meghatarozza, hogy hanyféleképpen juthatunk el egy k sorbdl
és n oszlopbdl allo sakktdbla bal alsé sarkabdl a jobb felsé sarkaba, ha csak a jobbra vagy a felfelé

szomszédos mezbre |éphetiink!

8



Jeldlje R(n, k) azt a szdmot, ahdany mddon eljuthatunk a bal alsé sarokbdl a jobb felsé sarokba.

R(1, k) = 1 (csak felfelé mehetlink)

R(n, 1) = 1 (csak jobbra mehetink)

T ™
» »
r'y o % r

4

def RC n, k):
it ((n=1) || (k=1)):
return 1
else

return R( n=1, k) + R(n, k-1)

3. Moddositsuk Ugy a binaris keres&algoritmust, hogy vizualizélja a fiiggvények részeredményeit.

import numpy as np
from visualiser.visualiser import Visualiser as vs
@vs ()
def binary search(arr, bal, jobb, x):
if jobb >= bal: # alapeset
kozep = (jobb + bal) // 2

if arrl[kozep] == x: # ha a keresett elem a kozepso elem
return kozep
# ha keresett elem kisebb, mint a kozepso elem
# lepjunk a bal reszhalmazra

elif arrl[kozep] > x:
return binary search(arr, bal, kozep - 1, x)

# kulonben csak a jobboldali resztombben lehet
else:
return binary_search(arr, kozep + 1, jobb, x)
else:
# az elem nem talalhato meg a tombben
return -1
def main() :
arr=np. array([1, 4, 5, 6, 9, 13, 15, 76])
bal =0
jobb = len(arr)
x=6

print (binary_search(arr, bal, jobb, x))

# mentsuk le az eredmenyt

vs.make animation(“binkeres. gif”, delay=2)
main ()




4. Vizualizaljuk a kédot a http://pythontutor.com/visualize.html segitségével.

Ajdnlott kitekinté anyag (185 perc)

Oszd meg és uralkodj (12 perc) — Vided magyar nyelven

A rekurzio fogalma(i) (14 perc) — Vided magyar nyelven

A rendezési feladat és a beszurd rendezés (6 perc) — Vided magyar nyelven

Az 6sszefésil6 rendezés (12 perc) — Vided magyar nyelven

Az 6sszefésil6 rendezés helyessége (9 perc) — Vided magyar nyelven

Rekurziv futasidék felolddsa (18 perc) — Vided magyar nyelven

Oszd meg és uralkodj (7 perc) — YouTube link angol nyelven

Oszd meg és uralkod]j (22 perc) — YouTube link angol nyelven

Oszd meg és uralkodj (65 perc) — MIT video link angol nyelven

Algoritmusok és adatszerkezetek gyakorlat - Oszd meg és uralkodj (20 perc) - Gelle Kitti - link
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http://pythontutor.com/visualize.html
https://www.loom.com/share/d2318077359b46cb869ecd08bc097d1a
https://www.loom.com/share/b0eee16ee7944424a48d94fde6e0da2e
https://www.loom.com/share/f20ebea3e5234f05b74dd9aca74f1d9b
https://www.loom.com/share/6a8216c176df4166be3496abe6ab9555
https://www.loom.com/share/b4fff0549b484e18bec7c8edb4590aff
https://www.loom.com/share/6a8216c176df4166be3496abe6ab9555
https://www.youtube.com/watch?v=2Rr2tW9zvRg
https://www.youtube.com/watch?v=B0NtAFf4bvU&list=PLBZBJbE_rGRV8D7XZ08LK6z-4zPoWzu5H&index=6
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/video-lectures/lecture-3-divide-and-conquer-strassen-fibonacci-polynomial-multiplication
http://www.inf.u-szeged.hu/~kgelle/sites/default/files/upload/alga-gyak-03.pdf

