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Elagaz6 folyamatok A Galton—-Watson folyamat
Folytonos idében

Definicié
Francis Galton (1873): a csaladnév fénnmaradasanak

valészinlsége angol nemesi csaladoknal
¢ = filgyermekek szama

P{¢=k}=p k=0,12,...

persze > px = 1.
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Folytonos idében

Definicié

Francis Galton (1873): a csaladnév fénnmaradasanak
valészinlsége angol nemesi csaladoknal
¢ = filgyermekek szama

P{¢=k}=p k=0,12,...

persze > px = 1. Legyen
Zp = #{ utédok szdma az n-edik generacioban}. Ekkor

Z
Zo=1, Zp1 =) &
i—1

ahol &; figgetlenek, és ugyanolyan eloszlasuak mint .
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Kihalés ve

{ a folyamat kihal } <= { az angol nemestink minden
fitgyermekének a csaladfaja kihal }
legyen ez a val6szinliség q. Ekkor
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Kihalés ve

{ a folyamat kihal } <= { az angol nemestink minden
fitgyermekének a csaladfaja kihal }
legyen ez a val6szinliség q. Ekkor

G=Po+P1q+p2q° +psq +
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Folytonos idében

Generato

Legyen:

f(x):EX§:p0+p1X+...+an”_|_...

a hatvanysor konvergenciasugara > 1. f monoton névo,
£(0) = po, F(1) = 1.
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f(x):EX§:p0+p1X+...+an”_|_...

a hatvanysor konvergenciasugara > 1. f monoton névo,
f(0) = po, f(1) = 1. Az el6zbek szerint a kihalas valészinlisége
megoldasa az

f(x)=x

egyenletnek.
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Generato

Legyen:

f(x):EX§:p0+p1X+...+an”_|_...

a hatvanysor konvergenciasugara > 1. f monoton névo,

f(0) = po, f(1) = 1. Az el6zbek szerint a kihalas valoszinlisége
megoldasa az

f(x)=x

egyenletnek. Pontosan akkor van megoldés a [0, 1)-en, ha
(1) > 1.
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Folytonos idében

f(x):EX§:p0+p1X+...+an”_|_...

a hatvanysor konvergenciasugara > 1. f monoton névo,
f(0) = po, f(1) = 1. Az el6zbek szerint a kihalas valészinlisége
megoldasa az

f(x)=x

egyenletnek. Pontosan akkor van megoldés a [0, 1)-en, ha
(1) > 1.

(1) =p1+2p2+ 8P+ +npp+ -+

a filgyermekek szamanak varhat6 értéke: E¢ = m = f'(1).
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Folytonos idében

Kihalési té

Ha az utédok szamanak varhato értéke < 1, akkor a folyamat 1
valészinlséggel kihal. Ha ez a varhato érték > 1, akkor a
kihalas valdészinlsége az f(x) = x egyenlet megoldasa
[0,1)-en.
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Ha az utédok szamanak varhato értéke < 1, akkor a folyamat 1
valészinlséggel kihal. Ha ez a varhato érték > 1, akkor a
kihalas valdészinlsége az f(x) = x egyenlet megoldasa
[0,1)-en.

So6t: limp—o0 P{Z, = k} = 0 minden k > 1 esetén, és
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Ha az utédok szamanak varhato értéke < 1, akkor a folyamat 1
valészinlséggel kihal. Ha ez a varhato érték > 1, akkor a
kihalas valdészinlsége az f(x) = x egyenlet megoldasa
[0,1)-en.

So6t: limp—o0 P{Z, = k} = 0 minden k > 1 esetén, és
m < 1 szubkritikus, m = 1 kritikus, m > 1 szuperkritikus eset
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Legyen p,((") annak a val6észinlisége, hogy az n-edik
generaciéban pontosan k utdd van, és legyen

fo(x) = 3 P xK = ExZr az n-edik generaci6
generatorfiggvénye.
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Folytonos idében

Legyen p,((") annak a val6észinlisége, hogy az n-edik
generéciéban pontosan k utdd van, és legyen

fo(x) = 3 P xK = ExZr az n-edik generaci6
generatorfuggvenye
Mivel Z, = 2., Z\).

f(x) = Ex? = 3" piE (x%1|2 = i) = Zp, 1 (X) = F(fr1(X))
i=0
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Folytonos idében

Legyen p,((") annak a val6észinlisége, hogy az n-edik
generaciéban pontosan k utdd van, és legyen

fo(x) = 3 P xK = ExZr az n-edik generaci6
generatorfliggvénye.

Mivel Z, = 2, Z,

fn(x) = Ex? = > piE (x%|21 = i) = Zp, o
i=0

Tehat f,(x) = f(f(f(...f(x)...))). Innen adédik, hogy
——
n—szer

(1) = f(1)" = m". (Malthus-szabaly)

—f n 1(X))
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m" = EZ, = 1p{" +2p{" + 3p{" + ...

> p

n)

+o" 4+ o 4 = P{Z, > 0}

azaz a folyamat exponencialis sebességgel kihal.
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Folytonos idében

Kihalas se

m" = EZ, = 1p{" +2p{" + 3p{" + ...

>p” +p" 05"+ =P{Z,>0)

azaz a folyamat exponencialis sebességgel kihal.
m = 1: Ha Var(¢) = 02 < oo, akkor (Kolmogorov, 1938)

2
P{Zn > 0} ~ FCQ
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kdvetkez

m=1, Var(¢) = 0? < 0o

1
E[Z)Z, > 0= P{Z,=k|Zy>O0lk=—c— > KkP{Z, =k}
2 Pz, > 0) 2=

B EZ, B 1
~ P{Z,>0} P{Z,>0}
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kdvetkez

m=1, Var(¢) = 0? < 0o

1
E[Z)Z, > 0= P{Z,=k|Zy>O0lk=—c— > KkP{Z, =k}
2 Pz, > 0) 2=

B EZ, B 1
~ P{Z,>0} P{Z,>0}

Tehat E[Z,|Z, > 0] ~ 12°.
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kdvetkez

m=1, Var(¢) = 0? < 0o

1
E[Z)Z, > 0= P{Z,=k|Zy>O0lk=—c— > KkP{Z, =k}
2 Pz, > 0) 2=

B EZ, B 1
~ P{Z,>0} P{Z,>0}

Tehat E[Z,|Z, > 0] ~ 12°.

Tétel (Yaglom, 1947)

lim P{Zn” > 2|2, > o} —e

n—oo
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Minden egyed véletlentdl fliggd ideig él, és halalakor hagy
utédokat. Az élethosszok egymastdl, és az utdédok szamatél is
flggetlenek, és azonos eloszlasuak, kdzés I'(x) = P{Y < x}
eloszlassal.
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Folytonos idében

Minden egyed véletlentdl fliggd ideig él, és halalakor hagy
utédokat. Az élethosszok egymastdl, és az utdédok szamatél is
flggetlenek, és azonos eloszlasuak, kdzés I'(x) = P{Y < x}
eloszlassal.

Legyen Z; az egyedszam t-ben.

A generatorflggveny:

F(t, x) = Ex*.
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Folytonos idében

Elethossz

Minden egyed véletlentdl fliggd ideig él, és halalakor hagy
utédokat. Az élethosszok egymastdl, és az utdédok szamatél is
flggetlenek, és azonos eloszlasuak, kdzés I'(x) = P{Y < x}
eloszlassal.

Legyen Z; az egyedszam t-ben.

A generatorflggveny:

F(t, x) = Ex*.
Feldjitasi egyenlet:
F(t; x) = Ex%

t
= [1 =T (D)]x +/ r(ds) [po + p1ExZ=5 + po( ExZ-5) + - }
0
t
=[1- F(t)]x+/ f(F(t—s;x))r(ds)
0
Elagazoé folyamatok, elagazo részecskerendszerek
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Egy kis m

Egy folyamat akkor Markov-folyamat, ha a jévojére
vonatkozdan a jelenének és teljes multjanak ismeretében csak
a jelene a fontos.
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Egy folyamat akkor Markov-folyamat, ha a jévojére
vonatkozdan a jelenének és teljes multjanak ismeretében csak
a jelene a fontos.
Az X nemnegativ véletlen valtozé 6érokifju, ha minden x,y > 0
esetén

P{X >x+ylX>y}=P{X>x}
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Egy folyamat akkor Markov-folyamat, ha a jévojére
vonatkozdan a jelenének és teljes multjanak ismeretében csak
a jelene a fontos.
Az X nemnegativ véletlen valtozé 6érokifju, ha minden x,y > 0
esetén

P{X >x+ylX>y}=P{X>x}

Egy véletlen valtozé pontosan akkor 6rékifju, ha eloszlasa
exponencidlis, azaz P{X > x} = =¥, valamilyen A\ > 0
szamra.



Elagaz6 folyamatok A Galton—-Watson folyamat
Folytonos idében

Eqgy kis me

Egy folyamat akkor Markov-folyamat, ha a jévojére
vonatkozdan a jelenének és teljes multjanak ismeretében csak
a jelene a fontos.
Az X nemnegativ véletlen valtozé 6érokifju, ha minden x,y > 0
esetén

P{X >x+ylX>y}=P{X>x}

Egy véletlen valtozé pontosan akkor 6rékifju, ha eloszlasa
exponencidlis, azaz P{X > x} = =¥, valamilyen A\ > 0
szamra.

Az eldbb definialt elagazé folyamat Markov <= ha az
élettartamok exponencidlis eloszlasuak, ekkor

F(t, F(s;x)) = F(t+ s; x)
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Kihalas

Mint a diszkrét esetben:
Tétel (Kihalasi tétel)

Ha az utédok szamanak varhato értéke < 1, akkor a folyamat 1
valészinlséggel kihal. Ha ez a varhato erték > 1, akkor a
kihalas valészinldsége az f(x) = x egyenlet megoldasa
[0,1)-en.
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Folytonos Galton—Watson folyamat + részecskék mozgasa

A folyamat kritikus = kihal az egész

Ezért féltesszlk, hogy végtelen kezdeti populaciobdél indulunk
(altaldban Poisson).
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Folytonos Galton—Watson folyamat + részecskék mozgasa

A folyamat kritikus = kihal az egész

Ezért féltesszlk, hogy végtelen kezdeti populaciobdél indulunk
(altaldban Poisson).

Kérdés: Mi lesz a populaciéval, ha t — oo.
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N; a populacio t idépontban. Véletlen diszkrét ponthalmaz az
egyenesen. lgazabol 6 egy atomos mérték.

Egy mértéket meghatérozza az, ha ismerjik elég sok figgvény
integraljat. (pl. Fourier transzformalt, Laplace transzformalt)
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Definiciok
Elagaz6 részecskerendszerek Eszkdz6k

h:R — [0, 00) kompakt tartéju folytonos figgvény, és legyen C
ezek halmaza. Az N; véletlen mérték Laplace transzformaltja:

C — R: h—s EeJhiN,

Ez meghatérozza az eloszlast.
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Elagaz6 részecskerendszerek Eszkdz6k

I" az élethossz eloszlasfliggvénye, f az utddeloszlas
generatorflggvénye, W; a mozgas. Tegyik fol, hogy az x € R
pontban van egy részecskénk a 0 idépontban. Jeldlje  az a
véletlen idépontot amikor az elsd részecske meghal.

Exe /NN —P{7 > t} E,e= W)
t
" / [/ f(Eye™ ) MN=s) P, (Ws € dy) | T(ds)
J0O
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Poisson pc

N: megszamlalhatd sok véletlen pont az egyenesen, azaz egy

atomos mérték. N Poisson pontfolyamat R-en Lebesgue
intenzitassal, ha

@ tetszbleges A halmazra, N(A) (az A halmazba es6 pontok
szama) Poisson eloszlasu |A| paraméterrel, azaz
P{N(A) = k} = A e-14;

@ N(A) és N(B) fliggetlenek valahanyszor AN B = {)
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R = Ujez(i, i + 1]. Legyenek {N;}icz figgetlen, 1 paraméterii
Poisson eloszlasu vv-k. Az (i, i + 1] intervallumba dobjunk le
flggetlendl, egyenletes eloszlas szerint N; db pontot. A kapott
ponthalmaz egy Poisson pontfolyamat.
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PPF konst

R = Ujez(i, i + 1]. Legyenek {N;}icz figgetlen, 1 paraméterii
Poisson eloszlasu vv-k. Az (i, i + 1] intervallumba dobjunk le
flggetlendl, egyenletes eloszlas szerint N; db pontot. A kapott
ponthalmaz egy Poisson pontfolyamat. Legyen A C (0, 1].

Ekkor
P{N(A) = k} =) P{N(A) = kINo = j}P{No = j}
j=0

= > P{N(A) = k|No = i + k}P{No = i + k}
0

o0 . ) 1
-2 (k: I) A - |A|)’(ke+ !

!
_ |A’k —1+1—|A] _ \A\k —|A]
= ki € =k €
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Szamoljuk ki a Laplace-transzformaltat, ha Poisson
pontfolyamatbdl (A) indulunk. Legyen A C R rogzitett (nagy)
véges mértékl halmaz, és induljunk ki pontfolyamat A-ra vett
megszoritasabdl. Jelblje Ly a Laplace trfo-t amikor egyetlen x
pontbeli részecskébdl indulunk.
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Laplace tr

Szamoljuk ki a Laplace-transzformaltat, ha Poisson
pontfolyamatbdl (A) indulunk. Legyen A C R rogzitett (nagy)
véges mértékl halmaz, és induljunk ki pontfolyamat A-ra vett
megszoritasabdl. Jelblje Ly a Laplace trfo-t amikor egyetlen x
pontbeli részecskébdl indulunk.

|k
Eye— /MM — Z |':||e|A| Ep {effthtW(A) = k]

_ Z \A\k oA <‘1A‘/ALxdx>k

:e IA(‘I LX
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Szamoljuk ki a Laplace-transzformaltat, ha Poisson
pontfolyamatbdl (A) indulunk. Legyen A C R rogzitett (nagy)
véges mértékl halmaz, és induljunk ki pontfolyamat A-ra vett
megszoritasabdl. Jelblje Ly a Laplace trfo-t amikor egyetlen x
pontbeli részecskébdl indulunk.

|k
Eye— /MM — Z |':||e|A| Ep {effthtW(A) = k]

_ Z \A\k oA <‘1A‘/ALxdx>k

:e IA(‘I LX

A1 R hataratmenettel latjuk, hogy a formula R esetén is
ervényes.
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TegyUk f6l, hogy a mozgas eltolasinvarians, azaz
Po{W; € A} = Px{W; € A+ x}. Sbt,
Px{Wi € dy} = pr(y — x)dy.



Definiciok
Elagaz6 részecskerendszerek Eszkdz6k

TegyUk f6l, hogy a mozgas eltolasinvarians, azaz
Po{W; € A} = Py {W; € A+ x}. S6t,

Py {W; € dy} = p:(y — x)dy.
Ekkor

/R Eg(Wi)dx = /R /R 9(y)prly — X)dydx = /R a(y)dy.
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| Baax= [ gy
R R
Lattuk

Exe™J MNe =1 — 1 (1) Exe~"W)

+ /0 t [Exf(EWse*f thr—s)] r(ds)

Integraljuk mindkét oldalt a Lebesgue mérték szerint.
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| Baax= [ gy
R R
Lattuk

Exe™J MNe =1 — 1 (1) Exe~"W)

t
*/ |Exf(Ewe™ | 7M-2)| r(as)
0
Integraljuk mindkét oldalt a Lebesgue mérték szerint.
/ ExeJ MNegx —[1 — r(f)]/eh(x)dx
R

+ /R /O t [f(EXe*f Mai—s)| T(ds)dx
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Ha az élethossz exponencidlis eloszlasu, akkor a feldjitasi
egyenletet megoldva azt kapjuk, hogy
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Ha az élethossz exponencidlis eloszlasu, akkor a feldjitasi
egyenletet megoldva azt kapjuk, hogy

/REX (1 /MM ax :/ (1-e79) ax

t
—/ / (f(EXe‘fthS) - Exe‘fthS) dsd
0 Jr
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Elagaz6 részecskerendszerek Eszkdz6k

Ha az élethossz exponencidlis eloszlasu, akkor a feldjitasi
egyenletet megoldva azt kapjuk, hogy

/REX (1 — e’f”de) dx :/ (1 - e*”(x)) dx
— /Ot/R (f(EXe‘fthS) - Exe‘fthS) dsd)

Persze ezt se tudjuk megoldani, de latjuk, hogy a jobb oldal
t-ben monoton csdkken.
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Lattuk, hogy
Ene~J MN: — exp {—/(1 - Exe‘fthf)dx} ,
R

és az el6z6ek szerint a jobb oldalon a kitevd monoton t-ben,
tehat
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Lattuk, hogy
Ene~ /1Nt — exp {—/(1 - Exe‘fthf)dx} ,
R

és az el6z6ek szerint a jobb oldalon a kitevd monoton t-ben,

tehat
lim Ene~J MM 1gtezik
t—oo

tehat N;-nek van hatareloszlasa.
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Tegyik f6l, hogy az élettartamok exponencialis eloszlasuak, és
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Tegyik f6l, hogy az élettartamok exponencialis eloszlasuak, és

@ minden részecske egy szimmetrikus mozgast végez
(c-stabil), « € (0, 2] : mobilitasi paraméter, minél kisebb «
annal gyorsabb a mozgas
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Elagaz6 részecskerendszerek Eszkdz6k

Tegyik f6l, hogy az élettartamok exponencialis eloszlasuak, és
@ minden részecske egy szimmetrikus mozgast végez
(c-stabil), « € (0, 2] : mobilitasi paraméter, minél kisebb «
annal gyorsabb a mozgas

@ az utddeloszlas generatorfliggvénye
f(x) =x+c(1 —x)"*P, 3 € (0,1]: szaporasagi paraméter.
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Tétel (Gorostiza & Wakolbinger, 1991)

Ha d < o/ akkor a folyamat kihal, mig ha d > «/ /3 akkor
konvergal egy nemtrivialis eloszlashoz.
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Kevei Péter Elagazo folyamatok, elagazo részecskerendszerek



Definiciok
Elagazé részecskerendszerek Eszk6zok

y




Definiciok
Elagaz6 részecskerendszerek Eszkdz6k




Irodalom Irodalom

[rodalom

¥ Athreya K.B. and Ney P.E.
Branching Processes.



	Elágazó folyamatok
	A Galton–Watson folyamat
	Folytonos idoben

	Elágazó részecskerendszerek
	Definíciók
	Eszközök

	Függelék

