A variacios modszerek alkalmazasai
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Jelblések

Az aladbbiakban a tananyagban leggyakrabban haspeldleseket foglaljuk 6ssze. Az
altalunk a vektor- és tenzoranalizis kérébe tartozézefliggésekben hasznalt rendszer a
kontinuumok mechanikajaban elterjedt jelolésrendflde és az egységesség miatt altalaban
ezt hasznaljuk, hacsak kilén nem jeldljik aéletlo eltérést.

Q Képtér, a képfuggvény eértelmezési tartomanya, tdolys kétdimenzids
ponthalmaz) ¢ R?

o0 Az Q C R? tartomany hatarpontjainak halmaza (a hatarporgtésiegesen
kicsiny nyilt kdrnyezete tartalmaz -beli és azon kiviili pontokat is)

s A kepteér fellleteleme ket integralként. A keds integrélt a fellleteleme

definidlja, ezért altaldban nem hasznalunk I@imljeletzﬁzLdQ = foLdQ

dzxdy A képtér fellleteleme kétszeres integralként

W Lokalis téglalap alaku integralasi tartomamiy, C 2

aw A lokalis integralas feluleteleme ké&ttintegralként

dédn A lokalis integralas feluleteleme kétszeres irddigent

I Képfiiggvény, intenzitasfuggvény. A képtér pontjéitelmezett:l = I(z,y),
(m,y) e

Iy, 1 A szamokkal kiirt indexek egy képsorozat egymésel elemeire utalnak

I, fw A parcidlis derivaltak egyik jeldlése. Az optikaramlas egyenleteiben pl.

z € (z,y,t), a kvadratikus transzformacié egyenleteiben Ifl.e (X,Y,Z).
Megjegyezzik, hogy a rovidség kedvéért az indexhalnelemeit nem

zarojelezzik (nem haszndljukeas ({z},{y}.{t}) jelolést)

£ " ) Ritkan, egyvaltozés, magasabb rémtbrivaltakat tartalmazé kifejezésekben a

d " dn
vessss derivalt jelolés is éfordul /' = —f,mf( ) =L
dx dz"
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—,—=—- A kOzOnséges és parcialis derivalas (operatoramak)k hasznalatos jeldlése

dt’ oz
T
VI A kétdimenziés képfiiggvény-gradiens jeloléSd, = |1, 1, |
T

u Az elmozdulas mdz u = [u v} , komponensei az optikai aramlas
egyenleteiben a képkoordinatak (ismeretlen) fuggeen v = u(m,y) :
v = v(a:,y)

a, B, A sulyfaktorokat altalaban a gérog ABC eléjéralasztott bdtkkel jel6ljuk

® A direkt (diadikus, tenzor) szorzat jel6lésére rieasznaljuk a ,Jampaszorzas”
jelét, ha vektorok kozott nincs tweleti jel, akkor a rveletet direkt
szorzésnak tekintjik

. A skalaris szorzat jelolésére a pontot hasznaljukrtonormalt
koordinatarendszerben a koordinataszorzatok 0sspedgeél -u = [ u + I v,
Két diad skalaris szorzatamn - vw = (u- v)tv, mivel a masodreridtenzorok
bazisat diadok alkotjak, két masodréntenzor skalaris szorzata matrix
reprezentacidban a szokasos matrixszorzat

X A vektorialis szorzat jelélésére a keresztet hakpak

G Folytonos sikgorb& c R? nem-paraméteres jelolés

i,j, k A standard bazi®?-ban

r Az egyparaméteres sikgorbe jelolése) = z(t)i+y(t)j, koordinatakkal:
[z(t),y(t)] . Az &ltaldnos paraméterezésvel, az ivhossz szerinti-sel
jelolt. Az altalanos paraméter szerinti derivalagial vagyr, -vel jel6ljik

e Az egyparaméteres sikgorbe éfiegységvektorae = e;i +¢;j, koordinatak-

T - YT LT

kal: ej,eg] . Egy vektor komponenseit indexben jel6ljuk, de arcplis
derivaltaktdl vald megkulonboztetés céljabdl fetillamozzuk

S A feliilet standard bazisbaf{u,v) = X (u,v)i+ Y (u,v)j+ Z(u,v)k

irta: Molnar Jozsef Ph.D. 2012 4
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S,, S, Lokalis koordinatabazis (természetes bazis, kéwaribazis) a fellleten,
koordinatai a standard bazisbat):= X i+Y,j+ 2k, S, = Xi+Y j+ 2k

S*, SY A lokdlis bazis dudlis bazisa (kontravarians bamigerz bazis), amelyre igazak
a kovetke# azonossagoks" -S, =8"-S, =1,és8"-S, =8"-S, =0

wV A tetsdleges w mennyiség (skalar, vektor, tenzor) jobb oldali digase
wV =w 8" +wS". A bal oldali gradiensVw = §"w_ +S"w, . A kétféle

mennyiség skalarok esetén megegyezik, vektorokéesgedig egymas

transzponaltjai

du A differencidlis elmozditds vektoradu = duS, + dvS,. Kontrakcidja egy
skalar gradiensévelVf - du = (fUS“ + f,8" ) (duS, +dS,) = f,du+ fdv a
du iranyba e§ iranymenti (vagy abszolut) derivalt

VVf A parcialisok kommutacidja (szimmetria) miatt stard bazisban egy skalar

masodik  gradiensére  mindig ugyanaz az eredmény ilkadéd

V(Vf) =V(fV) =(Vf)V=(/V)V ezt jeldljuk aVV/ szimbolummal

N =S5,x8, A fellilet normalvektora, hossz{aN|, a paraméterezésnek is fliggvénye,

invarians mennyiség csak a normal egysegvektot lehe

N
n A feltlet normal egységvektora: = W
V-n A normal-egységvektor méz divergencidja, mivel skalar mennyiség:

divin) =V -n =n-V, megjegyzend, hogy pontbeli értéke a pontbeli

atlaggorbulet minusz kétszerese

irta: Molnar Jozsef Ph.D. 2012 5
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l. Variacios elvek

A variaciés elv a legkulonféléebb tudomanyagak matiai megalapozasanak alapyet
eszkodze. Alkalmazasa olyan problémakra szokasad, \alamilyen mennyiség optimalis
megvalasztasaval egy egész tartomanyra vonatkag& ér energiaintegral, hibaintegral,
koltségintegral — minimumat keressiilA keresett mennyiség az integralasi tartomanyon
ertelmezett flggvény, az energiaintegral integraaduaz U.n. Lagrange fuggvény — pedig az
ismeretlen fuggvenydy, és annak derivaltjaibdl alkotott dsszetett fUggy. Az integral
Lagrange fluggvényhez — és azon keresztll a kersggvényekhez — egy valds értéket
rendel. A fliggvényekhez valés értéket refideloblémakkal altalaban a funkcionalanalizis
foglalkozik. Ebben az értelemben a variacioszam@aiinkcionalanalizis részterilete. A
minimumkeresés eszkdze a funkcionalhoz rendelt rEidgrange differencialegyenletek
szarmaztatasa. Az egyenletek tipusa a problémandigjétdl, az ismeretlen flggvények
szaméatdl és az ismeretlen fliggvények derivaltjareakljébl fligg: a k6zonséges masodrénd

differencialegyenletil a magasabb foka parcialis differencialegyenlatiszerekig tart [2].

A Lagrange fuiggvények valamilyen jél meghatarofogalmat fejeznek ki. Ez lehet egy
rendszer 0Osszes ,energigja’, amit minimalizalni |,ketle kifejezheti valaminek a

megmaradasat is, ekkor a megmaradé mennyiseg &sétbminimalizaljuk.

I.1. Variacios elvek alkalmazasai, gépi latas

A variaciés modszerek dlsjelenttsebb ,felhasznaldja” fizika volt. Tananyagunk nem
keriilheti meg tehat a fizikai alkalmazasokat a fdjezet a klasszikus és relativisztikus
mechanika egyes eredményeinek variacios etegkozelitésével foglalkozik. Mind a fizika,

mind a gépi latas (IV. fejezet) geometriai alapisetekre épit, igy elkertlhetetlenné valt egy
geometriai alapozo (ll. fejezet) beiktatasa, amelklasszikus differencidlgeometria és a
Riemann geometria egyes eredményeit foglalja 6sgszpen variaciészamitasi modszerek

alkalmazaséval.

Napjainkban a variaciés elvek egyik nagy alkaln@za gépi latas, ahol a
varidcioszamitasra épitmodszereket a legsikeresebbek kodzott tartanak aszérdelen
tananyag legjeletisebb része is a gépi latasbdl vett példakon nykigszi

! Ritkabban effordul maximum, illetve stacionarius (inflexiés) gwdas keresése is.
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A gépi latas variacios modszereiilyenek azaktiv kontar, aktiv feltleflV.1 fejezet),
ezeket széles kdrben hasznaljak szegmentaciéravettéaz képi informéaciok, de 3D
objektumok is, rekonstrukciora: 3D objektum és &inekonstrukciora.

Hasonldéan eredményes terilleteképkorrekcios, képtartalom-rekonstrukcib®dszerek
(IV.3 fejezet). A képkorrekcional (restoration) peobléma a zajos, elmosddott képek
javitdsa. A klasszikus 8wk és iterativ, nemlineariséhezetési differencidlegyenleteken
alapulo s#rési technikak [3] mellett itt is megjelent a vai@s probléma megkdzelités, a
Lotal variation based” képkorrekcié: Rudin, OslésrFatemi [4]. Szemben mas technikakkal,
a korszei, variaciés elvekre alapozott képkorrekcios modszedkalmasak a finom textara
részletek modellezésére [5]. A képtartalom rekaksio (inpainting, interpolacio) feladata a
hianyz6 keéprészletek helyettesitéese a hiany koetgdd szarmazo informacio
felhasznalasaval ugy, hogy a fontos képjell&knpl. élek, megmaradjanak az interpolalt
terlleteken. A szamos lehetséges variacios megkézel6] kozal kiemelhét az aktiv

konturok és a ,total variation based” technikakdigse [7].

Jelen tananyagban nem térink ki ra, de megjegyebkagk fontos alkalmazasi terilet
még aképregisztraciopl. a kilénbdéd szenzorok altali objektumreprezentaciok illesztése
(multispectral, multimodal registration) amely glapbléma a kulonb&z hullamhossz-
tartomanyban készilt 1égi felvételek és a kulowbéven niikddd orvosi diagnosztikai
eszkozok alkotta képek esetén. A teriilet irantléédiék szamara ajanlottak a kovetkéz
[8,9].

A mozgaselemzés egyik alap§eteriilete, azoptikai aramlasszamitasa. Alapvégn
videdsorozatok szomszedos képei kozoétti elmozdotégy szamitasara alkalmazzak, de
eléfordul 3D szintér aramlas szamitasa is [10], ésakdnalasa a regisztracioban.
Kialakulasakor a megmaradoé mennyiségnek a kézehfiedpintenzitast valasztottak [23]. A
késbbiekben a robusztusabb, pl. intenzitasvaltozasvédbé érzékeny mennyiségek jelentek
meg Lagrange fuggvénykénté®ebben a IV.2. fejezetben lesz sz0 réluk.

A gépi latas majdnem mindegyik variaciés modszeféeepl. a gravitacios egyenletekre
is) jellema, hogy a minimalizalasi problémat leir6 adattagletekimasagi tag (tagok) is
megjelenik (megjelennek). Ennek oka tobbféle leAapikus ok lehet a képkészitéskor
felléeps zajokkal szembeni védekezés, maskor a problémhatdmozottsaga — mint optikai
aramlasnal az G4.n. apertira probléma, vagy a 3énstkukcional a takart részletek kezelése —
(is) megkdveteli a simaségi taggal megvalésitatilaizaciot.

irta: Molnar Jozsef Ph.D. 2012 7
A szer? irasbeli hozzajarulasa nélkil semmilyen formabam terjeszthét



1.2. Adat- és simasagi tagok

,,,,,

Szemléltetik az adat és simasagi tagok jelentésétasznalatuk maodjat. A funkcionalok
jelolésére a gyakran haszndit ,energia” jeldlést hasznaljuk. Paraméterei az r&then
flggvények.

[.2.1. Horn-Schunck optikai aramlas nem linearizalt adattaggal

A variaciés optikai aramlasi funkciondl egyik legegefibb alakja a képsorozat egymast
kovet ket képének (0 és 1 indexekkel jeldltek) interfilggvényebl: 1,, I, és az
elmozdulas mez komponenseinek parcialis derivaltjaibdl épil félfunkcional ismeretlen
mennyiségei az elmozdulds ndekomponensei:u = u(z,y)és v=v(zy), amely a
képsorozat 0 inddx képérnek pixeleire alkalmazva az 1 indek€pet (annak kozelitését)
allitja els:

w) =[5 -1, dQ+afu +u? + 07 + 02 ) d0

0 (1.1)

I( y) = Io(x+uy+vt+1)

Az els tag az adattagD = <[1 - IO) , jelentése nyilvanvalo: akkor veszi fel minimumat,
amikor a szamitott elmozdulads néezomponenseit az dlképre alkalmazva a masodik kép
legjobb kozelitését kapjuk. A masodik tag a simatfg S = a(ui +u 0+ ) amely

itt az elmozdulasok megvaltozdsara ro ki miniméégiafeltételt olyan helyeken, ahol az nem
egyertelnti, csokkentve az elmozdulas meaivergencigjat. Azo sulyfaktor teremt

egyensulyt a kétféle kovetelménynek megfelatas kozott.
1.2.2. Kass-Witkin-Terzopoulos paraméteres aktiv kontur
A paraméteres aktiv kontur egy egysiz@lek detektalasara alkalmas valtozata. Az isresret

flggvény az egyparaméteres— r(t), te [0,1] sikgorbe, amely mentén akz intenzitas-

nggvény valtozasaV/ maximélis, azaz a gdrbe két oldalan meért inteszkék[]lbnbsége

.....

B(x)= [ -|vI(r)} dt—&—%j;la(tﬂrf dt+%j“olg(t)|f|2 dt (1.2)
r(t)=a(t)i+y(t)]

irta: Molnar Jozsef Ph.D. 2012 8
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Az el tag az adattag, a funkcional az intenzitaskilégimsaximum pontokon athalado
gorbén veszi fel minimumét, ezért negatiwjeli. A gorbe simasédgardl a masodik
~feszességi” és harmadik ,merevségi” tag gondogkotliharmadik tag nélkil a gorbe sarkok

képzéseére hajlamos. Ebben a felirasban a tagokdmatia kiegyensulyozasaért féleslilyok:

a =aft), 5=5(t) a gbrbe mentén valtozhatnak.

1.2.3. Mumford-Shah szegmentacio

A Mumford-Shah féle szegmentacié egyszerre alkfaegy kép intenzitasfliggvényének
tartomanyonkénti simitott, zajokt6l mentesitett dditEsét, és a tartomanyok hatarait. Ennek
megfeleben az ismeretlen fiiggvények a képfliggvény résiétansimitott kozelitése , és

a részleteket elhatarold szegmentald sikgoe A funkcional tartalmazza meég az

intenzitasfiggveny gradiensét is:
B(1.6)=af[(f-1)aa+ s [[|vifdaQ+~§as (1.3)
Q O\G G

Az egyes tagok kozotti sulyfaktorok az f, y meghatarozzak, hogy melyik tag hatasa
mennyiben érvényesiljon a végeredményben. AZ telgot adattagként értelmezzik, amely
akkor veszi fel minimumat, ha azéet rogzitett fliggvénykor (gyakran tartomanyonként
konstans) legmegfel@b flggvényével kdzelitettink. A masodik tag a kid&dlggvényre

kirott simasagi feltétel, azokat a megoldasokaregi ebnyben, ahol a kozeditfiggvény

tartomanyokon bellli teljes variaciéja (total vaioa) minimalis, a harmadik a részleteket
elhatarol6 gorbére kirott simasagi feltétel: a tehiges megoldasok kozil a legrévidebb

hosszusagut preferalja.

[.3. A Level Set formalizmus

A kutatott tertleteken az optikai aramlas kivétele\snumerikus modszerként a Level Set
modszer [11] hasznalt. Az alabbi 6sszefoglalo &HKre vonatkozik, de az egysie

sikgorbékre is azonos kifejezések adédnak.

Implicit megadasu felilletnek nevezzik $zfliggvényt, ha egy/ : R® — R fuggvény
konstans szintfelileteként adotl/ (S) = dllandé (az &llandd értékét szokas nullanak

valasztani.). AzU neve Level Set fuggvény. Ekkor a felllet normateek azU fliggvény

\2
adott pontbeli gradiensdN = VU , a felllet normal-egységvektora pedig:= W Ha
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egy fellilet-sorozatot az ddfiggvényeként képzelink el, azdz= S(T), T a ,mesterséges
id6”, akkor a zér6 atmenet fellletet reprezentald ploatkotta ,front” egyenlete:

U(S(r),7)=0 (1.4)
(1.4) mindenT -ra fenndll. A front pontjaihoz rogzitett (Lagrang@ordinatédkra tehat mozgéas
kdzben irhato:

av _

. 0 (1.5)

Attérve Euler koordinatéakra az (1.4)-en kozvetettidalast hajtunk végre:

AU _oU U ¢ 9U _

= vU (1.6)
dr or 0S8 T oS

A front evolulciéjanak alakitdsaban a front pontjkiraz érinisikban valé elmozdulasa nem
vesz részt. Elvégezve az (1.6) vektorainak felbsdita

VU-S, =(VU-n)(S, n)+VU|, S,

, (17)

A tangencialis komponenst elhagyva (1.6) és (l.gyemletekbl kapjuk a front pontjainak
normalvektor iranyd elmozdulasat leir6 G.n. normaidas (normal flow) egyenleteket,

amelyek kovetkedk:

ou

o =S u|vU|=p[vU| (1.8)

SeU=0
Itt 8 =-S_-n a normdliranyl sebességkomponens, és felhaszndiady a VU az

implicit felilet normalvektoraval parhuzamos, tehétVU = |VU| . Az (1.8) egyenletet

elssrendi Hamilton-Jacobi egyenletnek nevezik.

Az atlaggorbiilet kétszerese , a Level Set fiilggvénnyel kifejezidets = —V -

VUl
azaz a normal-egységvektor divergencia negabjelt|.
Ha az U Level Set fuggvény specidlisandjeles tavolsagfiiggvény, amelyet-val

jeloliink, akkor| Vu| =1 = N =n, és az atlaggérbiilet = —Au.

2 Sikgorbénél a gorbillet.
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1.4. Variaciészamitas: egyszdf bevezed

Funkcionalnak nevezzik valamely fliggvényosztalyépezését a valés szamokra, pl. az

S f = R, f €y, funkcional azz & [a,b] (zart) intervallumon folytonosan derivalhato

fliggvényeket képezi le a valés szamokra. A leképengakran hatarozott integraflal
definialjuk. A variacioszamitasban a fliggvényogztakon elemét keressik, amelyre a
funkcional extrémalis értéket: minimum, maximum yasfacionarius vesz fel (altaldban

minimumot keresink). A feladat csak akkor valiggeén meghatarozotta, ha ézre kiréjuk

a peremfeltételeketf (a) = 4, f(b) = B, A, B konstansok.

Az extréemum keresésének modszere: ha a keresettpnphimumot szolgéltato figgveny
Iy, akkor annak kicsiny megvaltoztatasa (perturbacigariacioja)éf , amely az integralasi
hatarpontokon nulla, és élsrendben nem valtoztatia meg a funkcional értéleaiaz
§F =F(fy+6f)—F(fy) =0 (a késbbiekben az egyszeség kedvéért a O indexet

elhagyjuk). A legegyszébb esetet a kovetkézalakban definialt funkcionalként szokés

megadni:
A1) =[L(1.1) dz (1.9)

(.9)-ben az L neve Lagrange fliggvény. Altalanos esetben koavltlés fiigghet az
integralasi valtozétdl: L = L(f,f,,z), de a gyakorlatban ez a ritkdbb, a levezetett

eredményeket nem befolyasolja, ezért az egiysegr kedvéért nem irjuk ki. Az (1.9)

variacioja:
b
67 (f) = [L(f+8£5, +6L)=L(f.L) do (1.10)

(1.10)-ben kihaszndltuk az integraladiveletének és a derivalds operatoranak linearitasat.

,,,,,,

nem figg azz -t8l, a h(z) tetssleges, de & (a) = h(b) =0 feltételnek teljesiilnie kell a

fliggvényosztalyra kirétif (a) = A, f(b) = B peremfeltételek miatt. A feliras azérémyos,

mert a variaciészamitas szidsték problémajat kozonséges séétsek kereséssé redukalja.

% Fuiggvények integralja alatt itt a Riemann inteipééjik.
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Taylor sorba fejtve azL( [f+6ff +06 fT) Lagrange fuggveényt, és csak azéetndi tagokat

megtartva:
oL oL

L + h>7+ hT %L 1 +h_ +hT |l11
(f € f € > (f f> 6f e=0 B afr e=0 ( )

Behelyettesitve (1.10)-be:

b
oL 0L

P ) d .12
(f) [ 8f e=0 ! 8fl‘ e=0 ‘ ( )

Az (1.12) masodik tagjan parcidlis integrélasi I€fpéégrehajtva a szorzat derivalasi szabalya:

w|'ar )" " or i\ or alapjan kapjuk (az= = 0 feltiintetése nélkiil):
" (6L d oL  ginfe NG
5f(f)[h[a—f%a—]i]der{%[haﬂ]dx (1.13)

A (111.13)-ban a masodik tag az integralszamitasagkimitiv fliggvény és derivaltja kdzotti

kapcsolatrél sz6l6 alaptétele szerint:

b
fi h%
dz\ Of,

a

b

n(0)2E (5) ~ n(a) 2L (a) = 0 (1.14)

- Ji

of,

a

It kihasznaljuk, hogyh (a) = h(b) = 0. Az (1.13)-b6l marad:

b
oL d OL

Extrémiumnél a5~ = 0. A variaciészamitas alaplemmaja szerint viszotsziteges /()

fiiggvényre az (1.15) csak akkor lehet nulla, hangegrandus minden pontban ndjlazaz:

oL _d oL _ (1.16)

Az (1.16) egyenletet Euler-Lagrange egyenletnek eaeiuk. Nem elfajulé esetekben
k6zonséges masodraéndiifferencidlegyenlet, amely megoldasa szolgaltajdunkcional
extremumat. Az egyenlet kifejezi, a keresett fuggves derivaltja kozotti kapcsolatot (azaz

azt, hogy nem fluggetlenek egymastol). Az (l.16)elmtéseéhez felvettilk az integralasi

* Mert a tetsélegesen megvalaszthatdnegegyezhet a zaréjeles kifejezéssel, és akkonégyzetfiiggvény all
az integraljel alatt, amely integrélja csak akkollay ha a teljes [a,b] intervallumon azonosanaittél zéro
mértéki ponthalmaz felett elvileg eltérhetne, de ez avddinatésaganak ellentmondana.
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hatarfeltételeketsf (a) = A, f(b) = B. Szigortan véve tehat peremérték feladatot kaptunk

Bizonyithaté azonban, hogy formailag egyemyyenletek adddnak valtozé hatarok (kezdeti
erték feladatok) megengedésével Tovabbi fontoseestel, hogy az (1.13) masodik tagja
mindig hozzaadhaté egy tetdzges flggvény teljes dlfferenualja anélkul, hogy a
végeredmeényt, azaz az (1.16) Euler-Lagrage egyekdebefolyasolna.

Arrél, hogy az el§ variacioval kapott egyenletek minimalizalé vagy xinaalizald
(stacionarius) flggvény szolgaltatnak, a masodikiae® vizsgalataval lehet donteni.
Bizonyos esetekben egysileb megfontolassal is élhetlink, pl. ha a Lagrangg\vény egy
kvadratikus alak (gyakori az optikai aramlas esstébahol legalabb a simasagi tag

kvadratikus, vagy abszolut érték), akkor biztosanimalizal6 fliggvényt kapunk.

1.4.1. Kétvaltozés fuggvények

Legyen 7 : f(z,y) = R, f € Cyy, (z,y) €Q, ahol azQ zart, egyszeresen dsszeftigg

tartomany, most a kdvetk&funkcional extrémumat keressik:

f)=[L(55.4,)d0 (1.17)

A (1.17)-ben azf flggvény értéke a tartomany hatarain rdgzitettda@m,y) fuggvénnyel

varidljuk, tehath (z,y)| . = 0. Az extrémum sziikséges feltétele:

60

oL ., AL
fh h, ’ thdQ—O (1.18)

.17

Ha az integralasi tartomany téglalap alaku, korssthatarokkal, akkor a ké# integral
kétszeres integralla alakithato:
d b

oL . dL OL L, O
p 9Ly 9Ly [y WLy Mty .19
~£8f+ 6f+‘/8f ff +Jaf y (1.19)

Vegylk az (1.19) jobb oldalanak masodik tagjatyégezzik el az ismert parcialis integralasi
lépést:

booob
h@_L ,fhig_de
of,

Sror dy (1.20)

o2l | e Jlo- i s

Ugyanezt kapjuk az integralasi sorrend felcsergls# harmadik tagra is:
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b d b b
L 0 0L
h ——dy |dz = —dy |dz = h——"dy .21
‘[[” ) f afy ‘[ayaf ! f{ ‘[ay% (2D
Visszairva az eredményeket (1,19)-be:
aL oL 9 9L 9 9L
h— h, — OL 4oy — —— dzd .22
f T ”af ff of oz, oyof )" (122)

A variaciészamitas lemmaja szerint zarojeles kifegmek a teljes tartomanyon nullanak kell

lennie, ez a problémahoz rendelt (parcialis) Eubgrange differencialegyenlet:

OL 0 9L 9 0L _

(1.23)
of oxdf, oyof,

Tetsdleges alaku integralasi tartomanyra ugyanezek gendgtek adodnak a Green-tétel
felhasznalasaval

1.4.2. Tovabbi alapesetek

Ha a Lagrange flggvénmagasabb rendi derivaltakat is tartalmaz, és a derivaltakra is
kirojuk a peremfeltételeket, akkor a rendszamnalfeiels mennyiség parcialis integralasi

Iépéssel jutunk el a tesztfliggvény kiemedségeéig. Tekintsik pl. a kovetkeegyvaltozos

funkcionalt:
b
= [L(f o f Y (1.24)
A masodrend derivalt varialasakor a kovetkiézag jelenik megf h, Wﬁﬁ Ismételjik

meg erre a tagra kétszer a parcialis integralasisig

b b
fuafdm—f_ldd;fl; LaafL‘
' @ oL, d a; a ar | (1-25)
_fh L) gy L
dz? af - d of,, |, | " of, ),

Az utolsé két tag a peremekenimik, és csak az dlstag marad. Az (1.24)-hez rendelBet
Euler-Lagrange egyenlet tehat a negyediiend

2
oL_d oL & 0L _ (1.26)
of dxof, da® Of,

® A Green tétel is bizonyithatd a teljes integratasiomany téglalapokkal valé kozelitésével.
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Altaldban az:

b
F() = [ L1087t o (1-27)
az ismeretlen figgvény éls derivaltjat is tartalmazo6 funkcionalhoz rendethdifferencial-
egyenlet:
a K d¥ oL
—1) ———=0 1.28
kz:‘f)( ) dz* af(k) ( )

Végul atbbb ismeretlen fliggvény tartalmazo6 esetben a fliggvényeket egymastél flegge
varialva annyi egyenletlb allé differencidlegyenlet-rendszert kapunk, ahasyneretlen
fuggvényunk van, igy pl. az:

b

F(f.g)= fL(f,fE,...g,gm Mz (1.29)

a

Euler-lagrange egyenletrendszere:

oL d 9L _
of dux Of,

(1.30)
oL \d 9L _,
dg dx0g, -

Ha az egyenletek barmelyike egy masik flggvényt téstalmaz, akkor csatolt

egyenletrendszeit beszélunk.

A fenti esetek kombinaciéban is 6@rdulhatnak. Az optikai aramlasi egyenletek
altalaban ket keétvaltozos ismeretlen fluggvényt, elmozdulas mez komponenseit
tartalmazzak. @ Ennek  megfaleh az  Euler-Lagrange  egyenletek  parcialis

differencialegyenlet-rendszert alkotnak.

1.4.3.  Alkalmazasi példa: a Horn-Schunck egyenletek

Vegyluk példaként az (I1.1) funkciondlt. Ez a toblmésetlen fuggvényt tartalmazé

kétvaltozos esetek kombinacioja. Az Euler-Lagraaggenletrendszer:

oL 9oL 9oL _
Ou Oz 0u, 0Oy 8uy

oL 9 L 8 OL (-31)
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A Lagrange fiiggvény konkrét alakjanaks(u,v)= (I, — I, )2 + a(uz +ul 4+ vg)
behelyettesitése utan kapjuk a kdvetkparcidlis differencialegyenlet-rendszert:

(L —1,)

o) = o, +u,) (1.32)
(5 -1,)

[lx =
[ly = OL(UM; + UUU)

Az (1.32)-ben felhasznéltuk, hogy ag fliggetlen az elmozdulds miexomponenseit,

..., o oI, | oI, 9df ; .
tovabba, a— = — és — = —— azonossagokat. Az egyenletrendszer nemlineéaris az
ou O 0v oy

ismeretlen fliggvényekben, de dz Taylor soraval: [, ~ I, —I,u — L, v — I, linearizal-

hato, és kapjuk:

z(um + uyy) (1.33)

Az (1.33) az u,, +u, ~4u—4u eés v, +v, ~4v —4v eldrendi véges differencia-

kozelitésekkel (a felilvonas az adott pozicio nggymszedjan vett fluggvényeértekek atlaga)

egyszei, linearis egyenletrendszer alakjat olti:
Au=b, b=h(u) (1.34)
Az (1.34) métrixanak és vektoranak elemei:

o, =1I}, +4a

(g = Gy = Il.rjly

Uy = Ify + 4o (1.35)
b = dau — 11,
by = 4dav — I, I,

A métrixelemek konstansok, (1.35) egydréeraciés modszerekkel megoldhatbla az (1.1)

2
adattagjébarj(fl — 1) dQ az ebre linearizalt;
Q

I =~ I+ I,u+ on

v+ 1, (1.36)

egyenletet hasznaljuk, akkor formalisan az (l.3pjemleteket kapjuk, de a képsorozat nulla

indexi intenzitasfuggvényével. Az (1.35)-ben a kilénbsgy jelenik meg, hogy a parcialis

kepfuggveny derivaltakat!, ésI, a képsorozat ébbi, vagy az utobbi képen szamitjuk.

® PI. Gauss-Seidel, vagy SOR (successive over-rétayanddszerekkel.
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1.4.4. Alkalmazasi példa: a linearizalt hullamegyenlet

A klasszikus fizika legkisebb hatasandK.? fejezet) elve szerint a fizikai rendszerekre
mozgasaira a potencialis és mozgasi energiak k&@ge adja meg a rendszer Lagrange
flggvényét. Kontinuumoknal — mint pl. a kifeszitettr, vagy lemez — a potencialis energia
aranyos a hossz (harndl), illetve fellletvaltozhsgdameznél). A kétdimenzidés esettel

foglalkozunk az alabbi példaban. A siklemez eleghilete d4, = dzdy . A deformalt lemezt

az= z(m,y) fuggvénnyel adottnak tételezzik fel, amely elerarattkajanak felszine:

— — 2 2 - .. .
dA =  gdzdy = J1+z + 2 (aholg a megvaltozott felllet metrikus tenzora, 1as8.11

példa). A lemez potencialis energija ezzel:
U:qu/l—l—zz—i—zi—ldA (1.37)
A

Az (1.37)-ben ak aranyossagi tényézegy mertékegység-rendszeriiiggé allando. Ha a

lemez anyaganakiidisége, akkor — és ez az elsbzelitésink — csak irdnyd elmozdulés

. £z . 5 -~ dAz? ¢ . P .
feltetelezésével, a lemez egy elemi tdomegének myeréT. Igy a teljes mozgasi energia:
7 .38
T = |+ pdA .
{ 5 P (1.38)

Masodik koézelitestink az (1.37) gyokfliggvényenekefitése kicsinyz,, z, értékekre:

142 2 < 1 (2,

% of of
f(zi,zy) ~f 2, =2,=0 t a o zZ, + a - 2y
1| oty sy O o ,| (39
+5 2 v 0z 0z Pyt 2 %
(aZT) Zz’:Zy:O 717 4 By =y = (8’2!/) z.ly_:zv:[)
— _ 1 2 2
=..= 1+§(zz +zy)
A kozelits Lagrange fliggvényink tehat:
1 ‘
L:T-U:E[pz,?—k(z3+z;)} (1.40)
Végul az Euler-Lagrange egyenlet a j6l ismert mégyenlet:
—PEy T k(zmr + Zyy):O = %Z” - (ZM T Zl/l/) (|'41)
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p_ 1 f ) , s
Vagy ar = jelolés bevezetésével, és a szokasos felirassal:
C

2
%% — Az (1.42)
C

ahol aA a Laplace operator.
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1. Alkalmazas a differencialgeometriaban

A fejezet felépitése a kdvetkez

* A bevezetésben az alap§eatifferencialgeometriai ismereteket foglaljuk 6ssg@rbék
és fellletek leirdsa a differencialgeometria modszd. Térgorbék éritje és

gorbllete.
* A masodik részben a fellletek differencialgeomgitvial foglalkozunk.
* A harmadik részben a geodetikus differencidlegyénkk levezetése, értelmezése.

» Az isszefoglalo a feluletek bélgeometriajanak néhany eleme.
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I.1. Bevezetés

Vizsgalatunkat aRR® euklideszi térbe agyazott gorbékkel és feliiletekkedjik. A leirashoz
kivalasztjuk a tér egy pontjat amelyben felvessaiktandard bazist. A bazisvektorokat a

szokasos moédon dz j, k betikkel jel6ljuk.

[I.1. &bra: Felllet és térgdrbe.

1.2. Térgorbék

[1.2.1.  Térgorbek leirdsa, ivhossz

Az egyparaméteres objektumok a gorliél, gérbeparaméter. A és a gorbe térbeli pontjai
kozott egy-egyértelinkapcsolatot tételeziink fel, ezt a kapcsolatot fz),Y (t),Z(t) € R?
koordinatafiiggvényekkel adjuk meg:

r(t)=X(t)i+Y(t)j+2(t)k
vagy r:[X Y Z]T

(I1.1)

A koordinatafiiggvényekt legalabb kétszeres folytonos derivalhatosagoetélink meg. A

térgorbe érintjét a kovetkes hatarértékkel definialjuk

%j:df(t) _ Al,%zl[,r(” AA? =) (i ()4 2 (00 (11.2)

" Természetesen feltessziik, hogy ez a hatarértékbe gninden pontjaban létezik, és sehol nem néltdlyen
gorbéket regularis gérbének nevezzik.
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Az elemi gérbeiv hosszatapontban, és elébaz ivhossz-fliggvény:

ds = |f(t)|dt iR dt =X+ Y2 4 22dt = NdX? +dY? + dZ?

¢ t t
s(t) = fds = f\/dX2 +dY? +dZ% = f|i‘(7’)|d7’

(11.3)

Az ivhossz szerinti paramétereztisinészetes paraméterezésnekezzikr (s) =r(t(s)).

Ekkor a gorbe ériiét vessavel jeloljik, és egységvektort kapunk (alabte =1):

. . jel
NP S S (I1.4)
ds ds i
dt

Az ivhossz szerinti paraméterezésre attéréskojdariképpen egy valtozo-transzformaciot
hajtottunk végre. Egy ilyen transzformaciét megetgdnek nevezink, ha az 0j paraméter a
régi szigorian monoton fiiggvénye. Az ivhossz s#enmasodik derivalt méileges az

érintre:

r”zi[i]zi[ £ ]ﬂ: T A AINY i:i[f—(f-e)e]
ds([i]) at\Wee)ds |[i] oif RN

(1.5)
=1’ e—%[r e—(i‘-e)e-e]:O
B
1.2.2. Az egyenes
Az egyenest az ivhosszat minimalizalé Euler-Lageaggyenlettel is definialhatjuk:
B b b
minfds :minf|1"|dt = minfx/i‘i‘ dt (11.6)
A a a
Az Euler-Lagrange egyenletek &tbb
df 1 d( P11 1
S D SV P N SN DR S SN SO O S — 0
g 2|1"| r = dt[ T-i‘] |1" +2 1'-|3 r-r :>|1_‘|[r (¥ e)e] (”'7)

Felhasznaltuk az éristegységvektor (1.4) jelolését. Végeredményinkeivdmwssz szerinti
masodik derivalt kifejezésével (a (I1.5) &lsora) dsszevetve, az egyenes egyenigte: 0.
Nézzik meg milyen eredményre vezet ha Lagrange viiggek a (l1.6) Lagrange
flggvényének négyzetét valasztjuk:

b b
minf|f|2dt=minff-f dt = F=0 (1..8)

a
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Ekkor az Euler-Lagrange egyenlett =0, amely természetes paraméterezés esetén
megegyezik az egyenes egyenletével. ivhossz szeanaméterezés valasztasaval tehat a
(11.6) helyett minimalizalhatjuk az egys#éb (11.8)-at is.

[1.2.3.  Térgobrbek gorbilete

A térgdrbe gorblleti vektoranak nevezhetjik tehativehossz szerinti masodik derivaltat,
gorbuletének pedig ezen vektornak az abszolut @rtékatarozzuk meg ezeket a

mennyiségeket altalanos paraméterezés mellett:

ﬁ_i[i dt d i|1’~|i~'—(x/f-f)'f:i|r|r_
L e AP
1 I‘ I‘X('I;XI") X'I:XI'.
Tl = =e

! IrF’ o] i

n

A masodik sorban hasznaltuk a kifejtési tételt. dliaz r” meibleges az éritt vektorra (

r’ L1t vagyr” L v’ a(Il.5) szerint), ezért a gorbuilet:

|r><r| |'r'><1"|

"
"] = |

(11.10)

1.3. Fellletek

A térgorbék egyetlen paraméterrel leirhatok. Ezzamben a fellletek kétparaméteres

objektumok.

11.3.1.  Fellletek leirasa, ivhossz, metrikus tenzor
Hasonloan a gorbék (I11.1) megadasahoz a fellletk&Btaltoz6s koordinatafliggvényekkel
adjuk me§:

S(uwv) = X(u,0)i+Y(u0)j+27(uv)k (11.11)
A fellleti gérbéket azu = u(t), v=u(t) fuggvényekkel adhatjuk meg. Speciélisan az
u(t)=t, v(t)=0 és av(t)=t, u(t)=0 goérbéket paramétervonalaknak (koordinata-
vonalaknak) nevezzik, az,i(t), v(t) fuggvenyeket pedig koordinatasebességeknek. Egy

tetsdleges fellleti gorbe éribje:

8 Az (.n. Gauss-féle megadasi méd.
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jel
— By Bis a8 (11.12)
du dv

S

Azaz minden fellleti gorbe érisje az S,, S, lokdlis bazisvektorokkalkifejezhed.

u?
Vizsgalatainkbanregularis fellletdarabra szoritkozunk, ahol &, S, lokélis bazisok a

fellletdarab minden pontjdban linearisan fliggetterefellleti gorbe elemi ivének hossza a
(11.3) alapjar:

ds =|$(t)|dt =§-§ dt = (S, -8, )i’ +2(S, -8, )iv + (8, -8, )i dt
o (11.13)

jel
= \/gwﬂ2 +29mr1.”') + gmri)z dt = \/gwduz +29mrdUdv + gmdUZ = \/gikduzduk

(11.13)-ban bevezettik az' = u, v>* =v (du' = du, du* = dv) felss indexezéssel jelolt
koordinatakat, a g, =S, -S,, i,k € {ul,u2} jelélést, az G.n. metrikus tenzor
komponenseket, és az Einstein altal bevezetetegsési konvencidt , ahol a szimmetriak
miatt:

gy du'dut = 9, dutdu' + 9,1, duldu® + 9,2, du?du + 9 du’du® = g, di* +2g, dudv + g, o7

A tovabbiakban gyakran ezt a tomor jelolésmodotzhalfuk és a kébbiekben az,..q

indexeket erre tartjuk fenn, mig a2sv indexeket a hagyomanyos moédon hasznaljuk.

[1.3.2. Kovarians és kontravarians mennyiségek

hossza:h = |N|

A felilet normélvektora:N =S, xS , amely kifejezhdét a metrikus

v

tenzor komponenseivel (a vektorialis és skalarnsz#okra vonatkozé 6sszeflggesikb

2
1— (Su 'Sv)
s, ['[s.[

h2 = Su X Sv |2 = ’ |S7l |2

S u

= 99w — 931, (”14)

N N
ﬂz—. A kifejtési tétel alkalmazasaval szamoljuk ki a

AL . o —
A normal-egysegvektor: N 3

kovetked mennyiségeket:

® Ugyancsak ez a gérbék ivhosszanak nem-descaitiedanios) koordinatakkal vald kifejezése a sikoimt
specidlis fellleten is. De mig a sikon ez csakttegg, addig gorbult feliileten kényszer. Mindennek dlogy a
(gorbiilt) fellleteken szikségs#iehogy a lokdlis bazisok a paraméterek fliggvénggyenek, mig a sikon ez
lehetiséq azaz a teljes sikon bevezettkesdlyan koordinatak, amely mellett a lokalis bakisidggetlenek a
paraméterezédlt igy a derivalas fiveletére nézve konstansok.

19Ebben a jeldlésrendszerben az istitéilalso és fels indexek 6sszegzést (nem pedig hatvanyozast)
jelentenek. Hatvanyozas helyett kiirhatjuk a té6yéibbszor is.

1 Ezzel a feliilet egy elemi darabkéjanak felszhugidv.
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1 1 jel
nx$, :E(S“ xS, )x8, :Z(g S S, )= hs"

uu v gUU u

(I1.15)

jel

1 1
SUxn:ESUX(SuxSv):E(g S S,)=hS

U gUU v

Az igy definidlt S“, S" vektorokat kontravarians vagy inverz bazisvektoakk nevezzik,

mert: S, -S" =S, -S' =1,6sS,-8' =S, -S" =0.Pl:

Su 80 = Su ’ h_12<guusv - ngSu) = h%(-quugm; - guvguu) =0 ) illetve

. 1 1 N
S,:8" =8, (9,8, —9.5,) = —2(91,1,91“,, - 92) =1, a (11.14) felhasznalasaval
h h

A lokalis béazisS,, S, vektorait szokas kovarians bazisnak is nevezne(gekre tehat igaz:

S-S, = & 9. A kontravarians bazis (11.9)-ben valé bevezetésgrixos alakban is felirhato:

1
St = — gm;su, - guvsv v -

hi? ( ) s :v n guu guv \:“ 1 (”.16)
' = _Q(guusv - gm)su ) fua '

h

A metrikus tenzor inverz matrixdnak komponenségsfendexekkel jeldljuk, és ezzel:

gu,u gm'
guv g’U’U

S?l, — gUUSu + gUUSl‘

.17
SU — gl'USu Jr gUUS?} ( )

Természetesen a metrikus tenzor inverze is szirikustrezért (11.17) tomérenS’ = ¢*S, ,

és forditva:S, = g,S" . Ezeket a riiveleteket szokéas az indexek fel- és lehlizasanabznev
Az 6sszegé indexek tets@leges bdire cserélhéik.
Alkalmazzuk a fentieket az ériitik egy vektoraral

Jel

v=1'S, =1 (gikSk) = (vigik)Sk =, S (11.18)
ltt a v, = v'g;,, a v vektor (kovarians) komponense a kontravariansshar. Szamoljuk ki
két vektor skalaris szorzatat:

vew =S, - wS, = v'wk (Si -Sk) = viwlg, = (wkgik) = viw, = vw" (1.29)

Eredményil a descartesi koordinatakkal adott foamod hasonld képletet kapunk azzal a

kulénbséggel, hogy kontravaridns koordinatakat agfeield kovarians koordinatakkal

12 A Kronecker delta jelolés.
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szorozva képezzik az Osszeget. A vektorok kompeiteres bazisvektorok skalaris

szorzataval kapjuk:
v-SF =S . 8" = éSv.S, =08 -8, =0, (11.20)

igy egy érinsikbeli vektor kétféle felbontasa:

(11.21)

[1.3.3.  Transzformécios szabalyok és invarians mennyiségek

Hogyan valtoznak a fenti mennyiségek koordinatdtgva-) transzforméacié alkalmazaséaval?

Tekintsik ehhez a kovarians bazisvektorok és at{&warians) koordinatadifferencialok

transzformacioit az’ = v’ (u,v), o =v'(u,v) alkalmazasavat

S, :%Su+ﬂsv’ S, :@Su_F@SU
ou’ ou’ o’ o’ (11.22)
, ou ou’ , o ov’
du’ = —du + —dv, dv' = —du+—dv
ou v ou v

A kétféle transzformacio eltér egymastol. A (Il.28atrixos formaban is felirhato:

S, 8_u/ 6_0/ S du’ 8_u' 8_u, du
R Rl o P A (129
ov' o' ou Ov
A bazisvektorok differencialja ezekkel:
du’ 8_u/ 8_u/ 8_1/ 8_1/ du du
s=ls sl =l s %0 30 gl =l sl o2

ou' 9v'llou Ov

A differencial formulaja ezek szerint a kétféle if@ban megegyezik, mert a matrixok

: o o 9 . .
egymas inverzei (bizonyithaté az = U(U'(u,v),v’(u,v)) = 1= 8—Z azonossagokbol).

Az ilyen, paraméterezégtfiggetlen mennyiségeket invarians mennyiségekmslezzik. Az

0sszegzeési konvencidval mindez egyséhben latszik:

dS = 8,du’ = 9% g QU g1 = 9w g

_ = - -S.du’ = Sidui (”25)
ou'  ou' ou' ou'

3

A fenti transzforméciokkal transzformalédé menngisiéet — az alsé indéxkovarians illetve

fels6 indexi kontravaridns — tenzoroknak (ill. tenzor kompomdmek) nevezzik. A

13 Ebben a pontban a veészem (az ivhossz szerinti) derivalast, hanem azlfpzokat jeloli
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bazisvektorok (az 1 indexes mennyiségek)orelsdi tenzorok. Két bazisvektor direkt

(diadikus szorzata) mésodrénignzor, és igy tovabb.

Az invariAns mennyiségek ugyanannyi kontravarianst nkovarians mennyiség

szorzataként allnak &ligy transzformacidik 6sszességikben kiejtik eggtma
[1.3.4. A Christoffel szimbolumok
A (1.10) kiszamitasahoz a (11.12) tovabbderivalasid szikség lesz:

§ = %(suu +8,0) = 8, + S, i + S

=85, u'u" + ;i

’Uuuv + S’UU

o0 + S, i + 8,1 (11.26)
Bontsuk ezt fel (11.18) mintajara (de ne feledjitggy ez a vektor nem az éistkban

fekszik, igy van normalvektor iranyd komponense is)

s~S")Su Jr(s-S“)S,U Jr(s-n)n
S, i'it + Sjii' |- 8|S, + |8yt +S;ii’ ) n|n

(
HSM .SZ)muk + 6§ui}sl £ [(Sik ‘n )l o+ O]n (1.27)
( :

(1.27)-ben bevezettik al', :(Sik-Sl) G.n. Christoffel szimbo6lumokat. Als6é két

indexiikben szimmetrikusakl”, = I';, . Transzformaciés szabalyuk nem egyezik meg a

tenzorokéval (masodrefidderivaltb6l szarmaznak, mig a tenzorok alajpeet el$rendi
derivaltakbdl szarmaznak), ezért a szimbdlum elnéseA teljesség kedvéért megadjuk a

transzformécids szabalyukat a 11.3.3 jeldléseivel:

[aes i
Iy =Sy, 8 = 09U ) 10U g
AuF ou”
| & g 0w B8, | ou’ g
oul'out " aul ot ou”
| B g ow w38, ) fou g, (11.28)
oul'our T aul out Hul ou” .
2, » q if
_ 8’u ,5T+6“,8“,s g ou
oulout T aub auF ! ou”

0*u" ou? ou? _,

’ ’ ’ ! 9
Aut OuP aul aut M

ou' ou? dul ou’ , O o'
o U AN pe T W
ou” ou' ou" ou” ou' du" ou”

(A (1.28) végeredménye a 2. tagja miatt eltér aztegok transzformécidos szabalyatol.)
Hasonl6an definidljuk a csupa alsé indexes szimboétu I, = (Si -SM). A kétféle
szimbo6lum kodz6tt a szokasos transzformacio terepesgolatot:
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Ly =848, =8, - (9,,8") = 9,10

(11.29)
Fik _ SLk . SZ _ Szk . (glmsm) — glml—\

m,ik

Végul félirhaté a Christoffel szimbdlumok és a rilets tenzor kapcsolata a masodik két
index szimmetrigja miatt:

9g;, G(Si ) Sk)

= =0 ,+T.,
At Al Pl okl
. (S, -8, ) .

Doy _9(88) Cop+T = T 2T, (11.30)
ouF ouF ’ ’ oul  ouk ol ’
0 a(S, -S

gkil = ( ! i l) = Fz,m‘ + F/c,li

ou ou

Vagy az utolso index felhtzasaval:

- (ag, 9dg, 0
M= 1gm ik + S ﬂ], vagy i és | megcserélésével:
2 6u1 8uk ou' (”31)
Ly [%+%_%
Mo ou'  ouF o
[1.3.5. Fellleti gorbék gorbulete
T . 14 ik \2 .y
A gorblileti vektor‘S‘ = (gik.u u ) -szerese a (I1.9) alapjan:
Sx(S§x8)=(8-8)8—(s-§)8
= gyu'at {(Thatah + i )8, +[(S, - n)u'd* |n}
—|(Tla'ak + i )s, - (w8, ) - 0]a"s, (1.32)

S

_ -m -l n ik ) <M N I ik -]
—[glmu U (Fik,uu + U )fglmu U (Fikuu +u) N

+g, 00k [(Sik . n)uiuk }n

(11.32)-ben a gorbuleti vektort egy normalvektodriyl és egy éritisikba e§ komponensre
bontottuk. A normalgoérbulet vektora:

(sik -n)u"’uk

: n (1.33)
gzkdzuk

S, -m)u'uf
Ennek ebjeles hossza a normélgérbUIét%. Azokat a felUleti gorbéket, amelyek

gy

gorbileti vektora csak a normaliranyd komponéhsiti geodetikus gorbéknek nevezzik, és
ezek az egyenesek altalanositasai gorbilt tereklieiileteken). Ennek bizonyitasara

vegyunk egy fellleti gorbét, minimalis ivhosszalsmeretlen fliggvényeink a

koordinatafliggvények:’ (), i = 1,2
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b b
minfds = minf\/gikdidkdt (1.34)

Az Euler-Lagrange egyenletek:

1 09y .. d 1 ou'a*
0= —F———= k—’l’u’u’—— — it
2/ g it Ou dt|9\fg it O
1 A9y .. 1 d{gu'a N/ S d (g ien
= —— L‘];u‘uk + —— ( k )gjk;(élluk + ulé‘lk)_ Gk (6l1uk +ut5f)—g7;k—(5fuk + uté‘lk)
2y g, 'k | Ou 29,00 dt dt dt
=

A kiemelt ténye#ben az ivhossz szerepel a nélmmn, amely sehol nem nulla, ezért

atszorozhatunk:
cik
0. ;. dgy . dg, ., . 1 d{gyu'i . i
0= gz;f uzuk,ﬂukiﬁuziglkukigﬁuer — ( k )(glkuk'ngluz)
ou dt dit 29iku m dt
=

Az elsy harom tagot a bal oldalra visszuk:

dg, .. dg, . 0g, ... . d| gyi'it :
D gy i Ok gk og, ik = 1 L9 )glkuk -
dt dt ou! g u'at o dt
[ ik
O .iv , 99 1.i Oy ik e d1In{y gyt ) -k
5 T +8'éu u'f—a U + 2g,u" = 2 7 gpu” =
u u u
0 dg, 0g, | ... . 09, .. . .
gl/? 4 9i o 9ik 1.1,7'1.1,]‘ +2glkuk £ 2f Gis Jik ,le,ij'/' glkﬂk
ou'  ouF ou! " I ’
=
d ln(\/ gmuluk )

A jobb oldalon azf = az argumentumaban jel6lt mennyiségek skalar

dt

. - g, .. - . "
flggvénye, kifejtve: %{ﬂululuhu g ii'nt + g,i'" |, amely fluggvény az 0Osszes

g’k | ou!

koordinatara ugyanaz.

Végiil mindkét oldalt beszorozvd™ inverz metrikus tenzorral, és kétel osztva kapjuk

az Euler-Lagrange egyenleteket:

1 Im aglk agl agk <1k e < m m, ik - - m

= — = SR gt 4+ d™ = fa™ & T + i = fa

27 \ou " adt oul / “ /

Itt felhasznaltuk a Christoffel szimbdlumra kap@tt31) kifejezést. A (11.32)-ben geodetikus
gorbe mentén az érifdikbeli tagok kiesnek, és csupan a normalvektaryirakomponens

marad, azaz a geodetikusoknak csak normalgorbiNetiikA gyakorlatban a fenti egyenletek
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b
természetes parameterezés melletti valtozata ﬁaj@ikuiukdt funkcionalt minimalizalja —

bir nagy jelertiséggel:

A (11.35) ugyanis a szabad témegpBrdltalanos koordinatak melletti mozgéasegyenlete] ah
a derivalas a klasszikus fizikadidilletve a relativisztikus fizika sajaidparaméterg szerint
torténik. Tovabba (lasd meég: 29. labjegyzet) foissdl ez az egyenes (11.8) egyenlete a sikon

altalanos (pl. poléar) koordinatak mellett is.

[1.3.6. Fégorbiletek, 6sszeg- és szorzatgorbilet

S, -n)uu

A normalgorbulet (11.33) < Z%kifejezésének szdiérték-helyeit a szokasos
ikt

modon  kapjuk. Bevezetjok azL =S, n, M=S,6-n=S -n, N=S -n

uv U (%

jeloléseket’. Ezekkel:

9| Laé® + 2Muw + No?
au guuu2 + 2guv1.“.} + gv’ul}2

(Lii + Mi)(g
2

W+ 29,10 + g, % ) — (Li? + 2Mid + Ni? ) (g, + g,,0)

uu uu

(9.0 + 29,0+ g 1}2)2
. . uu uv v ( I I . 3 6)
0| Li® 4 2Miii 4 Ni?
90\ g, i +2g, wd+ g, 0*

) (M + No)(g,,i2 + 29,0 + g,,0° ) — (L + 2Miii + Ni? ) (g, + g,,0)

A nevedk pozitiv értékek, azokkal atszorozhatunk (&etl pedig oszthatunk):

(L + Mi)(g,,0% + 29,06 + g,,6* ) — (Li? + 2Mid + Ni* ) (g, + 9,,5) = 0
(Mi + Ni)(g,,0* + 29,10 + g,,° )| — (Li? + 2Mié + Ni* )(g,,i + g,,5) = 0

uv U

(11.37)

( 9,0 + 2,00 + g, 0° ) -tel osztva, atrendezés utan:

(Li + Mo) = 5 (g,,i+ 9,,0) = 0 = (L — g, )i+ (M —rg,, )0 =

(it N0) — {0+ 0) = 0 = (M gy )it + (N mg, Yo =0 (7o)

14 Mint latni fogjuk az altalanos relativitaselmészerint (a klasszikus fizika fogalmaival) azggrben” mozgéd
tdbmegpont egyenlete is.

15 pontosabban azzal aranyos, az aranyossagi téayfénysebesség.

18 Jeldlések Gauss szerint.
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A (11.38) homogén, linearis egyenletrendszer nemiaiis megoldasanak létezéséhez az
egyutthatomatrix determinansa nulla kell legyen.bdba feltételdl a gorbiletek
szél$ertékeire, az u.noforblletekre a kdvetkézanasodfoku egyenlet adodik:

(L — Ky )(N - Hgmr) - (M — K )2 =0—

(guugm) - giv)RZ + (2Mgw - Lglm - Nguu)K’ + (LN - MZ) =0= (”39)
- (2Mgu71 - Lgﬂﬂ - Ngﬂﬂlr ) :t \/(2Mg7“} - Lgﬂ?} - Ngﬂru )2 - 4 (guu g?}?l - gg?} ) (LN - MQ )
K2 = 2
2 (gU’ILgUU - gUU )

A szorzat és 6sszeggOrbiletek:

K= nw, = 2N =M det[Syom] o Lo, - 2Mgy, + Noy, _ Loy <2Most Now () 40
— M T - ’ - y ’
G 9w — g?w det[glk] Yo — g?w det[glk]
[1.3.7. Theorema egregium és a gorbuleti tenzor
Vegyuk most egy kovarians bazis masodik derivaltjat
o[ o d
7'-:__87' :—F;’LS7H+S7.'III‘I
L auk( )1 aul[ ik m ( k ) ]
ory , 0[Sy - n
=—"%g +I7S.  + (5. )n +(8y n)n,
o’ ' (1.41)
oy - 9(8y - n) '
:WS” +rik(rmlsp)+ n+ (S, n)n
arr. (8 -n)
- WJFFMFM S, + " n+ (S, n)n
Mivel S, =S, =0, azért:
ory.  or?y , :
0= |-+ TR, ST, S,
ou! ouF
d(S,, - d(S, -
L [2(8s-n) 9(8y-m)| (1.42)
ou! out

+(Sy n)n — (S, n)n,
Mivel vektoregyenlettel allunk szemben, azért komgwsenként is teljesilnie kell a bal

0
oldalnak. Vegyiik az ériisikba e§ komponenst (az el$ és harmadik sorok). Ap, = 8_;1
1

On
, 1y . vektorok a normal-egysegvektor derivaltjai, tele&t érinbsikban vannak.
k

Felhasznaljuk még a kdvetkieazonossagokat (m#egesseghl):

" A normaéliranyt komponens a (11.42) miatt csak al@nos tényt fejezi ki, hogy a normal-egységvekto
parcialis derivaltjai képzésekor a derivalas satperelcserélhét
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6(8. ~n)

2

" =S8, n+S,-n, =0—-8,-n, =-S5, -n (1.43)
o

Felhasznaljuk még az ériisikba eé vektorok v = v,S" = (v-8,)S" (11.21) felbontésat,

igy:
0= 6_11,; 78_1/; + F7kF£zl - Fil Fﬁzk Sp ’ Sq S
+[(S -n) (0, S, ) = (S -n)(n, -8, )]s
(1.44)
ory oth
= a_ulk - a_ukl + T, =TT, 9pq
—(Sik . n)(Sql . n) + (Szz . n)(qu . n) S¢

A komponensek egyefdegelbl adodik a kdvetkef kulcsfontossagu 6sszefligges (Gauss):

(S m)(S,-n)—(Sy m)(S, - n)=
ory ory o] (11.45)
8_1l,lk - aulj + Pikrp - Fil szk ]gpq = Ri[l)kgpq

ml m

A (11.45)-ben bevezetetR!, negyedrend tenzort gorbileti tenzornak nevezzik. Valasszuk

most azi =k =u, | =q=v esetet, ekkor a I11.3.6-ban bevezetett jelolésekkeiabba a

(1.14): h* = det[g,.]):

ore ore
2 m ) ) , ,
LN = M2 =| =t — i TUT T g, =
LN M2 RP g kifejtve R + RY (”46)
K = — — uvu 7 pv — uvU gm,‘ UV gmr
2 2 2
h h gmz gm: - gm.r

Azaz a szorzat-(Gauss)gorbulet kiszamithaté a kestrienzor (tovabba élsés masodik
derivaltjai) ismeretében, kizarolag éfisikbeli mennyiségekih. A goérbileti tenzor sikon

azonosan nulla, hiszen ott a (11.45) bal oldalademtényedje azonosan null¥

11.3.8. Az 6sszeggoérbulet és a normal-egységvektor divergaa

Mig a szorzatgorbuletben szer@plorbileti tenzor nagy szerepet jatszik a felll€tek bel$
geometrigjaban, addig az 6sszeggorblilet a beagyietisietek geometriajaban. Mar az 1.3

fejezetben sz6 volt a normal-egységvektor diverggmcés az OsszeggOrbilet kozotti

18 A (11.42) szerint atirva a skalaris szorzatok allmert a normal-egységvektorok mindenhol parhusai .
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Osszefuggést. Ennek levezetése kbvetkezik az alabbiakban,3a2llfejezet (11.14), (I1.15)

jeloléseivel, a kifejtési tétel hasznalataval, kliezamolassaN = S, xS, h = |N| ;

n-V=n -8 +mn -8

_|N LSt + Nl gL N-S* + 1 N-S“—i—l(Nu-S“—i—NU-S”)
u 1 hu hU h

h h),
= %(N -S" +N, ., s')
:h—lg[*Nu'(nXSvHNv'(nXSu)]:h—z[*sv'(Nan)JrSu-(Nvxn)]

= h—lg{sv [mx(s,x8,),[ -8, [nx(s,xs,) |} (11.47)
_ ;T12 S,-[nx(S,, x8,)+nx(S, x8,,)] -8, [nx(S, xS,) +nx(8,x8,)]}

:h_12 S, [-(n-S,)8, +(n-8,,)8,] -8, [-(n-8,,)S, +(n-8,)8, ]|}

- h_12(_Lg + 2Mgw - Nguu)

w
_ Lgmi — 2Mgml + Nguu _ _K
det[ g”{}

Azaz a normal-egységvektor divergenciaja megegyeaik OsszeggOrbilet minusz

egyszeresével.

[1.3.9. Tobbdimenzids terek

El6szor 6sszefoglaljuk a fenti eredmények néhany ké@zebényét:
1. Konstans metrikus tenzor (trividlisan) euklidegzet ir le.

2. A 11.3.7 lehebtséget teremt a fellletek tanulmanyozaséra a bedtjyag feltételezése
nélkil. El$ lépésként a két dimenzids terettetsBlegesen paraméterezziik:
kilénb6d pontjaihoz méas-mas paraméterértékeket rendelvehiggy a szomszédos
pontok koordinatai differencialisan kicsiny eértékek kilonbdzzenek egymastol.
Masodik [épésként a teret metrikaval latjuk el drikes tenzor koordinatafliggésének
megadasaval (pl. pontrol-pontra toiémossz-és szogmérésekkel). Ezaltal a tér
minden olyan tulajdonsadga — beleértve annak (Gmisbiletét — meghatarozhato,
amely a teret elhagyni nem tudo6 szeskmzamara is fontosak lehetnek.

3. A Christoffel szimbo6lumok az ivhossz-minimalizaléinkcionalbdél adodo (11.35)
geodetikus egyenlettel is definialhatok. Bbkovetkezik, hogy metrikus terekben a
szimb6lumok az alsé indextukben — a metrikus tersmmmetriajabdl folyéan —

szimmetrikusak.

9 lletve &ltaldban annak egy véges tartomanyat.
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4. A Christoffel szimbdélumok (11.28) transzformaciégete lehdivé teszi a (2D) tér

tetsdleges pontjdban olyan koordinatdzas bevezetésétlybem a Christoffel

szimbolumok mind nulldk, a (l1.35) geodetikus edgtek atmennek ai™ = 0.

Szikség szerint egy tovabbi linearis koordinataszéormaciéval a pontbeli metrikus
tenzor ¢, alakra hozhatd. Ezen rendszer metrikaja tehatisaa(az adott pont koril

elssrendien differencialis méretekben) ,izomorf” a sikkahriek a véges kiterjesztése
(a pontbeli metrikus tenzor véges tartomanyon \aldstanssa tételével) a pontbeli
érintosikot definialja. Lokélisan az eredeti 2D tér éstpeli érintsikjanak pontjai
kozott kolcsondsen egyértelinmegfeleltetés létesithit.

5. A vektorok a 4. pont érifisikjanak elemei. A paramétervonalak énmktorai lokalis
(kovarians) bazisokat definidlnak az é#sik tobbi vektoranak. A metrikus tenzor

komponensei ezen bazisvektorok skalaris szorzatai.

A 4. pont dllitasa, a Christoffel szimbo6lumokra athozo tétel egyszérkonstrukcidval

igazolhatd. A kiszemelt pontot lassuk el a O indekskoordinatai tehéﬁui )0 , a pontbeli

Christoffel szimbdlumok pedig jeldljuk ig){:l“ﬁd )0. A specidlis 0j,z" -vel jel6lt koordinatak

origojat helyezzik ebbe a pontba. A konstrukcidriszea régi €s az Uj koordinatak kozotti
kapcsolatot kovetkéképpen definialjuk:
def

o= (), +§(r;;,, ) [ = () [ ('), ] (11.48)

Ekkor a 0 pontban:

gi;z =5, +%(P;ﬂ )o {5:2[“[ a (UZ )0} * [Uk - (Uk )“}55”} - [‘;95; ]o o (11.49)

82 : i ] ‘ i i i
6111"12’11/" = %(Fkl )U (67];167[1 + 6:6571 ) = %(an + an )U = (an )(]

A (11.28) transzformécios szabaly alapjan, az-khez tartozé Christoffel szimbolumokat

(T};l )O -val jel6lve az inverz transzformaciora irhatjuk:

20 Ez alapjan a vektorok az eredeti térben is abnarok. Megjegyzeniimég, hogy beagyazott terek esetében az
megfeleltetés tipikus médja az éfiatkrol valdé mesleges vetités.
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; [ 0*x" oz? 0z? -, ]81#
= + r

mn
N N N
a0 pontbdn (I1.49)

[T ), = [( )y +onsn (5, o (11.50)

L
( mn )U ( mn )U ( mn )U

=

( mn ) -

Azaz az Uj koordinatak rendszerében(a&)O (vagy z' = 0) pontban az Gj koordinatakhoz

tartoz6 Christoffel szimbdlumok mind nullak. A pbeti metrikus tenzor koordinatédk

valtozatlanok maradnak (az' rendszerben ugyanazok lesznek, mintwazrendszerben),

hiszen transzformaciojuk a (I1.49) alapjan az idasttranszformacio:

;Tx]o = ¢&,- EOY
tovabbi lineéris transzformacioval, amelyre nézve a Christoffel milumok ugy
transzformalédnak, mint a tenzorok (nulla voltukehat a linearis transzforméacié nincs
hatassal) a pontbeli metrikus tenzop,a = ¢, alakra hozhato, igy az adott pontban a sikkal
(a 2D euklideszi térrel) izomorf rendszert kapuakpl a (11.35) geodetikus egyenletek az

ismert, egyszdér i’ = 0 alakiak. Ezt a koordinatarendszert geodetikus atkwordinata-

rendszernek nevezzik.

A fenti eredmények mindegyike, amely az @isikban igaz, altalanosithaté magasabb
dimenzios terekbe is, azzal a kilénbséggel, hoggriatér dimenziojanak megfekelszamau

lokalis bazissal, metrikus tenzor komponenssel lgh.szamolnunk (pl. a harom dimenzids
érintdtér kovarians bazisvektorag,,, g.., g, ha a tér paraméterezésére @z v’, v’
koordinatakat hasznaljuk).

A magasabb dimenziokban is érvényben maradé oOggpedek az 0.n. Riemann

geometria alkotoelemei. Pl. a (1.18)-ban bevetekemntravarians bazisok definidlhatok
pusztan ag'-g, =6, képlettel, a Christoffel szimbolumok pedig Eﬁk = (gik-gl)
0sszefuggéssel.

Az invarians térfogatelem a (I1.14) mintéjér\ég du'du®... lesz, aholg = det[gik].

Osszesitve igazak maradnak a (11.13), a (Il.1625phegfeled dimenzidban, a geodetikus
egyenletek (11.34-35), a transzformacios szabalytli3.3, (11.28), e fejezet 6t pontos

O0sszefoglaléjaban irtak és kovetkezményeik. Madasiimenzidkban is igaz, hogy a tér
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ory.  ory
gorbuleti viszonyai a (11.45)-ben fellletekre bestett R, = ﬁ - a—?f + Tl — Ty

U U
gorbileti tenzorral jellemezhé?’, amely elédlegesen a vektormék derivalasakor 1ép fel
(l&sd 111.4.2 pont). A felsorolt dsszefiiggések semnem feltételeznek a gorbult terek

beagyazottsagarodl egy esetlegesen magasabb dimdealdideszi) térbe.

Az alkalmazdsokban gyakori, hogy a vektorokkal, zteokkal (Christoffel
szimbolumokkal) felirt egyenletek nem tartalmazzék bazisvektorokat, csupén
komponenseiket. Az ilyen — nem invarians mennyikkgefelirt — a targyalasmodnal a
kifejezések, végeredmények tipusat a komponenseisaformaciés szabalyai hatarozzak
meg.

Egy fontos megjegyzés teghthég a (11.27)-ben bevezetett Christoffel szimbdabkna:
kilss térbe val6 beagyazottsag fel nem tételezése esetdretrikus tenzor és emiatt a
szimbolumok sem szikségsizen szimmetrikusak az alsé indexiikben (bedgyazo#satgn
ez a parcialis derivaltak derivalasi sorrend-fulggetégébl adodik). Nem szimmetrikus eset

feltételesésével &7, —I'}, mennyiséget torzibnak nevezziik. A torziordl fedtiglik, hogy

nulla, de ennek ellenkét is. Ez egy olyan szabadsagfok, amellyel kil@dkdpusu terek
definialhatok. Mindazonaltal a kovetkezfizikai részben csak torzibmentes terekkel

foglalkozunk.

[1.3.10. Példa: a gdmbfeliilet Gauss gorbilete

A gdémb tokéletesen szimmetrikus objektum. A legegyibb esetet, aR?-ba agyazottR

sugaru gébmb Gauss gorbuletér hatarozzuk meg.
A gbmb egyenlete a beagyazo térben, descartesiikétarendszert alkalmazva:
2?4y + 22 =R (11.51)

A pozitiv z tartomanyra végezzik a szamitasokat. (I.5l)kbejezve az koordinatat, és a

dz koordinatadifferencialt:

dz = —=dz +—dy (1.52)

2 Jelents killdnbség viszont a tenzor fiilggetlen komponeekesmama, amely 2D-ben mindéssze 1, altalaban
viszont alapveten a metrikus tenzor szimmetridibol fakadéan ategges fihelyett csak (h n?)/12.
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Ebbsl az ivhossz-négyzet az = z, v = y koordinatazassal (most hatvanykitkwannak
felss poziciékband
ds* = da® + dy* + d2?
— A+ dy? + Z%(m + ydy)’ (11.53)

= da* + dy* +

2
R — 42— (wdz + ydy)

A metrikus tenzor komponensek atrendezés utandsbbitok:

ds? = da® + dy* + PRI (IdI + ydy)2
- -y

2

T 2

Yy
R — 2 — R — 22—y
R? — 42 R? — 2? 2z
- Qy 2d:v2+ 2 2 2dy2+ 2 i/
R —2x*—y R — 2 —y R — 2% —y

2xy
R2 — g% — 4
3 dxdy (11.54)

=1+ dr® 4|1+ dy® +

dzdy

=
R2 o yQ Ty R2 o I2

gll:R2_$2_y2’9122921:R2_$2_y2’gQ?ZRQ_xQ_yQ

A vegyes inde# metrikus tenzor koordinatak ebben a koordinatémashem nullak.

Egyszetibb szerkezethez jutunk a2z = r, u* = ¢ polar rendszerre valé attéréssel:

T = rcos(go), y = rsin(go)

=

gr 9 ~
de =5, @5, dv = cos(¢)dr —rsin(p)dy (1159)
dy = %dr +§—Zd<p = sin(@)dr +7’COS(‘/’)d‘p

Ehhez a koordinatazashoz egysibér alaki metrikus tenzor tartozik (amelyhez egyder

Christoffel szimbdélumok tartoznak):

xdx + ydy
= rcos(w)[cos(w)dr — rsin(«p)d«p]
+r sin(go)[sin(go)dr + rcos(go)dap}

= rdr
dz* + dy*
= [(:05(4,0)d7“—7“sin(g0)d<p}2

+[sin(<p)dr + rcos(go)dgof
= dr® + rdy*

22 A (11.53) képlettsl j6l latszik azx=y=0 pontban a sikkal valé izomorfizmus.
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_ dr? +7”2d§02 + : . d,},,Z
R _
i 2 2 zr
= dr® + ride (11.56)
=
R?
gll_R2_27912 921:07922:7'
R? — 72 1
1 _ - 12 _ g g22:—2
r
A Christoffel szimbdélumok (11.31):
Fh _ 1911 99y i 99y B 91, +0= r
2 or or or R? — 2

1 dg dg dg
Lo 2|99 99 Y|, g
12 2 g [ 1010 or or
rl, = 1% | O0n _ 0o ] yo= & ;rz
2 o1 o1 ar R
(1.57)
1 ag. dg dg
2 —0+=g2|%2n %% 99 |_
1 2 g ar ar Oy

_ Fgl —0 Jr1922 09y N 099 _ 9915 _ 1

2 oy or dy r
09y 1 99y, _ 0999
dp  Op Oy

F§2:0+%922 =0

A gorblleti tenzorbdl a (11.43) alapjan, és a nietsi tenzor vegyes indékomponenseinek

nulla értéke alapjan elegehtheghatarozni az;,; komponenst:

or?  or?
2 mi2 m2
Ry = 8«; - 871"2 + I = Tl
or? 2
=0- =L, - (T%) (11.58)
1.1 1 __ 1
P2 rR2_ 2 g2 R2 _ 2
Végul a szorzatgorbulet (11.46):
2
U v 2 5 5
K . y = Ruvuguv + Ruvugvv — 0+ R’l?ng? — R2 — ’1”2 — i (”59)
o Guuos — G 911952 — 0 R, R

R? — 12
A gombfelilet tehat konstans (a koordinataértékekiggetlentl, minden pontjaban azonos)

pozitiv gorbuled (kétdimenzids) tér. Hasonléképpen belathatd, tokgtpalasta hiperboloid:
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2 =R+ +y
a (nem pozitiv definit):

ds® = do* + dy* — d2*

1
metrikara nézve konstans negativ gorhitét —E gorbalettel.

[1.3.11. Példa: gorbiiletek szamitasa Monge-folton

Hatarozzuk meg a kétvaltozés fliggvényként adaftdedarab gorbileti értékeit:

S(m,y) = l‘i—i-yj-i-f(m,y)k

A lokalis bazisok, és derivaltjaik:

S, =i+ [k
S, =i+ Lk
S,’L‘.’IT = -fl?.’l?k
Swy - chyk
Syil/ fy’lk
A metrikus tenzor komponensek:
I =1+ [
Yoy = flfy
_ 2
Gyy = 1+ fy

A normalvektorok:

N=8 xS =ixj+fkxj+fixk=—fi-fj+k
o =|N|=1+72+ 72

A szorzatgorbilet (11.40):

(S:m ) N)(Syy 'N) — (Sw ) N)2 _ fmfyy — fw2
2
(1482 +57)

Az 6sszeggorbdlet (11.40):

(Sm 'N)gw 72(84%2/ ) N)gw + (Syy ) N)gm

K = _
N[’
Ch (B2 b h £, (14 )
- 3
(11241
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Ha azf-re azxy sik (mint 2D euklideszi tér) felett értelmezettygirénykent tekintiink akkor a

fentiek irhatok a kdvetkéképpen:

det| V'V, f
2

1+ (9,07
(11.68)

SRS

R =14V, | (8,7 + V47 VY, 0 V4s)

, , Lo o) N/ .
(1.68)-ban aA,, azxy sik Laplace operatora, ¥, = _8_y P20 sik-gradiensre
0? 0?
ooy | 0e? Gmay|
merbleges iranyu derivalas operatora, Xy = 92 o2 | pedig a masodik derivaltak
0xdy 8_:[/2

operatora (Hesse-matrix).

A fenti eredmények egy alkalmazasa a jellegzetppdidtok (interest points) keresése: az
egyik leggyakoribb képjellenézkeresési modszer a foltok (blobs) megtalalasai teketvé
a Hesse-matrix determinansa alapjan, amely a [Is88rint a nagy szorzatgorbileti értékkel
(és nagy lokalis képfliggvény-gradienssel) rendélkediletek kivalasztasat jelenti.
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1. Alkalmazas a fizikaban

A fejezet felépitése a kdvetkez
* A bevezetésben a klasszikus fizikaval kapcsolatogramunkat vazoljuk fel.

* A masodik részben az anyagi pont mozgasanak klkasszleirdsa kapcsan

megismerkedink a fizika alapéebgalmaival.

* A harmadik részben a relativisztikus elmélet néh&leynét mutatjuk be.
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I".1. Bevezetés

A mechanika a variaciészamitas alkalmazasanalk éggyiontosabb terepe. A mozgo6 anyagi
pont® lefrasa lényegében megegyezik egy térgorbe (Atialdparaméterezés melletti)
megadasaval. A paraméter szerepét ad” kszi fel. Az, hogy milyen térgdrbe szerinti
mozgas valosul meg, a pontot ért hatasolékerfelelések. A fizika fogalmai szerint a
tomegpontra hatdé érés a részecske gyorsuldsa kozotti arAnyossagedemytest tomege:
F = mi . A kdvetkedkben azzal a legegys#ibb esettel foglalkozunk, amikor egyetlen pont
mozgasat vizsgaljuk allandd kalertérben. J6 kozelitéssel ilyen helyzetnek tekirdihmst
egy bolygd mozgasa a naprendszerben, ahol a tdbbigdval valé kolcsénhatas
elhanyagolhaté a kdzponti égitest ,gravitacios satanellett, a bolygd és a kézponti égitest
is pontszeinek tekinthet e rendszerben.

Gyakran hallhaté, hogy a mechanika Iényegében ge@am€élunk ennek a kijelentésnek
a tartalmat megérteni. Nem foglalkozunk tehat adaptemzéssel, csakis a cél eléréséhez

szliikséges mennyiséfpgalommal és eszkdzokkel ismerkedink meg.

1.2. Klasszikus fizika: a legkisebb hatas elve

A klasszikus fizika térfelfogasa euklideszi, a témxeti jelenségek leirdsat egymastol
flggetlen id- és térkoordinatakkal kisérli meg, de matematidsikdztaraban jelefgen

tamaszkodik a variacios elvekre.

A klasszikus mechanikkegkisebb hatasanak elve szerint az anyagi porggésakor
kialakul6 térgorbe (vagy palya) a kovetkez hatasfiggvénynek nevezett integralt
minimalizalja:

by
Q= f% 2 —mV(r)dt = L =%f2 —mV(r)
t

0
(# — rr)

(I.1)

A térgorbe idszerinti derivaltja a pont sebessége=r, a V(r) az ebtér potencidlja,
amelyben a mozgas torténik. A (lll.1%b szarmazd Euler-Lagrange egyenletet

mozgasegyenletnek nevezzik, amely esetiinkben:

_ oL _doL OV L i YV S F=-mVV (I11.2)

or dt or or dt

B Vagy ,részecske”
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A (111.2) szerint aV potenciallu eftérben a pontra hatdéea potencial negativ gradiense és a
tdmeg szorzata. Az @egyszei eszkdzzel (rugds &mers) mérhed.

Példa — a gdmbszimmetrikus dftér: A mérések szerint egy nagytontiggeloljuk a tomegét
M -mel) testbl nagy tavolsagban — ahol mar pontsinek tekinthet — egy hozza képest
kicsiny tomed (jeloljuk a tomegétn -mel) testre haté 8magysaga:

mM

r

¥ =¢ (111.3)

Az er6 a nagytomedtest felé mutat, & aranyossagi tényéza gravitacios allandé. EBba
M altal keltett eftér potencialja (egy konstans még hozzaadhatdzzid a valasztassal®

-ben nulla), és az &(ha r M -bél m -re mutat,e , pedig ezen irany egységvektora):

———, mert
[ vr-or (111.4)
0 M mM r mM
F=-m—|-G—|=-G—— =—-@G e
or Nr-r r’ |I‘| r’

[11.2.1. Szabad részecske mozgasegyenlete

A legegyszdibb mozgésegyenlet azéesl mentes mozgés, amely Lagrange fliggvénye a
(111.1), potencialtél mentesitett valtozata:.

L:%# (11.5)

Ez a Lagrange fuggvény formailag teljesen mege@ye£il.8) ivhossz szerinti paraméterezés
melletti egyenes egyenletével (@riszol a 11.2.2 fejezet). Az eldb sza&rmaz6 egyenletek:

mi = 0 < v = const. Ha koordinatas alakban irjuk fel, altalanos kawdthkkal, akkor

m i,k

formalisan a (11.34) problémara jutunk, amelynekiészetesen a (.35} w'i* + @™ = 0

a megoldasa. Mivel a klasszikus fizika tere a h@liomnzios euklideszi tér, azérttaljes
térben bevezethéik Descartes koordinatdk, ahol a metrikus tenzor pamensek az

. 2 2 . . .
i? = guatit =1(a' ) +1(i?) +. 4 0i'd . =R+ 2 (azul =X, =Y, WP =2
jelolésekkel) altalanos képlétbleolvashatéan konstansok (matrixa pedig az egyséux).
Mivel a Christoffel szimbdélumok a (I11.30) szerint &netrikus tenzor derivaltjaibdl
szamolhatok ezért descartesi koordinatakban nultikor a mozgasegyenletek koordinatas
alakja (11.35) harom, egyszeformaju koordinataegyenlettel adhaté meg:

F:Zutuk + 4" =0<& (|||6)
X=Y=Z=0

irta: Molnar Jozsef Ph.D. 2012 42
A szer? irasbeli hozzajarulasa nélkil semmilyen formabam terjeszthét



[11.2.2. Az energia

Visszatérve a Lagrange fliggvényre, lathato, hogsn ridgg explicit médon az ol

oL o L “
[5 = 0|, ezért teljes idlszerinti derivaltja ezt a tagot nem tartalmazza|&hosan:

b _OL ;9L 4 (I11.7)
dt  Or or

Behelyettesitve ebbe a megvaldsuld mozgas meniféniilé Euler-Lagrange egyenleteket (

oL _doL_ 0L _dJL

— = ——), kapjuk
or  di OF o ator ) P!
dL. _(doL) . 0L .
E—[aa]'”a'r
dL.  d (0L . d(oL . (In-8)
—=—|—'1|=>—|— - 1r—-L|=0
dat  dt|or dt | or
Azaz a megvalosuldb mozgas mentén:
8—?-1"—L:const (1.9)
or

A (111.9) mennyiséget, amely tehat a mozgas kozilamdd, energianak nevezzik.

Alkalmazzuk ezt a klasszikus fizika tdmegpontjan@k.1) Lagrange fiiggvényére:

L :%ﬁ ~mV (r)

mi? — [%i‘2 — mV(r)} = const = %I.‘Q + mV(r) =const = F (ln.10)

(I11.10)-ben szokas az distagot mozgasi energianak, a masodikat helyzetie(mialis)
energidnak, 6sszeguket (teljes) energianak nevéznk-vel jeldlni, amely tehat egy
mozgasallandd.

11.2.3. A klasszikus fizika kritikaja

A szabad részecskételvarnank, hogy két pont kozoétt olyan palyan ngyan, amely a
legrovidebb hosszusagu. Persze egyenesen mozaogpaigisa kdzben miért nem a (11.6)-ot,

% Fontos megjegyezni, hogy az energia — mint mozigésth — megmaradéasa, és a legkisebb hatas — mint a
lehetséges mozgasok kdzil a megvalésuldé mozgakkntasi elve — ekvivalensek abban az értelemhmgy, h
szarmaztathatok egymasbal.
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miért a (I1.8)-at minimalizalja. A ket csak akkor ekvivalens, ha azbithegegyezik® az

ivhosszal.

Az erstérben mozgo pont nem érzékel semmiféli, ex rendszerében ,utazé’mondhatja,
hogy ,egyenesen” halad. A kidlsnegfigyet szamara viszont lathatéan nem egyenes palyan
halad, amely a kidsmegfigyeb szamara ,gitér’ megjelenésében nyilvanul meg.

A fentiek azt sugallhatjak, hogy a klasszikus fazikendszere valamilyen értelemben

tokéletlen. A kévetkezfejezetben ezen problémék feloldaséara kindlunkohdégt.

1.3. Relativisztikus fizika

Segitséglnkre lehet a fénysebesség allandosagdleakgge, amely szerint a fény minden,
egymashoz képest mozgo rendszerben allandonakztajpaBrobaljunk meg eldba tenyldl
kiindulni. A jelenség az egy térdimenziét (a relathozgasok iranya altal kijelolt) éséid
tartalmazo6 rendszerekben is jelentkezik, ezérelielh, hogy a haladasi iranyra néézges
dimenziékban semmi nem tortéfiik Egy meéleges (tehat valtozatlan) dimenzié menti
koordinatatengely segitségével tehat (Id. lll.lrabA feltételezés szerint az egymashoz
képest mozgb rendszerek (k6zos) origéjalad) €égy fénysugar indul, amely egy kicsiny (a

vessdtlen rendszerbedt) id6 mulva egyQ pontba érkezik.

y y Yy Q
A A A
v'dt
Vel ¢ dy=dy'=dy"=
# C "
/ cdt”
3
O dx, dx’, dx”, ...

I11.1. &bra: Invarians ivelemek.

A dy-nal jelolt koordinata-kilonbségek azonossaganakétdezésével a kovetkez

azonossagok irhatdk a dereksztigromszogekre:

Adt* — da? = Pdt’”? — da'? = Adt"? — da"? (n.12)

% pontosabban aranyos
% Ez nyilvanval6 ha feltessziik a tér é8 bmogenitasat, tovabba a Lorentz transzforméciisdétszik,
amelynek azonban konkrét alakjara nem lesz szuk&égi
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Ebbsl azonnal latszik, hogy fel kell adnunk az egyid&g eszmeéjét, a kulonkbz
rendszerekben az gl kilonbodképpen mualnak. Ha a koordinatarendszereinket neyn Ug
valasztjuk, hogy a haladasi irany mentén vessziikafex tengelyeket, akkor tetsteges

helyzeti koordinatarendszer valasztassal pl. a ks rendszerreds® = dX* 4 dY? +dZ?,
és igy az altalanos hely#etoordinatarendszerekben a (lll.11) a kdvetkalakot olti:
jel

d? —(dX? +dV? +d7%) = Fdt”? — (dX"? +dY? +dz"?) = .=ds*  (I1.12)

Mivel a ds? = c?dt* — (dX2 +dY? + dZQ) = *dt* — dr’ mennyiséd minden koordinata-

rendszerben ugyanakkora (azaz a rendszer valastdgggetlen invarians mennyiség),
valaszthatjuk a tér metrikdjanak, hasonléan, atgl.3) euklideszi ivhosszat a klasszikus
esetben. A (111.12) metrikat altaldban pszeudd-elakizi metrikanak neveZk

Ha egy tobmegpont (,részecske”) ivhosszat a hozaétkkbordinatarendszerben irjuk fel,

amelyben tehat térkoordinatai mindvégig (azonosaltifik, az ivhossz (111.12) kifejezése:

jel

ds* = 2dt? — (dX? +dv? + dZ?)‘x:oy:oz:o = c2dt? = c2dr? (11.13)

Ekkor az ivhossz kifejezése csak a részecske remdszerében folyd édel aranyos. Ezt a

kitiintetett (ivhosszal aranyos)étdnevezik sajatidnek, és -val jelolik. Egy rendszerben

foly6 id6 és a rendszedbtekintvev sebességgel mozg6 részecske sajatideje kozott, a:

Adr? = 2dt? — (dX2 +dy? + dz?) =

2 2 2 2 2
dTZ\/l—dX +dY” +d2 dt:\/l— LS PR S
Adt? c2dt? c2

(I11.14)

teremt kapcsolatot.

[11.3.1. A relativisztikus szabad részecske klasszikus hatésete

A fenti pszeudo6-euklideszi metrikara alapozott sgminimalizald hatédsintegral:

sajatidovel abbdl a rendszerbal,

kifejezve amelben sebessége v D)
A4

—mcfds = - mcfch = —mc2f 1—— dt (1n.15)
C

27 A dX, dY, dZoordinataju pontot a (3D) tér vektoraval jeloltiik.
% Néhol a (korrektebb) hiperbolikus metrika kifejstzis hasznaljak.
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A -mc egy aranyossagi ténygzamely a végeredményre nincs hatassal, d)er‘a<< c

hatéresetben biztositja a klasszikus fizikaval wakszamedleges egyeiséget. Ehhez a

V2

1- — Mmennyiséget fejtsiik sorbava= 0 korul:
C

2) o 2\ o
%V. %[1"_] ? E.[1"_] v (111.16)

(Il.16)-ban | az identitas-(egység)tenzor. Ezzel a helyettesdtés (111.15) relativisztikus
ivhossz minimalizalé hatasintegral kis sebességalreegy a klasszikus szabad részecske

hatasintegraljaba:

2 2
9 V_ ~Q 9 mv
—mcf‘/l—CthN mcfdt—i—det (11.17)

a (11.5) Lagrange fliggvénny@l (v = ) egybevetve, eredményiink magyarazatul szolgal
arra, hogy a klasszikus esetben ax (kis sebességeknél minden rendszerben folggad

kozelitéssel megegyezik a sajétid’®) szolgalhat ivhosszként a (valédi) ivhossz

kozelitésekéntils® = Cdr* = dt® —(dX2 +dY? +dz2) ~ P = ds = cdr ~ cdt.
[11.3.2. A szabad részecske energiaja

L ; o ) C oL
A (Il1.9) alapjan a szabad részecske energiaja asagozben allando, ertek@:za v—1L,

Hatarozzuk meg ezt a mennyiséget relativisztikustben. A (111.15) utolsé alakjabdl a

2
Lagrange flggvényl = —m621/1 - V—2 , €s ebbl:
C

29 Az eld) (konstans) tagot tartalmazé integral nem ad j&ailé levezethétmozgasegyenletekhez, ezért
elhagyhat0, és valaszthat6 a masodik tag 6nmagaban.
% pontosabban az ivhossz sajéiel aranyos mennyiség, a fénysebességgel, minyeséagi tényewel.
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(11.18)

Nyugalomban le§ részecske energiaja ezek szerint (a hires tomemgarekvivalencia):
E, = mc’ (11.129)

A mozgd szabad részecske energigja tehat a nyu@almmozgasi energiak 6sszege,éblab

mozgasi energia, €s annak klasszikus kozelitégez@g¢ese a (111.16)-hoz hasonldéan torténik):

mc
Elcm — mc? = mc? —1
2 v2
- X (111.20)
e ¢
‘V‘<<C va
= Ekm 2

[11.3.3. Részecske gorbult térben (klasszikus hatareset)

A 111.3.1 fejezet szerint a klasszikus fizika szdlr@szecskét leird hatésintegralja a (111.11)
ivhossz minimalizalo integréljéndw‘ < ¢ hatéresete. Felmerulhet a kérdés, hogy a (l1l.1)

hatdsnak — azaz azéetrben mozgo részecske esetének — a tér milyenkgajatfeleltethet
meg. Induljunk ki ehhez a szabad részecske (llligtbpssz minimalizalé integraljdbdl, és
egészitsik ki az &r V(r) potencidljaval' (és az igy adédé ivhosszat, a pszeudo-

euklideszibl vald megkilénboztetés miatt feltlhullamozzuk):

f 2
fmcfdé‘:fmf V 4+ 2 1V—2Jdt:>
c
2
K+c4/1—v—]dt;» (I11.21)
C C2

|v|<e

at* + (c?dt? - dr2) ~ (c2 +2v)dt2 —dr?

ds = —

2 2
[K] +ov, -2

c c

ds? =

31 Azaz most amc konstans eltéréssel — amely a végeredményt (adéveb mozgasegyenletet) nem
befolyasolja — a (lll.1)-et irjuk fel.
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A (lll.21) utolso sora szdgletes zardjelében-aelhagyhatd a masodik tag mellett. A (l11.2)
C
gombszimmetrikus étér esetére:

| _9GM

ds? ~ 5
¢ [x|

cdt? — dr’ (n.22)

Az eredményeket Osszefoglalva a kdvetkeregallapitdsokat tehetjik, amelyek elvezetnek

az einsteini gravitacioelmélethez:
1. Szabad részecske &> = c?dt* — dr> metrikaji pszeudoé-euklideszi tér egyenesén
mozog. Ez az ivhossz a részecske sajétidejé‘l/ei;c esetben ez nagyjabdl

megegyezik az 6sszes tobbi rendszerben fokygeid
2. Gyenge gravitacios éerben, ahol a kialakul6 mozgésokr#wz# < ¢ feltétel igaz, a
részecske pedig ads® = (c2 + 2V)dt2 —dr* metrikdja (enyhén gorbiilt) tér

geodetikusan — hiszen az a (Ill.21) ivhossz minm# integréllal szamolhaté —
mozog. Az ezen a geodetikuson méshehossz ez esetben is nagyjabol megegyezik

az 0sszes tobbi rendszerben folyéviel.

3. A mozgasegyenletek koordinatas alakja minden esetbéltalanosan, tetdeges (pl.
gorbevonall) koordinatakra is és gorbult tereklseigaz, (11.35) alaku, ahol a pont az
ivhossz (sajatid) szerinti derivalast, illetve kis sebességek esetétsbleges

rendszerben folyo tiszerinti derivalast jelenti.

1.4. Tezoranalzis

A tovabbiakban a magasabb dimenzidés éterxek mennyiségeivel foglalkozunk. &tt

kezdve a lokalis (kovarians) bazisvektorokrg,a g,, g; ... jeldlést hasznaljuk. A metrikus
tenzor komponensej;, = g; -g,, ik = 1,2,3.... A kontravarians béazisokg', g*, g’ ...,

amelyek ag, - g" = 6" egyenlettel definialtak.

(3
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Egy vektoP? kétféle felirdsav = v'g, = v,g" . Ha vektoraink kitéltik a rendelkezésre allo

teret, akkor &ltalaban a hely (koordindtdk bevesgstél a koordinatak) flggvényei pl.:

Egy masodrenidtenzor négyféleképpen irhat®:= t*g g, =t g.g" =t'g'g, =1t,g'e".
A masodrend tenzorok tehat felirhatok a béazisvektorokbol adkiotdiadok linearis
kombinaciojaként, a kombinacios téngkza tenzor komponensei. A diadok és egy vektor

skalaris szorzataiv- w = (v-w)u, illetve w-uv=(w-u)v, két diad skalaris szorzata

pedig: xy-vw =(y-v)xw, vagy vw-xy=(x-w)vy. Hasonléan definialhatunk
magasabb rerid mennyiségeket is. Ha a tér pontjaihoz tenzorolatdeliink, akkor

tenzorme#rol beszéllnk.

Egy masodrenid T tenzor szimmetrikus, ha - T-w = w- T - v, antiszimmetrikus, ha

v-T-w=—-w-T. v, mindenv ésw vektorra. A tenzorkoordinata szimmetrikus tenzbrna

szimmetrikus

v'g, - t,8"g’ 'wjgj = w'g e ,ngj =
i k) (ol i k[ ol
o'’ (g8 ) (8-, ) = taw' (668 )
tklviwjéféé = tklw"’vjéféé (11.23)

kol _ k|l
L, vt w = twty

tklvkwl = tlkvkwl = b, =1
A (l11.23)-ban kihaszndltuk a szimmetrikus tenzaefidiciojat, és azt, hogy az 6sszégz
indexek tets#legesen valaszthaték. Hasonléan megfontolasok aag szimmetrikus

tenzorok koordinatai:

th = ¢k (1n.24)
tik = tki

Antiszimmetrikus tenzor koordinatai:
L, =
th = ¢k (11.25)
tlk — _tkt

Szimmetrikus tenzorra példa a metrikus tenzor (imveetrikus tenzor), amely komponensei

a bazisok skalaris szorzatai (jeloljiik ideiglenegen g,g'g" -vel):

32 A vektorok invarians mennyiségek, ezért szilksépgégregy kontravarians és egy kovarians mennyiség
szorzataként irhatok, Id. 2.3.3
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v-g=1g g8
i l k i Lk i Lok l k
= vg, (g -8')g" = v'g, 08" = v'g,6lg" = vlg,8 (111.26)
= vkgk =

vV-g=vV

Szokas ezért a metrikus (inverz metrikus) tenzangonenseit az egység vagy identitas

tenzor kovarians (kontravarians) komponenseinelkenav

[11.4.1. Kovarians derivalt

Egy tetsslegesX med jobb és bal oldali gradiense

def
xv =g
ou'

o
o'

jel

(11.27)

def
VX =g¢'

Ha nem skalarmézdl van sz0, akkor hasonldéan képezhatdivergencia:

def
X
X V=—-g

ou' (111.28)

def
ou'

Vektorme? esetén a kétféle divergencia megegyezik. Végatacio:

du' (111.29)

Szamoljuk ki egy vektormeéz(jobb oldali) gradiensét:

k
ov d(v'g, oot g, .
8u;’ ou' ou' ou'

ov . , . Av* ;
= o (Ts, ) = [a_ +oTi e

(11.30)
Jel ‘
=ig,g’
k
= v]; = ai + Féjvl
©ou ’

Az utolsé sor kifejezését a vektorndekovarians derivéltjanaknevezzik, amely tehat a

vektormes gradiensének kifejezése abban a lokalis koordiedtszerben kifejezve, amely

pontban a derivaltakat képezzik. Meghatarozhatjukyanezt a kovarians vektor-

3 A kontravarians bazisvektorral kifejezett menngisEz sziikségszgra szorzat invarianciajanak
megkdvetelése miatt.
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komponensekre is. Ehhez szikséglink lesz a kovetkeanossagbol fakado 6sszefliggésre

(utolso sor):

0_35£_a(g'gk) agl _ g g1:>
ou' 63/ A’ ’ ou'
6 ) m
E.g = -Trg, g
Zau‘ (1.31)
8_g- gk - _I‘Ziéfn cht =
ou'
a_gl _ 1l gm
au/L mu
Tehat:
dvgt) 9 ) k
vV = a—v,g‘ = Mg’ = —v’?g’“g’ + v, 8—8
ou' ou' ou’ ou’
9 i kogm) o [a% 1| ok g
=—tg'g' — o (I)8" )8 =|— —ul |g'e’
ou' ( ) ou’ ' (1.32)
Jjel
=v,.8'g
0
= Yy = * - Ty
ou'

Hasonléan képezhik a magasabb refidenzorok kovarians derivalt kifejezésel, pl.:

oT 0 (tklgkgl )

TV =g = L g
3u ou' . 1
i og" i .08
Il grglg! +t, ——g'g’ +t,8" =g
u' ou’ ou’
at i i m )
N gkglg - (Frmg ) gg _tklg (Flmb )g (|”33)
Tl
ot L
[ kl tml Fm tkm Fm gk glg
ou i
ot
= tkl'i = _kl - mlFm km 1"’"1
T By

A masodrent tenzorok egy kilénleges esete figyelmet érdenmelek a kovarians derivaltja

nulla. Ez a specidlis tenzor — nem meglepdon — az identitas-(vagy metrikus)tenzor:

ag' m m
gkl;i = _kj - HLZF/CL gkmrli

ou
dg, 1 0 0y, 09, 1 0 0y, g,

_ glsl 9, _gnm [ gnk + Iin o gk7 ] - G _gnm [ gn"l + Jin o gh
ou' 2 out  out ou" 2 ou'  oul ou”
0 0 Jy, 09, 0 dg, g,

_ gkl _ léln { gn{c + Jin _ i ] _ 15” { gn.l + Jin _ Jii ] (|”34)
ou' 2 out  dub  ou" out  dul  ou"

_ gy _ l[agm 4 99, B A9y ] B l{agk-l 4 99y, _ %
out 2(0u’  out o 2{0u’  Oul Ot

=0
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A masodik sorban elvégeztik a Christoffel szimba@un{ll.31) szerinti behelyettesitését.
Eredménylink azt jelenti, hogy a kovarians derivatdiveletére nézve a metrikus tenzor

konstansként viselkedik, azaz szabadon mozgathaigaaians derivalas tivelete ala-aldl.

11.4.2. A gOrbuleti tenzor

Képezhetjik egy vektorméanasodik gradiensét is (111.32)sb

0 , dv, p p
VOV = || 2 Tl |ghgl |V = 9 Tyl |gte |t
ou' ! ov’ || ou' o
0% ov ot o
=|—ht — —L7l oy —E | gkgig
ou'ou!  ou! ou’
al) DMl ] i m .j
_[_k - Ulrici (anjg g'g’ + gkrmjg g’ )
ou' 1 (1.35)
azv aU al—‘7 avm m m 81} m m c 0]
= ; : T _]Fi7 Y k,f - Iy + ”ngm',ij T fn Iy + Ulrécmrij g'g's’
ou'ov’  oOu! ou’ ou ou
jel
]_ ko0l
= .8 88
% v ort.  ou, o Ov, ,
= vk'i'j = - k - — _lrib — l_k_L - _mF];rJL + ’U[Fiirgj - _kFZL + ’Ulricmrgjl
o ou'ou! ou?! ou’ ou' ou™ ’
Vagy a (111.30)-bél:
oo Ik i 0 9o Ik i j
vV =||— + T} |gg" |V =1—||— +v]} |g,8g" |;g’
ou' T ou’ || ou' )t
92" 90! ork o
— | S o g gy
ou'ou!  ou’ ou’
avk Ik m () i M)
Tt Fli (ijgmg g - g/cFNng g )
w ! (111.36)
02 k 9 ! 81"16 . ’ , 9 k ’ ’ o
=z Db S T, T T T ge'e
ou'ou’  ou? ou’ ou' ou™
jel
~ Uk;i;jg/cg[gj
2,k l al"k m k
e T N AL R VA v
ou'ou’  ou! ou’ ou' S ou™ )
Képezzik most a”,., — ", mennyiséget:
ork ork
R e Sy . ARV N0 NS i
¥ 3058 8U] 8U7’ 1 my) b~ me
ark  ort
=of | =L - =YLy pprk o TpTE, (I1.37)
ou’  ou' ’ o
= ”le];z
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Ez a kulonbség egyaltalan nem tartalmazza a vekirmerivaltjait (hasonléan a parcialis

derivaltak kulonbségéhez), csupan a vektotméz a (11.45) alaku gorbileti tenzor adott

pontbeli értékét.

Most rogzithet egy stratégia: egy vektor élglerivaltjat mindig sajat irhnya mentén,

azutan egy masik (rogzitett) irany mentén vegyik.ddat minden iranyra elvégezzik, és az

eredményeket 6sszegezzik (vagy atlagoljuk), akkgr lesebb dimenziészamu, aggregalt

ertéket kapunk:

Ipk _ .k .k
v lei =v sk v ki
jel
.l
=v Ry,
ork  ark
& R =—r-—&
ou ou’

+ Tk, — TpTe

mk Ik~ mi

(111.38)

A (111.38)-ban bevezetetf?, tenzor az G.n. Ricci tenzor szimmetrikus (a mesikenzor és a

Christoffel szimbolumok hasonlé tulajdonsagabdlkéédoen), masodreridtenzor. Végll a

skalaris gorbilet igy definialhato (szimmetriak thiZD-ben ez a Gauss gorbulet kétszerese):

def

R=g"R,

11.4.3. Hasznos formulak

Bevezetjuk a kovetkézeldléseket:

jel

1. A metrikus tenzor determinansdet|g, | = g

2. A metrikus tenzorg,, eleméhez tartozo@eles aldeterminangz;,

A metrikus tenzor determinansanak derivaltja:

B9 _ 99 99 _ 09y 09y

dub a9, ou* R ouF
A (111.34)-bél:
agkl m m
0=gy; = o 9Lkt = G
U
Hasonl6an:
, _ og"
0= gklﬂ: _ L + gmll-\],cm + gkmrim
' ou'
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#99; _ 109 _Olng

our g ouF out
99y
- aul = g’mll—‘z; + gkmrgl
g ) )
= OUL _ _gmll-\l:m _ gkmrim

(111.39)
(111.40)
(I11.41)
(I11.42)



A Christoffel szimbdlumok ,divergenciajanak” néharkjfejezése (11.30)-bol, az &6
eredmeényt is felhasznalva:

W‘:lgha%e 6%1_3%
L) ou'  ouF au!

_ 109
27 out (11.43)
_1dInyg
2 9t
- 6111\/;
AuF
Vektormez divergenciaja (I11.30)-bal:
k i
v-vza—"_-gi = a—v_ﬂlrg 6 :a—”_+vkr;i
ou' ou' ou'
Lo comdy 1 00
ou’ ou* g ou' (11.44)

vagy :

Az inverz metrikus tenzor determinansanak deria& inverz tenzor komponenseivel:

1

a1 | | |
09 g ' 05" 1 97 9g" 1 09" 1 94"
T T ok aa it a2l ST T T30 % o (111.45)
ou dg" ou” g dg" Ou g ou . P .
9" dg" 10 Oln
=—gg L = gLt =--L- 20
I.5. A gravitaciés egyenlet’

A gravitacios egyenlet variacios ebilb szarmaztathatdo a kovetkiez funkcional

minimalizalasaval:
fR\/—g dQ—i-ZOzfA[gik,aii;“]\/—g Q) = fRikgik\/—g dQ—&—ZOzfA[gM,,aif]\/—g d (111.46)
ou ou'

Az ismeretlen fliggvények a(z inverz) metrikus tankomponensek. Ay—g normalasi

tényed (a metrikus tenzor determinansabdl képzett Jadeberminans), a negativo@l

biztositia, hogy a gyokjel alatt pozitiv mennyiséfjjon®, a +—g dQ az invarians

3 Csak annak, akit érdekel...
% Ugyanis a (111.11) ivhossz metrikus tenzoranaled®einansa negativ.
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négyestérfogat-elem. A skalar potencialbdl szarmaz6 energia-impulzusde@z anyag
allapotara jellemd elére adott (ismertnek tekintett) mennyiség. Az inéddst a teljes

téridére végezzuk. Mivel a gorbileti tenzor a metrikuszter masodik derivaltjait tartalmazza

azért az integrélasi peremen (hipersikon) megkgukteind a ¢* mennyiségek, mind ezen
mennyiségek derivaltjainak éttését. Ugyanezen okbol a szarmaztatott egyenldudiege
negyedrendlek a metrikus tenzorban, de mivel a masodidaadok linearisan szerepelnek a
gorbulet kifejezésében, vegil mégsem jutunk negedégyenletekre. Mint latni fogjuk, az
egyenletek masodretiek. (111.46) szerkezetileg megegyezik a gyakoritetp— (energia-
impulzus tenzor) - simasagi tag (gorbllet), ametyaalattag hatasat annak kérnyezetére
terjeszti ki szerkezettel.

[11.5.1. A gravitacios tér egyenlete
A (I11.46) elss tagja:
[ Rig*N=g 2 (111.47)

Az ehhez tartoz6 egyenlethez a szokasos megkazeiitéa kovetked modon juthatunk:

1. A (lll.47)-ben a metrikus tenzort és a Christoffedimbolumokat flggetleneknek

tételezzik fel és erre a rendszerre hatarozzukanégiler-Lagrange egyenleteket.

2. Kideril, hogy Christoffel szimbolumokhoz tartozé I&dLagrange egyenletek egy
teljes vektordivergenciat adnak meg, amely a G&saogradszki tétellel az

integracios tartomanyt hatarol6 hiperfeliletre vwetiégralla alakithaté.

3. Tekintve, hogy ezen a hiperfellleten a metrikugdemasodik derivaltjai dibnek, a
Christoffel szimbélumokhoz (mint ismeretlen fliggyékhez) nem tartoznak Euler-
Lagrange egyenletek, a Christoffel szimbolumok nadmak jarulékot a metrikus

tenzorhoz tartoz6 egyenletekhez (azaz a végeredrsgaypontjabol a Christoffel
szimbdlumokbdl épidl R, -k konstansként viselkednek.

A masodrend mennyiségekhez keresink tehét egy teljes diveigmennyiséget, amely

tehat nem ad jarulékot a levezetémrdyyenletekhez:

[ Big*=g a2 = [ =g dQ+f@ dQ (111.48)

—gw
!

% palatini nyoméan
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Els6 feladatunk &G mennyiség meghatarozasa, mektt [ielyett) erre az egysZdab alakra is

felirhatjuk az Euler-Lagrange egyenleteket:

— - ori, —or
ik 7k ki kL ml ml
99 R7k - - ; Flw le - F Fm7

ou! ou'
ahol:
cort 9(V-gg'Ty, 0(v—gg" (111.49)
\/__ggzk 6ukll _ ( auz k ) _ 1—\21 ( auz )
ikl 9 \/__ ik)
\/__ggik ‘9%1 _ 8(\/_99 P’fl) = ( gg
ou’ ou' ] ou'’

(111.49) teljes derivaltjait elhagyva (ezek nem allparulékot az eredményhez), szamitsuk ki:

d(V-gg")  O(J-y ag™
2] 20, et
ou ou
1 g 1 \/—89
N 3u
1 1 g™
=—g" ——|9g9 +=yg
z J—_g[ " o ou
1, 1 dgPt g™
:——gl’“—\/—gx/—ggpq g +\/—9L
2 Y- Al
L
=L /_gm (111.50)
_ 691k 1 ik agpq
K 4 ou! 29 Ira A
S 1 R
= =g =Tl - T+ e (T + )
mk i impk 1 myp m
=N-g/—9"T, —yg Fz+29 (5F1+6Fm/)
L [_g( mkl—\:nl _ mzl—\nﬂ +gikrgl)
P ... Jg 8gil 4 . 39“ ml k km l
Itt felhasznaltuk (l11.45)-6t:—=- = —gg, = és (lll.42)-t: = = rk — gl .. Ezzel a
Au* Au® ou'

(111.49)-b6l marad:
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. — . |ort  oT!
,*gg”{Rﬂf _ 7997}4 ki Tkl + F;,;Finl o FmFim =

o ou'
GN—yg = _Fl (\/a_g ) + Fk (\g_g ) + \/_g7k (F;’;Finz - F’”Fim)
= J—g|-T% (—g™1, — ""rm + " T2 ) + T}y (—g™Te, — g™ Tk, + g*T%,
= \/_[Fl mkl—‘:nl + Fi? Lml—‘fnl 1"279%1"2] - F mLFfm Lkrl:,;l—‘%ml - Lkl—‘ml—‘im}

= |t T

_ l k l k
=~N-g [Fkt mlrml - Fklgmlrnu] =

G =g" (T, Tp T,

mi ml

Az a mennyiség pedig, amely a teljes derivaltakatalmazza, a kovetkézdivergenciat

szolgaltatja:

(\/_gbkrz ) a(\/jggikrll)

(R_G)\/__g ou'
o) o
a ou' ou!
tkpl - lkm
_ o ofe Tl — o' T ) N (111.52)
!

wl — \/__g(gbkréu - lkFZILn)

A (lll.47) variacios feladatot visszavezettik telaatkovetked, masodrendl egyenleteket

szolgaltato feladatra:

mIR\/—_ng:minfG\/—_dQ

: [1.53
= min [y—gg* (I, I — ', a0 (11-53)

Ha a metrikus tenzorG -vel jeloljuk, akkor a variaciés feladatot formalis a kovetkex

alakra kell hoznunk:

mme (G.GV) dQ:>f 0 0L\ guo
G  ou 0G
ou’ (111.54)
jel
oL 9 oL | —Q-H
G  9u 0G
ou”

Ahol Q a probléméahoz rendelt differencialegyenlet, antelyzleges H mellett null tenzor.

A Q--H:qikh““ alakban is irhat6. A fentiek alapjan az Lagrange fliggvénynek
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valaszthato azR\/—_g vagy a G\/—_g is. Az egyszdibb G\/—_g Lagrange fluggveényi
indulunk. A miveleteket az inverz metrikus tenzor komponenseiirdizeégezzik, de — a
szokasos (Palatini-féle) szarmaztatastol ébér— nem fogjuk a Christoffel szimbdlumokat és
a metrikus tenzor komponenseket fliggetlennek tekint A kovetked levezetés
meglehaeisen komplikalt, csak a teljesség kedvéért kozolEkKszor a metrikus tenzor
komponensei szerinti tagokat hatarozzuk meg harészre: i), ii), iii) bontva, majd a

metrikus tenzor parcidlis derivaltjai szerintiekezek a Christoffel szimbélumokban Iépnek
fel).
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O\ —gG 0 —
89‘5 = agpq [ gg ( mi ml
[ ik [ m [ m
a (Fl Fm F{mlrm ) + l_g gj‘: (Fimrz r Fm ) + \/—_gg7k (Fmbr ler )

8 mi ml agpq

r o ! Fm)}

1

W—g 11 ag 11 o(et)

99" 2J—gogn 2y og"

11 599 11y
) N TN
_l 1 2 —1 _1 1
= 2__999 90 N 99,,
11 —— 1 —
:5:(_1) “IN 799y -~y 99

A harmadik tag kiszamitasdhoz a metrikus és inveretrikus tenzorra vonatkozo

azonossagbol indulunk ki, és kihasznaljuk ezenamkzszimmetriatulajdonsagait:

Fi _ 1 mi agmk + 8glm _ 8914‘1 . 4 l 6.9”” 89”” + 8gSt
Kl 29 i X m | 9 7 Ik — I e g gkeglf m
9,9 = 5" = ou ou ou ou ou ou
kl
9 m dg™ 99y, 9y "
— IR — L — L 6 5 —
agpq Iri 8gm = 8gm 8gm “IImt 7 o 8gp gklgmt gkpgqt
=
81“21 1 8gmi 8gmi AN o 89“
agpq - 5 aul gmpqu +— 8 k gmpgql ((S;L(S;gksglt - g”“gkqusg[t gnugksglqut)ﬁum
— l agmi + 89”“ agkl 4 mi 891’17 mi agkp
2| 9ul o1 ImpJak ou” ImpIa — % Ou? K g,m 9" 9 u™
— l _ agmp mi X 89’"171 mi 6 89/@[ + mi agpl 4 mi 8‘(]]4?7
9 l Ik w9 da T %, kg o m W 5 m
ou ou ou ou ou
1 i 8971! o agmr) g 89@ _ 8gmp agkl
2 ou™ aul qk ou™ auk ql 2 (1 uP

Megjegyzend a p ésq szerinti szimmetria, amely akar tagonként érvéitlye. igy pl.:

-0 -0 0 -0
5 20— 51 SO oy 51 S0 5i ZI _  Toyapbi atalakitasokkal egys#sitiink:

T ouP P oul Tour P out
= l mi agml 4 agp] _ agmp g 4 8glsm 4 8gk]1 _ agmp _ 8gkm g, — agml o agkl
2 ouw  oum  od 7" awr  oum adk 7" ow T guwr T M our
1 8gm7 ) agkl
= g”“qurl mp T g”“gquk mp T3 9 (gqlgkm + quglm) ouP 2 6; Aul
1 m s i s 1. 09y,
- g”“qul—‘l mp + g”“gqll—‘k mp E(gqlgkm + quglm )(nggw + Ffspgém) - 56(; oub
j i Lo si 1 P 109y
= gnl7qurl,7er + g””gqlrk,mp - E(g%gqlrk,sp + g%qurl,sp) - E(gqlgkm + quglm ) FZpgml - 56(; SuP
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ar;«l 1 st 1 ] ] i 1 i 8gk1
agpq = Eg (gqlrk,sp + qurl,sp ) - E(gqlék + quél )Fsp - 56(1 Ou?
L 1 i i 1 Ogy
= 59 (gqlrk,sp + 9ult ) - E(qurkp + qurlp) - Eéq ou?
1 si i si i 1 Ogy
- 5[%1 (g Dk — ka) + G (g Lo — FZP)] _56‘1 ou?

A p ésg akar tagonként felcserélidatzt a 3. és 4. sorokban majd kihasznaljuk:

ar _ _ _ . 9
3: ﬁ = %[ng (gszrk,sp -1, ) + 94 (gSZFZ,sp -T, )} - %5; ﬁ
ore ; ; .0
4: gj{i = %[qu (gétl—‘k,sp - F;fp ) + 9k (gébl—‘l,sq - Ffp)} *%5(; ﬁ
=
a(rl”L‘FZlL B Fl’”ZFZ‘L) _ 1 sll-\ Fl rm rm sll-\ l 1 51 agmi m

+%[gqlrini (gsmrk,sp - FZ})) + qu (gsmrl,sp - FZJZ ) Firzi} u %6;” %Fini

71[%1 (gsTm-,sp o Fl?np )FZ: + gqmFZ; (gﬂrl,s’p % ng )] a %6; %FQ}

2
~Hogta07 T ~ T+ g 00, ~ 1) ey P

g% -val beszorozva iii):

(Tl Ty T, )

gik mi ’ ml™~ ki _
8gp(1
1 sl [ m m sk ikl 1 ik 89 mi Tvm
+§[(9 I‘m.,sp 7Fmp)l—‘ql + gqkal (g Fsp -9 Fw)}*gg ouP Fk{l
1 l smi ikpm sm m l 1 ik 8gkl l
+§[gqlrmi(\q Fep -9 ka)+(g Fl,sp 7Flp )qu]igg ouP Fqi
1 sl l ikm ikm sl l 1 ag mp _ikvm
_§[gql (g Fm,sp - Fmp )g Fki + gqmg Fk‘i (g Fl,sp - Flp )} + 5 Jul g Fk‘i
1 ) sm m sm m [ 1 ik 8gki [
a§[rml(g Losp 7qu)+(g L s 7qu)rml]+§9 9u? Ly
+l r slrm _ Fl rm 4+ ell-\k r -T ikl ] _ 1 ik agmz rm
2 nz,spg ql mp~ ql 9 sp q,kl q,klg ip 2 9 Sub kq
1 smi ikm sm l ml 1 ik 8gkl l
+5[Fq,7nig Fep - l—‘q.,mig ka + 9 Fl,sprmq - Flp qu} B 5 g ouP F‘ﬂ
1 ikm a‘g mp m 1 sml m 1l
+59 g ( map Fq-,mp ) + qurml =59 T (Fq,é‘p + Fp,sq ) + Fpmrql
2 ou 2
_rrl i T 4T TF 4T TR gk 99y !
Ip~ mq g q,sk™ lp g k,sp~ lg g q,kl™ sp g SuP kq
1 ikm a‘g mp m 1 sml m 1l
+_g Fki q - ( maqp Fq,mp ) + qurml -39 le (Fq,sp + Fp,sq ) + Fpmrql
2 ou 2
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i), i), iii) =

1 oJ—gG 1 aJ—_ggik(
J=g 0g" =g ag™

mi ml

8927’1

(T, —1t )

rrn—r

mi ml

mu

)+ S (g - T ) + o

ag mp 1

m 1 SITR
T N0 59 lffk (F +I 9yl 2( map qu"w)

m 1l km
g ml q,8p p,sq)—i_r Fyty Fki

pm= ql

. . dg,
l sl k sl k sl k ik [/ ald
_nglrmq - gG Fq,skrlp + g9 Fk,sprlq + gG Fq,klrsp - 97 au; Fk’]
1 .
l y RN ik RN RN
+Fmpl—‘r,1rlb - leF;an - 5 gpqu (anl—‘l,frlb - lel—‘l’frf)
_l sipk (1‘\ 4T ) N O A l ikm agmp _ ( _ )
9 9Ly q,Sp ,5q pm= ql 9 9 ki Sl m,qp q,mp
sip Tk sip -k sip -k it 99 T
-9 q,sk~ Ip + g k,sp™ lg + g @kl sp Y Su? kq

Lo (il I
7§gpng (FmiFIZZL - lel—‘/,cr;)

1 slpk m 1l 1 ikm agmp
759 L (Fq-,sp 1 ) Tl + 59 Iy Oul N ( map Fq-,mp)
) 89 ) 1 )
sl k ik Ll ik [ [ 1
+g Fk,sprlq -9 SuP qu - §gpqg (FmiFZlL - FmZFZi )
Azaz:
1 8 _gG 1 Ik Y, 1 ik 89,,,
A ik (T, T DT 4 g | = -T
/—g dgt 2 9 L ( asp T L pisg > Tlpmla T 2 U 9ul ( m,qp qmw)
X 2 00 1 ,
sl k ik li i ik l m l m
+g Fk,sprlq -9 Jub qu - Egpqg (Fmirkl - lerki )

A Christoffel szimbolumok derivalasat az inverz rikets tenzor parcialis derivaltjai szerint is
el kell végeznink, de a szimbdélumok kifejezése eaetrikus tenzor parcialis derivaltjait
tartalmazza. E lépésként tehat at kell irnunk a Christoffel sziolnokat. Ehhez

mindossze a,,9"™ = 6" azonossag all rendelkezésiinkre:
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s 09 m 09" _ gy [_ 99 g™
gklgl =o' = kj 9" = —9u J g kj = ﬂ: = “ 9 9mt ¢ s
o’ o’ ou' o’ o’
=
. 1 ,.009, dg,, 0Oy 1{ ag™ og™ dg*
Iy =-g" byl =i — ) J Ik — J G + 9™ gkeglf =9
ou! our  ou™ 2 o ou” ou™
=
8FZZ 1 mi s m T meiQr 1 T ior i QT o=
W - 2 (g gkégltépéqém mk6 6 6 - glmép 6‘16k ) - E(g gkpglq N gpkéqél - glpéqék ) -
0
ou”

1 mi m s mei T 1 i ier QT
2 (g gkeglf6p6q6m gmk6 6 6 glmép 6q6k ) = E(g gkqglp - gpkéqél - glp(sqék ) =

glpémé‘r )

ts

18\/—_963 _ i —g a * (F%rmrm F%rnll—\m)
ou” GM ou" aagm
ou” ou”
LO(TLTh —TLTh) 1
g* aagm - §gk (g lgmpgm gpmélé o gipééém)rkl ™ Fi”'“' 2 (g Ik — gpkéq o
ou”
1wt . 1 .
—Eglk (979,91 — 9,018} — g, 0180 )T =T!, ~g S0 (9™ 9110 — 90067 = g, 50767 |
1
2[( —6k6l6n )T — TL 836080 + 10, (9™ 9,61 — 979,67 )
~(~0ntng® L5 Lo (™0 = 87" = 87 )]
= 5[% (959" — 2630, ) =T (9,09 — 26707 )
I\ . .
= Tydy =Ty + 50y (Tho" — T
oG |0y, oL, | 1 y|ory, ory
u' o 0g" | 9w ou ) 27T | oul ou
ou”
10g . § 1 . Ag" 9g"*
S - v+ a5 -2
-1
Nog_ g 11 00) 11 e0et) 1 L0

- -1 — —
ou’ ou’ 2 /—g ou ZJTg(g ) ou 2d—g° ow
. Y \/_g agts 1\/_ ts agts
ts r
- s,
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1 0 6\! _gG _ arfyrbn _ ar;ﬂ] _ 1 Ik ar;«zn 81—‘;] 4+ rm Fl —Tmrr
Lg ou” aagpq u? ou” 9 7w aul au” pm= gl rm= pq
ou”
189(11) vtk Ik 1 , 99" | 9g™ 1 m (pr Ik
o (Tyg™ = Thg™ ) + 20| T Tl S|+ 5 T, (T
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1 0 a\/ _gG _ 81—‘;,;& _ ar;q L 1—\1 S R lg glk 8FZ7171 al—‘;l
\/—_!] ou” 9 g’ ou? ou” pm et e ou! ou”
ou”
1 r Ik l rk
+5 (Fq,pr t 1 )(Fk’lg — Ly )
1 r m m r om o rm
+5 gqp [F/cl (_1—"Zr'mg]C - ]‘—‘]:‘mgl ) + Pil (Prmgk + F'I:'mg )}
1 m r l rk
+ 5 gL v (szg — Ty )
1 0 8\/ _gG _ arZ'rln _ 81—‘;%1 B Fl B N 1 Ik al—‘l,gn 8]‘—‘21
\L1;auriaagpq our  ou’ pmal - mrmTe o T | gyl Gy”

ou”
1 r lk U rk
+5(gqmr;nr + gme;Y; )(Flrslg - Fklg7 )
1 I Fl km Fk Im Fl T km Fk rm
+5-gqp kl (_ mY L9 ) + kl ( rmY + rmY )}

+%g rm (leglk _Pﬁdgrk)

qp— rm

1 0 8\/ _gG _ 81—‘27171 _ 61—‘;(1 4 m Fl S D lg glk 8Fl,9r;n r al—‘;l
\/—_g ou” b 0g?? ou? ou” pm gl LY o Ot ou”
ou”
1 m m rlk L rk
+5(gq7rsz1‘ + gpmrqr)(rklg - Pklg )
1 r i km 1 rk lm
_5 gqprler‘rrzg - 5 gqukZFr7rtg \
1 r m 1 rm
+qupri'lrrmgk +§gqp]‘—‘§clrf‘mg '
1 m pr lk 1 m o rk
+ 5 gqprr'rrzrklg N 5 gqprwrzrklg
1 0 8\/ _gG _ ar:Ir'rln D 8F;?q +Tm Fl N N 1 Ik arz;n 8]‘—‘21
\/—_9 ou" b g ou? ou” pm= gl R A ou! ou”
ou”
1 m r rk
+§(9qmF2"% + gpmrqr)(rklglk N Fi‘lg k)
‘gquZlFi"mgkm + gqpr;r;nrlrdglk
Veéqlil:
10 oJ—gG _ |00y, O, | 1 [Ty, Ory
\—g Ou” aagm ou?  ou” 2°% oul ou”

ou”
Tl = ThLh = 90" (Tl —ThT0 )
1
+5(Dpp 4T, )(Thg" — g™

A két mennyiség kilonbsége a (111.53) funkcionaliker-Lagrange egyenletei:
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1 8V79G 8 aV 7gG . 1 Sll—\k F F 1’\711, l—\l 1 ikl—\’m agmp
) - . ) =39 lk( q,5p + p.sq)+ pm™ ql t-91y 7( m,qp
N—g| 0Og" ou’ P dg?? 2 ’ ’ 2 oul ’
ou”
. ag . 1 .
sl k ik L Tl ik l m [ m
+g Fk,sprlq -9 wrkq - §gpqg (Fmirkl - lerki )
|9 Oy | 1 | 0T, 0Ty
ou?  ou” 27 oul ou”
m 1l m T Ik r m m
_FmeqZ + FrmeQ + gqu (karrl - Frmrkl)
1 rlk L rk
7§(Fqﬂpr Jrrp,qr)(rklg — Ly )
ar]}fl o 8qu mr l Ik aFI’sl o 8FZﬁn
ou” ou? e e ou” Al
1 slpk 1 ikm agmp
759 Ly (Fq,é‘p + Fp,sq ) + 59 e W E ( map Fq,mzv)
le Fk ik agli Fl 1 Ik e rm Fl I
+9 Ly by — 9 ur _Egpqg ( mit ke Ll kl)
Ik T m m
+gqu (karrl - Frmrkl)
1 r Ik L rk
7§(Fq~,m' e )(Fklg Ly )
8F;fl _ argfl’l mpro| lg k 81—‘1;[ _ arlrgn 4 m
u’  Bub. TR 27w | gy gyt ™
1 slpk 1 ik m agmp
759 L, (Fq,sp 1 ) + 59 I ol 7( map qmw)
. 0g, 1
sl k ik L 1l r Ik . rk
+g Fkyé’llrlq -9 Oub Fk‘q - E(Fq,pr + Fp,q'r' )(Fklg - Fklg )
Az utolso két sor:
Lok 1 i | 99
—59 L (Fq,szl s ) + 59 e oul ( map qymp)
. 0g, 1 ,
sl k ik b l r Ik L Tk
+g Fk’:é’lll—‘l(] aJ (911,; qu - E(Fq,pr + Fp,qr')(Fklg - Pklg )
_ 1 sk 1 ikm agmp
- 759 L (Fq,sp + Fp,sq ) + 59 L W - ( map Fq-,mp)
. 0g, 1. 1 "
sl k ik il r ok [k
9Ly T — 9 ou’ L — Erklg (Fq,pr + Fp,qr‘) + §Fk1g (Fq,pr + FIMN’)
[ R sl ki 0%
o 59 T dul _( map Fq,mp ) o (Pq,pm + Pp,qm) +9 Fk,sprlq -9 uP Pk’q
1 ik m agm 89’"1 i agt
=39 krki E— . + g kricq [Fl.ip - l
2 ou?!  Oul ’ ou?
(ag, 0g, 99, ag. .
S Y T TR 7 .
2 Nouwr  ou o ou? o

Behelyettesités utan:

irta: Molnér Jozsef Ph.D. 2012 65
A szerd irasbeli hozz4jaruldsa nélkil semmilyen formébam terjeszthét

-T

F;l _Tr m

km= rl

o )




1 8'\/ *gG B 0 3\/ *gG _ 8qu . anrﬁ I AL Fl F/c 719 glk arkl _ aka I RO M AR R
\/?g agpq ou” aagpq ou” OuP rm> pq kg lp 9 q ou” 3ul rm™> kl km™ rl
ou”
_p L, gtp
T e 2gqu kl
1
=k, - qupR

Tehét a (III.47)(az fR\/TQ dQ) funkcionalt minimalizal6 Euler-Lagrange egyenletek

feltéve, hogy a metrikus tenzor determinénéa_gi) sehol sem nulla és igy oszthatunk vele:
R, —%gikR —0 (I11.55)

Erdekes — a mar emlitett tény —, hogy ugyanez adneény adodik, ha a Ricci tenzort

konstansnak vesszik az Euler- Lagrange egyenleéeknaztatasakor.

[11.5.2. Az energia-impulzus tenzor

A (lll.55) egyenlet tisztdn geometriai megfontoldstszarmazik, a (I11.46) funkcional
,Simasagi” tagjabodl. Tulajdonképpen ez a tag tetjeki a lokalis adattag az G.n. energia-

impulzus tenzor hatasat a tdtithvoli tartomanyaira. Az adattagot is tartalmagygpemletek a
Ry, _%ng = ol (111.56)

A (111.46)-ot szokas még a kovetkekeppen, skalar potenciallal is megadni, azért riggrt

csupa skalér all az integral mogott:
[ (R+20AN-g a2 (11.57)

Ekkor a masodik taghoz tartozé Euler-Lagrange egyek

e R
8g7’k Al @

!
= (111.58)

2 |0AY—g O OAV—g

Ty = J—g % Al ik

—g| Og ou' g

ou!

2
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Einstein feltevéseszerint az adattagként szekemkalarmeé metrikus tenzorra vonatkozoé
2 , . . : .

T -vel normalt Euler-Lagrange egyenletei az enengiptilzus tenzort kell jelentsék, de a
-9

tenzor definicidja nem ez, hanem a kdvetkeantban definialt mennyiség.

[11.5.3. Az energia-inpulzus tenzor eredete

A fizika szerint az anyagi rendszer (lokalisan) egy = qb(u"’) skalarmeé
jel
ZL(¢,¢k) Lagrange flggvényével irhaté le. Ezt figyelembeeva részecske

9

0uk

L] ¢,

energigjara vonatkozo 111.2.2 fejezet megfontolasédrid tartomanyara is megismételhetjik

(felirjuk az Euler-Lagrange figgvényeket, illetveagrange fliggvény teljes derivaltjat):

, 9L_o oL _, _ 9L_ 0 OL
0% out ¢, 0 ouk 9¢,
oL  dL oL 04,  OL oL
2. o E Gt = gy
out 0 ¢, dui 0o g, "
=
oL o dL oL d (oL
oL _ | 9 oL ¢7-+—¢z-=—[—¢7-] 111.59
ou' [auk a@.] 9, " auk |9, ( )
=
d (oL dL 9 (0L oL 9 (0L
0=—|==9¢ f:——¢i]6f———{—¢i6fL]
auk[aéﬁk ] du’ auk{aqbk out  our |09,
Mot
AuF

A (111.56) 6sszefliggéssel definidlt divergenciamdéntes mennyiség neve energia-impulzus
tenzor”.

37 A fenti bevezetéssel definialt tenzor nem felwdileszimmetrikus, (a Ricci tenzor az!), de szimiaéthatd.
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V.  Alkalmazasok a gépi latasban

A fejezet felépitése a kdvetkez
» Aktiv konturok és felliletek.
e Optikai aramlas.

» Képrekonstrukcié/képkorrekcid

IV.1. Aktiv konturok

Az aktiv kontarok elédleges felhasznalasa a képszegmentacio, valandypéje alapjan,
amely legegyszébb esetben lehet az intenzitas (szines képekrehy se egyéb jellentk

is: tartomanyok atlagos intenzitasa textlurdk irdtispaga stb. Az aktiv konturokat
sikgorbeként (nyilt vagy zéart) fogjuk fel, amelyedgy megfelélen megfogalmazott
funkcional extrémumat szolgaltatjak. A funkcion&h@ndelt Euler-Lagrange egyenletek a
gorbe pontjainak mozgasat hatarozzak meg. A gofbBkonos objektumok, ezért olyan
terlleteken, ahol nincs a mozgast meghatarozé nedy)yott a ,hianyz6 adatok pétlasat” is
elvégzik, pl. az élek detektaldsara alkalmas kahtérszakadasokat, elmosodott él részleteket
potoljak.

Az Euler-Lagrange egyenletek numerikus megoldasaheté€ges Lagrange
koordinatakkal, ekkor a kontaron pontokat szemelkinlamelyek 0j pozicidjat az egyenletek
hatarozzék meg. A pontok ilyenkor eltavolodhatredert gondoskodni kell a gérbe mentén
val6 egyenletes Ujraosztasukrol. Tovabbi probldmagy kiilon kezelés nélkil nem lehetséges
a topoldgia valtozasanak kovetése. Erre egy lepessénegoldas az Euler koordinatak
hasznalata, amely a Level Set médszerek alapja.

IV.1.1. Paraméteres konturok

Torténetileg az aktiv kontar Kass-Witkin-Terzopailaunkajaval [12] vette kezdetét Az (1.2)

aktiv kontur élek detektalasat teszi léivét Az el$ (adattag, kil erstér, vagy ,external

force” potencidlis energidja jelé,,; ) cseréjével tobbféle feladatra tehatkalmassa, pl.:

* Az intenzitdsfuggvény{vagy —I ) valasztdsaval vonalak

» Tovabbi (fLeﬁ — Thight )2 (sztereo bal és jobb oldali képei kozotti kontwiedktaggal

bovitve sztered rekonstrukciéra
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A szarmaztatott Euler-Lagrange egyenletek konstas 5 tényedkre:

VE,, —ai + 47 = 0 (IV.1)

Ahol a VE,, a valasztott adattag(ok) gradiense. A (IV.1) efptema megoldas-gorbén

érvényes, a kontur altaldnos helyzetében attolr.elbé gorbe pontjait tehat agy kell
elmozgatni, hogy a bal oldal abszolut értéke mingentban csdkkenjen (azaz ,gradient

descent” iranyban). Ez- ,mesterséges &l bevezetésével a
VE,, —ai + 37 = —— (IvV.2)

egyenletre vezet, amely megféleintegralasi sémaval, véges differenciakkab pontok
szamatdl fugd méreti konstans egyitthatds linearis egyenletrendszerolui@égara vezet
iteracionként. A megallitas feltétele a (IV.1) saea zérd j0 megkdzelitése a gérbe minden
pontjaban.

Emiatt fontos a kontur kezdeti helyzetének megadaselynek legalabb néhany pontjaban a
megoldashoz (pl. az élekhez) kozelinek kell lenaigpbbi pontja ,semleges teriileten” is
lehet. A kezdeti tavolsdg némileg novethed kép edzetes feldolgozasaval, pl. Gauss

szirével.

IV.1.2. Gradient Vector Flow

IV.1. &bra: A gradiens kiterjesztése a teljes képté

3 A paraméteres kontirok altalaban pontjaik Lagracmedinatas megadasaval torténik (ezen pontok
mozgasegyenlete a (IV.2)). A pontok mozgasuk kéAlataban eltdvolodnak egymastol. Ez a jelenség
rendszeres Ujrainicializalassal kezethet
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A Chenyang Xu és Jerry L. Prince [13] altal bevetteinddszer lehévé teszi az éleket
detektalé paraméteres konturok téteges helyzetll val6é inditasat azaltal, hogy éeletes
képfeldolgozassal a képfliiggvény gradiensét megfelelddon Kkiterjeszti az egész
képtartomanyra (IV.1 abra) a

f[L|VV|2 +|vIf v - Vi a0
Q (IvV.3)

jel 9
2 2 2 2 _
u; —|—uy + v, +vy —|Vv|

u
funkcionalt minimalizald, a kontir mozgatasat b&ité v = (kllss erstér, a (IV.2)-ben a

v

VE, ) vektormedvel. A (IV.3) el$ tagja a vektormez simasdgat biztositja, a Horn-

Schunck optikai aramlasi egyenletek (11.1) simagagjaval egyezik meg. A masodik tag az
adattag szerepét jatssza, amely az élek kdzeld@dramdns, és minimumat a kép gradiensével

megegyeé vektormesd esetén veszi fel. A szarmaztatott Euler-Lagramgyeletek:

,LLAU—(U—II)(]JQ;—{—[?) 0
pov—(u =1 )(2 +1§) . (IV.4)

(IV.4) egyenletrendszer a:

ou

_:,uAu—(u—Iw) I2+1

gz ( ”) (IV.5)
o = how—(u—1,)(12 +1})

altalanositott Bvezetési egyenlet egyensulyi (steady-state) allapotaz idbparaméter). A

AxA

numerikus megoldas a szokasos véges differencidkiphato, aAt < idébeli

lépésekkel. A Gauss piramis hasznalataval a folydehgyorsithato.

A fenti egyenletek magasabb dimenziokra direkt nmééltalanosithatok.

IV.1.3. Geometriai konturok és fellletek

A paraméteres konturok alap@ethibdja, hogy a megoldas-gorbe pontos helyzete a

paraméterezésitfiigg. Vegyunk példaul a kovetk&ZlV.7) egyszei funkcionalt, és hajtsunk

végre rajta valtoz6-transzforméaciéta= f(t) = t= f'(7), kapcsolattal. Eh>:

39 A tovabbiakban a derivalas valtozéjat alsé indexjeddljiik
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Jel
dr:%dt:wdt = dt=Lar=Lar (IV.6)

af ®
dt
és
1 1 r=f(t)
fq)(r,rt)dt = fq)(r(t),rt(t))dt =
f(ﬁ) 0 (IV.7)

-1 , 1\ -1, 1 .
ety

(IV.7) méasodik sora nyilvan mas egyenletekre veatt az el sor, és tetsdeges gorbén

7(1) )
= f@(r,@rT)—dT
o) 7

veheti fel minimumat.

A ,bels6” geometriai lényeg a természetes (ivhossz szpntiaméterezéssel foghatd
meg, illetve a valasztott differencialis gorbejeil®knek invariansoknak kell lenniik (az
érints-egységvektore , vagy a pontbeli normélvektor az, az integralést a telje§ gorbére

végezzuk) pl:

ds = r,|dt =

f@(r,e)ds :f@(r,rs)ds: (IvV.8)
[o dt = [ ®(r,e)|r,|at

G
Sikgodrbéknél a normal-egységvektor és az @mgysegvektor kozott egyértelnkapcsolat

1
ry— T
t

|rt|

all fenn: n =kxe (ahol k a sik normalvektora), ezért mindegy, hogy melyiket
szerepeltetjuk funkcionalunkban. Aktiv fellleteke®n ez a mennyiség mindig a normal-

egyseégvektor:

[o(s,n)da = [[@(8,n)|s, x8,|dudv (IV.9)

F u,v

(IV.9)-ben az integralast a teljes feluletr& ) végezzik, az invarians fellletelem pedig a

dA = dudv .

SU X S?)

IV.1.4. A geodéziai aktiv kontar

Caselles, Kimmel és Sapiro [14] az (I.2) éldetédgr alkalmas paraméteres kontleE 0
melletti valtozatat egy, a matematikai mechanikalbétt analdgia alapjan geometriai

konturként irtak fel:

Jol|V1(x)])]x |t (IV.10)

G
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ahol ag(|VI(r)|) a képfliggveny gradiensének szigorian monoton esdKkiggvénye, pl.

1

_ (IV.11)
1+|vif

g(|v1]) =

p értéke 1 vagy 2] -a képfuggvény Gaussist valtozatd’.

A (IV.10) funkcional minimalizaldsa értelmezhietegy fellleti minimalis gorbe
kereséseként (egy Riemann tér geodetikusanak mesgsgvel), a (11.13) szerint ugyanis a

f \/ 9,,0°+2g,, 10 + g,,0% dt ivhossz kifejezése az = =, v = y paramétervalasztassal, és

a g, (z.y) = ¢*(VI(r)

)i € g =9, =9 (VI(r)]), g,, =0 metrikus tenzorral az

ivhossz ¢ = r,):

f\/g2(|VI(r)|)(I'2 + 9 )dt = fg(|V](r)|)|rt |dt (IvV.12)
éppen a (IV.10) , amely kifejezést az euklidesZiogszal (11.6) 6sszehasonlitva (ahol
9 = 9,, = L 9, = 0) joggal nevezhetjik sdlyozott ivhossznak. Szertdélgelentése a

kovetked: a gorbe ,kedve® helyeken haladva (ahova torekszik), nagy szakeska
(euklideszi ivhosszban mérve) is kismértékben jahoizza a funkcional értékének
noveléséhez, mig ,kedvétten poziciokban” (ahonnan ezért eltavolodni igy#ks

nagymeértékben noveli azt.

Tehat a (IV.10) minimumat keressiik. Természeteg#in3d) most is megfeléllenne, de
tulsagosan Altaldnos formula, tovabba szeretnékkrighi a Christoffel szimbolumok

hasznalatat, és maradni a gorbét leifd) és differencidlis invariansainak hasznélatanal. A
g(|VI(r)|) 6sszetett fuggvény helyett irhatjuk @(r)-t, és igy az Euler-Lagrange
jel

d - :
egyenletek levezetés&/ g = d—fz gr)Jelolesselmlnfg(r)|rt|dt =
G

0 A g fliggvény argumentumanak valaszthaté maga a képéinygs. Ekkor a minimalizal6 gorbe a legsététebb
részeken halad
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dg _af dnl)_ oy df dfnon) o df 1 d
dr dt[ drt]_grrt| dt[g a, | T ) T 7\ %)
=grlrtl—e%w%=gr|rt|—egr-rt—965%
(IV.13)

= g ||~ eg, -(|r.|e) - grn|r|
=[5 |[(1-ee)- g, — grn] = [xr,[[(nm + ee —ee)- g, — grn]

= |rt|(g]r -n—gm)n =0

Iy
A levezetés els soraban bevezettik az éfirdgységvektort:e = ‘r—t‘ a masodik sorban
t

kihasznaltuk, hogy @ az r, az e pedig az ivhosszs() 6sszetett fliggvénye, %js = |rt| A

harmadik sorban a sikgdrbékre vonatkozo Freneekeipk, = ~n, amely elemi geometriai

megfontolasokbdl is azonnal adodik (a gorbilet,n a normal-egységvektor). Végil a

negyedik sorban az identitas tenzort irtuk fell@lis e, n koordinatarendszerbeli alakban:

I=nn+ee. Az |r,| minden pontban pozitiv, ezért oszthatunk vele, gy evoliciés
egyenletek £ = —div(n)):

%:(gn_gr.,ﬁn:_(gr.n+gdw(n))n (IV.14)

.3 pont alapjan a Level Set egyenléfek

U, = —@-n|VU|
or
_ YU | YT
=|VUl|(Vyg) ~U + gV v (IV.15)
_ | g XU
=|vUulv IS

Megjegyzés:A g =1 esetén a gorbe euklideszi hosszat minimalizalkkoea (IV.13) a
xn = 0 egyenletbe megy at, amely az egyenes (I1.7) egy@nt” = e, = xn, és ebjeles
tavolsagfuggvény [VU| =1 valasztdésa esetén a (IV.15) Level Set egyenlete az

u_ = aAu, (a = 1) valasztassal atliezetési egyenlet.

IV.1.5. Régio alapu aktiv kontar

A sikbeli Gauss-Osztogradszkij tétel:

“L A Level Set egyenletek az evollcios egyenletékiindig formalisan szarmaztathat6k az 1.3 poapiin.
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fdiv(v) dA = fﬁ n-v ds:fﬁn-v|rt|dt (IvV.16)
A G

G(=04)
ahol azA a zartG gorbe altal hatarolt tartomany, tets@leges vektormeaz Keressik a fenti

integrélokat minimalizalé gorbét. A levezetést mudszeti koordinatas alakban végezni:

r,=xi+yj = |rt|n =—yi+uzj
v(r) = u(z,y)i+v(x,y)j (|V.17)

= |rt n-v = —ytu—|—ztv
Az Euler-Lagrange egyenletek:

T =y, + T, —Ev YU, T, 0T — vy, = 7ytdw(v)

d
Y=y, + 3, +E“ = —yu, + 2,0, +u,z, +uy, = :rdw(v) (IvV.18)
=
ndiv(v) =0

Az utolsé sort az|rt|-vel osztassal kaptuk. Tetdeges f(x,y) fuggvényhez valaszthatd

megfeleb v = u(z,y)i+v(z,y)j sebességmézhogy adiv(v) = f(z,y) teljesiljon (pl.

az @ = [0,a]x[0,b] képtartomanyon egy ilyenek a kovetidez u(z,y ) ff &y)

Y

ésv(ny) = %ff(%n) dn , amelyekkeldiv(v) = f(z,y)). Ezek szerint affdA Euler-
0 A

Lagrange egyenletei, illetve az evollcios és L8atlegyenletek:

fn=0 =

or

5, = h (IV.19)
=

U, =|vVU|f

A fenti eredmények alkalmazéasa pl. az (1.3) MumiBithh féle szegmentacio, vagy annak

egy egyszdisitett valtozata, a Chan-Vese minimalis variack),[& kovetkeé funkcionallal:

1 f Vaa+ [ (1-c)aa (IV.20)

() QG
Ahol Q. a zart szeparadlé gorbe altal kozrefogott régidintenzitas-atlaggalf? \ 2, a

gorbén kivali tére, intenzitas-atlaggal. Az Euler-Lagrange egyenl€tékl9) szerint:
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1

5[(1_01)2_(1_02)2}11

:%(12—201]+cl2—12+2021—c§)n (IvV.21)
= (02 —cl)[l —%]n
¢ +c
(IV.21) nagy erénye, hogy aZ = (& —¢ )| 1 — - 5 2| adatmetrika kénnyen cseréltet

intenzitastol kulonbdk metrikdkra, pl. texturazott régidknal a texturakanyultsagara
jellemz mennyiségre, a kép gradiensének iranyara:

gt ',/
/‘ A

7 :
7 /’/>

IV.2. dbra: Szegmentacio a texturak iranyultsagajah

A modszer altalanosithaté tobb régiora és kombatéllegyéb médszerekkel, pl. — ha élek is
léteznek — a geodéziai konturral is. Hatranyakémiftbe®s, hogy minden iteracids 1épés utan

Gjra kell szdmolni a régiok atlagait, amely kuloedsnem-trividlis metrikak esetén
hosszadalmas.

IV.1.6. Aktiv fellletek

Induljunk ki a (IV.9)-nél egyszébb:

[o(s)aa= [[a(s)

U,V

(IV.22)

funkcionalbdl. Miebtt hozzafogunk az Euler-Lagrange egyenletek leeésstez éksz0or
hatarozzuk meg a fellletelem lokalis bazisok stedierivaltjat:

:8\/(Suxsv)-(suxsv):1 1 2(s ><S).a(SuxSv)
88, 08, 2 1V a8,
a(s, xS, ) a([s. ], s.)
M T es, YT s,
=-n:[8,] (=8,xn) (IV.23)

T =n-[S,| (=-8S, xn)

ahol n a normal-egységvektor.
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Vezessik még be ia =

0 = hdg —a[JJ%J— [ = hbg +%(¢n-[sv]x)—%(¢n-[su}x)
= i+ (n-[5,] )5+ #(n, [5, +n[SWL)—(H-[SHL)%—4’(1%-[SuL+n-[SwL)
= g + (n- squa—‘l’ (] >—+<1>< (8], -, [s.])
= g —(8, %) 22 + (s, xn)?-ﬁ-‘b( [8,] = n,-[8,]) (IV.24)
[

= hbg — 1S" (D5 - S, ) — 1S" (Dg s,)+<1>( n,-[8,] -
= h(I)S '(I—SUS“ _S’USH) +<I>(nu .[S’UL _nv .[SUL()
= h<I>S -rm—l—(I)(nu -[SUL —n, -[SUL)

(IV.24)-ben negyedik soraban felhasznaltuk a ().ddményt, az utolsé sorban pedig, hogy

tetsdlegesaS, + bS, + en vektorra:

1-8,8 -88')-8, =8 -8 —0=0
1-8,8" —88']:8, =8 —0-8 =0

—~

1-88 -88)n=n-0-0=n (IV.25)
N :
(1-8,8" ~8,8")(aS, +18, + m) = m

nn - (aSu +bS, + cn)
Bontsuk még fel a (1V.24) utolso soréat is komporeéres

0 = hoog-nn+®(n, [S,] —n,-[s,] )

z[hcbs nn+q>(n S, ] U.[su )]s, s

+[h®g -nn + @ (n, -[8, L [8.1.)]'8, 8

+[h<I>S~nn+<I>(n“ S, L SUL) -nn

= {0—|—<I>[nu-(Sv xS, )-0]} 8"

+{0+@[0—n, (S, x8,)]} s

+{h<1>s n—l—(I)[ (8, xn)— ,-(Su xn)]} n (IvV.26)
= (~h®n, -n) 8"

Jr(h(I)nU ~n) SY

+{h<1>s ‘n +<I>[nu . (SU ><n) -n, - (Su xn)]} n

= h[@s -n—l—‘I)(nu-S“ +nU-S“ﬂ n
= h[@s -n+<I>div(n)} n

Ismét felhasznaltuk a (1.15) eredményt, és azing,thogyn a normal-egységvektor, ezért

parcialis derivaltjaira méteges, skalaris szorzatuk nulla. MiveIdaJ(H) az 6sszeggorbulet
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minusz kétszerese, azeért (IV.26) formalisan telgstékben megegyezik az egydimenzids

(IV.13-14) egyenletekkel, az evoluciés egyenlet:

%: —(<I>S-n—|—<1>div(n))n (IV.27)

Ha az altalanosabb (1V.9) egyenletékimdulunk ki, akkor a (IV.26):|®g - n + ®div(n)| n

8n
8S

0

hq) — | h®
81}

tag jarul.

Euler-Lagrange egyenletekheraé)— n 8S

El6szor kiszamoljuk a normal-egységvektor megteléérivaltjait, felhasznalva (IV.23)

eredményét:
(S, x8,) =
= (808 (e8| s
= —3lls.] ~(m)-[5.]] (Iv.28)
— —(T—nn)-[s,]
= (T-m)s,]

v

Ebbsl elészor is kovetkezik, hogy az additiv tagoknak isakitag normaliranyd komponense

van, hiszen pI%[(I —m)-[S, L]-SU =(I-mn)-n=n-n=0, tovabba az egyetlen

)

S

uv

olyan tag, amely additiv tagok része, és nem a2@yra végadik, az (

U

tényedt tartalmazza. Ezek szerint az additiv tagot igyjla

0
+—|h®
ov

On

n’ a—sﬂ -nn (|V29)

_ihq)  Oon
ou “as

A (IV.28) normal-egységvektorral szorozva, isméh&$znalva (11-15)-6t:

1

E(S x8,) =
(’?Sn = %(I —nn) (SU ><n) = —(I —m)-§" = —§" (IvV.30)
au 1 ) )
GSn.n E(Ifnn) (Suxn):f(lfnn)s = -5

(IV.29)-ben felhasznalva:

irta: Molnar Jozsef Ph.D. 2012 77
A szer? irasbeli hozzajarulasa nélkil semmilyen formabam terjeszthét



i[h@ .ﬂ]+i{h¢ o]
dul " 8S,) ovl " 98,
8[1(Inn)~[S } ] 8[1(Inn)~[S ] ]
Ohd Ohd h v ix h i
_ n.Su+ n.QU _hp - + .n
ou ov n ou ov

a[—}lL(I —nn)-[SﬂL] 5[;(1 —nn)'[su]x]

Ohd Oh®
=8v.2"n 4 gv. n_pd - + .
ou ov n ou ov "
. oh , oh 0P 0P
—st.o g N pler. Do g DO
* ou ) [ ou 81}]
a1 a1
n 0 " 0
+h, - —h(Ifnn)~hS“fM~S“ + hd, - —h(Ifnn)-hsuM-sv —hd, -0
ou ou ov ov
. oh , oh 0P 0P
_st.p g I plgr. D0 g O
*ou ) [ ou 81)]
8% On 8% On
1o, | =lpst 0 - n P s |4 ho, [ —hpst —0-n2. s
u ou ov v
. oh , oh 0P 0P
—sto g I plgr . P g Do
* ou s D) [ ou 31}]
oh oh
3 | gy g | p(® -n)(n-V
. [au ov ] ( % n)(n )
0P 0P
=h|S" —22+8".—2 —(® -n)(n-V
5 Gt () a9)

= h[su o -8 +8-® .S +S8-d -n +S -0 -n 7(<I>n~n)(n-V)]

=nh

S (5 + P, -nV)-S +8-(®+® -nV)-S — (O -n)(n-v)}

v (IV.31)
= h|Tr|, (P + @, - 0V) = (@, -0)(n- V)]
Vagy a divergencia és gradiens jelolésse|7r|, (®,s + ®,, - grad (n)) — @, -ndiv(n)],

ahol aTr|T (Q) a Q tenzor érintsikbeli nyoma (trace).

Mindezek alapjan a (IV.9) probléma Euler-Lagranggesletei:

h[®g -1+ (®—®, -n)div(n)+Tr|, (P, + Py, - grad(n))| n =0 (IV.32)
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A gyakorlatban a (IV.32) efsend: derivaltjait tartalmazo kozeditevollcids egyenleteket
hasznaljak, amelyek tehat:

oS

E_—[(I)S-n—ﬁ—((I)—(I)n-n)dw(n)}n (IV-33)

A @ a ®Lagrange fuggvény ,normalirdnyl gradiense”, azd2zeacartes-i koordinatakkal

kifejezett alakban a normal-egységvektor komponesmeinti derivaltakbdl allé vektor, azaz

92 9o oo]

an = ai + bj + ck esetén reprezentansa®, | = da 0b Oc

IV.1.7. Az aktiv feluletek egy alkalmazasa: 3D rekonstruka@

A (IV.33) egy Aaltaldnos, az aktiv felllet evoludbjleird6 egyenlet. A problémara
megfelebképpen definialt ,probléma-specifikus® valasztassal kilonbdz feladatok
oldhatok meg. A Feugeras és Keriven altal kidolgo#ibbkameras rekonstrukcié egy tébb
kameraval medfigyelt szintér objektumait aktiv fetiel szegmentélja. Az altaluk definialt
funkcional az aktiv feliilet minden allapot&ragy hibaértéket allit &la kamerakon lathaté
képrészletek megfeleltetése alapjan. A megoldasetein ez a fellleti integral minimalis
ertéki lesz. Az alabbiakban ennek az alapjait ismertedjlkgegyszébb linearis képrészlet-
megfeleltetésekk&], amely a megfigyelt felilet pontjainak kicsiny kgezetét a feliilet
érintésikjaval, a kamera vetitési fluggvényeit a megfigpent kicsiny térbeli kdrnyezetében
linearis figgvennyel kdzeliti. A gyakorlatban legggribb lyukkamera modell alapjait az V.1
mellékletben talaljuk.

Definiciok és jeldlések:

A medfigyelt szintér haromdimenziés euklideszi t&?. Ennek standard béazisat a
harom, egymasra kdlcsdondsen éheges egységvektar, j €sk alkotja. Ennek a térnek az
objektumait figyeljuk meg. Az objektumok fellletiddkreprezentaltak, fellletik a harom

dimenzios térbe agyazott kétdimenzidés sokasag.niesesen, altalanos koordinatakkal

kifejezve:
S(u,v):X(u,v)i+Y(u,v)j+Z(u,v)k (IV.34)
A térkoordindtdkat nagybietel jeldljik. A vetitési fuggvény a tér minden, bdr

koordinatéval jellemzettX Y Z]T pontjahoz két, kisbével jelolt (z,y) képkoordinatat

2 Azaz az evolGcié egymas utani 1épései soraallél feliletekre.
43 Az (.n. affin homografiaval megfeleltetett képlészk.
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rendel. A kilénboé& vetitési fliggvényeket also indexikkel kilonbozietneg. Ha a vetitési
fuggvény az (IV.34) felllet pontjait vetiti, akker a térkoordinatdkon keresztil — a felllet

paramétereinek (is) figgvenye. Azedik vetitési fliggvény alakja tehéat:

7= 2, (X ()Y (1,0),2 (w0)) = 7, (w0)
b=, (X (00), (w0), 2 (w0)) = 7, (o) (1V-35)

A késSbbiekben a felllvonast elhagyjuk. A fejezet tovaldszében az és j indexek — és

csak ezek — nem derivaladsra, hanem a képindexhealitaA vetitési fliiggvények konkrét

s sz

iranyat, és az u.n. bélsparamétereit tartalmazza, de mi egy altalanos3@8).alakot

tételezlink fel.

Feltesszlk, hogy a felllet egy megfigyelt pontjalkdkicsiny nyilt koordinatakdérnyezet
képei is teljes egészikben léteznek a vetlleteken. a tulajdonsdg a fliggvények
differencialhatésaganak feltétele. A vetitési fugyeksl feltesszik tovabba, hogy minden

(u,v) pontban létezik az inverzik.
Képrészletek megfeleltetése:

A (IV.35) egyenletekkel adott fiiggvényeket telfatv ) -ben sorba fejthetjiik. A sorbdl
csak az el&rendi tagokat tartjuk meg. A megfigyelt pont koruli difencialokat igy jel6ljuk:

dx; = %(U-l-du,v—i—dv)—mi(u’v)

dy; =y, (u+ du,o+ dv) —y; (u,v) (IV.36)
A differencialokat el§ rendben kozelitjuk. Matrixos formalizmusban:
Oz, Ox,
Z ~ g_éi g_y”i dZ y dx; = J; - du (IV.37)
ou  0Ov

Itt J, matrixa a leképezés Jacobi matrixa. A kozelitést je tovabbiakban elhagyjuk, és
egyenbségjelet hasznalunk.

Egy masik, j indexszel azonositott transzformacidé kozelitesemédag teljesen
megegyezik az (IV.37)-tel. A feluleten méft elmozditast az egyik egyenlétikifejezve és
azt a masikba helyettesitve a képrészletek kéagstiefliggést kapjuk. Az inverz:

du = I dx, V.38
;e (IV.38)

A képrészletek kozotti transzformacio:
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gel

dx; =3, -7 -dx, = A - dx, (IV.39)

ij
Az A, komponensei itt még paraméteres formaban adatéhknk, hogy invarians formaban
adjuk meg. Ehhez figyelembe vesszik, hogy az (IV/s2&rint a vetitési fliggvények a felllet
pontjainak  térkoordinatadi  (IV.34) szerinti  Osszetetfliggvények, és igy a
differencidloperatorok kozott, egy tetéeges f fiiggvényre alkalmazva a kovetkez

Osszefliggés all fenn:

of _0X0f OY O (020 g gy

ou OudX OudY 0OudZ ' (IV.40)
of 0X of oY of 07 of
L= 2T g VS

ov OvoX OJvdY 0vdZ

Alkalmazva ezeket a vetitési fuiggvényekré,a J, komponensek:

S -Vz. S -Vax.
Io= | o V.41
' Su ’ vy7 S?J ’ vy7 ( )
S -Va. S -Vz.
J. =" ) e / V.42
J S, Vyj S, - Vyj ( )

Az (IV.41) es (IV.42) bsszefuggeseket az (V.39hbyettesitve azr;; komponensei:

1

h1 = det(Ji>[(Su -V )(S, - Vy, )= (S, -V, )(S, - V)]
= b5, 9 ), 95, )5, )
5 dett-]i)[(su -Vyj)(SH 'in)qt (S” 'Vy]-)(Su V:r7>}

A (IV.43)-ban: det(J;)=(S, -Vz)(S,-Vy,)—(S, Vz)(S, - Vy). Az Osszes
komponens felirhato a felllet normal egységvekiadd. ez utdébbi determinans atalakitasa:

(S, Vz,)(S, Vy,)— (S, Vz,)(S, Vy,) =
Vz, -(SuS,U) -Vy, — Vuz, -(SUSu>-Vyi =
~Va; (S8, ~8,8,) Vy, =

~Vz,-[N]| -Vy, = —|N||VznVy,|

(IV.44)

(IV.44)-ben a masodik sorban atzarojeleztink, fethaltuk a diadok vektorral vald

szorzatanak azonossagat, a harmadik sorban a o&nzorlinearitasi tulajdonsagat

(disztributivitas) hasznaltuk fel. A negyedik sambeaz S,S, —S,S, mennyiségben
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felismertik a felllet normalvektoranak kifejezeséhz [N]X tenzort (jelentése:
[N] -w =Nxw minden w-re), végil a normalvektor hosszat kiemelve juttita zar6

kifejezéshez, ahol a fugbpges vonalak kdzé irt mennyisé&fzinvm a harom alkoto vektor
vegyes szorzata.

A matrixkomponenseknek (1V.43) a determinanshozohids atalakitasa (1V.44) utan a
normalvektor hossza a hanyadosokbdl kiesik, és amamdé mennyiségek mind
invariansok: a felllet etsendi differencidlis invariansa a normal egységvekton asetitési
flggvények eldrendi invariansai, a gradiensek. A végeredmény igy dchat

V:z:]-nVyj inan]. |

A — VznVy, VznVy, (|V.45)
K VynVy| |VzaVy,

VznVy, VznVy,

A sztereo probléma Lagrange flggvenye:

Ha az aktiv felllet evolucidja soran pontosan #keslik egy objektumra, akkor minden
pontjaban a latott képrészletek kozott -6mdadi kozelitésben — (IV.39) érvényes a (IV.45)
matrixszal. A pontok kicsiny kérnyezetében teh&téarészletek (IV.39) transzforméaciéval

szamitott megfeleltetésére a kbvetkenrmalizalt keresztkorrelacio kicsiny értéket vz

le 11.()(7; —|—Ax7;)1j(xj +A7;]' -AXi)dW,;

®(Sn)=)"1-NCC, =) 1—\/ (IV.46)

fmff(xj +Axi)dl/l/ij;v7[]2.(xj + A, Ax, ) dW,

Az (IV.46)-ban a) | arra utal, hogy 0sszegzést végzink az sszes kiyaara parra (vagy
azok egy részhalmazara), ameélyba nézett felileti pont latszik. A normalizalt

keresztkorrelacio: NCC;; a medfigyelt ponti, j vetlletének kicsiny kornyezetei — a
képrészletek — kdzott szamolt. I, korrelacids tartomény az vetileten definiélt, ennek
képe aj vetlleten azAij(W,,;), amely minden, a tartomanybaéeg\x; ponthoz annak

Ax; = A, (Ax;) képét rendeli.

Amig az aktiv felllet illeszkedése pontatlan, addigeljes fellletre szamitott (IV.46)
nagyobb értéket mutat, amely a felllet evollci@eas csokken, mialatt az a megoldasra

T
fekszik. A felllet (az ismeretlers) [X Y Z] komponensei a vetitési figgvényben

(IvV.35), az A;;, komponenseiben {@x;, Vx; -ben), a normal-egységvektor &, (IV.45)
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komponenseiben talalhaté. Az implementacié részlatedyukkamera modellre az V.2

mellékletben talalhatok.
A (IV.33)-ban megjelett ®div(n) tag — ha annak evoldci6jat egyéb térskenem
befolyasoljak — egy zart felllet folyamatos zsugiését okozza. Ezért a szegmentalando

objektumnak mindig a kezdeti felllet belsejében leginie.

IV.1.8. A lokalis régi6 alapu aktiv kontur

IV.3. &bra: Lokalis descartesi koordinatak a G gamentén. Az helyvektorral kijel6lt pontban a lokalis
koordinatarendszert azérints- ésn normal-egységvektorok definialjak € k x €). A szeparaciot a lokalis
normalirany( koordinatak alapjan végezziik, az egyrak megfeleltetett régiok aZ és am".
A (IV.9) sikbeli megfelglje a (IV.8). Ez tulajdonképpen a gorbe menti lokali
koordinatarendszert expliciten tartalmazd funkcidiA 3 abra), amely lehévé teszi a gorbe
menti lokalis régiok hasznalatat. (IV.8) @&lsndi tagokat tartalmazo (kozeldjt Euler-

Lagrange egyenletei:

h[@r -n—i—(@ —@e-e)div(n)}n =0

(IvV.47)
(h= |rt |)
a megfeled evollciés egyenletek pedig:
) :
6—::—[<I>r-n+(<1>—(I>e-e)dw(n)]n (Iv.48)
Ez tokéletesen megegyezik a (IV.33) egydimenzid®zataval, mert:
2 _0 n_0 dkxe 8 q
de On de On e  On x
= (IvV.49)
<I>e~e:@n-[k]x-e:©n~(kxe):®n-n
Azaz (IV.48) alternativ alakja:
or .
E:—[@r-n+(<1>—<1>n-n)dzv(n)]n (IV.50)
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IV.1.9. A lokalis régi6 alapu aktiv kontur egy alkalmazasa

Ha a szegmentacios probléma nem hagyatkozhat é&egjaialasara (pl. a képtartalom csak
statisztikailag értelmezh®t akkor pl. a IV.1.4-ben ismertetett geodéziaiinaktontir nem
alkalmazhatd. A IV.1.5 régi6 alapu kontar igen,rddhany hatranya azért van: a teljes régiok
adatainak feldolgozasa didgényes lehet, keihél tobb tartomanyra vald A&ltaldnositasa
bonyolult, és nyilt gorbék hasznalata nem (vagyk aakoriiményesen) lehetséges. llyen
esetekben johet szoba a lokalis régio alapu akunttk. Tegylk fel, hogy a 1V.3 &bra szerint
kisebb és nagyobb atlagintenzitasu rétegeket akarsmétvalasztani a kulonbségek
maximalizalasaval. Az &bra jeldléseivel a gorbe tmegidkat a kovetkgiképpen
definialjuk:

n* = ¢e £ (Iv.51)

Egy maximalizalo v és a & kozotti kapcsolat lehet a@(r,e) Z—‘I’(r,e), vagy a

1
®(re) = Tl 7o < 1. Ez utdbbi esetben az élderivaltak kozotti Gsszefiiggés:

u=re (IV.52)

A ¥ mennyiségei descartesi komponensekkel:

o o9v
v, =0y, gg , (IV.53)
y de

. de. Oe;
= div(n)= a—e;—a—; (IV.54)

A problémét tehat gy specializaljuk, hogy egy kililégeket maximalizal& figgvénynek

valaszttjuk a kovetkéiz— a lokalis integraciés tartomany méretével notmdbkalis integralt:

\I/:ﬁ W[I(r—i—n*)—](r—i—n*)]?dW (IvV.55)

Ekkor a tartomanyok:

r+nt = (a:—l—fel,i —77637)14—(2/4‘5@3; +776;g)j
r—i—n’:(:z;—i—éei—i—neg)i—i—(y-i-ﬁeg—nei)j (IV.56)
W cQ: £el-pp|. nel0q]
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Fontos észrevenni, hogy az integralasi hatarokastemsnak valasztva, a (IV.55) paraméteres

integral a funkcionalt minimalizalé gorbét defidianennyiségekre nézve, miveléa és n

integralasi valtozok és az integralasi hatarok &iiggek =, y, e;, e, mennyiségekd. A ¥

derivaltjainak képzésekor tehat felcserélhetjiileavdlas és az integralasiveletét. igy a az
el derivalt a kovetkeik, bevezetve még 4AI)=1I(r+n*)—I(r+n" | jelolést a

k6z06s tényedkre:

o 1
== EfW(M)

g_i :éfw(m)
R I R AT I

B L ot R e

L(r+n*) =1 (r+n)]aw

§IZ(r—|—n+)_|_n[y(r+n+)—§lz(r—|—n_)—|—77[y<r+n_)]dW

(IV.57)

IV.2. Optikai aramlas

A képfeldolgozasban a variaciés moédszerek tortkagetiz optikai aramlasban jelentek meg a
szlrke arnyalatos képsorozatok feldolgozasara tnziias allandosag feltételezésével. A
feltételezés szerint a képtartalom olyan képréskletimozdulasa miatt valtozik, amelyek
intenzitdsa ek6zben nem valtozik. Szigorian véve fettételezés akkor igaz, ha a megfigyelt
szintér objektumai Lamberti felliletekkel rendelkelkzra megvilagitas pedig térben éshien
allandonak tekinthét

Adott egy videofelvétel két egymast kotekockaja (képparja). Az optikai aramlas

alapfeladateannak azu = |u(z,y) v(w,y)]T, (z,y) € Q elmozdulds menek a pontrol-

pontra tértéfl meghatarozédsa, amelyet a képpab kEpének pixeleire alkalmazva a masodik

képet (pontosabban annak egy kozelitéskapjuk.

4 A masodik képen megjelenhetnek takarashibgtkano részletek, amelyek azéek@pen nem lathatok.
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IV.4. dbra: Az elmozdulds mémmeghatarozottsaga nem kielégih simasagi feltétel (jobbra) hivatott az
egyeértelniiséget biztositani, azaltal, hogy az egyért@lmmeghatarozott (ritka) pontokbdl kiterjeszti azétez
alulhatérozott teriiletekre is.

Az optikai aramlas problémakor tovabbi jellegzeéges hogy az optikai kényszer
onmagaban nem teszi egyértéan meghatarozotta a feladatot. Ez az U.n. apgprotdéma.
Az elmozdulas mez két komponense ésv, az optikai kényszer azonban egy egyenletet
szolgaltat a képtartalom gradiens iranya elmozdktieponensére. Ez azt jelenti, hogy
egyertelni megoldast csak élek metszésénél vagy sarkoknalnkam legjellegzetesebb
képtartalomnal, az éleknél egyszeres alulhatarséggal, homogén részleteknél teljes
hatarozatlansaggal kell szamolnunk. Az optikai lezey altali meghatarozottsagi aranyokra a
képtartalom struktlra tenzor analizisével kaphainfdrmaciét [16]. A probléma kezelésére
ismert médszer egy tovabbi, U.n. simasagi feltérelvasa (Ill.1.abra). A simaséagi feltételek
megadasi modja az optikai aramlas modszerek egytartalyozasat teszik letieé [17].
Lokalis simasagi feltételek képezik az alapjat gyile csoportnak, amely a Lucas-Kanade
[18] mdodszerre, a globalisimasagi feltételek pedig varidciés modszerek pimiséra, a
Horn-Schunck mdédszerre [19] vezethlevissza.

IV.2.1. Az optikai aramlas variacios modszereinek fefildése

Az (I.1) egyenletben szerépintenzitasallandosagot kifejgadattagot szokas az elmozdulas
mez szerinti Taylor sorba fejteni. Ekkor kapjuk az ikpt aramlés (intenzitasallandésagot

kifejez8) linearizalt egyenleteit:
VIi-u+1I,=0 (IvV.58)
Létezik az (IV.58) linearizalt egyenlet olyan vaaba is, amely tovabbi tagok hozzaadasaval
kezelni képes a direkt megvilagitasban= p(myy), eés a szort fény intenzitasaban
¢ = q(=,y) megjelew valtozasokat: Negahdaripour [20], Kim és masoK:[21
VIi-u+I,+pl+q=0 (IvV.59)

A (IV.59) bal oldala pl. négyzetre emelve alkalmedattagnak, de az ismeretlpnés q
fuggvények olyan mértékben novelik az alulhatanségot, hogy a gyakorlatban
alkalmazhatatlan. Arra azonban alaest megfelel, hogy referenciaként hasznalva

osztalyozzuk a kilonbézavaslatokat.

“> Pontosabban: az adott optikai kényszerre vonatbhdmogén részleteknél.
“®Horn és Schunck eredetileg a linearizalt optikaiyszert hasznalta.
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Brox és masok [22] a megvilagitas valtozasara Kevé&székeny mennyiséggel, a kép-

gradienssel dvitett adattag hasznalataval értek el jeélsnavulast:

D=1, ~1,} +a(VL - VI, + (IV.60)
A képfuggvény és gradiense kozotti egyensulyénmyarssagi ténydr felel. Az L, norma

hasznalatat nagyobb zajés indokolja [23], mig ava? +¢* az |z| differencidlhatd

valtozata. A gradiens képzése kiejti a képtérbessda valtozé szoért fény hatasat, ami
megfelel a (IV.59) egyenlep = 0 helyettesitéssel addédo valtozatanak. Ezen a paggn
altaldnos észrevétel tetiead képfluggvény derivaltaknak adattagként valo fthalasaval
kapcsolatban. A képfuggvény parcialis derivaltjganyadosanak tetsleges flggvénye

invarians a  megvilagitas barmely differenciadlhatéranszforméaciéjara nézve,

f(x,y)(gf(l(x,y)), ekkor:

_ Al L (IV.61)
fIIy Iz/

’\4>|& )

Y
Specialisan a gradiens vektor irdnya is a parc@i@rsvaltak hanyadosanak figgvenye, igy ez
is valaszthaté adattagként kielégitve a (IV.59)esdptet is. Ugyanakkor ez az arany nagyon
zajérzékeny, kuléndsen a kis valtozatossagot mteatideteken.

Az el6z6h6z hasonl6 megkozelitéssel Mileva és masok [24] akzines képsorozatokra
bevezetett adattag dikromatikus visszévefellletekre [25] fotometrikus invariAnsok
hasznalatat javasolja a szintér megvilagitasabatdébealtozasok kezelésére. llyen pl. az
RGB szintér gombi koordinatakban kifejezett szégémegmaradasat leiré adattag, amely a
(IV.59) ¢ =0 melletti alakjat elégiti ki. Alkalmazhatésagéat kbozza, hogy csak szines

képsorozatokra és fehér fénnyel megvilagitott sriatérvényes.

A fentieken kivil - tobbek kozott az Euler-Lagrangegyenletek egysziéer

szarmaztathatésdga miatt — szamos egyéb modsmgpugagot latott.

IV.2.2. A keresztkorrelacios optikai aranlas

A keresztkorrelacio fontos szerephez jut a stakisztanalizis olyan teruletein, ahol jelek
O0sszehasonlitdsa sziikséges. A gépi latasban isikmkaresésének alapeeszkoze. A
normalizalt keresztkorrelaciokétféleképpen definialhatjuk: a centrélis értékkelrrigalt
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valtozat folytonos képfiiggvények egymasnak megtali részleteire a kovetkikeppen

irhato:

J (1o = 1)(1, - T, )aw . _fWdeW

U =nyawf (n-tfaw’ " faw

, i €(0,1) (IV.62)

0
A (IV.62) szerinti feliras kielégiti a (IV.59) egyketet, de hatérozatla18 alakot 6lt minden

olyan helyen, ahol a hasonlitand6 részletek aklreggike is homogén. Ezért célsizea
centrdlis értékkel nem korrigalt valtozatot hasmnal

. . LoLdw
! S naw [ raw

Ez a valtozat a (IV.59) egyenletnek g@= 0 melletti valtozatat elégiti ki, és ebben az

(IV.63)

ertelemben megfelel a szines képsorozatoknal asdétal bevezetett valtozatnak, de szirke

arnyalatos képekre is hasznalhato.

A Funkcional ugy alkothaté meg, hogy a keresztkéoiés mennyiségeket az egymast
kovetb képek minden pontjdnak kicsiny kornyezetére szakiit Ezekkel a lokalis
mennységekkel képezideta teljes képtartomanyra vonatkozo globdlis kodiélaértéke.
Kiegészitve mindezt a legegysileb formaban felirt simasagi taggal a funkcional a

kovetke®d alakot Olti:

E(u,v):—fD]dQ—&-%f(ui—ku;—&-vf—&-v;)dQ (IvV.64)
0 0

Itt D, a (IV.63) egyenletben definialt. AZ,és I, a képsorozat szomszédos képei,

formalisan a (l.1)-ben definialtak. A simasagi talggalé kompatibilitas miatt az adattag
eldjele negativ, igy a funkcionalt a keresett sebesmséf) minimalizalja. Erdemes
megjegyezni, hogy a keresztkorrelacio altalabanési+l kozott valtozhat, de mivel az

intenzitasertékek nem negativakDa lehetséges értékei most a 0 és +1 tartomanyb&.esne
Szines képekre tobbféle altalanositas is lehetségegegyszébb az adattagot az RGB

csatornak atlagaval képezni:

B(u0) = = [(Dg+ Do + Dy i+ 5 [ (2 42 + 2 +o2)a2 (IV.65)
Q Q

Itta Dy, D, és Dy a csatornaintenzitasok (1V.63)-mal egyddfejezései.
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IV.2.3. A keresztkorrelacios funkcional Euler-Lagrange egyelete

A fentiekkel ellentétben a keresztkorrelacios edgtek szarmaztatasa meglelsEn
bonyolult. Az alabbiakban a keresztkorrelacios tadgial és standard simasagi taggal adott

(IV.64) funkcionalbdl szarmaztatunk Euler-Lagranggyenleteket. Feltessziik, hogy a
keresett fuggvények analitikusak,@_ fliggvényosztaly elemei, és Taylor soruk legalabb
véges tartomanyban mindenhol konvergens.

El6szor, az elvek kbnnyebb megértése végett a legenipy, egy ismeretlen fliggvényt
tartalmazd, egydimenzios esettel foglalkozunk. hage fliggvénynek egy lokélis integrallal

adott format valasztunk:

b

)=

a

T+p

fL £)de

T—=p

dx (IV.66)

Itt z €[a,b], £ €[z — px+ p| és2p < b —a az ablakméret. A funkciondl élsariaciojat

a h({) prébafiiggvénnyel képezzik, amelyre az ismeretlgggvenyre kirott megkotés

(analitikus) érvényes:

b

u—i—eh f

Az extrémum létezésének sziikséges feltétele:

TL )+ eh(€),€)de ]da: (IV.67)

b

(Ettsl a ponttdl kezdve a flggvények argumentumanaki§e&i az egyszéség kedveert

z+p jel b (z+p

| %(u(g),g)h(g)df}dxf [ %hdf]dx (IV.68)

a \z—p

(%
Os

§F =

elhagyjuk, ahogy az utolsé egyéségjel utan lathatd.) A probléméat most az jelemigy
(IV.68)-ban a varialé figgvény a lokalis integrdbta van: = k(). Mivel azonban

feltételezésiink szerint minden pontban analitilergrt tetséleges » korll sorba fejthét
1
h(€) = h(w)+ 0 (2)(& o)+ h"(2)(€ - ¢ +.., ahol a varidlé fuggvény és

derivaltjai mar azx pontban adottak. Behelyettesités utan kapjuk:

§F = f 7{) (¢ )” or 5]4 (IV.69)

Az (IV.69) alakra mar elvégezlidt a szilkséges parcialis integralasi lépések, hariale
flggvényre és derivaltjaira kirojuk a szokasos pdedtételeket:
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h(a)=h(b)="h'(a)="h'(b)=h"(a)="h"(b)...=0 (IV.70)

A (IV.70) figyelembevételével elvégzett parcialisagralasi lépések utan marad:

= (1) a | w 0L
h B 9, .
f ; pr(f L (IV.71)
Amely a variaciészamitas alaptétele alapjan a
= (=1 a [ woL |
Z{] n! dz" pr(g‘:”) _dg1 =0 (IV.72)

Euler-Lagrange egyenletekre vezet. Megjegydertbgy a) altalanosabb esetben a lokalis
integralas hatarai is lehetnek fuggvények= p(z), és a hatarok nem sziikségképpen

szimmetrikusak, b) a (IV.66) helyett valaszthato iameretlen fliggvény derivaltjat is
tartalmazo altalanosabb:

b

)=

funkcional, amely a kovetkéZ£uler-Lagrange egyenletre vezet:

TL §)d§]d (IV.73)

T+p

n 0 d n 0
Jle=s) a—jds—ajl)(s— o) £

_0 (IV.74)

Masodszor, az tekintsilk az egy ismeretlen fluggvéagtlmazo, kétdimenzids esetet. Az
egydimenzids esethez analdg modon a kétdimenzewfilggvényt visszik ki a lokalis
integrélok elé:

[ (z.9))

Q

( 1 )n+m 8”+m

nlml 8znaym

f (f . I)H (n . y>m Z—LdW
W(J,gy)

]m —0 (IV.75)

A szigletes zarojelben szerépkifejezésnek kell azonosan nullanak lennie teéeges

h(zy) mellett’.

Végul a normalizalt keresztkorrelacids egyenletekie&intsik az:
1 «a
E(u,v) = —{[FfwlolldW]dQ+5J u + u +v +vu)dQ
N(uwo)= [ staw [ 1zaw

(IV.76)

" Téglalap alaku tartomanyra ez trivialis, a éstintegral kétszeres integralla alakitasaval, ieses
tartomanyra a Green tétel segitségével bizonyithaté
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Funkcionalt, ahol azN(U,v) a normalizalo tényéz Az elbz6 esethez képest annyi a

valtozas, hogy az elmozdulas rmiekét ismeretlen komponensét két flggetlen és dog
flggvénnyel varialva két (fiiggetlen) egyenletet k@dp Elvégezve még a lokalis integralasi

valtozék konverziéjat a lokalis, (téglalap alaka)eigralasi tartomany kdzepéré—z — &,
n —y — n helyettesitésekkel, figyelembe véve, hofy fuggetlen az elmozdulas nigél,

tovabbal,, = I,,, I,, = I,,, az Euler-Lagrange egyenletek:

X 1)”*’” g |1 f LI dWw
ST g N BT 8T el
(IV.77)
( )n+m an+m 1 f IOIIdW o m .
S pea V] g b et o,
w
A (IV.77) bal oldalanak etskozelitései ¢ € (a:,y)):
f I,1,dW
ky = f Faw S LLaw = 11, dw (IV.78)
vagy a ,bilineéaris” tagokig bezardlag:
f I,I,dW
) L1,.dW 1,1, dW
kl.o f [2dW f 1z f
o1/, hdw
N fl—?de LI&W — [ 11, &dW
(IV.79)
51 f 1,1, dW
oy W]‘ LI ndW — [ Iy nd W
5 |1 fWIOIIdW
w

IV.2.4. Numerikus formula a keresztkorrelaciés optikai aramashoz

Az Euler-Lagrange egyenletek tehat végtelen sorkéithatok eb. Hasznalhatd numerikus
formula létrehozasa végett @l$épésként a sor distagjaval kodzelitett (IV.78) analitikus

formuléabdl indulunk ki:
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f I,1,dW
\/f I?de 2dw f 2w

Az egyenletek (az elmozdulas ndekét komponensére) bal oldala a (IV.64) adattadjabo

f IVIdW f I,VIdW |=adu  (IV.80)

jobb oldala a (IV.64) simasagi tagjabdl szarmaakA a Laplace operator. Az egyenlet
nemlinearis, de tovabbi Iépésekkel linearizalh&tdtéve, hogy a lokalis korrelacids ablakok

kisméretiek, ez a kbvetkézharom lépéssel érfietl:

o Célszetien az I, értékeit fejtjuk Taylor sorbd, koril: I, ~ I, —u-VI, —1I,. It
meg kell jegyezni, hogy az indul6 feltételek alapjéppen azl, flggetlen az
elmozdulas me#él, mig az I, nem. Azt feltételezzik tehat, hogy ag az
u- VI, + I, tagok levonasaval nyeri el ezt a fuggetlenséget.

» Feltesszik, hogy az elmozdulas ihéztékei az integralasi ablakban allandok azaz a
sebességkomponensek kihozhaték az integraljelE&a l1épést az &6 |épéssel

kombinaljuk, igy pl.:

[ 104w ~ [ 12w —u [ 11,dW <o [ L1,dW — [ 114w (Iv.81)
w w w w w

« A (1V.80) bal oldalénak\/fw IgdeWIde osztéjat nem linearizaljuk, értékét egy

iteracion belul allandonak tekintjuk. Gauss-pirarh@sznalata esetén természetesen

minden szintvaltaskor Ujraszamoljuk.
A felsorolt |épések kozil az utolsd igénydlvbbb magyarazatot. A kovetkikkel lehet
érvelni: a) atszorzassal latszik, hogy csak a sagigagbol szarmazo mennyiség egyutthatéjat
modositja b) feltessziik, hogy a gyokds mennyis@ysegrendje megegyezik az egyenletben
szerepd tobbi mennyiség nagysagrendjével, de mivelkagyakorlati értékei 0,005 és 0,02
kozottiek, ezért azv-val valé szorzas utan a szorzat nagysagrendilegpki hatassal lesz a
végeredmenyre.

A fenti atalakitasok utdn végeredményinket a kaatkormaban kapjuk:

Au=b, b=h(u) (IvV.82)

(IvV.82) egyutthaté matrixa konstans, a jobb oldektera a Laplace operéator kdzelitédéb
adodo elmozdulas méZitlagértékek fliggvénye (a képtartomany mindenj@babh a pont

négypontos kornyezetében develmozdulas értékek atlaga). Vegul az% es
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Q= \/fW IgdeW I}dW helyettesitéssel, az integrélok diszkretizalasatiszummakkal a

matrix-vektor komponensek:

0’11 = ZIIQZIIQJ - (ZIIIM‘ )2 + AQZIIQ

ay =ay =y Ly L0, —> LIY LI,

ayy = Zﬂz (21 L)+ 1 (IV.83)
b= AQuy I +ZI LY L =Y YT I

b2 - /\QUZ‘,% +Zjljlyzjljt 21122 1 t

Az (1.1) Horn-Schunck funkcionalbdl szarmaztatagyenletek linearizalasaval a megfélel
matrix-vektor elemek igy irhatok (1.35):
ay = Iﬁp +A

12 = Qg1 = Ilyz:Ily

yy = Ify + A (1v.84)
b =\ —
b, = \v —

Qa

1yf

Osszehasonlitva a két modszer eredményeit medfigtjgk, hogy a (IV.84) pontbeli
értékeivel szemben a keresztkorrelacios modszéokélis ablakokba s 6sszegeket kell
szamolni. Ezek az 6sszegek — &réknél hasznalt eljarassal azonos médon — ,csuszakabl
technikaval hatékonyan kiszamolhatbkMivel a szamitasok idgényét alapvéen az
iteraciok idbigénye hatarozza meg, az inicializadlasokbol adédidlorbség hatasa
elhanyagolhaté. A (1V.83) alak alkalmas a szokasamcios mddszerekkel: Jacobi, Gauss-
Seidel, Successive Over-Relaxation (SOR) val6é nidgoh. A nagy elmozdulasok kezelése
standard technikakkal, mint a Gauss-piramis és gknaVarping” valtoztatas nélkil
lehetséges: a nagyobb felbontasu szintre attéréakoaddig szamolt elmozdulas rbez
ertékével az egyik képet torzitjuk, és az igy médttsvaltozat szolgal a kdvetk&ateracio
inputjava, azonosan zérus kezdeti elmozdulasmedlett.

V.3, Képrekonstrukcio, képkorrekcio

A képalkot6 eszkdzok az idealis kameramodellnekfelely képalkotast csak megkozelitik.
A geometria eltéréséért az optikai rendszer felel,az érzékél (CCD, CMOS) fellletére
jutott informacio tovabbi, nem geometriai jelietprzulasokat szenved, amely alagest két

jelenségre bonthaté: az idedlis pont8zeputra egy elmosott foltot kapunk, amelyet az u.n

8 Inicializalaskor egy egész sorra kiszamitjuk dalamagassaga tartomanyb# @senzitasértékek 6sszegét.
Ezutén az egyes ablakokbd eéstékek bsszegzéséhez felhasznalhatjukéa® eblak értékét: a kiésoszlop

.....
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»point spread” fuggvennyel (PSF) irnak le. EzenUkiaz e6sitd elektronika egy bizonyos
zajt visz képbe, ,szemcséssé” téve azt. Ez utddlbngég annal lathatébb, minél nagyobb
erositésre van szikség (alulvilagitott szintér eseierajos képek javitasat képkorrekciés
eljarasokkal lehet elérni. A képrekonstrukcié anlgids (el$sorban régi papirképek
kiegészitése). Mindkét probléma leghatékonyabbl&seesariaciés modszerekkel lehetseges.

------

amelyek alaptipusa kerll a tovabbiakban bemutatasra

IV.3.1. A teljes variacio alapu képjavitas

A Rudin, Osher, Fatemi [4] altal jegyzett (ROF) raper bemutatasaval kezdink. A modszer
célja a zajos kép zajmentesitett valtozatané&li@asa ugy, hogy az alapwestruktirakat a

javitott kép megrizze:

IV.5. dbra: Az eredeti (balra) kép nulla atlagidiéiet zajjal médositva (kb6zépen), a TV képjavitésnu(jobbra)

A zaj csokkentése megfelel a kép valtozékonysagasakkentésével. A ROF funkcional
def
elss tagja a teljes variacio” ezt fejezi kif'V (1) = f|Vf|d$dy = f\/ 2 + INdedy azaz a
Q Q

keresett képfluiggvenyl() gradiense abszollt értékének a teljes képtartgraarett integralja
legyen minimalis. Ez azonban nem eledgendert a szarmaztatott egyenletek a képtartalom

(élek, vonalak) kiegyenesitésére vezetnének.

Ha rendelkezink a zaj szorasanak (jeloli@) egy becslésével, akkor irhatjuk:
2 1 2 .. . , , . . , .
0" = 5f(~’—fo> dzdy . Minimalizaljuk tehat a tehat a teljes variac@tszorasra kirott
Q

feltétel mellett. Ekkor egy feltételes variacioslpiemahoz jutunk, amely az ismert médon a

kovetke®d funkcional minimalizalasara vezet:
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mlnfd]2 + ]2 d:vdy (Iv.85)

Ahol \ a Lagrange-multiplikator.

Az Euler-Lagrange egyenletek:

19} I 0 1
=ANI-1,)—— z 9 y
( 0) aw\/IerIg 8y\/]3+]§
(IV.86)
VI
:A(J—JO)—V-[W

T e Atge oy fos 2 2
A Lagrange-multiplikator értékét is a (IV.86)-bok & szoraso” == | (I =1,) dady

N | =
@S

egyenletébl hatarozhatjuk meg:

1
o? :§f(1710)2d:rdy

=
I
o =11 L L +2 :
1 o I a I
AN=— [(I-1)|———= — Y \dzd
202‘5( o) 096\/1?+1,2+8y\/13+1§ Iy
1 a I, L9 I
= I- —(I—-1 L E dxdy
el \/I?+1? \/12+12 |11 R) Je+r Jrsr
1 , I, o(I-1,) 8([[0)]
-— L + dad
20° AJI? T N | G oy 7
f IUIOy _ IQ U dzdy
\/12+12 \/I.,erIj \/I§+I§
1 IIU, IUIOy 2 2
<\ 2 0r 4 —JI2+ 1% dud
) (e e VETh A (IV.87)

A parcialis integralasi |épés teljes derivaltakablgaltatd tagjai nullat adnak a homogén

q =1, ‘39 =0 teljesulése esetén (ezt feltesszik, és a nunseriku

sémaban érvényesitjik). Megjegyzénahég, hogy a (IV.85) funkciondl, a Lagrange-

muItipIikétor ertelmezése nélkil egy olyan funk@bnminimalizalasat jelenti, amely

,,,,,,

mellett.
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Ha egy (nem zajos) kép gyorsan valtozo részletdlesttira) tartalmaz, akkor a
feldolgozott kép a kép strukturdlis jelleéjet, az eredeti €s a feldolgozott kép kilénbsége a

textarat tartalmazza (struktura-textira dekomp@zici

Az egyenletek numerikus kezelésére sokféle moddakult ki. A legegyszdéibb esetek a

\4 . , . . et 2
——| nevedjének a mindenhol értelmezetiVi|~ I? +1> +¢, <1 Kkozelitését
I~ ’ AR

hasznaljak.

IV.3.2. A dualis valtoz6 modszere

A hévezetés differencialegyenlete az G.n. difflzidsesdgt a kontinuitasi egyenléib

92 _ g3 (IV.88)
or

szarmaztathatd, ahdla hsaramlas 0.n. fluxusa (dramvektora). Az egyenlefegjeri ki, hogy

a rendszer egy pontjaba/pontjabdl aramlé Felel a pont Bmérsékletének &)

megvaltozdsaért. A legegystibb homogén, izotrop esetben a fluxus a

homérsékletkilonbséggel, azaz éntérséklet fliggvény gradiensével aranyos (egy komsta

o ardnyossagi tényérel), de azzal ellentétesspli*®:
J=—-aVo (Iv.89)

Ez utébbit a kontinuitasi egyenletbe helyettesikagpjuk a legegyszébb hjvezetési

egyenletet:

9 _ A (IV.90)
or
A (IV.86) egyenletekhez rendelldetvollcids egyenletek:

VI
(VI) +¢

oI

=V ~A(T-1,) (IvV.91)

JO eredmény érhetel a viszonylag nagy kezdeti alkalmazéasaval, majd folyamatos
csokkentéssel, de lassu konvergenciara kell felkdszAhogyan a (IV.90) egyenlethez
jutottunk, ugy visszafelé is eljarhatunk, és a 90). helyett a megoldhatjuk az ekvivalens
(IvV.88)-(1V.89) egyenletrendszert is. Esetliinkbekoavergencia jeledisen fel is gyorsithato

0j véltoz6 bevezetésével, annak ellenére, hogyteelna feladat ismeretlen fliggvényeinek

9 A hé a melegebb (nagyobtsimérséklet) helyrsl a hidegebb felé halad.
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szamat (Chen, Golub, Mulet [26]). A (IV.86)-tal @kalens egyenletrendszer, a
VI

T— — »aram-(flux)valtozé” bevezetésével:
\/ (VI ) + €
MI-1)-V-3=0

V.92
W|VI[ +e-vI=0 (V:92)

A (IV.91) csatolt egyenletek pl. Newton modszemagoldhatdk.

J =

IV.3.3. Keéptartalom-rekonstrukcio (inpainting)

A képrekonstrukcio a hianyzé képrészletek poétlasa:

IV.6. dbra: Video feliratozas eltlintetése képtartarekonstrukcidval

A rekonstrukcio els lépése azon felluletek meghatarozasa, ahol a kaptar kiegészitésre
szorul. Ez valamilyen szegmentacids eljardssal alégfe Masodik Iépés a hianyz6 részletek
kiegészitése. A meglévkeptartalmat a (IV.86) egyenletekkel, a hianyzézeket a képi

o I o 1,

informéaciét nem tartaimazoé valtozattah - —7—— 5 7—— =0 frjuk le. Az
0 2 2 0 2 2
NV NV R

egyenlet értelmezéséhez végezzik el a derivalast:

0= _2 I-T _g Iy
oz 12 412 Oy 1 4 12

= | —=— — 3 - 3

VEXE (papp VEYD O (popp (IV.93)
_ 1 L oar 2l +21,01, +11,

Je+e| s (22 +12)
- AI—W'(VV‘;)'W =~ L AT —n(VVI) ]

V1] V1| Vi
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(IV.93)-ben aA a Laplace operaton a kép gradiensének irdnyaba mutato egysegvektor (a
élek, vonalak normél-egységvektora). A megtel@vollcios egyenlet o aranyossagi
tényedvel):

%:ﬁ[A]—n-(VVI)-n] (IV.94)

2
Ha 6sszevetjiik ;J\VI\ Q) = flf + I2dQ funkcionalbél, vagy a kontinuitasi egyenléitb

, a (IV.94) olyan anizotrop

oI
szarmazd (homogeén,) izotropuezetési egyenletteEIE = aAl

hévezetési egyenlet, amely az éleken at nem vezétidAyzo képrészletek poétlasa tehat a

megléw képi informaciot gy propagalja a hiany belsejdtogy kbzben az éleket magi.
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V. Mellékletek

V.1 Projektiv és affin homografia

P N < X

Ci

H G,

V.1. abra: A lyukkamera modell: F a fokalis siknek origdjaban talalkoznak a fényvonalak. Az Rtanédis
(szenzor) sik, erre képdik le a megfigyelt szintér. Egy térbeli pont hedictoraM, ennek a retinalis sikokon a
megfeleb vektoraim; ésm,

Fontos a mellékletben az indexbe helyezettilked koordinatakra utalnak nem a parcialis
derivalasra. A skalar szorzat jele a matrix repmeaaok kdzott a szokdsos matrixszorzatra

utal.

A projektiv transzforméacié (vagy projektiv homogadfa lyukkamera (pinhole camera)
modell altal, sik fellletelemek leképezésének ktastkél mentes modja. Minden kamera
természetes modon paraméterezi az altala belétett sajat koordinatarendszere descartesi
koordinataival. Ezt a sajat koordinatarendszeramdea fokalis sikja és az arra Gleges
harmadik tengely, a hatarozza meg. A kamera altal szolgaltatott képreaegy vetitése a
kamera retinalis sikjara, majd méeg egy, a szenzraémegjelendt eszkdz kozotti
transzforméacié. Ennek a vetitésnek az opera®raamely homogén koordinatak kodzott

teremt kapcsolatot:m = P- M. Komponensei a kamera sajat koordinatarendszerében

kameramodell alapjan (a V.1. abra szerinti 1. kamegr

X
T q, p o, l|f 000 v
al%|=|0 ¢ o0 f 00 7 (V.1)
1 00 1][0 0 1 o]
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(V.1)-ben azf a fokusztavolsag, €sq, a szenzor és a megjelénéiszkoz kozotti skalazasi

faktor, o,, o, az optikai tengely koordinatai a megjelén@szkdzon, ap nyirasi tényed

korszefi eszkdzoknél nulla, és amely mellet (V.1) atmegy az

X

T 15T00x1000Y
y|=—]0 s, o0 1 00 (V.2)

z ‘ A

1 100100101

egyenletekbe, itts, = f¢,, s, = fq,. Ebben a felirasban a jobb oldal&I8x3 matrixa a
bel®y kamera-paraméterek matrix®,, a masodik 4x1 matrix a kiflskameraparaméterek
maétrixa sajat koordinatarendszerében, szokasdégeklG, =[1/0], ésP, =B, - G, .

Jellemezze a kettes kamera helyzetét azx) édlamera koordinatarendszerében a
t=|ty t, t, ! eltolas vektor és (az eltolas helyén vett) &= [Ri R, R,
elforgatasi matrix, ahoR;, R;, R, az (el$ kamera)i, j, k bazisvektorainak elforgatas
utani, el$ rendszerbeli koordinataibol alkotott vektorok. Mivaz R forgatasi matrix, ezért
inverze megegyezik transzponaltjaval, gy = [RT ‘RT -t] ,ésP, =B, -G,.

A projektiv transzformacioét sik fellletelemre alkalzva levezethéta vetlletek kdzotti
transzformacid képlete. Fontossaga a sztered htasbtobbkameras 3D rekonstrukcidban

kozismert, ahol a képrészletek kozotti megfeleftepdntossaga kulcstényea maodszer

hasznalhatésagat, robusztussagat tekintve.

El6sz6r a masodik kamera és az éelkamera koordinatai k6zott mindig fennall az
M, = R" -M, —R” - t 6sszefiiggés. Masodszegyiik fel, hogy a két kameraval megfigyelt
objektumsik A sik egy tetsdleges pontjanak valodi (nem homogén) koordinataela

T
kamera koordinatarendszerében legyeivk= [X Y Z} . A sik normal egységvektorat

n-nel jeldlve, a sik pontjaira igaa1 - M, = d , ahol d = const a sik tavolsaga (méeges
vetlletének hossza) az &l&amera koordinatarendszerének origojatél (fok@ltjatol)

mérve. Ez utébbi egyenletetl -vel osztva 1=n-M, /d. Ezzel beszorozhatjuk az
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M, =R"-M, -R" -t egyenlet jobb oldalanak masodik tagjat:
1
R”-M, - R” ~tg(n - M, ), hogy atrendezve kapjuk:

M, = ‘M, = K-M, (V.3)

RT-{I—ltn
d

jelolést, atn a két vektor diadikus

1
A zérbjeles kifejezésre bevezettua= R” -[I — Etn

szorzata. Tehat a sik (és csakis a sik) pontjaimakét kamera altal meghatarozott

koordinatarendszerekben mért 3D (térbeli) koordindtdzott linearis transzformacio:

M, = K-M, all fenn.

Ez utébbi eredményt és a (V.2)-vel kombinafya képkoordinatakra adodik:

T X T X
z |y |=B,|Y| €Sz |y, | =B, K|V (V.4)
1 z 1 Z

(V.4) el egyenletébl a térkoordinatakat kifejezve és a masodik egybelbelyettesitve:

1'2 Il $2 1‘1
- 2 B
% || =B, KBz y |, vagy 2|y, | = B, - K-B/'|y (V.5)
1 1 | 1

Azaz a projektiv transzformacioval formailag egyeafejezést kaptunk, eggyel kisebb

T
dimenzioban. Az els képen mért[Aac1 Ayl} elmozditas hatasara, a masodik képen a

zZ.
kovetked pontba jutunk (bevezetjik mégua= Z—Q jelolést):
1

a:Q(ajl + Az, y, +Ayl) 7, Az,
w(z, + Az y + Ay )|y (2, + Azy, + Ay )| =By KBy |+ | Ay, (V.6)
1 1 0

Az (V.6) egyenletek nemlineérisak: @ az z,, y, kifejezések nevéitben megjelenik. A

B, - K- B! szorzat matrixat szokas a (projektiv) homograférinanak nevezni. A projektiv

T
homografia [Axl Ayl] -ben linearizalt valtozata az affin homografiadiatom: [27]

%0 Az (V.2) specidlisan az éikamera koordinatarendszerében kifejezett, az egisy kedvéért ezt a rendszert
hasznaltuk az eredmények levezetéséhez.
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V.2. Implementacioés kérdeések
V.2.1. A vetitési figgvények lyukkamera modell esetén

T
Az el6z6 mellékletben szereplyukkamera modell a 3D téfX Y Z} pontjait a kamerak

T
képpontjaira képezi le (azkamera képén a{zcz- yi] pontra). A (IV.35) vetitési flggvények

konkrét alakja a homogén koordinatas alakbol adéodddafiiggveny lesz:

?

_ p(i)HX + prQY + pmlSZ + p<’)
Py X + p@BQY + p<‘>33Z + p<%)34 (V.7)
Py X + oY + pVyZ + py,

Py X+ pVpY + pWZ + ply,

14

i i

3

(
(
yi:(

(V.7)-ben ap(”:)lk azi. projekcio 3x4-es matrixa soranak ék. oszlopanak eleme. Az elemek

meghatarozasa a kamera kalibraciés eljarassal ndze

V.2.2. Az inplementéci6 részletei: az evolucios egyenletamnyiségei

A (IV.33) evoluciés egyenletet célstedescartesi koordinatakkal leirni a standard banisb
ahol az ismeretlen felllet a harom ismeretlen kioatdfiiggvényével § = Xi + Yj + Zk)

adott. Ekkor a (IV.46) Lagrange fuggvény térkooé&déak, és a fellilet normal-
egysegvektoranak koordinatai szerinti parcialisvdéjait kell képezni. A térkoordinatak a
vetitési fliggvényben és a linearis transzformaaigly most az affin homografia) (IV.45)
matrixdban jelennek meg, és ugyanitt a normal-egyeddor koordinatak is. Egy

kameraparra:

3

fw I (x, + Ax,) 1 (x, + A - Ax; ) dW, v

CI)(7:.1') (S,n) =1- 5 5
\/fw 2 (x, +Ax7;)dWifW; P(x, + A, - Ax,)dW,

(V.8)-ban az!/; esI; képfliggvények argumentuma egy valasztott felietit korali kicsiny

T
tartomany. A vélasztott potitképi (pixeles) koordinataja azkameranx; = [% :%] , ahol

a képkoordinatak az (V.7) egyenletek szerinti kafatban vannak a fellleti pont térbeli

T
[X Y Z] koordinataival.

L A level set médszer alkalmazasakor a (IV.33) esioliegyenletet fix térbeli rAcson oldjuk meg. Ebbe
esetben azon fellleti pontok valasztasa, ahofgerdet mennyiségeit szamoljuk — szokasos madmmérbeli
racs (kodzeli) pontjaihoz legkdzelebkidsluleti pontok (és ezek az értékek reiddeek a racspontokhoz).
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Miel6tt ratérnénk a Lagrange fuggveny derivaltjainak haggrozasara, meg kell
jegyezni, hogy az azt alkotd lokalis integralokempalasi valtozo6i fuggetlenek a keresett

(ismeretlen) felllet koordinatafliggvényit(S = Xi + Yj + Zk), és annak differencialis
mennyiségeltl (n = nyi+ny,j+n,k), ezért (ezekre nézve) a probléma paraméteres
integralként kezelerid?, azaz a derivalas operatora bevéhe integraljel mogeé.

Vezessik be a kbvetk&épltléseket:

f] x—i—Ax) (x +A; (Ax))dW

Q =fwf?<xi )W, Q = [ B(x; + A0 d

Ezekkel a sziikséges mennyiségek, a térkoordina&alkns derivaltak:

0P, . ‘ e
) L 19%, ”ffwdw fIVIdW ﬂijVdeWi —f]iVdeWi
o Joq v | Q) |0 i
oA
“ffw O Axdw, - ffw ] -AxidWi] (V.9)
op o

pe{XY,z}
€s a normal-egységvektor komponensek szerinti @éak:

8<I>( .

i.j)

anq M

A,
”fIVI 0y - AxdW, — ffw — Ax AW,
8nq o

(IV.10)
nq S {nX,ny,nZ}

Az (V.9), (V.10) egyenletekben megjetenmennyiségek a kovetkéz pontokban

T
értelmezettek?, = I, (x, + Ax, ), VI, = VI, (x, + Ax;) = I (x, + Ax;) I, (x, + Ax, )]

I, =1,(x; +A,Ax,), VI =VI(x,+A, Ax)= (xj+AZ;,--Axi)}T.

L(x+A; - Ax) I,

Jy

YRy ij
“op ' on

q

miatt nem emelhék ki az integralas frivelete elé, mint a vetitési fliggvény gradiensének

ox, 8X
komponensen’a— ) Az integrélast az képen végezzik, célshen a valasztott fellileti

%2 Eppen ezt a szétvalasztast teszi léea (IV.9) funkcionalban explicit moédon szerepeitenormal-
egységvektor.
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0x
pont képe kordli kicsiny négyzetben, a’gij...a—lj mennyiségek ebben a fellleti pontban

ertelmezettek. Ha a normalizalt keresztkorrelaegy azi. kép egy négyzetes tartomanyan
végezziik, és a tartomany pontjdik, = [f n}T jeloljuk, akkor W, = [—¢ &|x[—n,n]. Az
integralokat diszkrét 0sszegekkel kozelitjuk (pitepixelre), de ekkor a j. képen az
x; + A, - Ax; -re altaldban nem egész értékek adddnak, az eradetiek is valtoznak, amit

megfeleb interpolacidval kezelni kell.

A teljesség kedvéért megjegyezzik, hogy (medfetektirazottsag esetén) az (V.8)
normalizalt keresztkorrelacios adattag helyett &noantrélis értékkel korrigalt (V.11)
valtozatat hasznaljuk:

f [ (%, + Ax,) )~ L[, (x, + Ay - Ax, ) — T |aw,

J=1- ——— (v.11)
\/f (%, + Ax,) de (x, +A, - Ax)) ] dw,

ahol azI; ésI; a megfeld intenzitas-atlagok (a képen ez altalaban egy paralelogramma

alaku tartomanyt jelent), akkor az (V.9) és (V.&Qyenletekben az intenzitdsok formalisan a

centrdlis értékkel korrigalt alakra valtoznak, dgradiensek kifejezése valtozatlan marad, pl.

%f(ll _fi)vff'aaj;w A dw, — [ (1, -T,) VI, '%'szdwl lesz.
7w q . q

_8‘1)(@7) 1
q 1Y)

Végul még egy megjegyzést érdemes tenni. Mindaooogban, amelyek nem lathaték
08

T

legalabb két kamerabol, ott a (IV.33) egyenlet atlgélszeien a— = —div(n)n egyenlet

oldandé meg, amely az adott pont vetlletei (kép&ixotti tokéletes korreldlatlansag

feltételezésének implicit feltevése, és amely efpea feliiletminimalizalad egyenlete a

¢(S n) = 1 melletti mlnfdA = min

u,v

Az alabbi abran egy gyakran hasznalt tesztobjekekanstrukciéjanak néhany evolucios

fazisa lathato:

%3 A kifeszitett szappanhab.
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O

V.2. dbra: Egy gyakran hasznalt objektum rekonsinjénak fazisai.
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