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A matematikatorténet felhasznalasanak lehetoségei a
matematikaoktatasban

Esettanulmany egy nyari taborrol

A matematikatorténet (s altaldban a tudomanytorténet) oktatasbeli
felhasznalasanak lehetéségeivel kapcsolatban kilfoldon évtizedek é6ta folynak
kiterjedt kutatasok. Magyarorszagon azonban alig ismertek ezek a munkak, a
szakirodalom jorészt nem hozzaférhet6, s a témaval kapcsolatos, elszértan
elé6fordulé megnyilvanulasok a legtobbszor felszinesek maradnak.

E tanulmany alapjat egy nyari tabori matematikatorténet-program képezi,
melyet onalléan dolgoztam ki és tartottam meg 2007 nyaran, lelkes matematika
tanar szakos hallgatéként — akkor még a vonatkozé didaktikai szakirodalom
ismerete nélkiil. TDK-dolgozatom e tabor tapasztalatairél szélt. Most a kulfoldi
eredmények kontextusaban mutatom be sajat kisérletemet.

El6szor a témarél szélé ICMI ' -tanulmanykotet alapjan osszefoglalom a
nemzetkozi kutatasok legfébb vonalait, aztan a sajat taborom programjat
ismertetem roviden, egy részletet (a nem-euklideszi geometriak sziiletésérol
sz0l6 fejezetet) bévebben is kifejtve.

A nemzetkozi tapasztalatok

A History in Mathematics Education cimii kotet az ICMI Studies cimii sorozat 6. koteteként,
2000-ben jelent meg, John Fauvel és Jan van Maanen szerkesztésében. A konyv az ICMI
keretei kozt 1976 ota mikodd, History and Pedagogy of Mathematics nevii nemzetkozi
kutatocsoport tiz éves kutatomunkdjanak eredménye — a kotet igy reprezentativ képet
igyekszik adni a témaban a vilag kiilonb6z6 pontjain elért eredményekr('ﬂ.2 Célja annak a
témanak a koriiljarasa, hogyan jelenhet meg a matematikatorténet az oktatasban — beleértve
annak minden szintjét az altalanos iskolatol az egyetemig — mi lehet a szerepe, mennyiben
segitheti eld az oktatas hatékonysagat.

A kotet szamtalan aspektusbol jarja koriil ezt a témat: sz6 esik politikai kontextusrdl (az
egyes orszagok oktatdsi rendszerében mely szinteken, s hogyan jelenik meg a
matematikatorténet), a téma filozofiai hatterérél, a matematikatorténeti és a tanulok
gondolkodésaban lejatszo6do fejlodés kozti kiilonbségekrdl €s parhuzamokrol; arrol, hogy
milyen haszonnal jarhat a torténeti megkozelités, s hogy lehet az eredményességét vizsgalni; a
matematikatorténet oktatdsba integralasanak kiilonbozd formadirdl és modjairdl; az eredeti

! International Comission on Mathematical Instruction
2 Fauvel-Maanen xiv. o.



GOSzTONYI KATALIN A matematikatértenet felhaszndlasa az oktatasban

forrdsok felhasznaldsanak szerepérdl; a kiilonbozdé felhasznalhato médiumokrol a
dramajatéktol a régi mliszereken at az internetig; s a matematikatorténet lehetséges szerepérol
tanarképzésben. A fejezetek tobbségét szamos esettanulmany tarkitja.

Tobb fejezet hangstlyozza a matematikaoktatds reflektaltsagdnak fontossagat: az egyes
fejezetek bevezetd szakaszai rendre kitérnek targyalt témajuk filozofiai, episztemologiai,
pszichologiai, s egyéb hatterére, alapjaira. Eppen ezért tekinthetjiik kiilondsen hangsulyosnak
a kotet masodik fejezetét, mely a matematikatorténet oktatasbeli felhaszndldsanak filozofiai,
multikulturalimussal ¢és interdiszciplinaritassal Osszefiiggd szempontjait targyalja. Azt az
egész kotetre jellemzO, meghatarozd gondolatot bontja ki ez a fejezet, mely szerint a
matematika nem pusztan orok igazsagokat leiro, statikus, absztrakt, axiomatikus-deduktiv
moédon szervezddd tudomény — legaldbb ennyire emberi tevékenység is: dinamikusan alakul6,
valtozatos motivaciokbol taplalkozo, tarsadalmilag-kulturalisan beagyazott rendszer.

Ez a felfogas 6sszhangban all a matematikafilozofia 20. szazadi fejlédésével: mig a szézad
elejénck gondolkodasat a logicista illetve formalista iskola hatirozta meg (az egyik platoni
értelemben vett 6rok igazsagoknak latja a matematika tételeit, a masik pedig jelentés nélkiili,
absztrakt jelek rendszerének), addig a szazad kozepére — tobbek kozott Godel munkassaganak
koszonhetden — ezek az irdnyzatok némileg hattérbe szorultak. Részben a kor harmadik nagy
matematikafilozofiai iskoldjanak, az intuicizmusnak, tovabba Wittgensteinnek s masoknak a
hatasara, a tudomanyfilozofia fejlédésével 0sszhangban el6térbe keriilt az emberi tényezd, a
kulturalis, szocidlis kozeg szerepe a matematikardl valé gondolkodésban. A filozoéfia a
tudomanyokat s a matematikat egyre inkabb torténettel rendelkezd, az egyes torténelmi
korszakok, kultarak nyomait magan viseld, sokszor emberi dontések altal befolyasolt
rendszernek latja — elég itt Kuhn vagy Lakatos Imre munkéssagara hivatkozni®, A matematika
mint tevékenység, folyamat tlinik fel, mely (sokféle iranybol érkezd, matematikan beliili és
kiviili szempontok altal motivalt) problémakat vet fel €s igyekszik megoldani.

Az oktatds pedig le kell, hogy vonja a matematika felfogasanak véaltozasabol eredd
kovetkezményeket. A matematikat nem csupan készen kapott,  Orokérvényli
szabalyrendszerként kell a didkok elé tarnia, hanem be kell vezetnie dket a matematikai
tevékenység mikéntjébe is: meg kell mutatnia, milyen jellegli problémakkal foglalkozik a
matematika, hogyan kezeli 6ket, hogy halad elére egyik problématol a masikig.

A 20. szazad jelentds valtozdsokat hozott abban a tekintetben is, hogyan értékeljiik a
kiilonboz6 kultardk hozzajarulasat az egyetemes emberi kultirahoz. A mai értelemben vett
matematika jelentds részben az antik gordg hagyoményokra alapuld eurdpai matematikai
kultira fejlédésének eredménye — mas kulturdkban, tdrsadalmakban sokszor egészen mast
értenek hagyomanyosan matematikdn; mas tarsadalmi szerepet tolt be, mas targyakkal
foglalkozik, s mas eszkdzoket haszndl ez a tudasteriilet. A torténeti megkdzelités képes
felmutatni ezt a kulturalis sokszinliséget — s az oktatasban ez nem csak mélyebb és arnyaltabb
tudas kialakulasat segitheti eld, hanem izgalmasabbd is teheti a targyat.

,»A multikulturalizmus, abban az értelemben, amit itt probaltunk kozvetiteni, a soksziniiség
felismerése €s linneplése” — irjak a szerzok - ,,a masok munkéjanak tisztelete és értékelése, a
kiilonbozd kontextusok, igények és célok elismerése, s annak tudatositasa, hogy a kiilonb6z6
kultirdk mind fontos elemekkel jéarultak hozza ahhoz a tudasteriilethez, melyet
matematikanak hivunk. Ezt tekintetbe véve, a multikulturalis dimenzi6 matematika tanitasaba
valé beemelésével az oktatds humanista és demokratikus tradicidihoz is jelentés mértékben
hozzajarulhatunk.”*

A torténeti megkozelités a matematika tobbi tudasteriilethez vald viszonyéat is 1) szinben
tlntetheti fel. A modern matematikarol széles korben elterjedt az a kép, hogy nehéz,
megerdltetd targy, melyet absztraktsdga és specidlis szimbolikdja az atlagember szdmara

*Id. pl. Kuhn: 4 tudomdnyos forradalmak szerkezete ill. Lakatos: Bizonyitdsok és cdfolatok
* Fauvel-Maanen 51. 0.
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megkozelithetetlenné tesz. Elterjedt egyuttal egyfajta haszonelvii felfogds is, mely a
matematikara csak alkalmazasainak kontextusdban tekint. Ez a hagyomany, mely a
matematikat egyrészt misztikus, absztrakt, nehéz targynak latja, masrészt az egyéb
diszciplindk puszta eszkozének, negativan befolyasolja a tanulok matematikdhoz valo
viszonyat, s nem segiti el annak tanitasat, tanulasat.

A matematikatorténet beemelése az oktatasba, a problémakozpontua megkdzelités, mely a
matematikat emberi tevékenységként mutatja be, lehetdvé teszi, hogy ravilagitsunk azokra a
problémakra, melyek a matematika fejlodését motivaltak. Ezek a problémak szarmazhatnak a
hétkoznapi €letbdl, egyéb tudomanyok igényeibdl, a matematika belsd fejlodésébol; felvetheti
Oket intellektualis kivancsisag, esztétikai szempontok s még sok egyéb motivum is. A
matematikatorténet segitségével felmutathatjuk a matematika kiilonbozé  againak
Osszefliggéseit (pl. aritmetika, algebra és geometria kapcsolatat Euklidesz vagy Descartes
munkdassadgan keresztiil), a matematika kapcsolatat a kultiira mas teriileteivel (s nem csak a
fizikaval, hanem mas természettudomanyokkal, gazdasaggal, mivészetekkel, vallassal,
filozofiaval vald Osszefiiggéseit is).

Ezek az interdiszciplinéris elemek érthetdbbé teszik a matematikat, s megmutatjdk annak
sokszinli hasznat, szerepét a tarsadalomban; segitségiikkel a matematikat nem elszigetelten,
hanem az emberi kultira szovetébe agyazottan tanithatjuk.

A fenti elemzések segitettek feltarni a legfontosabb szempontokat, melyek a torténeti
megkdzelités mellett szolnak — de a kotet szamos helyen fejt ki tovabbi érveket®. A teljesség
igénye nélkiil egy szempontra hivnam még itt fel a figyelmet: arra, hogyan segitheti a
matematikatorténet a tanar felkésziilését, tevékenységét. Segithet feltarni egy-egy Uj teriilet,
téma bevezetésének motivacidit, s ezt érthetébbé tenni a tanulok szadmara is; segithet
megérteni a tanuldk nehézségeit, azokat az akaddlyokat, melyek egy téma elsajatitasat
gatoljak; ravilagithat egy-egy téma valodi nehézségi fokara: latszolag egyszerti témakrol
mutathatja meg, milyen lépcséfokokon keresztiil alakultak ki mai forméajukban, s mi mindenre
éplilnek ra. A matematikatorténet tanulményozasa a matematikai tevékenység természetének
mélyebb megértéséhez vezetheti a tanart; () magyardzatokkal, példakkal, alternativ
megkozelitési modokkal gazdagithatja didaktikai eszkoztarat; s segitheti hogy megértse,
értekelje az egyes problémdk megoldasat akkor is, ha azok nem a modern matematikaban
elvart nyelven és forméaban fogalmazddnak meg.

A matematika torténeti megkozelitése tehat szdmtalan modon lehet hasznos az oktatasban.
De természetesen tekintettel kell lenni a korlatokra és a veszélyekre is, melyeket ez a
megkozelités magaban rejt6. Semmiképp nem alakulhat at a matematika tanitdsa a matematika
torténetének tanitasava, hiszen nagyon sokféle szempont hatarozza meg, hogy mit érdemes ¢és
sziikséges tanitani az iskolaban (ez jelentds részben politikai kérdés is) — a tOrténetiség
egyoldalti szempontja az Oncélusag veszé€lyét rejtené magaban. A torténeti megkozelités
segitheti a matematika tanitasat, de nem helyettesitheti azt (igaz, segithet a tanitand6 témak
listajanak Osszeallitdsaban 1s, példaul azaltal, hogy ravilagit bizonyos témak helyére,
szerepére a kulturankban).

Az egyes matematikai teriiletek torténeti fejlddésének vonala szoros kapcsolatban allhat a
tanulok gondolkodasanak fejlédésével, de két Gt nem feltétleniil egyezik meg.” Veszélyes
lenne tehat minden esetben, kritikatlanul kovetni a torténeti fejlodés ivét: ez sokszor
foloslegesen hosszadalmassa és bonyolulttd tenné a tananyagot. A matematikatorténet
tanulmanyozasa szamos Otlettel jarulhat hozza a tananyag felépitéséhez, de akkor igazan
hasznos, ha a tanitds szempontjait szem el6tt tartva, kritikusan kezeljiik.

®1d. kiilondsen a 7.2. fejezetet
®1d. 3.1, 7.2. fejezetek
" err6] bvebben 1d. az 5. fejezetet
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A matematikatorténet oktatasba integralasanak egyéb akadalyai, nehézségei is lehetnek: pl.
gyakran tobb 1d6t igényel, mint a hagyomanyos modszerek; a tanarok nem rendelkeznek ilyen
téren tapasztalattal; megfeleld forrasok csak korldtozottan allnak rendelkezésre (ez utobbi
hazankra kiilonosen igaz: a jelentds matematikai muivek magyar forditdsai ¢éppugy
hidnyoznak, mint a megfeleld mennyiségii, naprakész matematikatorténeti szakirodalom — az
ezekre épiilé didaktikai, modszertani miivekrdl nem is beszélve) stb.

Azonban a matematikatorténet sokféle modon, kiilonb6zd szinteken jelenhet meg a
matematikadran.® Beemelhetiink direkt torténeti elemeket (emlithetiink neveket, datumokat,
egyéb tényszerli informacidkat, a tanuldk kezébe adhatunk eredeti szovegeket,
szovegrészleteket), de érvényesiilhet a torténeti megkozelités kevésbé direkt mddon is: pl.
felépitésében. Hasznot hozhat tovabba a matematikatorténet az oktatds szamara gy is, hogy
az osztalyteremben egyaltalin nem jelenik meg, de mélyiti a tanar matematikai
tevékenységrol valo tudasat, az egyes témak, problémak megértését — s ebbdl attételesen a
tanulok is profitalnak.

Erdemes felhivni arra is a figyelmet, hogy a matematikatorténet kiilonboz6 felhasznalési
modjai kdzott nem csak azon a téren van kiilonbség, hogy mennyire direkt a torténeti elemek
jelenléte, hanem abbdl a szempontbol is, hogy ezek milyen mélyen formaljak 4t az oktatast.
Matematikatorténeti adatok egyszerli ismertetése bizonyos helyzetekben iiditéen hathat az
ordn, de sem mélyebb megértéshez, sem a didkok matematikarol alkotott képének valddi
atformalasahoz nem vezet. Ezzel szemben egy téma torténeti ismeretek altal motivalt ujszerti
felépitési modja jelentds didaktikai hasznot hajthat akér akkor is, ha az 6rdn egyetlen konkrét
torténeti utalas sem hangzik el.

A kotet szamos modszert, eszkozt sorol fel, melyek a matematikatorténethez (is)
kapcsolhatok, s az oktatds soran hasznalhatok.® Szo esik példaul az elsédleges forrasok
felhasznalasdnak modjairdl, torténeti szovegeken alapuld kutatdsi  projektekrol,
feladatlapokrol, jatékokrol, kisérletekrdl; arrol, hogyan lehet a tanulok hibait, alternativ
elképzeléseit, intuitiv érveit kihasznalni a tanoran; s hogyan lehet kiilonbozd jellegli torténeti
problémakat — megoldatlan, Ujszerli megoldasi modszert bevezetd, 0 kutatasi teriiletet
megnyitd, szorakoztatd stb. problémékat — felhasznalni. Az egyik fejezet régi eszkdzok
felhasznalasdhoz ad otleteket, a masik az internet és a szadmitogépes szoftverek nyujtotta
lehetdségekrdl szol; olvashatunk filmekrdl, s a tandran kiviili tapasztalatszerzés lehetdségeirdl
éppugy, mint a dramajaték modszereinek bevezetésérol.

Ugy tiinik, a torténeti megkozelités modszertani soksziniiségre is 0sztondz; de abban
mindenképp segit, hogy a tanar atértelmezze sajat, a tanoran betoltott szerepét: kilépjen az
abszolut tudas birtokaban 1évé megfellebbezhetetlen informaciokozvetitd szerepébdl, s teret
adjon annak, hogy a didkok maguk jarjak végig a felfedezés utjat, s maguk ismerkedjenek a
matematikai tevékenység dromével.

Befejezésiil még egy fontos témara térnék ki, melyet a konyv targyal: arra, hogyan lehet
ennek a megkdzelitési modnak a sikerét ellendrizni, igazolnilo. A fejezet szerzdi arra hivjak
fel a figyelmet, hogy a matematikatorténet felhasznaldsa mellett jorészt olyan tipust érvek
szOlnak (a matematika mibenlétérél vallott nézetek fejlédése, fogalmak, tételek mélyebb
megértése stb.), melyek igazsagat kvantitativ mdédon aligha lehet mérni. A szerzok
esettanulmanyok holisztikus, kvalitativ jellegli értékelését javasoljak: elsdsorban a résztvevok
véleményének, tandrokkal, didkokkal készitett interjiknak az elemzését. Egyuttal azt is
hangsulyozzak, hogy ez a megkozelités nem lehet preskriptiv, nem irhat eld modelleket,

8 bGvebben 1d. a 7.3. fejezetet
°pl. 7.4, 10. fejezetek
3.1,
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programokat — sokkal inkabb szemléletformalasrol van sz6, a konkrét megvalositasnak
mindig az adott szituacidhoz, az adott tanulokhoz kell igazodnia.

A szemléletformalast, s a megkozelités sikerének illusztralasat szolgalja az a szamtalan
esettanulmany, mely a kotet kiilonbozo fejezeteiben megjelenik, s melyben a vilag minden
tajarol szdrmazo tanarok irjak le, hogyan formalta 4t oktatdsi tevékenységiiket, s milyen
eredményeket hozott munkéjukban a matematikatorténet alkalmazasa.

A matematikatorténet tabor programja

Amikor a sajat matematikatorténet taborom programjat terveztem, a fent ismertetett
kutatasoknak még a 1étezésérdl sem tudtam. Sajat matematikatorténet iranti érdeklédésem
motivalt, illetve olyan, magyar szerzék tollabol szarmazé miivek, mint Péter Rozsa Jaték a
veégtelennel-je, Rényi Alfréd Levelek a valosziniiségrél cimii munkaja, vagy épp a Lakatos
Imre tolldbdl szdrmazod Bizonyitasok és cdfolatok. Nagy hatassal voltak ram a matematikai
tehetséggondozas teriiletén elért sikereirdl ismert Posa Lajos tdboraiban szerzett tapasztalatok
is. Ezek a mivek, illetve gyakorlatok kozvetve, vagy egyaltalan nem kotédnek
matematikatorténethez, azonban a matematikdnak ugyanazt a szemléletét — emberi
tevékenység, dinamikusan valtozo rendszer, problémak ¢&s valaszkisérletek sorozata —
kozvetitik, amelyet a torténeti megkozelités is szem elétt tart. fgy talan nem véletlen, hogy
segitettek a matematikatorténet oktatasaval kapcsolatos szemlélet kialakitasaban.

A fenti miiveken kiviil fontos inspiracids forrast jelentett Simonyi Kéroly kozismert miive,
A fizika kulturtérténete cimi kotet is. Ennek a nyoman adtam programomnak a ,,matematika-
kultartorténet” cimet.

A tabor a budapesti E6tvos Jozsef Gimnazium 10., 11., 12. osztalyos didkjainak szolt, az
iskola hagyomanyos nyari ,,tantaboranak” keretei k6zott valosult meg (ahol rendszerint tobb
kiilonb6z6 témaval foglalkozo csoport van jelen parhuzamosan, napi 2x2 6raban a szakmai
foglalkozasokon, azon kiviil pedig a kozos szabadidds programban). A matematikatorténet
programon, &sszesen kb. 22 6ranyi foglalkozassorozaton 6 (&ltalam kordbban nem ismert)
didk vett részt.

A tabori program anyagat gondos mérlegelés, hosszi valogatds utan allitottam Ossze,
sokféle szempontot figyelembe véve. Az altalam szem el6tt tartott cél egyrészt az volt, hogy a
matematikatorténet segitségével olyan matematikai témakba vezessem be Oket, melyek
hagyomanyosan nem képezik részét a kozépiskolai tananyagnak (mint pl. a nem-euklideszi
geometridk vagy a valds szamok rendszerének axiomatikus felépitése), masrészt hogy a
matematika mint tudomany természetérél és kultarankban betoltott szerepérdl vald
gondolkodasra késztessem tanitvanyaimat. Torekedtem arra, hogy minél nagyobb ivet fogjon
at a program — a teljesség igénye nélkiil természetesen, de essen sz6 a matematikatorténet
legfontosabb korszakairol, s tematikusan is minél soksziniibb legyen az anyag. Masrészt, €s ez
talan még fontosabb szempont volt, igyekeztem elkeriilni a toredezettséget, minél nagyobb
logikai koherenciara torekedni: nem esetlegesen egymast kovetd epizodokat, hanem
egymassal szdmos ponton sszefon6do fejlddési lancokat bemutatni.

A tabor programja az alabbi fejezetekbdl allt ossze:

Bevezetés: jaték és bemelegitd beszélgetés

A szamfogalom fejlédése, a szamiras kialakuldsa
Piithagorasz ¢és iskoldja

Az 0sszemérhetetlenség-probléma; a bizonyitas sziiletése
Az axiomatikus modszer

Egy példa: a valos szamok axidomarendszere

oakrwdE
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7. A szamiras és az algebrai jeldlésrendszer fejlddése Eurdpaban
8. Fibonacci-sorozat és aranymetszés

9. Bolyai ¢és a nem-euklideszi geometridk

10. Végtelen halmazok, szamossagok

Az els0 foglalkozas célja  ismerkedés, réhangolodds  volt, szorakoztato,
matematikatorténethez kapcsolédd jatékok segitségével, illetve egy, a matematika
természetérol, sajatossagairdl szold beszélgetés soran (melyben kiilonb6z6 korokbol
szarmaz0, matematikarol szo6ld idézetek voltak a segitséglinkre). Hagytam, hogy a didkok
kifejtsék a maguk véleményét, provokativ kérdésekkel probaltam iranyitani Oket, hogy
érdeklddésiiket felkeltsem. Igyekeztem minél tobb olyan témat szoba hozni, amely a tabor
soran kés6bb eldkeriilt — nem egy izgalmas kérdést hagytunk nyitva azzal, hogy a késébbi
napokban még visszatériink rajuk. Ez a foglalkozas megalapozta az egész tabor jo hangulatat,
sikeriilt elnyerni a gyerekek bizalmat és felkelteni érdeklddéstiket.

A masodik téma tulajdonképp a matematika sziiletésérdl szol; a kiilonbozd természeti
népeknél illetve Okori kulturdknal fellelhetd szémrendszerek, szdmirdsok sokféleségét
igyekeztem bemutatni. Ez egyuttal arra is felhivta a figyelmet, hogy a szamunkra
legegyszeriibbnek, legmagatolértetddobbnek tiind fogalmak maguk is hossza fejlodés
eredményeként alakultak ki.

A 3., 4. és 5. téma szorosan 0sszefligg, az Okori gérog matematika torténetével foglalkozik.
Ezeknek a foglalkozasoknak a keretében a piithagoreusok kavicsokkal végzett szamelméleti
kisérleteitdl az irraciondlis hossziusagu szakaszok problémdjan és a mai értelemben vett elsd
matematikai bizonyitasokon at eljutottunk az axiomarendszer fogalmaig, s Euklidesz Elemek
c. mivének rovid ismertetéséig. Ezek a fejezetek kulcsfontossadguak, hiszen az eurdpai
matematika legfobb vonasainak kialakulasat mutatjak be. A felépitésben erdsen
tamaszkodtam Szabo Arpad munkaira'’, aki szoros kapcsolatot tételez fel a gordg matematika
¢s a filozofia fejlodése kozott. A foglalkozasok sordn néhany érdekes szamelméleti és
geometriai tételt is megbeszéltiink, de a hangstly ezek torténeti jelentdségének elemzésére
esett.

Az axiomarendszer fogalmat ugyan Euklidesz mintajara a geometria kapcsan vezettiik be,
de Ugy gondoltam, hogy az axiomatikus moddszer miikddését a geometria példajan
hosszadalmas és nehézkes lenne bemutatni. Ezért modernebb példéhoz folyamodtam: a valos
szamok axiomarendszerével ismerkedtiink meg alaposan (Pdsa Lajos nyoman, aki
kozépiskolasok szdmara is élvezhetd, jatékos torténet keretében dolgozza fol ezt a témat).
Masrészt a valos szamok targyalasanak az a haszna is megvolt, hogy elvarrta a szamfogalom
alakulastorténetének az egész addigi tdboron végightizodo fonalat.

E nehéz elméleti téma utan feliidiilésként konnyedebb témat iktattam be a programba: a
szamiras és az algebrai jelolésrendszer kozép- és reneszansz-kori fejlddésérdl volt szo.
Jatékos vetélkedok soran gyakorolhattak a didkok a korabeli jel6lésrendszerek hasznélatat (s
hasonlithattak 0ssze azokat a ma haszndlatos rendszerrel).

A Fibonacci-sorozat és az aranymetszés klasszikus témaja természet, miivészet ¢és
matematika Osszefiiggéseit vizsgalta: megoldottunk néhany, a témahoz kapcsolodd szép
matematikai példat, megvizsgaltuk, hol jelennek meg ezek a szamok, aranyok a természetben,
s egy diavetités soran, miialkotasok elemzésén keresztiil beszéltiink arrél, hogyan valtozik az
aranyok, és altalaban a geometria szerepe az eurdpai miivészet torténetében. A téma egyuttal a
korabban targyalt piithagoreus szadmelmélethez is kotddott: kitértiink arra is, hogyan élnek
tovabb a piithagoreus hagyomanyok a késébbi aranyelméletekben.
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Az utolso két fejezet a matematikatorténet két jelentds, 19. szazadi fordulatat targyalta: a
nem-cuklideszi geometriak, illetve a végtelen halmazok elméletének megsziiletését. Ezek
elméletileg igen nehéz, a kozépiskolai tananyagon tulmutato témak — a tabori program addigi
felépitése azonban, ugy tlinik, kelléen megalapozta a targyaldsukat. A didkok végig
érdeklodéssel, aktivan, idénként egymadassal is hevesen vitatkozva vettek részt a kozos
munkaban, s kérdéseikbodl, hozzaszolasaikbol itélve nagyrészt megértették a targyalt
problematikat.

E két utolsé téma egyikét, a nem-euklideszi geometridk sziiletésérdl sz616 fejezetet mutatom
be az alabbiakban részletesen.

Részlet a taborbdl: Bolyai és a nem-euklideszi geometriak

Ezt a témat szantam a tabor egyik cslcspontjanak. A korabbi foglalkozasok soran
beszéltiink a gyerekekkel az els6 matematikai bizonyitdsok, majd az axiomatikus mddszer
kialakulasarol az okori gorog matematikaban. Sokat foglalkoztunk azzal, mire jo és hogyan
mikodik egy klasszikus értelemben vett matematikai axiomarendszer. A nem-euklideszi
geometriak sziiletésének torténetén keresztil egyrészt azt akartam bemutatni, hogyan
valtozott meg az egyik legfontosabb matematikai fogalom, az axiomarendszer fogalma, s
ezzel egyiitt a matematikusok matematikarol alkotott képe a 19. szazadban. Masrészt azt IS
reméltem — s ebben a reményemben nem kellett csalddnom —, hogy a hiperbolikus geometria
meglepd, latvanyos tulajdonsdgai meg fogjak ragadni a didkokat; s az Osszehasonlitas
nyoman, végsd soron az altaluk mar ismert euklideszi geometria tulajdonsdgairol is
mélyiilnek az ismereteik.

A fenti célokat figyelembe véve axiomatikus Uton igyekeztem megkdzeliteni a témat: az
otodik posztulatum (a parhuzamossagi axioma) torténetének bemutatdsan keresztiil. A
hiperbolikus geometria miikodését viszont nem lett volna célszerli axiomatikus felépitésben
bemutatni, hiszen ez hosszadalmas, és a kozépiskolainal mélyebb matematikai ismereteket
igényel. Az szerencsére azonban két kiilonboz6 szoftver is hozzaférheté, melyek a
hiperbolikus geometriat mutatjdk be: Dr. Szilassi Lajos BOLYAILEXE nevii programja foleg
a geometriai transzformaciok latvanyos szemléltetésére alkalmas, a Noneuclid cimili program
pedig tobbféle beallitasra ad lehetdséget, s mérni is tud (pl. szogeket, teriiletet).

A didkoknak nem arultam el elére, hogy most ugynevezett ,,nem-euklideszi geometridkrol”
lesz sz6 — egyszeriien azt mondtam, hogy az axiomarendszer-témahoz tériink vissza.

Bevezetésként szoltam néhany szot arrdl, hogy milyen hatast gyakorolt Euklidész Elemek c.
miive az utokorra. Arulkodd mér az az adat is, hogy ez a vilag masodik leggyakrabban kiadott
kényve12 (természetesen a Biblia el6zi meg); a 19. sz4dzadig, tobb, mint 2000 évig hasznaltak
geometria tankonyvként. A matematika, mint szigoru, deduktiv tudomény, az axiomatikus
moddszer mintaként szolgalt Eurdpa gondolkoddi szamara — kiilondsen a 17. szazadban, az
emberi tudéas korlatlansagaba vetett hit koraban torekedtek arra filozofusok, tuddsok (a két
fogalom akkoriban még nem valt el élesen egymastdl), hogy minden emberi tudast
»geometriai modon” f6lépitve foglaljanak Gssze. Erre példa néhany olyan mii, melyet a
taborba is levittem: Descartes deduktiv istenérve *, Spinoza Etika c. miive, Newton
Principidja (vagyis A természetfilozofia matematikai alapjai), illetve Galilei Matematikai
érvelések és bizonyitdasok c. munkédjanak masodik fele.

Bar Euklidész miive majdnem osztatlan sikert aratott, az Elemekkel kapcsolatban is folytak
vitak. Kiilondsen a ,,parhuzamossagi axiomat” talaltdk az utédok problematikusnak — ugy
gondoltdk, hogy ez szemléletesen nem eléggé nyilvanvalé (mindenesetre sokkal kevésbé,
mint a tobbi axioma). Tobbféleképp atfogalmaztak, felmeriilt, hogy esetleg le lehetne vezetni

12 5ain 148. 0.
13 Descartes: Ertekezés 82-88. o.



GOSzTONYI KATALIN A matematikatértenet felhaszndlasa az oktatasban

a tobbi axiomabdl, s igy nem kéne axiomaként felvenni. Az évszazadok soran szdmos
ekvivalens atfogalmazas, bizonyitasi kisérlet sziiletett'* — ezek koziil néhanyat felirtam egy
csomagolopapirra. (A papir bal oldalara, piros filccel elore felirtam a kivalasztott
atfogalmazéasokat — a jobb oldalt iiresen hagytam, hogy oda majd a tagadésaik: a hiperbolikus
geometria-béli megfeleldik keriilhessenek)

1, (Euklidész) Ha egy e egyenest két masik egyenessel elmetssziink, és ezek e-vel bezart
szogeinek Osszege e valamelyik oldalan kisebb, mint 180°, akkor a

két egyenes metszi egymast. <

2, (Proklosz, 5. szazad) Egy egyeneshez egy ra nem illeszkedd b 5
ponton at pontosan egy nem metsz0 egyenes huzhato.

3, Minden haromszog szogeinek 0sszege 180°-kal egyenld. < )

4, Van olyan haromszog, melynek szogosszege 180°. I

5, (Bolyai Farkas) Harom pontra vagy egy egyenes, vagy egy kor illesztheto.

6, (Wallis, 17. szazad) Léteznek nem egybevagd hasonld haromszogek (szogeik paronként
egyenldk, oldalaik aranya megegyezik — de oldalaik paronként nem egyenldk).

(Az ekvivalencia bizonyitasa altalaban nehéz feladat, de ha a didkoknak kedve van hozza,
néhany egyszerlibb bizonyitassal meg lehet probalkozni — példaul 2, = 3,-at egy korabbi
foglalkozason mar be is bizonyitottuk, 3, = 4, pedig trivialis!)

Ezutén folytattam a parhuzamossagi axidma torténetérdl sz616 mesét.

Mar az 6kortol kezdve sziilettek bizonyitasi kisérletek a parhuzamossagi axiomara; 1760-ig
55 ilyen mii maradt rank, 1760-1800 kozott viszont ujabb 67! Ez Karteszi™ szerint Kant
filozofiajanak hatasadval magyarazhato (Kant ugy érvel, hogy a rajtunk kiviil 1év6 vilagrol nem
tudhatunk semmi biztosat, hiszen csak az jut el hozzank, amit megismer6 képességiink - mint
egy sziiré — atenged. Igy legeldszor is ezt a megismerdé képességet kell vizsgalnunk. Kant
szerint a velink sziiletett szird tér- és iddszemléletiink — ez esetben viszont fontos volna,
hogy ’veliink sziiletett térfogalmunkrol’” minél megbizhatobb képet alkossunk magunknak.)

Az egyik legelterjedtebb modszer, amivel az axidma-bizonyitok probalkoznak, az indirekt
bizonyitas: a tobbi euklideszi axidoma mellé a parhuzamossagi axioma tagadasat veszik fel,
majd megprobalnak ellentmondésra jutni, s ezéltal bizonyitani, hogy a parhuzamossagi
axioma kovetkezik a tobbi axiomabol.

Az egyik ilyen nevezetes kisérlet Saccheri (1667-1733) nevéhez
flizédik, aki olyan tengelyesen szimmetrikus négyszogeket vizsgalt,
melyek két szomszédos szoge derékszog, masik két szoge pedig
valamilyen o. Belatta, hogy 6>90° ellentmond a tobbi axidménak, 6=90°
pedig ekvivalens a parhuzamossagi axiomaval. 3<90° esetben levezette,
hogy ’van két egymdast nem metszd egyenes, amelyek tavolsaga — az
egyik egyenesen valamelyik iranyba haladva — tetsz6legesen kicsinnyé valik’. Saccheri szerint
ez ,.ellentmond az egyenes természetének™'® — az axiomaknak azonban val6jaban nem mond
ellent. Saccheri tehat tévedett, mikor igy gondolta,

hogy sikeriilt ellentmondést kimutatnia. $>90" £-30° d'4 80"
A masik nevezetes kisérlet (7 7
Lamberté (1728-1777), aki olyan ul J
négyszogekbol indult ki, B a . . ~

melyeknek harom szége derékszog,

s azt akarta belatni, hogy a negyediknek is annak kell lennie. A tompaszdg-
esetben neki is sikeriilt ellentmondasra jutnia (bar szerinte gombon
megvalosithatd volna ez az eset!), hegyesszog-esetre nézve viszont — annak ellenére, hogy a

4 1d. Karteszi bevezetdje, 14-18. 0. in Bolyai: Appendix, illetve Strohmajer 121-130. o.
1> Bolyai 14. o.
18 Bolyai 16. o.
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hegyesszog-feltevésbdl kiindulva egy egész konyvnyi tételt levezetett — nem talalt
ellentmondast.

A fordulat az 1820-as években kovetkezett be, amikor harom matematikus — a magyar
Bolyai Janos, az orosz Lobacsevszkij és a német Gauss — majdnem egyszerre jutott arra a
kovetkeztetésre, hogy talan azért nem sikeriilt ellentmondast talalni, mert nincs is
ellentmondas! De ha a parhuzamossagi axidoma tagadasa nem mond ellent a tobbi axiomanak,
akkor akar ezt is feltehetjiik axiomaként!

Bolyai és Lobacsevszkij egymastol fiiggetleniil kidolgoztak egy uj geometriat, mely az
euklideszi axiomakat teszi fel azzal a kiilonbséggel, hogy a parhuzamossagi axioma helyett
annak tagadasat mondja ki. Ezt az ujfajta geometriat nevezziik hiperbolikus geometridanak.

Tulajdonsagairdl tobbet is megtudhatunk, ha a parhuzamossagi axiéma korabban leirt
ekvivalens atfogalmazasainak sorra megfogalmazzuk a tagadasat. Ezt a didkokkal kézdsen
tettiik meg, s az eredeti allitasoktol jol megkiilonbdztethetd szinnel, kékkel irtam a papirra. Az
egyes allitasok tagadasanak megfogalmazasa egyrészt Onmagaban is kihivast jelentett a
szamukra, masrészt az igy 1étrejovo uj geometridrdl szo616 allitasok tartalmilag is izgalmasak.

Figyelembe véve azokat a — parhuzamossagi axiomatol fiiggetleniil teljesiilé — tételeket,
hogy 1. egy egyeneshez rd nem illeszkedd ponton 4t legalabb egy nem metszé egyenes
hazhat6, illetve 2. a haromszog szogeinek Osszege <180°, kideriil tobbek kozott, hogy a
hiperbolikus geometridban egy egyeneshez rd nem illeszkedd ponton at tobb nem metszo
egyenes huzhatd; minden haromszog szogdsszege kisebb 180°-ndl; nem léteznek hasonld
haromszogek.

Mindez azonban csak logikai jaték — axiomakbodl logikai Uton kovetkeztetett tételeket
mondtunk ki, de nem tudjuk, mit is jelentenek valdjaban a ’hiperbolikus sik’, ’hiperbolikus
egyenes’ stb. kifejezések (melyek euklideszi megfeleldi szamunkra megszokott,
szemléletesen nyilvanvalo fogalmak). A hiperbolikus geometria axidmarendszere ezekrdl nem
mond semmit — pontosabban semmivel tobbet, mint amennyit maguk a levezetett tételek
kimondanak.

Viszont lehet rajuk modellt talalni! Mit jelent egy modell ebben az esetben? Valasztunk egy
“ismert’ rendszert (itt példaul az euklideszi sik vagy tér egy részét), s meghatarozzuk, hogy
ezen beliil mit értiink azokon a fogalmakon, melyeket az axidomarendszeriink definici6 nélkiil
hasznal (itt pl. ’egyenes’). Egy ilyen rendszer akkor modellje az axidmarendszeriinknek, ha az
axiomak teljesiilnek az igy kivalasztott objektumokra. (Természetesen, ha az axiomak
teljesiilnek, akkor a beldliik levezethetd Gsszes tétel is.)

A hiperbolikus geometriara szamtalan modellt talaltak mar'’. Ezek koziil a Cayley-Klein
modellt, a Poincaré-féle kormodellt, illetve az Gn. pszeudoszférat mutattam be roviden a
diakoknak. Az els6 kettd esetében a ’sik’ egy nyilt korlemez; de mig a Cayley-Klein modell
‘egyenesei’ a kor (euklideszi sik szerinti) hurjai, a Poincaré-féle kormodellben ezeknek
korivek felelnek meg. Az, hogy a hiperbolikus geometria axiémai teljesiilnek ezekben a
modellekben, konnyen ellendrizheté — viszont a tavolsag definicidja bonyolult, ezért ezt
precizen nem is akartam megmutatni, inkabb csak egy szemléletes képet adni rola.

A pszeudoszféra az un. traktrix (vagy vonszolasi gorbe) segitségével allithaté eld: a
vonszolasi gorbét ugy lehet elképzelni, mint annak az — a koordinatarendszerben az y tengely
egy nem 0 pontjardl induldé — gazdinak az utjat, akit az x tengely mentén szalado kutyaja
,vonszol” maga utan a kifeszitett poraznal fogva (precizebben: olyan sikgorbe, melynek
barmely pontjaban vett érintdnek az x tengelyig terjedd szakasza allando). Ezt a gorbét az x
tengely koriil megforgatva kapjuk a pszeudoszférat. Ez szintén a hiperbolikus geometria egy
modelljét szolgaltatja.

17 ezek részletesebb leirasat 1d. Strohmajer 123., 130-139. o.
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A két szamitdgépes program, mely a hiperbolikus geometriat mutatja be, a Poincaré-
modellel dolgozik. Ezeket a programokat a didkok részérdl nagy érdeklédés fogadta, sokféle
geometriai alakzat 1étrehozasaval kisérleteztek, s igy az Ujonnan megismert hiperbolikus
geometria szamos tulajdonsagat felfedezték. A legnagyobb sikert az elfajulo, 0°-os haromszog
felfedezése aratta.

Miutan kiprébaltuk a programokat, két dologra tértem még ki. Az egyik Bolyai Janos ¢lete:
(hiszen palyaja igencsak érdekes, megismerésre mélto, arrol nem beszélve, hogy az egyik
legnagyobb magyar matematikusrol van szo). Ezt itt nem részletezem® — amit meg kell
emlitenem, az a szalloigévé valt levélrészlet: ,,a semmibdl egy ujj mas vilagot teremtettem”. A
romantika irodalma kapcsan szokott szd esni réla, hogy a miivész a 19. szadzadra Isten
teremtményébdl, s Isten miivének érté csodalojabol teremtd zsenivé alakul at. Epp a fenti
idézet mutat rd, hogy ugyanekkor a matematikdban is ez torténik: mig Descartes
Elmélkedéseiben azt irja (nem szd szerint idézem), hogy ,,Az, hogy Isten 1étezik, éppolyan
bizonyos, mint hogy a haromszog szogeinek Osszege 180°” o Bolyai szemében a
matematika igazsaga (s tobbek kozott épp a haromszog szogosszege!) nem abszolut, isteni
igazsag, hanem szabad, emberi dontés kérdése. A fordulatnak, amit a nem-euklideszi
geometria megjelenése hozott, nem csak a matematikan beliil van Oriasi jelentésége —
Osszefiigg a kor meghatarozo vildgnézeti valtozasaival is (s feltehetden erdsen hat is azokra.)

A masik kérdés, amire ki kell térni a nem-euklideszi geometridk kapcsan: rendben van,
hogy logikai jatékot jatszunk, kiilonféle axiomarendszerekkel bibelddink — de jo-e ez
valamire a gyakorlatban? Torténetesen igen: Einstein relativitas-elmélete Riemann-
geometriat, egyfajta nem-euklideszi geometriat haszndl fel a tér szerkezetének leirdsara!

Ez utobbi kérdés egyébként a foglalkozason mar joval hamarabb felmeriilt, a didkok egy
vitajanak a kapcsan. Amikor ugyanis a beszélgetés soran odaig jutottunk, hogy Bolyaiék
felvetették: a parhuzamossagi axioma tagadasa esetleg valoban nem mond ellent a tobbi
axiomanak, s hogy ez esetben feltehetjiik akar ezt is axidomaként — az egyik diak azonnal
kozbekérdezett: ,,De hat miért tennénk fol, ha egyszer nem igaz?” Egy masik pedig valaszolt:
Bz csak egy logikai jaték, az nem szamit, hogy igaz-e.” A didkok kozott élénk vita
bontakozott ki a kérdést illetden.

Szadmomra talan ez volt a tdbor legkedvesebb pillanata. Ha el6re megirt forgatokonyv
szerint szolalnak meg, akkor sem fogalmazhattdk volna meg pontosabban és vilagosabban a
problémat: ha a matematikat olyan rendszernek képzeljiik el, mely a valosagot irja le, s
axiomait ’nyilvanvaléan igaznak’ tekintjik, az axiomak tagadasat értelmetlen feltenni
axiomaként. De ha a matematikdt valosagtol fliggetlen, 0Onalldé rendszereket alkotd
tudomanyként fogjuk fel, szabadsagunkban all olyan axidémdkat felvenni, amilyen nekiink
tetszik; a matematikai allitasoknak nem lesz abszolut, csak relativ, rendszeren beliili
igazsagértéke: nem szamit, hogy ’leirjak-e a valdsagot’, csak az, hogy kovetkeznek-e az
axiomakbol. A két allaspont iitkozése éppen azt a fordulatot szemlélteti, mely 19-20. szézad
soran a matematika felfogasdban lezajlott — részben a nem-euklideszi geometriak
felfedezésének hatdsara. S a didkok, a matematikatorténetrdl szolo beszélgetés nyoman nem
csak, hogy élénken érdeklddtek e bonyolult, a matematika filoz6fidjat érintd kérdések irant, de
maguk voltak képesek megfogalmazni a lehetséges allaspontokat.

A téma konnyed lezarasaként megnéztilk a Mézga Aladar kalandjai c. sorozat ,,Masodik
dimenzi6” cimii epizodjat, melyben Aladar egy kétdimenzids bolygét fedez fel. (Ennek ugyan
nem sok koze van nem-euklideszi geometridkhoz, de arra jo, hogy belegondoljunk, milyen
lehet, amikor az ember altal ismert ’tér’ szerkezete més, mint amihez hozza vagyunk szokva.)

18 részletekért 1d. pl. Bolyai 30-35. 0.
19 Isten lényegétol éppoly kevéssé valaszthato el a létezés, mint amilyen kevéssé lehet a haromszog 1ényegétol
elvalasztani azt, hogy harom szogének dsszege egyenld két derékszoggel.” Descartes: Elmélkedések 82. o.
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Osszegzés

Sajat munkamat és sajat tapasztalataimat a szakirodalommal Gsszevetve ugy gondolom,
hogy az altalam megvalositott program mind szellemiségében, céljaiban, mind modszereiben,
mind tapasztalataiban szervesen illeszkedik abba a kontextusba, melyet a nemzetkozi
kutatasok alakitottak ki. A tdbor programja nagy hangsulyt helyezett a matematikardl vald
gondolkodas reflektaltsagara, matematikafilozofiai kérdések megvitatasara; szerepet kapott a
programban a multikulturalitds szempontja (elsésorban a masodik téma, a szamfogalom és a
szamirasok kialakuldsanak kapcsan), s kifejezetten torekedtem az interdiszciplinaritasra. A
tabor olyan szellemiséget igyekezett kozvetiteni — s gy hiszem, ezt sikerrel is tette — mely
megfelel annak, amit a History in Mathematics Education c. kotet fogalmaz meg: a
matematikat emberi tevékenységként, az emberi kultura szovetébe szorosan illeszkedd,
valtozatos problémaékra valaszt keresd, dinamikusan fejlddé rendszerként mutatta be. A
didkokat sikeriilt aktiv részvételre buzditani, beldliik vitat, véleménynyilvanitast kiprovokalni.

Fontos szempontja volt a tabornak, hogy bizonyos — egyébként nehezen emésztheté —
témakat vildgosabba, mélyebben érthetdvé tegyen a résztvevok szamara. Ennek jelentdségét a
szakirodalom tobbszor kiemeli.

A matematikatorténet megjelenésének a szakirodalomban felvazolt kiilonb6z6 szintjei
fordultak elé a tdborban. Mivel ez kifejezetten matematikatorténet tematikéju program volt,
nagy teret engedett az explicit torténetiségnek. (Eredeti szovegeket viszont csak elvétve adtam
a tanulok kezébe, s azokat sem Onallé tanulmanyozésra.) A problématdrténeti szemlélet és
¢épitkezés meghatarozo szerepet jatszott a program egész felépitésében. S valdban sajat
didaktikai  tuddsomat, gondolkoddsomat is elmélyitették a  matematikatorténet
tanulmanyozéasabodl szarmaz6 tapasztalatok.

Torekedtem a modszertani, eszkdzbeli soksziniiségre, s tobb olyan elemet is beillesztettem a
munkaba, amit a History in Mathematics Education felsorol (pl. jaték, torténeti feladatlap,
film, szamitogépes szoftver; a didkok hibainak, intuitiv érveinek felhasznalasa; kiilonbdzo
tipust problémak felvetése stb.).

Sajnos nem készitettem annakidején olyan kérddivet, melynek kiértékelése segitene a
program sikerének elemzésében, de sajat tapasztalataim alatdmasztjdk mindazokat az
elényoket, melyeket a szakirodalom a torténeti megkozelitésnek tulajdonit.

Az altalam kidolgozott program tehat — anélkiil, hogy a témarol sz616 szakirodalmat, annak
elméleti alapvetéseit s gyakorlati tanacsait ismertem volna — jol illeszkedik a nemzetkozi
kutatdsok kontextusaba. Ennek tudataban két kérdést mindenképp érdemes felvetni: egyrészt
mi a tanulsadga az 1dokdzben megismert kiilfoldi kutatdsoknak, hogyan viheti elére a tovabbi
munkat? Masrészt vajon mi lehet az oka annak, hogy egy altalam ,,naivan” elkezdett program
ennyire pontosan megfelel a tobb évtizedes nemzetkozi kutatasok eredményeinek?

Ami az els6 kérdést illeti, igaz, hogy a szakirodalomban jelenlévd szempontok jelentds
része felmeriilt bennem az irodalom ismerete nélkiil is, ugyanakkor a History in Mathematics
Education kotet ezeket a témakat szilard tudomanyos és filozofiai alapokra helyezve, sok
szempontbol, mélyen atgondolva és részletesen kifejtve targyalja. Ez segit abban, hogy sajat
munkamrol reflektaltabban gondolkodjam — s azt esetleg tovabbfejlesszem a késdbbiekben. A
kotet bdséges példatara szdmtalan 1j oOtlettel jarulhat hozza a munkdhoz. S ami talan a
legfontosabb: a vildg minden t4jarél szarmazo tanarok és kutatok tapasztalatai megerdsitik
azt, amit sajat eredményeim sejteni engedtek, hogy a torténeti megkdzelités gyiimolcs6zo
lehet a matematikaoktatasban, s hogy ezen az iton érdemes tovabbhaladni.

A masodik kérdésre, talan lehetne azt az egyszerti valaszt adni, hogy a vilagban hasonlé
folyamatok zajlanak, hasonld problémadk, igények meriilnek fel egy idében a vildg szdmos
kiilonb6z6 pontjan, s taldn nincs azon semmi csodalnivalod, ha a torténeti megkozelités Otlete
sok matematikatanarhoz és kutatéhoz hasonl6éan egy budapesti tandrjeldlt fejében is felmeriilt.
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Szeretném azonban felhivni a figyelmet arra a néhany mire ©°, melyekr6l a tébor
programjanak bemutatasakor azt allitottam, hogy koncepciomat jelentdsen befolyasoltak.
Ezeknek a miiveknek a nagyobb része kozel fél évszazada jelent meg eldszor — szemléletiik
azonban feltinden kozel all ahhoz, amit az utdbbi évtizedek nemzetkodzi kutatasai
képviselnek.

Ugy hiszem, hogy ezek a szovegek részét képezik egyfajta heurisztikus hagyomanynak,
mely nagy szerepet jatszott a hazai matematikaoktatds fejlodésében, €s ha nem is a
matematikaoktatas minden terén, de maig hat. A History in Mathematics Education elemzései
pedig vildgosan mutatjak, hogy a torténeti és a heurisztikus megkozelités egymassal szoros
rokonsagban all. Ez a rokonsadg mutat ra, hogy ezeknek az el6z6 szazad kozepén megjelent
miiveknek s az éaltaluk képviselt matematikaoktatds-beli hagyomanynak talan kiilonos
aktualitasa van, melynek érdemes lenne a mainal tobb figyelmet szentelni.
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