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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

A kozépiskolaban megszerzett és az el6addson attekintett legalapvetébb fogal-
mak és Osszefiiggések a szogfiiggvényekkel, sikbeli transzformaciékkal, masodfo-
ka egyenletekkel és egenlétlenségekkel, nevezetes azonossagokkal kapcsolatosan.

O Szogfiiggvények értelmezése, kapcsolata.
O Trigonometrikus egyenletek és egyenl6tlenségek.

O Forgatas és tiikr6zés a sikban.

O Nevezetes algebrai azonossagok.

Jo6 tanacsok az Olvasonak

Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt a szerzé tandcsait.



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

A gyakorlati OL fokusza

Trigonometrikus alapok, nevezetes szogfiiggvények;
orig6 kortili forgatas;

pont tiikr6zése egyenesre;

betts kifejezések szorzatta bontésa, egyszertsitése;
masodfoki egyenldtlenségek megoldasa;

tortes egyenldtlenségek megoldésa.

Az OL attanulmdanyozasaval az olvaso elérheti, hogy
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az egyes trigonometrikus fiiggvények értékébdl nevezetes esetekben megdllapitsa
az argumentumat;

ki tudja szdmitani egy pont origé koriili adott szogli elforgatottjat;

ki tudja szdmitani egy pont tiikorképét tetszéleges egyenesre forgatas kozbeiktata-
saval;

nevezetes azonossagok alkalmazdsdval szorzatta tudjon alakitani algebrai kifejezé-
seket,

” s

nevezetes azonossagok alkalmazdsaval egyszertsiteni tudjon tortes algebrai kifeje-
zéseket,

meg tudjon oldani masodfoku egyenldtlenségeket;

meghatédrozza tortes egyenl6tlenségek megolddashalmazat.

Az OL attanulmdényozasanak iddigénye

A feladatok és szamitasok attanulményozasanak és az ellendrzd kérdések megvala-
szoldsanak ideje: kb. 45 perc.

Természetesen sziikséges lehet megszakitani az elére haladast, és az el6adés
Olvas6-, valamint Vide6leckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyardzatért, fogalmak pontos meghatarozdsaért, irinymutatésért, és ez tovabbi
egyéni iddsziikségletet jelent.

A tudés elmélyitését szolgdlo kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.




2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

- Oldja meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket!

(@) sinx:%; (b) tgx=V3.

Megoldds a[4, oldalon

2.2. Mintafeladat.
I

- Adja meg sin a és cos a pontos értékét, hatga = %!

Megoldds az[5 oldalon

2.3. Mintafeladat.
I

A P(5;3) pontot forgassuk el +60°-kal az orig6 koriil!

Megoldds az[5 oldalon

2.4. Mintafeladat.

— Tikrozziik a P(—3;2) pontot az x — 2y = 4 egyenletli egyenesre!
Megoldds a6, oldalon

2.5. Mintafeladat.

— Alakitsa szorzattd a kovetkezd kifejezéseket!
(@ 2x°—13x+7; (b) 36a°+25b* —60a’b’.

Megoldds a[7 oldalon

2.6. Mintafeladat.

|.. Eozza egyszerlbb alakra a kovetkezd kifejezést!

(a+D(a@®+a*+1)
(a*—a?2+D)(a*+a®+1)

Megoldds a8 oldalon

2.7. Mintafeladat.

* Oldja meg az alabbi mdsodfoku egyenlétlenséget!
x*+x*2-6>0.

Megoldds a[9 oldalon




—

2.8. Mintafeladat.

'5a meg az aldbbi tortes egyenl6tlenséget!

x-2 2x-3
>

x+2 4x-1

Megoldds a[I10. oldalon

2.1. Mintamegoldasok

‘. Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?
-

.. Egy a € R szog szinusza az a forgasszogl egységvektor masodik koordinatéja.
L
- .

4. Egy a € R szog kotangense a koszinuszdnak és szinuszdnak hdnyadosa,

5. A szinusz- és a koszinuszfiiggvény periodikus, periédusa 27. A tangens- és a

6. Egy a irdnyszog tangense annak a szakasznak az el6jeles hossziisaga, amelyet

. Egy a € R sz6g koszinusza az a forgasszogli egységvektor els6 koordinétéja.

. Egy a € R sz6g tangense a szinuszdnak és koszinuszdnak hanyadosa, amennyi-
ben cosa # 0. Egy a sz0g koszinusza pontosan akkor 0, ha a = % + k7, ahol
kez.

amennyiben sina # 0. Egy a szog szinusza pontosan akkor 0, ha a = km, ahol
kez.

kotangensfiiggvény periodikus, periédusa 7.

az a irdnyszogu egyenes és az x-tengely metsz ki az Orig6 kozépponti egység-
korhoz az (1;0) pontjdban hizott érint6jébdl.

Ennefe o deiclesrscu A-nel equs
befosgor 1 &t-(oc;%: o %ssm&éé-
£x ooy ..gd- szab&&dos A"
b kersetl, ¢roq -

X =60°+ &.ﬁt’,&eZ.

Tovalohe meﬁonAs VU3,
o 'bll/\geh.&(ilsaue‘.vﬂ FQJ-;?J&JJ.A&-’ .




‘. Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?
[

.. Derékszogti haromszog hegyesszogének szinusza a szoggel szemkozti befog6 és
az atfog6 hosszdnak hdanyadosa, koszinusza a szog melletti befog6 és az atfogod
hosszdnak hanyadosa.

Az OEMA d&’é‘tb?oﬁ:l 3 A ba§05c‘>k hossza

ezedt: _1 q \ v
gk =y - N zwd,md{aﬁ:&.

toben o« O-ben o Ancvueal m 'L+.|z="ri

&> kos2inusznd o M (") 2

bej!aéi ¢ aa 3&995:'; heeeaonak A keresefl
hmh:j&dosa ad"sot .

Vegyiik észre, hogy a szog tangensének ismeretében a szog szinuszdnak és koszinuszanak
pontos értékét tudtuk meghatdrozni. Nem volt sziikség a szog kozelitod értékének szamolo-
géppel valé meghatarozdsaral

‘. Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?
[

.= Egy nem z€r6 vektort a hosszusagaval elosztva egy egységnyi hosszisagu, un.
-

egységvektort kapunk, melynek az irdnya megegyezik az eredeti vektoréval.

2. Egy vektor koordinatait megkapjuk, ha a végpontjanak koordinétdibdl kivonjuk
a kezdépontjanak megfelel6 koordinatait.

3. Sikban egy vektor +90°-kal elforgatottjdnak els6 koordindtdja az eredeti vektor

masodik koordinatdjanak ellentettje, az elforgatott vektor mésodik koordinétdja

az eredeti vektor els6 koordinataja.

A feladatot ugy oldjuk meg, hogy el6szor egy dltaldnos ¢ szogl elforgatdst hajtunk végre,
majd ezt alkalmazzuk a ¢ = +600 esetére.




El{»‘orﬁ&t;\s \yp 526596\

O_s eﬂ{orﬁotoﬁjo Oksrul +90-kal - O_P*_mn :
Piac® o 15'51
Az OP¥P'A. bSL: |OP*|= sy [OP'] = s -|53}
: |p_*5".—.9i,nc,p]6_ﬁ'|-.—_ ML?IBE"'
lgy & vektorokm: OB¥= oy OP.
= : e
ph'pi —_— 5“‘\‘-? Op.._!f

E2rt. OP'= 0P+ PFP = w0op OP+ 6np 0P,

Ha ¢ =60°, és P(5;3):

|

OF' = 0P+ PP = w06 OP+ sin 0P,
1 T i L m-J::l:o::L :L%qi::i
(xiy) cost)” (x;4) 2 (-4>%x)  eiforeplalyar
ou) = 12[,-()(" Y)+ _%_ (c4;5X) kooratcr\a{gl.
(5,3) 3;5)

<5¢) =HER+2(-3,5)=(3-28, 2458 ) (-0,59)

. Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

Pontnak a koordinata-tengelyekre vonatkoz6 tiikorképeinek koordinatai.

. Pont Orig6 kortili adott szogl elforgatottjdnak koordinatai.

3. Egy pontnak egy egyenesre tiikrozését tigy is végrehajthatjuk, hogy a pontot és
az egyenest is elmozgatjuk a sikban, a képeken végrehajtjuk a tiikrozést, majd
visszamozgatjuk az imént kapott pontot.

Mivel Origé koriil tudunk forgatni, és az x-tengelyre konnyen elvégezhetjiik a tiik-

rozést, igy mozgatjuk el a pontot és az egyenest egy alkalmas eltoldssal és az Orig6

koriili megfeleld szogl forgatdssal, hogy az egyenesiink képe az x-tengely legyen.




Fetadot : P tikrozése @ : Y= 4 x-2 eggenesre.

M) A 2(0;2) vektoru eldolas P-t o P'(-3,4)
Por\iba, ez e-taz e %_Lx eoyencsbe viszt.

(2) &Hd; uozdu 0 boruki {onao.tc.s et az %X-tengelybe,

—loe vis2L.
&-L ‘? k’ombbt {e\odatboltudjdz NEM a, harem

5UN0A e» o 1omesete. Lell . n
Most: lgl-a)=1 = 5tho<=-f:5 »Go%e, = 7= [t cloak].
(M= & (- i . A4
Pi(x\y")= (34) r(" )= (f_ ‘_5)
(%) Pl ’L'bukroz?ul'ce =X-re, l@_?e Plu . )

(@)p"~t dlefazaﬁ)gal]uﬁ (~)-val.
Most * svna, = 2= )0050(,__ 2

W(x“" L&N) 1 (—\[:'- ) %[ _____
(5-) PI 3{ UussZQiolJuk -\ (O —2,)" ) 5)
PY(x%y)=(3)

szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket!

(@ 2x°-13x+7; (b) 36a®+25b* —60a3b2.

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

. Nevezetes azonossagok koziil: két tag 0sszegének, illetve kiilonbségének négy-
- zete, négyzetek kiilonbsége, els6foku kifejezések szorzata.
2. Teljes négyzetté kiegészités.
3. Masodfoku egyenlet gyoktényezds alakja, gyokok és egytitthat6k kozotti 6ssze-
fiiggés.
4. Masodfoku egyenlet diszkrimindnsa.




(@) axt_13x+F A baol ofdolon egy mas odlfokt ki{e{ezés all.
I " . « ) .
2 o et elgofoluak saormdara okarle bortane,
Lx*~ 15X+ =0 HA LEKETORGEE -

A, moe&qt_, (megoldokeplet) by o(ol&e (-belses mefwzub&é h&%é%?,:,‘[‘e(,5>

N Ahoten let
A 2ot -2 1)

- *G _l
ol Z[(K A'b) 4‘: Z'] 2,[()\ 4'5) 1‘\3]
2(x-x)(x=%¢ )= 0. xt-Rx 182 3 (E;.)
Ho a diszkriminens D20, /7Ty
aldeor J2 gyoke. =2 [(x ) (M ) J Nevezetes aronossag

X 431:45’ ‘\Z'J- 43"% T [(X 15 JM—;){X ) FITS):] TEa= (@a—b)o+b)
(T
2(x - "3“/75')(,( 12.—/5E') =[x 2208 )y 2R

Azert Hre{e{‘t s2or2atto
bouwtani ,mert D> 0.

(b) d6a 4—25':;' 600\ b a €/3 b Eega[ocsomjobb do{ovolu(o hod va

=96 (a )+zs(b GOQ’b / » . — ezazﬂgoa ndul v\a{—w& [a
P a la{e czeai eackhd \EPITIOK FEL" Wjrn
:’_%AQ""‘ZS-B "6OAB )k A’ a B b beve?et@Scoe! a'b{elawthe‘-oﬁv‘o

:(GA)Z—Z,(GA X 5[5)+(5‘B§ k Afrende2és atan towkhi C%OPODIOS\‘(A&@T

=((eA)—(5B ))b * Nevezeles a20nacsoq:
2
=(ea"—5¥") .

.lgyszerl’ibb alakra a kovetkez6 kifejezést!

4
—

(a+1)(@®+a*+1)
(@*-a?+1)(a*+a?+1)’

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

Nevezetes azonossagok koziil: két tag 6sszegének, illetve kiilonbségének négy-
zete, négyzetek kiillonbsége, els6foku kifejezések szorzata; két tag kobe kiilonb-
ségének, illetve 0sszegének szorzattd bontdsa.

Altaldban nem vizsgéljuk kiilén, hogy a tértes kifejezés az a milyen értékére van értelmez-
ve. A feladatot ugy értjiik, hogy az egyszerusitést a kifejezések értelmezési tartomanydn kell
elvégezni.




) Hasonlo wrerkezeti {é%ezgémk vann otz

2
a'+a+4
Y 2
—0 #A
o +0" 44
(2) A kokok Ml{jhbseﬁ@fl{,fiu 6%13%é're,
(a ol 1)(07-1) = (0‘) 4208

(a4 —o.-M)(OH) (O\)+4 a+4><
(o0& +a +4 ) ("4 A )= @44 =

8
(?’) BEHBUETTESITES w >
(' =+ )0 +1)

1
0’+a‘*+4=9;:1‘—
0 —(a+4)°‘ . 1 a4 _ ©0E+)
-4

4a
oe_1 o' -1 o®-
:4 =) 2 — = .j"_q_‘."_:(qﬂ)
o+ 1 attr a4-1

o o) e )(@®+4)  a4-1

Konnyen ellendrizhetd, hogy a nevezében 1évé mindkét tényezé csak pozitiv értéket vesz fel
(teljes négyzetté kiegészitéssel: a* + a® +1 = (a® + 3)* + 3 > 0), ezért a kifejezés minden a € R
esetén (a+ 1)-re egyszertisodik.

.=’1eg az aldbbi tortes egyenlétlenséget!
-

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

.FMésodfokﬁ egyenlet gyokeinek és egyiitthatéinak Osszefiiggése (Viete-
formulak).

2 Egy nem nulla szorzat el6jelét az donti el, hogy a tényez6i kozott a negativ el6je-
ltiek szdma pdros vagy pdratlan: az els6 esetben a szorzat pozitiv, a masodikban
negativ.

3. Val6s intervallumok dbrdzoldsa szamegyenesen.




(1) A n_e,wed{OLLl kiﬁpje‘zést olyon %e‘,v:ﬂc'zéﬁ (%) S‘témficv:a szovzat, e,\;ieﬂe (carc»{ﬂcua ~Mego):
5207200 bov&jm&,ometje(c P'Q‘;\S et
MQ.G\) wol'}u.(c hoio.’roa_b\.i.
KUxE -6 Ex (x*)- beu mascolfobu
= ((x®) = xq)((x?)- %y) odabloon
Xy Xqy=?
@) Viete - formulal - ax*+bx+c (oo ):
X+ Xy = —
Most = Xpbx,=- ==4, X‘X""z—TG:'G"
Ez2t megoldua (uagtj new gualeorlafal

.

wkatala (Ve )3 Xa= 0y 3 ’(,_.-—24 : Tobb esel nuncsen (a2 4 Le'.n-iezt':') m.nol\'-a@ b}
anﬂie R XLI-FXQ'—'G:'-' ()(Q'-l— 3)(,<2_2’) Tncgolc{as.' X<~y vogy X (% -
@) A misodik tenye2st Lovalio alobita
x4 x - = (x24+8) (x =2 ) (X+Z)

?(4)(1:% .

5

.lFaeg az aldbbi tortes egyenl6tlenséget!
—

Mit kell tudni a feladat megolddsahoz?

?Tﬁrtek osszeaddsa (kivondsa) kozos nevezdre hozdassal.

. Egynem nulla szorzat el6jelét az donti el, hogy a tényez6i kozott a negativ el6je-
ltiek szdma pdros vagy pdratlan: az els6 esetben a szorzat pozitiv, a masodikban
negativ.

3. Val6s intervallumok dbrdzoldsa szamegyenesen.

2.2. Megoldasi terv

. Meghatéarozzuk, hogy hol van értelmezve a teljes kifejezés.

. Tortet 0-val tudunk konnyen 6sszehasonlitani, ezért egy oldalra rendeziink.

. A tort szamlalojat és nevezdjét is tényezdk szorzatdva alakitjuk.

. Szamegyenesen 4brazoljuk az egyes tényezdk pozitivitdsa, illetve negativitasi
intervallumait.

. Anegativ tényezdk szdmanak paritdsa alapjan hatarozzuk meg a tort pozitivitési
intervallumait.

10




\ 1
1) E rtelmezs tartomany -

oanyax 2 °

abraolns
(q'} \ t <

X+2#0; 4x-4+0=>x§{2;17.

(2) Rerdezztink a kol oldalrg!

f_:.zi __Z_X-—_.S 0 = (K—Zﬁx—n—(tx-‘b)(xtz.)O

X+ ax—4 - Cx+2)4x-1)

2-vek Osz‘t:judq_ (2>0),

& & -gupl (50) s2oro22ud .

- . = "

X —9X +4 s [sremlclot 2 -vel, nevesot & -

2.x%- 10x+8 \ Mundedl oldo It

GO [guel osatjul ]
) 92omlolot s2orzatio lbowtjul

(korabhen mar allolmazott N\M.‘:’J‘.’l’rd)-

D (51 s (e Xty

X< =%, vegy %(X,‘-_",u’aﬁg& X24 .

3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

>

Ellen6rzo kérdések

=’ Dontse el, hogy igazak vagy hamisak a kbvetkezd allitdsok!

O Minden trigonometrikus fiiggvénynek periodusa a 7.

O Tetszbleges pozitiv szadm lehet valamilyen trigonometrikus fiiggvény periédusa.
O A kotangensfiiggvény a tangensfiiggvény inverze.

O Van olyan szog, amelynek koszinusza —1,5.

” oz

2 Altaldban igaz-e a kovetkez6 4llitds: Nincsen minden masodfokt egyenletnek valés
gyoke.

? Igaz-e, hogy ha egy mésodfoku egyenlet minden egyiitthat6ja negativ, akkor gyokei
csak negativok lehetnek?

? Hogyan véltozik meg az egyenl6tlenség igazsdghalmaza, ha mindkét oldalat egy ne-
gativ szammal osztjuk?

? Megviltozik-e az egyenl6tlenség iranya, ha mindkét oldalt egy valds véltozot tartal-
mazo kifejezéssel szorozzuk meg?

? Milyen annak a kifejezésnek az elGjele, amelynek a szdmlél6jaban és a nevezdjében
levé pozitiv értékil tényezok szdma p, a negativ értékid tényezok szdma n?

4. Onallé munkdra kitlizétt gyakorlatok

1. Oldja meg a kovetkez6 trigonometrikus egyenleteket!

(a) sin2(2x):%; (b) V2|sin3x|=2; (c) cosx:sin(x—z?”).

11




2. Oldja meg a kovetkez0 trigonometrikus egyenleteket!

1
2cos’x—3cosx+1 =0; x+—=2cosx; tgzx: 1.
X

3. Legyen A(-1;1), B(4;3), C(—3;5). Forgassa el az ABC haromszodget az orig6 koriil
+90°-kal; 180°-kal; —90°-kal.

A P(5;3) pontot forgassa el +45°-kal az orig6 koriil!

Tiikrozze a P(—1;1) pontot az 2x — y + 4 = 0 egyenletti egyenesre!
Tiikrozze a P(4;—-3;2) pontot az 2x — 3y + 1 = 0 egyenlet( sikra!
Alakitsa szorzatta a kovetkezd kifejezéseket!

NSO O

(@) 2x*—13x+20; (b) 25y*—10y*x+x% (c) 1+8b°.
8. Hozza egyszerlibb alakra a kdvetkezd kifejezéseket!

43y +4xy® a l-a(l-a) a 2a-2a*-2
xt—-y* a2 -2a+1 l-a 1+a3 (1-a®)(a-1)

9. Hozza egyszerlibb alakra a kdvetkezd kifejezést!

1 N 1 N 1 .
x—=—yx-2) (z—-x)z-y) Y-x)(y—2)

10. Oldja meg az alabbi méasodfoku egyenlétlenségeket!
@ x*-9<0; (b) (x-2°=<7-2x

11. Oldja meg az alabbi egyenl6tlenséget!

2 )
>Xx"——=x+2.
2x+1 2

12. Adja meg a val6s m paraméter értékét tigy, hogy a kovetkezd egyenlétlenségnek ne legyen
megolddsa:
(m+1)x*-2(m-1x+3m-3<0.

13. Oldja meg az aldbbi egyenl6tlenségeket!

x2—1 <1 () (X—l)(X+2)<. . x—1 x+1

a —_—
(@) X2 +x+1 x+1 X x—1

5. Ajanlott irodalom

Hivatkozasok

[1] Reimann Istvan: Matematika, Typotex

[2] Obédovics J. Gyula: Matematika, Scolar
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