KOMBINATORIKA ES VALOSZINUSEG JEGYZET

(Tanit6 szak, matematika muveltségi teriilet)

SKATULYAELV

Legyenek n és k olyan pozitiv egész szamok, hogy k < n. Ha n db dolgot kell elhelyezniink k db
skatulyaban, akkor van (legalabb egy) olyan skatulya, amiben legalabb két dolog van.

Legyenek n, k és p olyan pozitiv egész szamok, hogy k - p < n. Ha n db dolgot kell elhelyezniink
k db skatulyaban, akkor van (legalabb egy) olyan skatulya, amiben legalabb p + 1 db dolog van.

Feladatok:
1. Egy iskolaba 618 gyerek iratkozott be szeptemberben. Mutasd meg, hogy van

a) legalabb két tanuld, akik az év ugyanazon a napjan sziilettek;
b) legalabb 12 tanuld, akik az év ugyanazon hetében lattak meg a napvilagot.

¢) Minimalisan hany gyereknek kellene az iskolaba jarni, hogy mindkét allitas teljestiljon?

2. Egy iskolaban 52 tanar van, ill. 745 diak, akik 20 osztalyba jarnak. A kovetkez6 allitasok kozil
melyik igaz rajuk?
a) Biztosan van olyan osztaly, amelybe legalabb 38 tanul¢ jar.
b) Biztosan van olyan diak, aki az év ugyanazon a napjan sziiletett, mint valamelyik tanar.
¢) Az év minden napjan valamelyik diaknak sziiletésnapja van.

d) Biztosan van olyan hoénapja az évnek, amelyben legalabb 5 tanarnak van sziiletésnapja.

3. Mutasd meg, hogy 6t 1000-nél nagyobb primszam kozott mindig van kettd, melyek kiilonbsége

tizzel oszthatd!

4. Legkevesebb hany egész szamot kell felirni ahhoz, hogy biztosan legyen koztik kettd, melyek

kilonbsége 8-cal oszthat6?

5. Egy zsakban 10 fehér, 20 fekete, 30 barna, egyforma méretd zokni van. Hany darabot kell kivenni
véletlenszerien ahhoz, hogy biztosan legyen kozte
a) 1 par fehér b) 2 par fehér és 3 par fekete  c¢) 2 kiilonb6z6 szind par?

6. Télapo6 zsakjaban 7 kiillonb6z6 fajta ajandék van, mindegyikbél ugyanannyi. Hany ajandékkal kelt
utra, ha legkevesebb 36 darabot kell kivennie a zsakbol ahhoz, hogy biztosan legyen kozottik 6
egyforma jaték?

7. A krampusz zsakjaban 6sszesen 30 virgacs van. A virgacsok tobbfélék, de mindegyik fajtabol
ugyanannyi van. Hanyféle virgacsot hozott magaval a krampusz, ha ahhoz, hogy biztosan legyen
kozottik 3 egyforma, legalabb 11-et el6 kell vennie a zsakbol?

8. Egy lemezre irjunk ,,17-et, két lemezre ,,27-t, harom lemezre ,,37-at, és igy tovabb, harmincra ,,30”-
at. Tegyiik a lemezeket egy dobozba, ebbdl huizunk véletlenszertien lemezeket anélkiil, hogy
visszatennénk. Legkevesebb hany lemezt kell kihtizni ahhoz, hogy biztosan legyen legalabb 10

lemez, melyre ugyanaz a szam van irva?

9. Adott egy 2 egység oldalii négyzet. Ellehet-e helyezni a négyzet belsejében vagy hataran 9 pontot
ugy, hogy barmely két pont tavolsaga legalabb 1 legyen? Mi a valasz 10 pont esetén?



10. Egy egységoldalil négyzetben adott 51 pont. Igazold, hogy van koztikk 3 olyan, melyek egy %
egység sugaru korben vannak!

11. Egy 5m X 6 m X 3 m-es teremben 100 légy ropkdd. Igaz-e, hogy mindig van koztiik kettd, melyek

egymastol vald tavolsaga 2 m-nél kisebb?

12. Ha megallitunk az utcan 10 embert, és megkérdezziik, hogy idén a hét melyik napjara esik a
sziiletésnapjuk, akkor az alabbiak koziil mire érdemes fogadnunk? (Melyik teljesiil biztosan?)
a) Lesz koztiik kettd, akik ugyanazt a napot mondjak.
b) Lesz koztuk harom, akik ugyanazt a napot mondjak.
¢) Lesz legalabb harom olyan nap, amit legalabb egy f6 mond.
d) Lesz legalabb két olyan nap, amit legfeljebb egy f6 mond.

FAKTORIALIS

Tetsz6leges pozitiv egész szam faktorialisanak nevezziik a szamnal nem nagyobb pozitiv egész
szamok szorzatat. 0 faktorialisnak az 1-et nevezziikk. Az n természetes szam faktorialisanak jele n!.
Tehat a definici6 szerint 0! =1, 1! = 1, n > 1 esetén pedig n! =n-(n-1)-(n-2)-...-2- 1.

PERMUTACIOK

Véges sok kiillonbozé dolgot allitsunk sorrendbe. Barmely ilyen sorrendet a dolgok egy ismét-

s s e

sorrendjeit az n elem ismétlés nélkiili permutacidinak nevezziik. Legyen n tetszéleges természetes
szam. Ha n db dolog van, akkor az ismétlés nélkiili permutaciok szama n!.

Véges sok kiilonb6z6 dolgot allitsunk sorrendbe gy, hogy a sorrendben ,utols6” dolog utan tjbol

s s e

Legyen n pozitiv egész szam. Ha n db dolog van, akkor a ciklikus permutéaciok szama (n - 1)!.

Véges sok dolgot, amik kozt vannak egyformak is, allitsunk sorrendbe. Barmely ilyen sorrendet

s s e

hogy k < n. Ha n db dolog van ugy, hogy koziilik ny, ng, . . ., n db-ok egyformak (k db ,tipus” van)

, N P o . n!
€s ny +ng + ...+ n = n, akkor az ismétléses permutaciok szama ————————.
ni.-ng.- ... Ng.

Feladatok:

1. Hanyféleképpen valaszthato ki a sakktablan 8 bastya helye ugy, hogy egyik se lisson egyet sem
a tobbiek kozul? (Egy bastya titheti a soraban vagy az oszlopaban 1év babukat.)

2. 5 hazaspar érkezik vendégségbe.
a) Hanyféle sorrendben léphetnek be egyesével az ajton?
b) Hanyféle sorrendben léphetnek be egyesével az ajton, ha mindegyik férj kozvetleniil a felesé-
ge utan 1ép be?
c) Hanyféleképpen tilhetnek le egy kerek asztal koré?
d) Hanyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré, ha mindegyik férj a felesége mellett il?



3. Anna, Betti, Cili, Dora és Erika egyiitt mennek moziba. Mozijegyiik egymas mellé szo6l. Utkézben
Cili és Dora osszevesznek. Hanyféle sorrendben tilhetnek a helyiikre a lanyok, ha Cili és Déra

nem iilnek egymas mellé?

4. Hanyféleképpen lehet sorba rendezni a kovetkez6 szavak karaktereit?
a) SZOMBATHELY b) SZEGED ¢) MAGYARORSZAG.

5. Hanyféleképpen lehet a polcon egymas mellé tenni 3 zold és 4 piros, amugy egyforma bogrét?

6. Hany indul6 volt azon a futéversenyen, melyen az Gsszes lehetséges — holtverseny nélkiili -

végeredmények szama 399168007

VARIACIOK

Véges sok kiillonb6z6 dolog koziil valasszunk ki véges sokat uigy, hogy a kivalasztottak mind

kilonbozok, és szamit a kivalasztas sorrendje is. Barmely ilyen kivalasztast a dolgok egy ismétlés

......

.....

ziik. Legyenek n és k olyan természetes szamok, hogy k < n. Ha n db dolog van, és koziilik k db-ot
n!

(n-k)"

Véges sok kiilonboz6 dolog koziil valasszunk ki véges sokat ugy, hogy a kivalasztottak kozt lehet-

valasztunk ki, akkor az ismétlés nélkiili varidciok szama

nek egyformak is — vagyis tobbszor is kivalaszthatjuk ugyanazt a dolgot —, és szamit a kivalasztas

......

.....

Feladatok:

1. Hanyféle, a magyar zaszlohoz hasonlé haromszint zaszlot lehet késziteni 6t kiilonb6z6 szinbdl,

ha minden szin legfeljebb egyszer fordulhat el6?

2. Hany haromjegy, paratlan szam készithet6 a 0, 1, 3,5, 7
a) szamjegyekbdl; b) szamkartyakbol?

3. Csak a 3-as és a 8-as szamjegyekkel hany olyan nyolcjegyli szam irhat6 fel, melyben mindkét
szamjegy el6fordul?

4. Egy loversenyen a 18 indulobol csak 6 16 ért célba. Ha ezt tudni lehetett volna a rajt el6tt, akkor

hany kiilonb6z6 befutdra fogadhattak volna a bukmékerek?
5. Hany olyan legfeljebb 6-jegyi természetes szam van, melyben eléfordul 1-es szamjegy?

6. Egy dobdkockaval négyszer dobunk egymas utan, és a kapott eredményeket leirjuk egymas utan.
Igy egy négyjegyti szamot kapunk. Hanyféle négyjegyti szam johet ki? Hatarozd meg az sszes
igy nyerhet6 négyjegyi szam 0sszegét!

7. Hanyas szamrendszerben van pontosan 2097152 kiilonb6z6, legfeljebb 7-jegyti szam?



KOMBINACIOK

Véges sok kiilonb6z6 dolog koziil valasszunk ki véges sokat ugy, hogy a kivalasztottak mind kii-

16nb6z6k, és nem szamit a kivalasztas sorrendje. Barmely ilyen kivalasztast a dolgok egy ismétlés

nélkili kombinaciéjanak neveziink. Halmazos megfogalmazassal: n-elemi halmaz k-elemi részhal-

mazait az n elem k-tagu ismétlés nélkiili kombinacidéinak nevezziik.
Legyenek n és k olyan természetes szamok, hogy k < n. Ha n db dolog van, és koziiliik k db-ot

valasztunk ki, akkor a dolgok ismétlés nélkiili kombinacidinak szama . Ezeket a szdmokat

n!
k- (n—- k)
binomialis egytitthatoknak nevezziik, és roviden (Z) -val (olv.: ,n alatta k7, vagy ,n alatt k) jeloljik.

Véges sok kiilonb6z6 dolog koziil valasszunk ki véges sokat ugy, hogy a kivalasztottak kozt le-
hetnek egyformak is — vagyis tobbszor is kivalaszthatjuk ugyanazt a dolgot —, és nem szamit a ki-

valasztas sorrendje. Barmely ilyen kivalasztast a dolgok egy ismétléses kombinaciéjanak neveziink.

Halmazos megfogalmazassal: n-elemd halmaz k-elemi részrendszereit az n elem k-tagd ismétlé-
ses kombinacidinak nevezziik. Legyen n tetszbleges pozitiv, k pedig tetsz6leges természetes szam.

Ha n db dolog van, és koziilik k db-ot valasztunk ki, akkor a dolgok ismétléses kombinacidinak

, (n +k- 1)
Szama k .

Feladatok:

1. A 32 lapos magyar kartyabol kivesziink egyszerre 8 lapot.
a) Hanyféleképpen tehetjik ezt meg?
b) Hanyféleképpen tehetjik ezt meg tigy, hogy a piros hetes a kihtzott lapok kozott legyen?
¢) Hanyféleképpen tehetjik ezt meg ugy, hogy a kihazott lapok kozott legyen piros?

2. Legfeljebb hany metszéspontja lehet 12 kiillonb6z6 egyenesnek?

3. Zsuzsi Parizsban 18 képeslapot vasarolt, melyeket 8 fajta képeslap koziil valasztott ki. Hanyféle-
képpen tehette ezt meg?

4. Nevezziink egy szamot szerencsésnek, ha mindegyik szamjegye
a) nagyobb b) nem kisebb
az el6tte allonal! Hany szerencsés szam van 3000 és 4000 kozott?

A BINOMIALIS EGYUTTHATOK NEHANY TULAJDONSAGA

Barmely n, k természetes szamok és a, b valds szamok esetén,

n n
ha k < n, akkor (k> = (n—k) ,
n n n+1
ha k < nakor (7)< (") (171).
0 1 2 n

(a+b)" = <Z> -a™ b0+ <T) A lpls <Z> a2 pP +<nﬁ 1) al- bl (Z) -a%-b" (binomialis tétel).



A binomialis egyiitthatok egy ,végtelen nagy” haromszog alakba rendezheték ugy, hogy az n-

edik sor k-adik eleme (Z: 1) legyen. Ezt a konstrukciot Pascal-haromszognek neveziink:

Feladatok:
1. Hanyféleképpen lehet az abrarol leolvasni a TANITONO szét, T AN T T O
ha csak jobbra és lefelé 1éphetsz? A NI TON

N I T O N O

2. Hany részhalmaza van egy roplabdacsapat palyan 1évé jatékosainak 6 f6s halmazanak? Hany

olyan részhalmaz van ezek kozott, amelyben Antal, a 6 jatékos egyike, benne van?

3. Van-e olyan természetes szam, ami pontosan
a) 0-szor b) 1-szer c) 2-szer d) 3-szor e) 4-szer
szerepel a Pascal-haromszogben?

4. Hany {6t kell 13 emberbdl kivalasztani ugy, hogy a kivalasztast 715-féleképpen tudjuk megtenni?

(A kivalasztasnal a sorrendet nem vessziik figyelembe.)

5. Ird fel a binomialis tétel szerinti 6sszegalakban a kovetkezé hatvanyt:
a) (a-3)* b) (x +2).

VEGYES FELADATOK

1. Legalabb hany, 13 tippes totéoszlop megfelel§ kitoltésével biztosithato, hogy valamely oszlopban
a) telitalalatunk legyen; b) legyen legalabb 5 talalatunk?

2. Szombaton Zorka azt mondta: Most 5. ho 5-e és du. 5 6ra 5 perc van. Hany olyan idépont lesz
még ebben az évben, amelyet igy leirva csak egyféle szamjegyet hasznalunk? Az érakat 1-12-ig

szamozzuk, déleldtt és délutan is.

3. Két egymasra merdleges egyenesen jeloljink meg 10-10 pontot! Hany olyan haromszog van,
melynek minden csicsa a megjelolt pontok koziil valo, ha
a) a két egyenes metszéspontja nincs a megjelolt pontok kozott;

b) a két egyenes metszéspontja is megjelolt pont (igy 6sszesen 19 pontot jeloltink meg)?
4. Mennyi a szamjegyek 0sszege, ha leirjuk a szamokat 1-t61 1000-ig?

5. Egy 10 forintost tizszer egymas utan feldobtunk, és tudjuk, hogy 6 fejet és 4 irast dobtunk. Hany-
téleképpen lehetett ez, ha a dobasok sorrendje is szamit?

6. Egy lagytojastartd készletben 3 zold és 3 kék tartd van. Ezeket egy rudra lehet felflizni, mind-
egyiket vagy talpaval felfelé, vagy lefelé. Hanyféleképpen lehet felfizni a tartokat a radra?



7. Hanyféleképpen vonulhat be a palyara egy kosarlabdacsapat 5 kiilonb6z6 magassagu jatékosa,

hogy ha egy sorban mennek, és semelyikiik sem keriilhet két magasabb jatékos kozé?

8. Egy dobdkockat feldobunk egymas utan
a) hatszor; b) hétszer.

Hany olyan eset van, amikor a dobott szamok kozott van két egyenlé?

9. Karcsi randevura készill, és bemegy egy viragboltba, ahol egy vazaban kilenc voros és négy fe-
hér rézsa van. Hany kiilonb6z6, harom voros és kettd fehér rozsat tartalmazo csokrot kottethet

ezekbdl a viragokbol? (A viragok csokorbeli helye nem érdekes.)

VALOSZINUSEGI KISERLET, ELEMI ESEMENY, ESEMENY

Valoszintségi kisérletnek neveziink egy kisérletet, ha teljesiil az alabbi harom feltétel.

— A kisérletnek tobb kimenetele lehetséges.

— Nem tudjuk el6re megmondani, hogy a kisérletnek melyik kimenetele kovetkezik be. (A ki-
sérlet kimenetele a ,véletlen”-t6l fugg.)

— Azonos koriilmények kozott akarhanyszor megismételhetd a kisérlet.

Valoszintiségi kisérlet egy lehetséges kimenetelét elemi eseménynek nevezziik, az elemi esemé-

nyek halmazat pedig eseménytérnek. Az eseménytér ,bizonyos” részhalmazait eseménynek nevez-
zilk. A ,bizonyos” jelz6t késébb magyarazzuk meg. Esemény bekovetkezésén azt értjiik, hogy a
bekovetkezd elemi esemény eleme az adott eseményt jelentd részhalmaznak.

Biztos eseménynek nevezziik azt az eseményt, ami barmely elemi esemény esetén bekovetkezik,

azaz az eseménytérhez tartozé eseményt.

Lehetetlen eseménynek nevezziik azt az eseményt, ami egyik elemi esemény esetén sem kovet-

kezik be, azaz az iires halmazhoz tartoz6 eseményt.

Az A esemény komplementer (kiegészit6) eseményén azt az eseményt értjiikk, ami pontosan akkor

kovetkezik be, ha A nem kovetkezik be, azaz az eseménytérre vonatkozo A részhalmazhoz tartozo
eseményt.

Az A és a B események Osszegén azt az eseményt értjiik, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha

A és Bkoziil legalabb az egyik bekovetkezik, azaz az A U B részhalmazhoz tartozé eseményt.

Az A és a B események szorzatan azt az eseményt értjik, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha

A és B kozil mindkett6 bekovetkezik, azaz az A N B részhalmazhoz tartozd eseményt.
A ,bizonyos” jelz6 magyarazata: azokat a részhalmazokat tekintjilk eseményeknek, amik kozt ott
van az eseménytér is, tovabba amik komplementere, 6sszege, szorzata is esemény.

Az A és a B eseményt egymast kizaronak nevezziik, ha egyszerre nem kovetkezhetnek be, azaz,

ha az A N B részhalmaz egyenld az iires halmazzal.

Feladatok:

1. Feldobunk harom kiilonb6z6 pénzérmét, és mindegyik érménél figyeljiik, hogy fejet vagy irast
dobtunk. Adj meg egy lehetetlen; egy lehetséges, de nem biztos; és egy biztos eseményt! Ird fel a
kovetkez6 eseményeket alkotd elemi eseményeket:

A: Pontosan egy fejet dobtunk. B: Legalabb egy fejet dobtunk.



2. Egy csomag jol megkevert magyar kartyabol addig huzunk visszatevés nélkiil, mig a hazott lap
kiraly nem lesz (a magyar kartya 32 lapos, és négy kiilonboz6 kiraly van benne). A kisérlet kime-
netelének azt a sorszamot tekintjik, ahanyadikra a kiralyt huztuk.

a) Ird fel az elemi eseményeket!
b) Sorold fel a kovetkez6 eseményeket alkotd elemi eseményeket:

A: Legalabb huszadikra huzunk kiralyt. B: Prim sorszamra huzunk kiralyt.
¢) Add meg a fenti események komplementereit elemi eseményekkel és szavakkal is!

d) Adj meg egy-egy biztos és lehetetlen eseményt a kisérletben!

3. Egy auté most hajt at az 500 méter hosszu hidon. Tekintsiik a kovetkez6 eseményeket:

A: a hid jobb végétdl legfeljebb 300 méterre van.
B: a hid jobb végétdl legalabb 200 méterre van.
C: a hid kozepétdl legfeljebb 100 méterre van.

a) Abrazold az eseményeket!

b) Abrazold a kovetkezd eseményeket: AU B, AUB, ANB, ANB, BNC, ANBNC,
valamint fogalmazd meg szavakkal is az eseményeket!

¢) A D) részben szerepld események kozott vannak-e biztosak; lehetetlenek; egymast kizarok, de

nem komplementerek; komplementerek?

4. Egy csomag magyar kartyat (amiben piros, z6ld, tok, makk szinti 7, 8, 9, 10, also, felsé, kiraly, asz
lapok vannak) jol megkevertiink, majd haztunk egy lapot. Legyen
A: pirosat hizunk B: tizest huzunk C: szamos lapot huzunk
a) Add meg szovegesen a kovetkez6 eseményeket: B\ A, CNA ANBNC, AUB.

b) Hany elemi esemény alkotja az el6bb képzett eseményeket?

5. Egy autot haromféleképpen lehet lejtés uton megtartani: a kéziféket behizva (A), éket téve a
kerék ala (B), vagy sebességben hagyva (C). Kilon-kilon mindegyik elég ahhoz, hogy az auté
ne guruljon el. Bence napkozben a haz el6tti lejt6s részen hagyja az autéjat. Add meg az A, B, C
események és a miiveletek segitségével a kovetkez6 eseményeket:

a) Bence behuzta a kéziféket, és az ék is a kerék alatt van, de nem hagyta sebességben az autot.
b) Kinéz az ablakon, és ott van az auto.

¢) Kinéz az ablakon, és nincs ott az auto.

d) Bence legalabb két dolgot megtett, hogy az aut6 ne guruljon el.

e) Az ékkel a kutya jatszik az udvaron, de az auté nem gurul el.

TAPASZTALATI VALOSZINUSEG

Tekintsiink egy valoszintségi kisérletet és egy eseményt. Végezziik el a kisérletet egymas utan
akarhanyszor, ,egymastol teljesen fiiggetlentl”. Ez azt jelenti, hogy egyik kisérlet kimenetele sem
befolyasolja a tobbi kisérlet kimenetelét. Szamoljuk meg, hanyszor kovetkezett be az esemény.

Az esemény bekovetkezéseinek szamat az esemény gyakorisaganak nevezzik. Ha n-szer végez-

tik el a kisérletet, és az esemény gyakorisaga k, akkor nyilvan 0 < k < n.

A S hanyadost az esemény relativ gyakorisaganak nevezziik. Nyilvan 0 < S <1



Azt tapasztaljuk, hogy ha a kisérletek szama ,minden hataron tul n4”, akkor a relativ gyakorisag

egy szam koril ,ingadozik”™. Ezt a szamot nevezziik az esemény tapasztalati valoszintségének.

Tapasztalt tulajdonsagok:

« Barmely eseménynek van relativ gyakorisaga, ,ezért” barmely eseménynek van tapasztalati valo-
szintsége.

+ A relativ gyakorisag mindig nemnegativ, ,ezért” barmely esemény tapasztalati valoszintisége is
nemnegativ.

+ A biztos esemény relativ gyakorisaga konstans 1, ,ezért” tapasztalati valoszintisége is 1.

« Két egymast kizaré esemény osszegének gyakorisaga egyenld az események gyakorisagainak ossze-
gével, mert egyszerre nem kovetkeznek be. Az egyenl6ség a relativ gyakorisagokra is nyilvan igaz.

SEzért” az egyenl6ség a tapasztalati valdszintiségekre is igaz.

Feladat:

1. Végezzink 100 kisérletet két kiillonb6z6 szini (piros, zold) dobokockaval, és vizsgaljuk meg a

kovetkezd események gyakorisagat, relativ gyakorisagat!
A: A két dobott szam egyenld.
B: A piros kockaval nagyobb szamot dobtunk, mint a zélddel.

2. Az A osztalyban 13 tanulénak van piros tolla, 23-nak nincs. A B osztalyba 5-tel kevesebben jarnak.
Itt legfeljebb hany fének lehet piros tolla, ha tudjuk, hogy a B-ben kisebb a piros tollak relativ
gyakorisaga?

A VALOSZINUSEG MATEMATIKAI FOGALMA

Adott egy halmaz, ami nem az iires halmaz. Ezt a halmazt eseménytérnek nevezziik, elemeit pedig

elemi eseményeknek.

Adottak az eseménytér olyan részhalmazai, amik rendelkeznek az alabbi harom tulajdonsaggal.
Ezeket a részhalmazokat eseményeknek nevezzik.
— Az adott részhalmazok kozott ott van az eseménytér is.
- Ha egy részhalmaz az adott részhalmazok kozott van, akkor ott van e részhalmaznak az ese-
ménytérre vonatkozo kiegészité halmaza is.
— Ha két részhalmaz ott van az adott részhalmazok kozott, akkor ott van e részhalmazok unidja
is. (Kett6 helyett megszamlalhatoan végtelen sok részhalmaz esetén is.)
Adott egy olyan fiiggvény, ami minden eseményhez hozzarendel egy-egy valos szamot ugy, hogy
a hozzarendelés rendelkezik az alabbi harom tulajdonsaggal. Ezt a fiiggvényt valdsziniiségnek, az

eseményhez hozzarendelt szamot pedig az esemény valoszintiségének nevezziik.

- Minden esemény valoszinlisége nemnegativ.
— A biztos esemény valoszintisége 1.
- Hakét esemény egymast kizaro, akkor 6sszegiik valoszintisége egyenld valoszintsége-ik 6ssze-
gével. (Kett6 helyett megszamlalhatéan végtelen sok esemény esetén is.)
(Az eseménytérre, az eseményekre és a valdszintségre el6bb kimondott tulajdonsagokat a val6szi-

nliségszamitas axiomainak is nevezziik.)




A VALOSZINUSEG NEHANY TULAJDONSAGA

A lehetetlen esemény valoszintisége 0.
« Barmely esemény komplementerének valoszintsége egyenld az 1 és az esemény valoszintségének
kilonbségével.
« Minden esemény valdszintisége nem nagyobb 1-nél.
« Barmely két esemény Osszegének valdszintisége egyenld valoszintiségeik dsszegének és szorzatuk
valoszintségének kiilonbségével.
 Tegyiik fel, hogy egy valoszintiségszamitasi feladatnal teljesiil az alabbi harom feltétel.
— Véges sok elemi esemény van.
- Minden elemi esemény egyben esemény is.
— Minden elemi esemény valoszintisége ugyanannyi. (Mas szavakkal: Minden esemény valo-
szinlsége egyenesen aranyos elemszamaval.)
Ekkor a feladathoz tartozé barmely esemény valosziniisége egyenl6 az adott esemény elemszama
és a biztos esemény elemszama hanyadosaval. (,A kedvez6 esetek szama osztva az Osszes eset

szaméaval”.) Egy esemény valdszintiségének ilyen modon valé kiszamithatosagat klasszikus mod-

szernek nevezzik.

Feladatok:

1. Feldobunk egy piros és egy z6ld dobokockat. Mennyi a kovetkez6 események valoszintsége?
A: A két dobott szam egyenlé.

B: A piros kockaval nagyobb szamot dobtunk, mint a zdlddel.

2. Egy dobokockaval haromszor dobunk egymas utan, a dobott szamokat felirjuk. Mekkora valo-
szinliséggel lesz az igy keletkezett haromjegyi szam
a) paros; b) nagyobb, mint 450; ¢) csupa kiillonboz6 jegyGi?

3. Feldobunk harom kiilonb6z6 pénzérmét, és mindegyik érménél figyeljik, hogy fejet vagy irast

dobtunk. Adj meg egy olyan eseményt, melynek a valoszintisége % !

4. Négy pénzérmét egymas utan feldobunk. Jellje A azt az eseményt, hogy a négy dobas kozt
legalabb egy fej van, B pedig azt az eseményt, hogy legalabb két iras van. Szamitsd ki a kovetkezd
események valoszintiségét: A, B, A, B, AUB, AN B!

5. Egy énekversenyen a 10 résztvevé mindegyikét rangsoroljak. Mekkora a valdszintisége, hogy a
verseny egyik induléja, Csengd Csenge:

a) elsé lesz; b) masodik lesz; c¢) dobogos helyen végez?
A botfiil(i zsiri gyakorlatilag véletlenszertien dont a helyezésekrol.
6. Egy dobozban 7 db goly6 van, melyek 1-t61 7-ig szamozottak. Visszatevés nélkiil sorban kihtztuk

mind a 7 goly6t. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a paratlan szamokat huztuk ki el6szor?

7. A 32 lapos magyar kartyabol huzunk sorban egymas utan négy lapot. Mekkora valoszintiséggel
hazunk piros, tok, zold és makk szinit ebben a sorrendben,
a) ha a kivett lapokat nem tessziik vissza;

b) ha minden hizas utan visszatessziik a lapokat?



8.

10.

Egy tanar a 24 f6s osztalybol minden 6ran véletlenszertien szolit ki pontosan egy diakot felelni.
Mekkora valoszintséggel felel

a) a kovetkezé o6ran Ballab Balazs;

b) Ballab Balazs a kovetkez6 két 6ra mindegyikén;

c¢) akovetkez6 harom o6ran Ballab Balazs, Jobblab Joli, Komisz Borisz valamilyen sorrendben?

A kockapoker jatékban 6t dobokockaval dobunk egyszerre. Ugy nevezett ,kis sort” dobtunk, ha
a kockakon az 1, 2,3, 4, 5 szamok lathatok, illetve ,nagy sort”, ha a 2,3, 4, 5, 6 szamok. Mekkora a

valdszintisége annak, hogy kis sort dobunk a kockéakkal, illetve hogy nagy sort?

Klaranak Csillat és Gabit is beleszamitva 6t nagyon jo baratnéje van. Koziilik minden hétkoznap
véletlenszertien beszél telefonon pontosan eggyel, de mindig massal. Mekkora valoszintséggel
hivja fel Csillat kedden és Gabit pénteken?

A VALOSZINUSEG TOVABBI TULAJDONSAGAI

Tegyiik fel, hogy egy valoszintiségszamitasi feladatnal teljesiil az alabbi harom feltétel.

- Az eseménytér az egyenes/a sik/a tér részhalmaza.

— Minden eseménynek van hossza/teriilete/térfogata, és a biztos eseményé nem 0.

- Minden esemény valészintisége egyenesen aranyos hosszaval/teriiletével/térfogataval.
Ekkor a feladathoz tartozé barmely esemény valosziniisége egyenlé az adott esemény hossza/te-
riillete/térfogata és a biztos esemény hossza/teriilete/térfogata hanyadosaval. (,A kedvezd ese-
tek halmazanak hossza/teriilete/térfogata osztva az Osszes eset halmazanak hosszaval/teriileté-
vel/térfogataval”.) Egy esemény valoszintségének ilyen moédon valo kiszamithatésagat geometriai
modszernek nevezziik.

Van olyan esemény, ami nem a lehetetlen esemény, és aminek valdszintisége 0.

Feladatok:

1.

Egy 5 cm X 15 cm-es fa téglalapbol valahol kivagunk két, egymast nem fed6 3 cm oldalt négyzetet,
és a ,lyukas” télalapot az agyra tessziik. Magasrol raejtiink egy kis golyot (véletlenszer(ien) a

téglalapra. Mekkora valoszintiséggel hallunk koppanast?

. Baratunk fél 4 és 4 kozott érkezik véletlenszertien a talalkozonkra. Mekkora az esélye, hogy nem

varok negyed 6ranal tobbet, ha én 3 6ra 25 perckor leszek ott a talalkozoé helyén?

. Egy 7 egység oldala négyzet alaku céltablara leadunk egy 16vést. Mennyi a valoszintisége, hogy

a talalat legfeljebb fél egységre lesz a céltabla legkozelebbi oldalatol?

Egy kor alaku céltablara véletlenszerten 16vés érkezik. Mi a valoszintisége, hogy a 16vés helye

legalabb kétszer olyan tavol lesz a kor kozéppontjatol, mint a hatarvonalatol?

. A koordinata-rendszerben egy pontot véletlenszertien valasztunk abbdl a téglalapbol, melynek

csucesai (0, 0), (2,0), (2, 3), (0, 3). Mennyi a valészintisége annak, hogy a pont x koordinatéja kisebb,

mint az y koordinataja?

. Andras és Béla véletlenszertien valaszt egy-egy valds szamot 0 és 1 kozott. Mennyi a valoszini-

sége, hogy a Béla altal valasztott szam legalabb kétszer akkora, mint az Andréas altal valasztott?
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7. Egy 3 m X 4 m X 5 m-es szobaban egy légy repill, helye véletlenszerd a szobdban. Mekkora a
valdszintisége, hogy ebben a pillanatban legfeljebb 10 cm-re van az egyik faltdl, a padlotol vagy
a plafontol?

VALOSZINUSEGI PARADOXONOK

1. Simpson-féle paradoxon. Andrasnak van egy fekete és egy zold kalapja. A fekete kalapba 5

piros és 6 kék golyot tett, a zoldbe 3 pirosat és 4 kéket. Bélanak is van egy fekete és egy zold
kalapja, a fekete kalapba 6 piros és 3 kék, a zoldbe 9 piros és 5 kék golyot tett. Mindketten
megallapitottak, hogy piros goly6 hizasanak valdszintisége nagyobb a fekete kalap esetén. Mi a

helyzet, ha 6sszeontik a két fekete kalap tartalmat és a két zoldét is?

2. Bertrand-féle paradoxon. Adott egy egység sugaru kor. Valasszuk ki talalomra egy hurjat. Meny-

nyi a valoszintisége, hogy a har hossza nagyobb lesz, mint a korbe irt szabalyos haromszog oldala,

ha a hur kivalasztasanak modja a kovetkez6:

a) a korlapon véletlenszertien valasztunk egy pontot, és azt a hurt tekintjiik, amelynek felez6-
pontja ezen kivalasztott pont;

b) a korvonal egy tetsz6leges pontjaban rogzitjik a har egyik végpontjat, majd a masikat vélet-
lenszer(ien valasztjuk a korvonalrdl;

c) akor egyik sugaran véletlenszertien kivalasztunk egy pontot, és azt a hurt tekintjiik, amelyik

ebben a pontban a sugarra merdleges.
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