JEGYZET A FUGGVENYEK KURZUSHOZ

(Tanit6 szak, matematika mtveltségi terilet)

SOROZATOK

Sorozaton bizonyos dolgok listajat értjiik, melyben a dolgok, tagok sorrendje meghatarozott. Ha
a sorozat tagjai szamok, akkor szamsorozatrdl beszéliink. Formalis definiciot késébb, a figgvény
fogalmanak segitségével adunk.

Szamsorozatok kiilonb6z6 tulajdonsagait vizsgaljuk. Azt mondjuk, hogy egy szamsorozat

alulrol korlatos, ha van olyan szam, ami a sorozat minden tagjanal kisebb vagy egyenl6;

feliilrél korlatos, ha van olyan szam, ami a sorozat minden tagjanal nagyobb vagy egyenld;

« korlatos, ha alulrdl és felilrdl korlatos;

+ (monoton) nové, ha a 2. tagtdl kezdve barmely tag nagyobb az azt megel6z6nél;

« (monoton) nemcsokkend, ha a 2. tagtdl kezdve barmely tag nagyobb vagy egyenl6 az azt megels-
z6nél;

+ (monoton) csokkend, ha a 2. tagtol kezdve barmely tag kisebb az azt megel6z6nél;

+ (monoton) nemnové, ha a 2. tagtdl kezdve barmely tag kisebb vagy egyenl6 az azt megel6z6nél.

Feladatok:
1. Jatsszunk széjatékot! Minden 0j sz6 ugy keletkezik az el6z6b6l, hogy csak egy betiit valtoztatunk

meg. Potold a hianyzo szavakat! Hanyadikra kertiilhet el6 el6szor a rag sz6?
lap, ..., kar, ..., tar, ..., ..., méz.

2. A siknak két pontja meghatarozza a sik egy egyenesét. Legfeljebb hany egyenest hataroz meg
3,4,... pont a sikon? Mi lehet a szabaly?

3. Készits két egybevagd négyzetbdl egy téglalapot! Rakj ki egybevagd négyzetekbdl ujabb, egyre
nagyobb, az el6z6hoz hasonlo téglalapot! Gytjtsd ki, hany négyzetet hasznaltal fel a téglalapok
megépitéséhez! Mi a sorozat 10. ill. 20. tagja? Mi lehet a szabaly?

4. Készits négy egybevagd kockabol téglatestet! Rakj ki egybevago kockakbol djabb, egyre nagyobb,
az el6z6hoz hasonlo téglatestet! Gytjtsd ki, hany kockat hasznaltal fel a téglatestek megépitésé-
hez! Mi a sorozat 10. ill. 20. tagja? Mi lehet a szabaly?

5. Képezz sorozatot a 7200-tdl indulva ugy, hogy a sorozat kovetkezé tagja legyen mindig az el6tte
allé szam legnagyobb valodi osztoja!

6. Képezz sorozatot a 7200-t6l indulva ugy, hogy a sorozat kovetkez6 tagja legyen mindig az el6tte
allé szam osztdinak szama!

7. Képezd a Fibonacci-sorozat képzési szabalyanak megfeleléen a sorozat elsé 20 tagjat! Legyen a
sorozat els6 két tagja 0, 2.

8. Egy sorozat els6 két tagja 2, 3. A 3. tagtol kezdve az adott tag az 6t megel6z6 két tag szorzata.
Add meg a sorozat elsé 5 ill. 20. tagjat!

9. Talalj ki egy szabalyt, és az alapjan folytasd néhany taggal a kovetkez6 sorozatot:

a) 0,1,2,10, 11, 12, 20, 21, 22, 100, ... b) 2,12,1112, 3112, 132112, ... .



10. Vizsgald meg monotonitas és korlatossag szempontjabol a kovetkezé sorozatot:
a) an=% (n=1,2,...) b) by=n*-n (n=12,...).

A SZAMTANI SOROZATOK

Egy szamsorozatot szamtani sorozatnak neveziink, ha a 2. tagtdl kezdve barmely tag és az azt

megel6z6 tag kiillonbsége allando. Ezt a kiillonbséget altalaban d-vel jeldljik.
(n-1)-d >
2

A szamtani sorozat els6 ntagjanak, aj, a;+d, ..., a;+(n-1)-d, 6sszegeaz S, = n- (al +
képlettel szamolhato.

Feladatok:
1. Illessz

a) a8 és a 41 kozé 10 szamot b) a 47 és a —24 kozé 9 szamot

ugy, hogy a kapott 12 ill. 11 szam egy szamtani sorozat egymas utani tagjait alkossak!
2. Tekintsd a kovetkez6 szamtani sorozatot: 5, 8, ..., és dontsd el, hogy a 4567547 tagja-e!

3. Hatarozd meg a szamtani sorozatot, és toltsd ki a tablazatot:

a d | n |ap | Sp ) a d | n |a, | Sy a d | n |a, | Sy
1 10,15 35,2 8 7 | 360 -3 15

a)

4. Szamitsd ki a haromjegyi paratlan szamok &sszegét!

5. Egy utca egyik oldalan saroktdl sarokig a hazszamok dsszege 221. Az elejétdl szamitott hetedik

haznak mennyi a hazszama?

6. Melyik az a szamtani sorozat, mely elsé n tagjanak 6sszege 2n? —3n?

A MERTANI SOROZATOK

Egy szamsorozatot mértani sorozatnak neveziink, ha a masodik tagtol kezdve barmely tag és az

azt megel6z6 tag hanyadosa allandé (nem nulla). Ezt a hanyadost altalaban g-val jel6ljiik.

A mértani sorozat elsé n tagjanak, ap,a; - q,...,a; - g1, Osszegképlete ¢ # 1 esetén
1-4"
1-g¢
Ha-1< g < 1,akkorazas- q”_1 altalanos tag 0-hoz ,tart”, és ha a mértani sorozat tagjait ,minden

Sn=ay- ,mig g =1esetén S, = n- a;.

hataron tudl folytatva” 6sszeadjuk, az igy kapott végtelen mértani sor dsszege véges szamot eredmé-

. . _ 2 . aq
nyez, ésezaz Osszeg S=aj+ay-q+a;-q +...= g
Feladatok:
1. Ird fela 2,-1,... mértani sorozat els6 10 tagjat. Szamitsd ki ezen tagok dsszegét! Mennyi az

Osszes tagot figyelembe vett mértani sor 6sszege?

2. Illessz 32 és a 243 kozé 4 szamot ugy, hogy a kapott 6 szam egy mértani sorozat egymas utani

tagjait alkossak!

3. Mennyia 2, %, ... mértani sorozat paratlan index{i tagjainak 6sszege?



4. Beteszek a bankba 100000 forintot, és a bankban minden év végén az aktualis 6sszeg kamatozik
2%-ot. Mennyi pénzem lesz a bankban 10 év mulva? Es mennyi pénzem lenne a bankban 10 év

mulva, ha a 2. évtdl kezdve minden év elején még 20000 forintot is betennék a bankba?

5. A 4009-et bontsd 5 részre uigy, hogy minden résznek és a kovetkezének az aranya 2:3 legyen!

2 3
6. Mutasd meg geometriai abra segitségével, hogy % + (;) + <;) +...= % .

NEVEZETES KOZEPEK

ai, az, . .. ap pozitiv szamok harmonikus koézepének, mértani kozepének, szamtani kozepének
2 2
. , . , . al+...+a ai+...+a
ill. négyzetes kozepének nevezziik sorrendben a — = {/ar- ... an, ! Z, /L K
= 4 + = n n

a et
kifejezéseket. Az el6bbi kifejezésekhez tartozo értékek novekvé sorrendben allnak.

Specialisan, két pozitiv szam, a és b, harmonikus, mértani, szamtani ill. négyzetes kozepére a
9 2

2
<+va-b< a;bg a ;b . Egyenl6ség min-
+

kovetkez6 nagysag szerinti relaciok allnak fenn:

Q=
=

den esetben akkor és csak akkor all fenn, ha a = b.
Koénnyen lathato, hogy barmely szamtani (ill. pozitiv tagi mértani) sorozat barmely (nem elsé)

tagja egyenlé az azt megel6z6 és az azt kovetd tag szamtani (ill. mértani) kozepével.

Feladatok:

1. Egy dolgozaton szerzett pontszamok a kovetkezék: 40, 30, 45, 32, 40. Mennyi a pontok atlaga
(szamtani kozepe)?

2. 4 egymast kovetd évben a kamatozas a kovetkez6 volt: 5%, 15%, 25%, 40%. Mennyi volt az atlagos

éves kamat a 4 év soran?

3. Egy aut6 a tav elsé harmadat 50 km/h-val, a kozépsé harmadat 130 km/h-val és az utolsé harmadat

70 km/h-val tette meg. Mennyi volt az atlagsebessége az Gt soran?

TIZEDES TORTEK, RACIONALIS ES IRRACIONALIS SZAMOK

Azon valds szamokat, melyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, racionalis szamoknak
nevezziik. Azon valds szamokat, melyek nem racionalis szamok, irracionalis szamoknak hivjuk.

A kovetkezd két tétel leirja a racionalis szamok és a tizedes tort alakok kapcsolatat:
« Minden racionalis szam véges vagy végtelen szakaszos(an ismétl6do) tizedes tort alakban irhaté.

+ Minden véges ill. végtelen szakaszos tizedes tort racionalis szamot jeldl.

Feladatok:

1. Add meg a mértani sor dsszegképletének hasznalataval kozonséges tortalakban a kovetkez6 sza-
mot: 147,15 -1,7.

-3
3-

o

Add meg tizedes tort alakban a kovetkez6 szamot:
Egy meghatarozott 6sszegért hany szazalékkal tobb arut kapsz, ha az arak 30%-kal cs6kkennek?
Bizonyitsd be, hogy a logs 10 irracionalis szam!

Szerkeszd meg a szamegyenesen a —g és a /84 helyét!

AR



ARANYOSSAGOK

Két egyiitt valtoz6 mennyiséget egyenesen aranyosnak neveziink, ha teljesiil az, hogy ahanyszo-

rosara valtozik az egyik mennyiség, annyiszorosara valtozik a masik mennyiség is.

Két egytitt valtoz6é mennyiséget forditottan aranyosnak hivunk, ha teljesiil az, hogy ahanyszorosara

valtozik az egyik mennyiség, annyiad részére valtozik a masik.

Egyenes aranyossag esetén az dsszetartozo értékparok hanyadosa egyenld. Forditott aranyossag

esetén az Osszetartozo értékparok szorzata egyenld.

Feladatok:

1.

Egy gyalogos egyenletesen haladva 6ranként 4 km-t tesz meg.
a) Mekkora utat tesz meg a gyalogos 2; 3; 4 ill. 5 6ra alatt?
b) Abrazold az 6sszetartozé mennyiségeket koordinata-rendszerben!

¢) Hogyan helyezkednek el a pontok a koordinata-rendszerben?

. A nyari sziinetben az iskolat 6 festé 8 nap alatt festi ki. Mennyi id6 alatt festené ki az iskolat

ugyanilyen munkatempot feltételezve

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4

e) 5 f) 8 g) 10 h) 12 fest6?
Abrazold az ésszetartoz6 mennyiségeket koordinata-rendszerben!

. Az alabbi abran mennyiségek kozotti osszefiiggéseket abrazoltunk. A harom grafikon koziil me-

lyik fejez ki egyenes aranyossagot? A valaszt indokold is meg!

3. feladat 4. feladat

A fenti abran lathato két koordinata-rendszerben kiilonb6z6 szinnel két-két mennyiség kozotti
Osszefliggést abrazoltunk. Olvasd le az azonos szinnel jelolt pontok koordinatait, és készits tab-

lazatot! Melyik a forditott aranyossag a négy dsszefuggés kozil?

. Egy téglalap szélessége egyenl6 a kertiletének 25—8—ad részével.

a) Hatarozd meg a félkeriiletének és a szélességének aranyat!
b) Hatarozd meg a szélességének és a hosszisaganak az aranyat!

¢) Mennyi a téglalap teriilete, ha szélessége 16 méterrel kisebb a hosszusaganal?

. Tudjuk, hogy x és y szamok esetén x : y = 3 : 4. Szamitsd ki a (2x + y) : (2y) aranyt!

. Két pozitiv szam kiillonbségének és dsszegének aranya 2 : 5. Mennyi a két szam aranya?



8. 10 tehergépkocsi 1500 t arut napi 8 fuvarral 4 nap alatt szallit el. Hany nap alatt szallit el 15000 t
arut 5 gépkocsi, ha naponta 10-szer fordulnak az autok? Milyen aranyossagok figyelhet6k meg?

9. 10 liter 80%-os alkoholhoz hany liter 10%-os alkoholt kell 6nteni, hogy a keverék alkoholtartalma
40% legyen?
10. Hany olyan kétjegyt pozitiv egész szam van, amely ugy aranylik egy haromjegy pozitiv egész
szamhoz, mint 3 : 4? Mennyi ezen kétjegyl szamok 6sszege?
11. Harom szam 0sszege 180. Melyek ezek a szamok, ha tudjuk, hogy a 2, 3, 4 szamokkal

a) egyenesen aranyosak b) forditottan aranyosak.

HO0zZZARENDELESEK, FUGGVENYEK

Legyen adott sorrendben két halmaz, H és K. Képezziink tetszélegesen olyan elemparokat, amik-
nek els tagja a H eleme, masik tagja pedig a K halmazé. A képzett parok halmazat a H és K kozotti
hozzarendelésnek (megfeleltetésnek) nevezzik. Ha (a, b) egy képzett elempar, akkor azt mondjuk,
hogy az a elemhez hozzarendeltiik a b elemet.

Figgvénynek neveziink olyan H — K hozzarendelést, ami a H értelmezési tartomany minden
eleméhez a masodik, K halmazbol pontosan egy elemet rendel.

Fuggvények esetén kovetkez6 tulajdonsagokat vizsgaljuk:

« Egy H — K fiiggvényt injektivnek mondunk, mas széval kolcsondsen egyértelmiinek, ha barmely

két H-beli elemhez egy-egy kiillonb6z6 K-beli elemet rendel.
« Egy H — K fiiggvényt szirjektivnek hivunk, mas széval kitoltének, ha minden K-beli elem leg-

alabb egy H-beli elemhez hozza van rendelve, azaz ha K minden eleme fiiggvényérték.

+ Egy fiiggvényt bijektivnek neveziink, ha injektiv és sziirjektiv is.

Feladatok:

1. Legyenek H és K olyan halmazok, melyekre |H| = 4 és |[K| = 5. Hany hozzarendelés létezik H és
K kozott? Ezek kozul hany fuggvény?

2. Hany kolcsonosen egyértelmd ill. hany kitolt6 fiuggvény létezik H és K kozott, ha
a) |[H =4és|K|=5 b) |H| =5 és K| = 4.

3. Legyen H a 20-nal kisebb pozitiv paros szamok halmaza. Rendeljitk H minden eleméhez a pozitiv

oszto6it. Melyik H-beli szamnak van a legtobb osztoja? Fiiggvény-e ez a hozzarendelés?

4. Legyen H a 20-nal kisebb pozitiv paratlan szamok halmaza. Rendeljiik H minden eleméhez a

pozitiv osztoinak szamat. Fliggvény-e ez a hozzarendelés? Injektiv-e? Szirjektiv-e?

VALOS FUGGVENYEK

Tetszbleges nemiires H halmaz esetén a H — R fliggvényeket valds fiiggvényeknek nevezziik.

Innentdl valos figgvényekkel foglalkozunk. Specialis valos fiiggvény a szamsorozat is, melynek
a pozitiv egész szamok halmazabol (vagy annak részhalmazabdl) a valos szamok halmazaba, R-be
képez6 figgvényt neveziink.

Fuggvény grafikonjanak meghatarozasa: Adottegy R — R fiiggvény és egy derékszogli koordina-

ta-rendszer. Az x-tengelyen legyen az értelmezési tartomany, az y-tengelyen legyen az értékek hal-

5



maza. Az értelmezési tartomany egy x pontjabol allitsunk merdleges egyenest az x-tengelyre, az
x-hez tartozo fuggvényérték pontjabol pedig allitsunk merélegest az y-tengelyre; majd jeloljik ki e
két merdleges metszéspontjat. Végezziik el ezt az eljarast az értelmezési tartomany minden pontjara.
A kijelolt metszéspontok halmazat a fiiggvény grafikonjanak nevezziik.

A tovabbi H — K fiiggvények esetén, ha kiillon nem definialjuk, akkor H =R vagy an-
nak lehet6 legb6vebb részhalmaza, és K = R.

Fuggvények kiillonb6z6 tulajdonsagait vizsgaljuk. Egy f : H — K figgvényrél azt mondjuk, hogy
+ (monoton) novd, ha barmely H-beli x; < xp esetén f(x1) < f(x2);
+ (monoton) nemcsokkend, ha barmely H-beli x; < x2 esetén f(x1) < f(x2);
+ (monoton) csokkend, ha barmely H-beli x; < x» esetén f(x1) > f(x2);
+ (monoton) nemnove, ha barmely H-beli x; < x3 esetén f(x1) > f(x2);

« alulrol korlatos, ha 1étezik olyan szam, ami a fiiggvény Osszes értékénél kisebb;

« felilrél korlatos, ha létezik olyan szam, ami a fiiggvény dsszes értékénél nagyobb;

« korlatos, ha alulrdl és felulr6l korlatos;

« minimuma van a H-beli xp-ban, ha f(xg) < f(x) barmely H-beli x esetén;

« maximuma van a H-beli xp-ban, ha f(xp) > f(x) barmely H-beli x esetén;

+ paros, ha a H minden x elemével egyiitt a —x elemet is tartalmazza, és f(-x) = f(x);

« paratlan, ha a H minden x elemével egyiitt a —x elemet is tartalmazza, és f(-x) = —f(x);

« folytonos a H-beli xg-ban, ha barmely olyan H-beli xi, x, . . . sorozatra, mely xo-hoz "tart", telje-
sul az, hogy az f(x1), f(x2), . .. fuggvényértékek az f(xp)-hoz "tartanak". Tovabba az f fuggvényt
folytonosnak nevezziik, ha minden H-beli xp-ban folytonos.

Az el6bbi tulajdonsagokat — a paros és paratlan kivételével — megfogalmazhatjuk a H értelmezési

tartomany helyett csak egy [a, b] részintervalluman; ekkor helyi minimumroél, helyi maximumroél

beszéliink, illetve azt mondjuk, hogy a fiiggvény monoton névé/nemcesokkend/alulrol korlatos stb.

az [a, b] intervallumon.

Feladat:

1. Elemezd az alabbi nevezetes alapfiiggvényeket
2 1
aa-x+b b x ¢) |x] d) % e) [x] )t
kolcsondsen egyértelmiség, kitoltés, monotonitas, korlatossag, folytonossag, paritas szempont-
jabol, add meg a szélséértékeit, amennyiben léteznek! ([x] az x szam egészrészét jeloli, mely azt
a legnagyobb egész szamot jelenti, ami x-nél nem nagyobb; mig {x} az x szam tortrészét jeloli,

mely az x - [x] szamot jelenti.)

A LINEARIS FUGGVENYEK

Az egyenes aranyossaghoz tartozd f(x) = m - x fuggvény grafikonja egyenes (m tetszdleges,
rogzitett valos szam). Tovabba, m # 0 esetén, a fuggvény bijekcié R és R kozott. Ugyanigy, az
Osszes f(x) = a- x + b alaku fuggvény (a, b tetszbleges, rogzitett valos szamok) grafikonja egyenes,
az ilyen fuggvényeket a # 0 esetén linearis fiiggvényeknek, a = 0 esetén konstans fiiggvényeknek
hivjuk.



A derékszogi koordinata-rendszer két pontjan, (x1, y1) és (x2, y2)-en atmend egyenes egyenlete:

_Y2- V1 2= : _ _

y= P X+ (yl o x1>, ha x1 # xp, ill. x = x1, ha x1 = x».

Feladatok:

1. Allapitsd meg az f(x) = %x egyenes aranyossag grafikonjardl adott pontok hianyzé koordinatait:

10.

11.

A@,7), B(-3,0).

. A derékszogi koordinata-rendszerben adottak az A(-2,3), B(4,1), C (%, —1), D(2, 6) pontok.

a) Hatarozd meg azt az egyenes aranyossagot, amelynek grafikonjara a pontok koziil pontosan
két pont illeszkedik!
b) Melyek azok az egyenes aranyossagok, amelyek grafikonjara csak egy pont illeszkedik?

. Rajzold meg a derékszogli koordinata-rendszerben a kovetkez6 fuggvények grafikonjait:

a(x) = 3x, b(x) = —%x, c(x) = 2.
a) Tikrozd az egyeneseket az x-tengelyre, és ird fel a hozzarendelési szabalyokat!
b) Tikrozd az egyeneseket az y tengelyre, és ird fel a hozzarendelési szabalyokat!

c¢) Forgasd el a grafikonokat az origd koriil +90°-kal és add meg a hozzarendelések szabalyait!

. Valaszd ki azokat a fiiggvényeket, melyek grafikonjai a koordinata-rendszerben parhuzamos egye-

nesek lesznek! Abrazold is ezeket! Hol metszik a tengelyeket?

a(x) = —%x +1, b(x) = %x +3, c(x) =3 (—xTJ'l) +1, d(x) = %(x -1)+ 7.

. A koordinata-rendszerben adj meg harom-harom olyan pontot, mely az f(x) = —4x + 2 fiuggvény

a) grafikonjara illeszkedik b) grafikonja felett van c¢) grafikonja alatt van.

. Abrazold az f(x) = %x + 2 fuggvény grafikonjat! Hatarozd meg az A(2,0J), B (D, %) pontok hi-

anyz6 koordinatait ugy, hogy azok
a) afiiggvény grafikonjara illeszkedjenek b) a fiiggvény grafikonja felett legyenek
c¢) afuggvény grafikonja alatt legyenek!

. Egy tartalyhoz 2 cs6 szallitja a vizet. Az 1. csap masodpercenként 2 1vizet, a IL. csap 3 1 vizet képes

szallitani. A 1000 l-es tartalyban kezdetben 200 | viz van. Mennyi viz lesz a tartalyban 1s, 10 s,
50 s, 112 s mulva, illetve mikor telik meg a tartaly, ha

a) csak az L. csapot nyitjuk meg b) csak a II. csapot nyitjuk meg

¢) mindkét csapot megnyitjuk  d) felvaltva nyitjuk-zarjuk a csapokat 10 méasodpercenként?
Abrazold koordinata-rendszerben az eltelt id6 és a tartalyban levé vizmennyiség kozti dsszefiig-

gést!
. Abrazold a kévetkezd fiiggvényeket és add meg a legbévebb értelmezési tartomanyukat a valés
2 _ _2)2 2 _
szamok halmazan: a(x) = zz 2" +2, b(x) = (x-3)"+(x+3)"-18 5
X = x

Az f(x) fuggvény elséfoka, f(1) = 3 és f(100) = 399. Add meg a fiiggvény hozzarendelési szaba-
lyat! Hol veszi fel a fuggvény 0 értéket?

Az elséfoku f(x) fuggvény grafikonja olyan m = % meredekségli egyenes, mely illeszkedik a

P (% —%) pontra. Add meg az f(x) hozzarendelési szabalyat!
Melyik az a linearis fiiggvény, melynek grafikonja illeszkedik a P(-3, 4), Q(2, -8) pontokra?



12. Abrazold a kévetkezd fiiggvényeket:

x+3, hax<0o, 1-2x, hax<0o,
a(x) = b(x)=1<1, ha0<x <3,
x-3, hax=>0, 2x -5  egyébként.
Melyik fiiggvény folytonos? Hatarozd meg a kovetkezé értékeket: a(—%), b(—%), a(4), b(4).
13. Add meg azt a fuggvényt, melynek grafikonja az az egyenes, mely atmegy a P(-1, 2) ponton és
a) az x tengellyel +45°-0s szoget zar be b) az x tengellyel —45°-0s szoget zar be
c) az x tengellyel +90°-0s szoget zar be d) az x tengellyel +60°-0s szoget zar be

e) az x tengely negativ iranyaban 2 egységet haladva 5 egységet emelkedik.

ELEMI FOGGVENYTRANSZFORMACIOK

e f(x) + a: az f fuggvény grafikonjanak eltolasa az y-tengely mentén pozitiv iranyba a-val
(a < 0 esetén negativ iranyba tolunk |a|-kel).

e« a-f(x) (a>0): azf figgvény grafikonjanak az x-tengelyre merdleges a-szoros (fiiggéleges)
nyujtasa. a > 1 esetén nyujtas, 0 < a < 1 esetén zsugoritas.

« —f(x): az f figgvény grafikonjanak tiikkrozése az x-tengelyre.

o f(x + a): az f fiuggvény grafikonjanak eltolasa az x-tengely mentén negativ iranyba a-val
(a < 0 esetén pozitiv irdnyba tolunk |a|-kel).

e f(a-x) (a>0) azf fuggvény grafikonjanak az y-tengelyre mer6leges %-szoros (vizszintes)
nyujtasa. a > 1 esetén zsugoritas, 0 < a < 1 esetén nyujtas.

« f(-x): az f figgvény grafikonjanak tiikkrozése az y-tengelyre.
A MASODFOKU FUGGVENYEK
Masodfoku fiiggvényeknek nevezziik az f(x) = ax® + bx + c alaka fiiggvényeket, ahol a, b, ¢

tetsz6leges, rogzitett valds szamok, a # 0. Sokszor hasznos modszer a teljes négyzetté alakitas, ami
2

az ax? + bx + c kifejezés atalakitasa vele egyenld a(x — u)® + v alakra.

Minden masodfoku fiiggvény grafikonja parabola.

Feladatok:
1. Abrazold a kovetkezb fiiggvények grafikonjait kozos koordinata-rendszerben:
a) f(x) = x%, g(x) = 2x%, h(x) = 3x?
b) f(x) = x% g(x) = %xz h(X) = 3
¢) f(x) = x% g(x) = 1~ x% h(x) = 4 - x*
d) f(x) = x% g(x) = (x = 2)%, h(x) = 3(x - 2)%, k(x) = 5(x - 2)* - 1
e) f(x) = x?, g(x) = (x + 2)%, h(x) = —2(x + 2)%, k(x) = —2(x + 2)? + 3.
2. Abrazold a kovetkezd fiiggvények grafikonjait, majd hatarozd meg a fiiggvények értékkészletét

(a fuggvényértékek halmazat) és azt, hogy hol metszik a tengelyeket!
a) f(x)=x%+4x+2 b) g(x) = —3x° + 6x — 4.



3. Abrazold a kévetkez6 fiiggvények grafikonjait! Hol monoton a fiiggvény, van-e minimuma, ma-

ximuma? Mennyi a fliggvény minimuma, maximuma a [-10, 10] intervallumon?

a) f(x) = -2x% - 6x -1 b) g(x) = %xz + %x + 1.
4. Add meg azt a masodfoku fuggvényt, amelyre
a) f(-1) = 1.f(0) = 5.f(1) = 3 b) f(1)=0,f3) = Lf(-1) = L.
5. Hatarozd meg a c értékét uigy, hogy a kovetkez6 figgvény egyik zérushelye -2 legyen:
a) f(x) = x*+2x +c b) f(x) = (x+2)(c—x)+1.
6. Abrazold a kévetkezo fiiggvényeket:
2
x% + 2x, hax <0, x“+2x, hax<1,
a(x) = bix) =43 ha1 <x<2,
-x2-2x, hax>0, 2

x“-x egyébként.

7. Oldd meg grafikusan a kovetkez6 egyenlétlenségeket:
a) 1-2x<4-x° b) (x+1)%2-2> 2x+3.

A RECIPROK ES AZ ABSZOLUTERTEK FUGGVENY: FELADATOK

1. Abrazold a kovetkez6 fiiggvények grafikonjait kozos koordinata-rendszerben:
@) F) = L, g(x) = 25, h(x) = 225, k(x) = <25 —2
b) f(x) = |x|, g(x) =[x + 1], h(x) = =2|x + 1|, k(x) = -2|x + 1| - 1
&) f(x) = %), g(x) =[x + 1} h(x) = [x* - 2|
d) f(x) =|x+1|, g(x) = |x-1], h(x) = |x + 1| + |x - 1].
Mely intervallumokon monotonok az utolsoként felsorolt fiiggvények? Van-e minimumuk, ma-

ximumuk a [-10, 10] intervallumon?

2. Abrazold az f(x) = % - 2 fuggvény grafikonjat. Hogyan valasszuk meg az x értékét, hogy 2 és 10
kozotti fiiggvényértéket kapjunk?
3. Oldd meg grafikusan a kovetkez6 egyenlé6tlenséget: % > x+ 2.

FUGGVENY INVERZE

Tetszéleges H és K esetén az f : H — K fliggvény inverzének azt a K és H kozotti hozzarende-
lést nevezziik, amelyet gy kapunk, hogy minden K-beli elemhez hozzarendeljik az 6sszes H-beli
f altali 6sét. Azaz ha f az (x, y) parok halmaza, akkor inverze az (y, x) parok halmaza lesz. Azt
mondjuk, hogy f invertalhato, ha az f inverze figgvény. A derékszog(i koordinata-rendszerben az
f inverzének grafikonja megkaphaté az f grafikonjanak az y = x egyenesre vett tikkrozésével.

Példaként tekintsiik a négyzetgyokfiiggvényt. Az x nemnegativ valds szam négyzetgyokén azt
a szintén nemnegativ szamot értjiitk, aminek a négyzete x; ezt a szamot /x -szel jeloljiik. Ekkor az
f:[0,00) — [0,00), f(x) = x* filggvény inverze a g : [0, 00) — [0, 00), g(x) = /x fiiggvény.

Tovabba, linearis fiiggvény inverze linearis fuggvény.



Feladatok:
1. Add meg képlettel az f(x) = 5x + 4 fiiggvény inverzét! Abrazold mindkét fiiggvényt kozos

koordi-nata-rendszerben!
2. Add meg képlettel, és dbrazold koordinata-rendszerben az f(x) = % + 3 fuggvény inverzét!
3. Abrazold a kévetkezd fiiggvények grafikonjait kozos koordinata-rendszerben:

0) F(x) = V%, 8(x) = /7%, h(x) = 2¢/7%, k(x) = 2y/% - 1

b) F(x) = V% g(x) = V2, h(x) = V/2x + 2

O () = VX2 g(x) = VX h(x) = VE-2+ VX

GRAFIKONOK A KOORDINATA-RENDSZERBEN: FELADATOK

1. Add meg a grafikon alapjan a kovetkez6 fiiggvények hozzarendelési szabalyait:
a) b) )

N
N

8) h) i)




2. Egymas utan alkalmaztunk két fiuggvényt, sorrendben, az

7)) f(x)=%x ésa g(x)=x-5 b) f(x)=x-5 ésa g(x)=%x
O i) =x -1 ésa gx) = [2x] d) f(x) =} ésa gx) =
e) f(x)=|x|-1 ésa g(x) = |x-1 N fx) =% ésa gx = [x]

fliggvényt. Abrazold a kapott g(f(x)) 6sszetett fiiggvény grafikonjat!

KOORDINATA-GEOMETRIA: FELADATOK

1. Abrazold a derékszdgli koordinata-rendszerben azokat a P(x, y) pontokat, melyekre
a) x>2és x<7 by x>2és y<1 c) x=yésy>2
d) x>yésx<3 e) x+y>3 f) x+y =2 vagy 2x+y < -2
g) 2x+y>-1vagy x+2y>-1 h) x’+y<24és -x+3y<2 i) [x]+y>2és2x+y<4
2. Hatarozd meg, milyen feltételekkel adtuk meg a besatirozott P(x, y) pontokat:

a) b) ¢)

d) ¢) )

1 0

3. Szamitsd ki a koordinata-tengelyek és a -8x + 5y — 40 = 0 egyenletl egyenes altal kozrezart
haromszog tertletét!

4. Adott a derékszogli koordinata-rendszerben az A(-1,1), B(3,3), C(5,3), D(6,0) pont. Az f(x) :
[-1,6] — R fuggvény legyen az a fuggvény, melynek grafikonja az ABCD torottvonal. Add meg
az f-et leir6 képletet, szamitsd ki a grafikonja és az x-tengely altal kozrezart teriilet nagysagat,

és a fuggvény ,atlagat” a [-1, 6] intervallumon!

5. Ird fel az A(1,2), B(-3, 5), C(~1, -4) csticst haromszdg sulyvonalainak egyenleteit!
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. Egy haromszog csucsai A(2, -2), B(8, 4), C(10, 2). Tikrozd a haromszoget az x-tengelyre! Szamitsd
ki az eredeti és a tiikorkép haromszog metszetének teriiletét!

. A sik minden sokszogéhez rendeljiik hozza a sokszog

a) keruletét b) teriiletét.

Fuggvény-e ez a hozzarendelés, ha igen, akkor kolcsonésen egyértelmt-e, kitolté-e?

TAVOLSAG, KOR A KOORDINATA-RENDSZERBEN

Bizonyithat6, hagy az (x1, y1) és (x2, y2) pontok tavolsagata d = \/(x; — x2)% + (y1 - y2)? képlet-

tel lehet kiszamolni.

Az (x0, yo) kozéppontt, r sugart kérvonal egyenlete (x-xp)% +(y—p)? = r?, mig a korlap pontjai
az (x - x9)? + (y - y0)? < r? feltétel altal meghatarozottak.

Feladatok:

1. A sik minden pontparjahoz rendeljitk hozza azt a valds szamot, ami a tavolsaguk. Fliggvény-e ez

a hozzarendelés, ha igen, akkor kolcsondsen egyértelmii-e, kitolt6-e?

. Milyen haromszoget hataroznak meg az

a) A(-2,3), B(2,5), C(5,-1) b) A(-3,-1), B(0,3), C(2,-1)

pontok? Mekkora a haromszog keriilete ill. tertilete?

. Szémitsd ki a P(-3,2) ésaz y = —%x + 4 egyenes tavolsagat!

. A stk minden pont-egyenes parjahoz rendeljiik hozza a pont és az egyenes tavolsagat. Fiigg-vény-

e ez a hozzarendelés, ha igen, akkor kolcsondsen egyértelmii-e, kitolt6-e?

. Abrazold a derékszogli koordinata-rendszerben a kévetkez6 feltételek altal meghatarozott pont-
halmazt: (x-5)2+(y-3)2<8 és (x+1)%+(y-1)%> 25.

. Ird fel annak kérvonalnak az egyenletét, melynek AB atméréjének végpontjai

@) A(-2.-3), B(3,-2) b A(3.-3).B(3 7)-

. Egy kor kozéppontja a (-2, 1) pont, sugara 5 egység. Szamitsd ki a korvonal azon pontjainak ko-
ordinatait, melyeknek

a) abszcisszaja 5 b) ordinataja 2.

. Abrazold a koordinata-rendszerben a kovetkezé, egyenletitkkel megadott alakzatokat:

a) x? + Y2 -12x+6y-55=0 b) 2x% +2y% —4x + 6y = 20 ¢) x* +y% +2xy = 4.

GRAFIKONOK, DIAGRAMOK, ATLAGOK: FELADATOK

1. Egy turazo reggel 9-kor indul az ttjara. 3 6ran at 4 km/h-val halad, majd pihen 2 6rat, és 3 6ran at

3 km/h-val halad tovabb a végallomasaig. Abrazold a megtett utat az id6 fiiggvényében. Mennyi

volt az atlagsebessége a teljes ut soran? Hogyan szemléltethet6 az atlagsebesség a grafikonon?
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2. Egy osztalyban a matematikatanar értékelte az év végi dolgozat eredményeit. Egy tablazatba be-
irta, hogy hanyan kaptak 5-0st, 4-est, stb., és azt is, hogy ez a tanulok hany szazaléka. A hata

mogul kilestink néhany adatot:

érdemjegy 5-0s | 4-es | 3-as | 2-es | 1-es
tanulok szama 5 8 2
Osszes tanul6 hany %-a 28 | 12
a) Egészitsd ki a tablazatot! b) Hatarozd meg a jegyatlagot!
c¢) Készits oszlopdiagramot! d) Készits kordiagramot!

3. David elment az osztalytarsdhoz, Evihez, kélcsonkérni egy konyvet, kozben vett maganak egy
fagyit. David mozgasarol az alabbi grafikon késziilt, melyen a vizszintes tengelyen az indulas 6ta

eltelt id6t, mig a fiiggéleges tengelyen a kiindulohelytd]l mért tavolsagot jeldltiik.

a) Készits tablazatot a grafikon alapjan! Tuntesd tavolsag (m)
fel a tablazatban, hol és mikor allt meg David! 400
b) Hatarozd meg, hogy melyik ttszakaszon haladt 300 7
a leggyorsabban, és mennyi utat tett meg David o / \
percenként az egyes szakaszokon! / \
¢) Mekkora volt David atlagos tavolsaga a hazuk- 10 \
tol? 0
0 5 10 15 20 id8 (perc)

4. A 25 f6s 6/a osztalyban és a 6/b osztalyban is felmérét irtak matematikabol. A két osztaly ered-

ményeit az alabbi diagramok mutatjak.

6/a 6/b

elégséges
4%

jeles
12%

kozepes
40%

(=2 ] w &~ U1 O N x® W0

1 IE

T
jeles jo kdzepes elégséges

a) A 6/a-ban vagy a 6/b-ben volt tobb jeles?
b) Melyik osztalyban volt nagyobb a kozepesek osztalylétszamhoz viszonyitott aranya?

¢) Abrazold a két osztaly dsszes gyerekének eredményét egy kordiagramon!

13



5. A varosi leveg6 tisztasaga érdekében folyamatosan fejlesztik a bicikliutakat. A diagram egy va-

rosban a bicikliutak hosszanak szazalékos novekedését mutatja az el6z6 évi hosszhoz képest.

a) Melyik évben nétt a bicikliutak hossza legalabb az
otodével?

b) Hanyszorosara nétt 2 év alatt a bicikliutak hossza
2008-2009-ben?

¢) Mennyi a bicikliutak hossza 2009 végén, ha 2007
elején 60 km volt?

d) Melyik évben volt az azévi és az azel6tti (szazalé-

kos) novekedés aranya a legnagyobb?

%
80

70
60
50

40

30 +

20 ~

10 -

0 -

2004 2005 2006 2007 2008 2009 év

6. Egy gyar 1992-ben 320000 TV-t készitett, 8 évvel késébb pedig mar 560000 TV-t gyartott.

a) Hany darabbal, és hany szazalékkal n6tt a termelés a 8 éves id6szakban?

b) Hany darab, és hany szazalék a termelés évi atlagos novekedése a 8 éves id6szakban?

7. Az iskolaorvos megmérte a 7. osztalyos fiak és lanyok testtomegét kilogrammban.
Fiuk: 44, 54, 50, 47, 50, 58, 53, 45, 40, 65, 72, 44, 57, 49, 41, 47, 59, 70, 49, 46, 39, 45.
Lanyok: 56, 39, 49, 67, 46, 47, 41, 45, 53, 51, 63, 51, 70, 47, 60, 44, 62, 54, 32, 49, 56.

a) Készits savos gyakorisagi diagramot, a savok legyenek 5 kilogrammonként!

b) Szamolj a savokba es6 gyerekek szamabdl relativ gyakorisagot, és abrazold!
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