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LOGIKA
Negyedik téma — kondicionalis, bikondicionalis és formulaképzési szabalyok

Harmadik lecke — jol formalt formulak és képzési szabalyok

A propozicionadlis logika nyelve formalis nyelv, amelynek kifejezései formuldk. A formulak
olyan alakzatok, amelyek a mar bemutatott szimbdélumokbdl éplilnek fel, meghatarozott
képzési szabalyok segitségével. A szabalyok betartdsaval jol formdlt formuldkat kapunk,
amelyekhez igazsagérték rendelhet6. Ha a képzési szabdlyokat nem tartjuk be, formuldink
nem lesznek jol formaltak, azaz a targyalt logikai nyelv szempontjabdl értelmetlennek
mindsilnek, ami annyit tesz, hogy nem lehet hozzajuk igazsagértéket rendelni.

A propoziciondlis logika szotara a kdvetkez6 elemekbdl épiil fel:

e propoziciondlis valtozok (mondatbet(ik): p, g, r stb. (szlikség esetén p;, p;...
Pn)

e konnektivumok: ~, &, v, D, =

e zardjelek: (,)

Semmilyen mas nyelvi elem nem része a propoziciondlis logika székincsének.
J6l formalt formuldkat a kovetkez6 szabdlyok szerint lehet képezni:

1.) Minden egyedi mondatbetd( (p, g, r stb.) jol formalt formula.

2.) Ha A jol formalt formula, akkor ~A, (A & B), (A v B), (A o B), (A =B) szintén jol
formalt formula.

3.) Csak az szamit jol formadlt formuldnak, ami kimutathatdan a fenti két szabdly
valamelyikének alkalmazasa nyoman allt el6.
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A szabalyok kozott egy olyan jelolésmoédra figyelhetlink fel, amellyel eddig még nem
taldlkoztunk. A masodik szabdly az A és a B bet(iket hasznalja arra, hogy formulak képzésérdl
beszéljen az ismert konnektivumok segitségével. Csakhogy A és B nem része a
propoziciondlis logika nyelvének, amint azt a szétar elemeit felsorold sz6vegrész expliciten
leszbgezi. Mit keres tehat itt A és B?

A és B metanyelvi vdltozok. A metanyelv olyan nyelv, amelyen egy adott nyelvré/ (a
targynyelvrGl) beszéliink. Példdul amikor azt mondjuk, hogy a német nyelvben létezik egyes
szam harmadik személyl, semleges nemi személyes névmas, akkor a targynyelv a német
(arrdl tesziink allitast), a metanyelv pedig a magyar (azon tessziik az allitast). Jelen esetben a
targynyelv a propoziciondlis logika nyelve. Amikor ennek felépitésérGl és szabalyairdl
beszéllink, akkor ezt metanyelven tessziik, amely egy olyan magyar nyelv, amelyben szintén
hasznalunk roviditéseket. Tehat A, B, A > B stb. valdban nem jol formalt formuldi a
propoziciondlis logikanak, azonban alkalmasak arra, hogy olyan altalanossagot fejezziink ki a
segitségiikkel, amilyenre a propozicionalis logika nyelvében nem lennénk képesek. Ha a
targynyelvben azt mondjuk, hogy p, g, vagy p o g, akkor ezek konkrét egyedi formuldk. Ha
viszont a metanyelvben azt mondjuk, hogy amennyiben A és B jol formalt formuldja a
propoziciondlis logika nyelvének, akkor (A o B) is jél formalt formuldja ugyanennek a
nyelvnek, akkor ezzel arra utalunk, hogy A és B helyén bdrmilyen tdrgynyelvi formula dllhat
(legyen az akar egyetlen maganyos mondatbetl, akar egy hosszu, sokszorosan Osszetett
kifejezés), a beldlik képzett kondicionalis jol formalt lesz.

A kovetkez6k tehat mind jél formalt formulanak szamitanak:

o r
e ~pvg)v(r&s)
[ ] ~~pEp

(b2 (q&(rv~p)))>(~r>(p&p))

Szigoruan véve, a képzési szabalyok azt irndk el6, hogy a ~~p = p formula zardjelek kozott,
(~~p = p)-ként jelenjen meg, hiszen az 1.) szabaly értelmében p jol formalt formula, igy, a 2.)
szabaly szerint ~p is az, ha viszont ~p jol formalt, akkor ~~p is, és ugyancsak a 2.) szabalyt
kovetve p-bél és ~~p-bdl létrehozhatjuk (~~p = p)-t. Létezd és értelmes konvencié azonban,
hogy ahol a konnektivumok hatdkorét illetéen nem eredményez kétértelmuséget, a legkiilsé
zardjel elhagyhaté. Tehat mindkét irdsmod jol formalt formuldnak szamit, a zardjelek
elhagyasa csak egyszer(siti a formalizaciot és a formuldk kiolvashatdsagat.
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Erdemes egy pillantast vetni a ~p v q) v (r & s) formuldra is. Melyik itt a vezet6
konnektivum? Kordbban azt mondtuk, hogy a vezet6 konnektivum tipografiailag
lokalizdlhaté az Osszes zaréjelen kivili konnektivumként. Csakhogy itt, ugy latszik, két
konnektivum is, a nyitd ,~" és a kozéps6 ,Vv”, kivil van a zardjeleken. llyenkor a hatdkor
szélessége az iranyadd korlilmény. A negacié hatokorébe a p v g kifejezés tartozik (ezt
egyértelmdsitik a negacié utani zardjelek), a diszjunkcid ellenben mind a ~(p v g), mind a (r
& s) kifejezést a hatokorébe vonja. A diszjunkcié hatékore szélesebb. Ezért a széban forgd
kifejezés diszjunkcionak szamit; vezet6 konnektivuma a ,,v"”.

A kovetkez6 kifejezések nem jol formalt formuldi a propozicionalis logikanak:
e pg - két mondatbetl nem kovetheti egymdst konnektivum nélkiil.
e p (& g>r)—azardjelek elhelyezkedése nem koveti a 2.) képzési szabalyt.
e p>O(q &vr)—két konnektivum nem allhat egymas utan.
o (((~p & (~gvVv ~r)>q)=(r&p)—anyitd és zard zardjelek szdma nem azonos.
e pv(ADB)-AésBnem tartozik a propozicionalis logika szdotarahoz.
e p & g >r-ahidnyzo zardjelek miatt a kifejezés nem egyértelmd.

Satobbi. Pontosan ugyanannyi hibas formulat lehet létrehozni a szabalyok megsértésével,
ahany jol formalt formulat a szabalyok betartasaval: végtelen szamut. De mig a jol formalt
formuldk logikai tulajdonsagai nyomon kovethet6k, a rosszul formalt formulaknak nincsenek
logikai tulajdonsagaik, mert értelmetlenek.

Most, hogy a rendelkezésiinkre all a propozicionalis logika nyelvének szintaxisa, és ismerjik a
metanyelvi valtozdk alkalmazasat, immar teljes korrektséggel és a sziikséges altalanossaggal
Ujrafogalmazhatunk néhany olyan Osszefliggést, amelyet mar emlitettlink.
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Kettos negacio:
~~A=A
De Morgan torvények:
~A &B)=(~A v ~B)
~(Av B)=(~A & ~B)

A kondicionalis kifejezhetosége:
(AoB)=(~AvB)
~A>B)=(A&~B)

A kontrapozicio torvénye:
(Ao>B)=(~B>~A)

A bikondicionalis és a kondicionalis viszonya:

(A=B)=((A>B)& (B> A))

Kérdések és feladatok

1. Az alabbi kifejezések kozll melyik jol formalt?

b.) (p&q)v(rop))>s

c) ~Mllp&a)&r)&s)vip&s)
d) ~rv~gqvVv~p

e) (poqg)&(rvs)

f)r

g.) p& ~(q~r)
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h.) ((((pva)or)o(qg&r))v(p&aq)&r))
i) (pvp)vp
i) (po(q&r)o((~p & ~q) & (~p & ~r))

2. Az 1. feladat jol formalt formuldinal melyik a vezet6 konnektivum?

3. Formalizalja a kovetkez6 allitasokat a megadott szotar segitségével!

p: Ripley a Nostromo egyediili tulélgje.

g: Az alien mindenkit megdl, akit megtalal.
r: Ripley megmenti a macskat.

s: Az alien nem taldlja a macskat.

e Ha Ripley megmenti a macskat, nem 6 a Nostromo egyediili tulélgje.

e Mivel az alien mindenkit megél, akit megtaldl, igy amennyiben megtalalja a macskat,
Ripley lesz a Nostromo egyediili tulélGje.

e Ripley megmenti a macskat, de kizardlag akkor, ha az alien nem talalja meg.

e Az alien nem 61 meg mindenkit, akit megtalal, feltéve, hogy megtalalja a macskat, akit
Ripley mégis megment.

e Az alien vagy megtalalja a macskat, vagy nem, de ha Ripley nem a Nostromo egyetlen
tulélGje, akkor az alien vagy nem 6l mindenkit, akit megtaldl, vagy ha mégis, akkor
Ripley menti meg a macskat.
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