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Kezdjiik djra a klasszikus eréforrds allokdciés problémaval (katondk,
vonatok...)

Az eredeti probléma LP formaban:

max z =3x1 + 2x9
1 + w2 <80 [fafaragds]
21 4+ xy <100  [festés]
x <40  [kereslet]
zry, w2 20

A kezd0O szétar:

r3 = 80 — r1 — X2
Ty = 100 — 2.1‘1 — T2
rzs = 40 — 1

z = 0+3$1+2$2
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Optimalis szétar:

gy = 20 + x3 — x4
To = 60 — 2x3 + x4
5 = 20 — x3 + x4

z = 180 — x3 — x4

Vegyiink hozz3d egy Uj termék gyartasat: jatékautoét is gyartunk, 0.5 ora
fafaragds, 1 6ra festés, 1$-os ar, a keresletkoratunk is véltozik — x¢ a
gyartandd jatékautdk szama

Az uj feladat:

max z =3x1 + 2x9 + T
ry + 22 + 05z < 80
2r1 +  x9 + ze < 100
xy + g < 40
1, w2,w¢ = 0
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Az uj feladat kezd6 szétara:

r3 = 80 — r1 — Tro — 0.51'6
ry = 100 — 221 — 2 — g
Ir5 = 40 — ol — g

z = 0 + 321 + 222 + x4

Az Gj feladat optimalis szétara?
Rendezziik at a szétdrunkat:

r3+052x¢ = 80 — 11 — x9
T4+2x¢ = 100 — 221 — 29
5+ = 40 — 1
Z—Tg = 0 + 3r1 4+ 2x9

Legyen a5 = 3 + 0.526, 2 = x4 + x6, 25 = x5 + 6,2’ = 2 — x¢
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Az 1j feladat egy lehetséges médositott kezdo szotara:

zy = 80 1 — T9

z)y = 100 2r1 — 9

zy = 40 1

2 0 3r1 + 219

Ebbdl az optimalis sz6tar (mint elébb):

1 = 20 zh — )
zg = 60 2z + o
zy = 20 xy + )
Z = 180 zry — )
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Helyettesitsiink vissza:

x1 = 20 4+ (z3+0.5z¢) — (x4 + xg)
To = 60 — 2(1‘3 + 0-5-T6) + (.7}4 + 1‘6)
xs+xg = 20 — (x3+0.5z6) + (244 z6)
z = 180 — (x3+0.526) — (w4 + )
amibol
g = 20 + x3 — x4 — 0.5z
Ty = 60 — 2x3 + x4
x5 = 20 — x3 4+ x4 — 0.5zg
z = 180 — x3 — x4 — 1l.bzg

Azaz lényegében nem (éri meg) fogunk gydrtani egyetlen kisautét sem
ilyen feltételek mellett (xg = 0 az optimalis megoldasban).
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Vegyiink egy Ujabb feltételt: csomagoljuk be a jatékokat — 250 egység
karton all rendelkezésre, a katondhoz 3, a vonathoz 4, a kisautéhoz 1

egység kell.
Az qj feladat:

Max 2z = 3x1
Tl
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Az j feladat kezd6szétara (— 7 Uj mesterséges véltozd)

r3 = 80 — r1 — Tro — 0.5%6
gy = 100 — 221 — X2 — T
Irs = 40 — X1 — Te
Iy = 250 — 3551 - 41‘2 - Te

z = 0 + 321 + 220 + T

Tegylik z7-et bazisvaltozévd — fejezziik ki z7-et az eredeti sz6tar bazisa
segitségével (Id. 6. dia):

1‘7:250*3$1*4I‘2*l‘6:

250 — 3(20 + w3 — x4 — 0.5z6) — 4(60 — 223 + x4) — 6 =
—50 + 523 — x4 + 0.5x6
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Az Gj szétar:

T, = 20 + x3 — x4 — 0.5xg

Ty = 60 — 223 + x4

Trs = 20 — x3 4+ x4 — 0.5xg

z; = =50 + bBx3 — x4 + 0.5xg
z = 180 — x3 — x4 — 0.bzg

Vegylik észre, hogyha a kapott szétar lehetséges lenne, akkor a megoldas
optimalis.

Viszont ez nem egy lehetséges kezdGszétar, mivel a bazismegoldasban
r7 < 0 = Mehet a kétfazisa szimplex médszer.
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Geometriai alapfogalmak

@ A linedris programozas szoros kapcsolatban 3ll a konvex
geometriaval

o Az eddig targyalt fogalmaknak, mint a bazismegoldas, linearis feltétel,
lehetséges megolddsok halmaza, stb., mind megfeleltethetd egy-egy
geometriai objektum

R"™: n-dimenzids linearis tér a valds szamok felett — Elemei az n elemi
valés vektorok

E'™: n-dimenzids euklideszi tér, olyan linedris tér, amelyben értelmezett
egy belsd szorzatés egy tavolsag fliggvény a kovetkezé mddon

|z|| = +/(z,x) norma

o d(z,y) = llx —ylla = /(x1 —y1)> + (2 — y2)> + ... + (Tn — Yn)?

o (z,y) = 2Ty = x1y1 + T2y2 + ... + Tpyn,
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Geometriai alapfogalmak

Pont: egy x € E™ vektor

Lehetséges megoldasok <+ Pontok az E™ térben

x1,T9 € E™ kiillonb6z6 pontokat 0sszekoto szakasz:
{z : ze€E", z=Xx; + (1 — N2 },

ahol \ € [0,1] tetsz6leges

x1,T2 végpontlu szakasz felezOpontja: %xl + %1'2 pont

Ponthalmaz csticspontja: olyan pont, amely nem &ll el6 egyetlen
ponthalmazbeli szakasz felezpontjaként sem
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Geometriai alapfogalmak: példa

LEHETSEGES MEGOLDAS HALMAZA

3D HIPERSIK

SZIMPLEX ALGORITMUS

Optimal
solution

Starting
vertex
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Geometriai alapfogalmak

n-dimenziés sik:

{xz : z€E" ajx1 +axa+...+apzy,=">0},
ahol a1, as9,...,a,,b € R rogzitett szamok
n-dimenziés zart féltér:

{z : z€E" aiz1 +axa+...+apx, <b},
ahol a1, as9,...,a,,b € R rogzitett szamok
Linearis feltételek <> Zart félterek (‘<) és sikok (‘=")

Lehetséges megoldasok halmaza «» Zart félterek (és sikok) metszete
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Konvex poliéderek

Konvex ponthalmaz: olyan ponthalmaz, amely tartalmazza barmely két
pontjat Osszekotd szakasz pontjait is

Zart ponthalmaz: olyan ponthalmaz, amely tartalmazza a pontjaibdl
képezhet6 tetszbleges konvergens sorozat hatarértékét is

Korlatos ponthalmaz: olyan ponthalmaz, amelynek minden = pontjira
teljesil, hogy d(0,z) < K, ahol K egy rogzitett valds szam (inkabb
haszndlatos: komplementere nyilt)

Poliéder: zart, véges sok csicsponttal rendelkez6 ponthalmaz

A lehetséges megoldasok halmaza egy konvex poliéder

Politép: korlatos poliéder
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Konvex poliéderek

Példa.
X3SS
X3
5
X2
max 3x; + 2x, + 5x3 -~
2x; + x; < 4
X3 < 5 4
X1, X , x3 =2 0 2x1 +x, <4
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LP és Konvex poliéderek

o Feltételek (egyenletek) <> Poliéder lapok
o Egy linearis célfiiggvény a poliéder valamelyik csiicsaban veszi
fel a maximumat
o Belsé pontban van olyan irdny amerre elmozdulva né a célfuggvény
o Elre esb pont esetében mindkét cslics felé mozdulva nem csokkenhet a
célfliggvény
e Egy n + m elemii bazismegolddsban n valtozé értékét (nembazis

valtozdk) 0-ra allitjuk; ez meghatdrozza a tobbi értékét is

@ Az n dimenzids térben n hipersik metszete meghatdroz egy pontot

Bazismegoldasok <> Poliéder csticsok
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Szimplex algoritmus és geometria

max 3x; + 2x, + 5x3
2x; + Xy

X3

X1 , Xy ,y X3

IV IAIA
3]

A példan végrehajtva a szimplex algoritmust a klasszikus pivot stratégiaval
[00045]%[00540]%[20500]—)[04500]

bazismegolddsok adédnak (hf: ellendrizziik)

A bazismegoldasok rendre a
0 0 0]—=[0 05 —=[2 0 5 —=[0 4 5

poliéder csticsoknak felelnek meg

Egy pivot |épés az aktudlis bazismegoldasbdl induld valamelyik él mentén
torténd ellépés egy ,,szomszédos" bazismegolddsba (azaz csticsba)
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Szimplex algoritmus

X3

[00540]

5

[00045]

[205

[04500]

00]

X1
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Ciklizacié és geometria

Tekintsiik a kovetkezo feladatot:

X3
X2
max x; + X, + 4x;3
x1 + 4x; < 4 4
X, + 4x3 < 4
X, X2, X3 > 0 1
0 4 X1
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Ciklizacié

A klasszikus pivot stratégiaval a
0004 4—=[0 0100 —=[00100—=[4400 0

bazismegoldasok adédnak

A bazismegolddsok rendre a

0 0 0 —=[0 0 1]—=[0 0 1]—[4 4 0
poliéder csiicsoknak felelnek meg
Degeneracid |épett fel

Degeneracié esetén egy n-dimenzids csticspont legaldbb n 4 1 sikra esik

Degeneralt iteracids lépéskor a ,,csticsban maradunk”



Ciklizacié

LP és geometria
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X3

X3

X2

X2
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o\~
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Ciklizacié

@ Ciklizacid esetén egy cstcspontban ragadunk
@ Csak a csucspont leirasara hasznalt sikokat cserélgetjiik

o A perturbacié moédszere szétvalasztja a degeneraciét okozé sikokat

egymastol
X1 + 4dx3 < 44
To + 4dxs < 4+e
r o, T2 o, T3 2 0

max x1 + x2 + 4dxj

@ A degenerdcié megsziintetésével elkeriiljik a ciklizaciét
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Ciklizacié

X3

1+
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Tobbcélu programozas

Tekintsiik Ujra a gydrtdsi alapfeladatunkat (katonak, vonatok,...):

o eladasi drak: 2 illetve 3 $

o fafaragds és festés ligy mint eddig

@ + katona 3, vonat 4 egység csomagoldpapir
Tegylik fel, hogy a cég non-profittd valik és néhany Gj célt illit maga
elé:

o Cél #1: Legfeljebb 40 katonat gyartanak (csak ennyi adhaté el 3

$-ért)

o Cél #2: Legaldbb 140% profit szerzése, hogy fizetni tudjdk a
dolgozdkat

o Cél #3: Legfeljebb 130 egység csomagoldpapir hasznélata (jelenleg
ennyi van csak / fontos a kdrnyezetvédelem)



Tobbcéla LP
o] Yolelo)

Tobbcélu programozas

Minden cél egyedileg elérhetd, de a harom egyszerre nem biztos, hogy
teljesitheto!

Vezessuink be Un. biintetést, ardnyosan azzal, hogy mennyire tériink el
az egyes céloktdl egy-egy megoldas esetén:

o Biintetés #1: 40-nél tobb katondt nem adunk el; a biintetés 3%
(hidnyzé profit a legyartott, de mér eladhatatlan katondnként)

e Biintetés #2: Ha nincs legaldbb 140% profit, a dolgozdkat hitelbél
kell fedezni (20% kamat)

o Biintetés #3: Ha tobb csomagolépapir kell, akkor 0.80%$-ért tudjuk
beszerezni egységét
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Tobbcélu programozas

A kombindlt cél, hogy minimalizaljuk az osszes felmeriilé biintetést.
Ez a kovetkez6 feladathoz vezet:

xp + xp < 80 X1 + X2 + X3 = 80
211 + x < 100 y 20 + X + Xy = 100
X1 < 40 reasy L X1 + X5 = 40
3x1 + 21 > 140 wam Tk 3y + 2% ~ X = 140
3x1 + 4y, < 130 (e 3x1 + 41 + x7 =130

A mesterséges valtozdkra:
@ x3,x4 nemnegativok — szigoru feltételek, mindig fenn kell, hogy
alljanak
@ x5, x¢,r7 nem korldtozottak — gyenge feltételek: megszeghetjiik, de
akkor biintetést kell fizetni
@ pl. ha x5 pozitiv = a biintetés 0; ha x5 negativ = a biintetés —3z5

@ pl. ha z¢ pozitiv = a biintetés 0, mert 140$ felett vagyunk a
profitban, ...
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Tobbcélu programozas

A kérdés, hogyan formalizaljuk ezt linearis programként?

= Fejezziik ki x5, 26, x7 két nemnegativ valtozé kiilonbségeként —
pozitiv és negativ részei a valtozéknak

® Iy = x;r — Ty

@ 15 = xz{ — Tg

ox7:x;r—a:7_

LS xZOésw,_ z, <0
10, 2<0 10, z>0

ahol

a szam pozitiv, illetve negativ része, 27,2z~ > 0

— Uj célfiiggvény, ami kifejezi az Osszes biintetés Osszegét, mely
x5, Te, T7 elojelei fliggvényében adddik
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Tobbcélu programozas

A feladat igy:

X5 = xF — x5 min 3x5 +1.2xg + 0.8x,
I X1+ x2+x3 = 80
Y6 =15 ~ % 2¥14 X + x4 =100
’ A+ - —
X7 =xF —x5 X1 TS B = 40
e 3x1 + 2% —xd 4+ xg =140
XS X5 Y6 X X7 X7 2 0 3x1 + 4%, + - a7 =130

Ez megoldhaté a standard médon (szimplex algoritmus), illetve
megoldhaté a dudlisa (Id. kdvetkezd eléadas; szorgalmi feladat), és abbdl
megkonstrualhaté a megoldasa ennek (Id. dualitds tétel).
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Egy dinamikus probléma

@ SailCo vitorldshajokat gyartd cég a kovetkezo évét tervezi.

e Cél: Hany hajét gyartson az egyes negyedévekben (¢ = 1,2,3,4)7
o Kereslet: 40,60, 75,25 a négy negyedévre.

o Az els6 negyedév kezdetén 10 hajé van raktdron.

@ Minden negyedév kezdetén meg kell hatdrozni, hany hajét gyartsanak
abban a periédusban.

@ Normal munkaidében 40 hajét tudnak gyartani 400$/hajé koltségen
egy negyedévben.

@ Tuldra esetén 450%/hajé koltséggel kell szamolni. (igy persze tudnak
40-nél tobbet gyartani)

e Taroldsi koltség (raktar) 20%/hajé minden negyedévben.

Minimalizaljuk a gyartdsi és taroldsi koltséget egy optimalis titemezéssel !
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Egy dinamikus probléma — megoldas

Minden negyedévre meg kell hatdrozni, hogy hany hajét gyartsanak normal
munkaidében és tiléraban.
Dontési valtozok:
@ x;: hany hajét gyartsanak ¢ negyedévben rendes munkaidében
(400%/hajs), t =1,2,34
@ y;: hany hajét gyartsanak t negyedévben tilérdban (450$/hajé),
t=1234
Tdérolds:
@ 7;: a t negyedév végén tarolds alatt [évo hajok szdma
A teljes koltség:

@ Teljes koltség = rendes munkaiddben gyartott hajok koltsége +
taldraban gyartott hajok koltsége + tarolasi koltség

=400(z1 +x2+ 23+ x4) +450(y1 +y2 + Y3 +ya) +20(i1 + 2 +i3+1i4)
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Egy dinamikus probléma — megoldas

Eszrevételek:

@ t negyedév végén a tdrolt hajok szdma = tarolt hajok szdma
(t — 1)-ben + legyartott hajok szdma t-ben — kereslet t-ben

@ ... azaz, ha d; a kereslet t-ben, akkor

i =11 + (CCt + yt) — dg ahol ig = 10

@ Az elérhet6 (gyartott és tarolt) hajok szdma és a kereslet kozott:

i1+ (ve+ye) > dpazaz iy =i + (ze+ye) —de >0



LP és egy dinamikus modell
000®0

Egy dinamikus probléma — megoldas

A linearis program:
min z = 400(z1 +z2+x3+24) +450(y1 +y2 +y3 +ya) +20(i1 +iz+iz+ia)

2 <40 (j =1,2,34)

i =10+ (z1 +y1) — 40

i =11 + (2 + y2) — 60

ig =1d2+ (3 +y3) — 75

ig =3+ (za +ya) — 25

14> 0,y >0 ésx; >0 (t = 1,2,3,4)

Az optimalis megoldas:

z = 78,4509

] =290 =1x3 =40,24 = 25

Y1 =0,y2 =10,y3 =35,y4 =0
i1 = 10, iy = i = iy = 0.
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Egy dinamikus probléma — megoldas

Néhany megjegyzés
O Erdekes megfigyelni, hogy az LP formalizmus enged tilérdban
gyartani akkor is, ha a rendes munkaidejii termelés nem éri el a 40-et
— érdemes lehet negyedévrdl negyedévre menden implementalni
(,, rolling planning horizon™)

@ A koltség sokszor linedris fliggvénye a legydrtott mennyiségnek

© A jovbbeli keresletet nem biztos, hogy ilyen pontosan ismerjiik (Id.
érzékenységvizsgélat)

@ . Biintetést” fizethetiink, ha nem késziiliink el id6re egy-egy hajéval
(Id. tobbcéli programozas)

© A termelés novelése extra koltségekkel is jarhat (pl. 4j munkdsok
betanitdsa)

O ... azaz a valdsdgban altaldban nem egyszer(i modellezni!
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