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1. Bevezeto

Mindennapjaink soran gyakran taldlkozunk a ,,rendszer” és a ,,jel” fogalmakkal, mely fogalmak
igen altalanosak és nehéz Sket specialisan meghatarozni. Mindenképp kijelenthetjiik, hogy a jelek
és rendszerek elmélete, és annak gyakorlati alkalmazasa nélkil nem mikodnének korunk mérnoki
megoldasai. A mérnokok nagy szerepet jatszanak az egyes megoldasok tervezése, kivitelezése és
mikodtetése terén. A mérnok-informatikus szakemberek esetében elengedhetetlen a jel és
rendszerelmélet terén valé kompetencia megszerzése. A Jelek és rendszerek targy a mérnok
informatikus alapszakos hallgatok szamara a legtSbb felsGoktatasi intézményben alapozé és
kotelezd targyként szerepel a tantervben. A témakorben szamos, mindséges tankkonyv, jegyzet és
példatar készilt. A jel és rendszerelmélet teriilete nagyon széles, az egyes elemek kilénb6z6
mélységgel targyalhatok, jelen tankényv a témakor lefedését tekintve nem torekszik a teljességre, és
az alapképzésben hasznalhat6, nem tdl mély elméleti targyalasmodot alkalmazza. Az elsé fejezetben
attekintésre kertl az id6ben folytonos és diszkrét jelek leirasa, a folytonos és diszkrét idejd linearis
id6évarians (Linear Time Invariant, LTI) rendszerek jellemzése, tulajdonsagainak ismertetésére,
tovabba bemutatasra kertilnek a diszkrét és folytonos idejd legfontosabb alapfiggvények is.

Az irodalomjegyzékben szamos mivet sorolunk fel, amelyekre jelen tankoényv megirasakor
részben tamaszkodtunk. A belsé hivatkozasokat altalaban mell6ztiik, de minden allitas, amely
emlitésre kertil, megtalalhato a felsorolt mtvekben.

1.1. Tantargyleiras

(1.) Tantargy neve: Jelek és rendszerek Kreditértéke: 3

A tantargy besorolasa: kotelezd

A tantargy elméleti vagy gyakorlati jellegének mértéke, ,,képzési karaktere”: 80-20%
(kredit%o)

A tanoral tipusa: el6adas. és éraszama: 30 az adott félévben,
(ha nem (csak) magyarnl oktatjik a targyat, akkor a nyelve:)

Az adott ismeret ataddsaban alkalmazandé tovabbi (sajdfos) modok, jellemz8k (ha vannak): elGadas,
magyarazat, k6z6s feladatmegoldas és megbeszélés, 6nallé feladatmegoldas (zarthelyi).

Az clbadas nagyrészt az oktat6 aktivitasara épil, de a félév soran tébb kozds feladatmegoldas
valamint feladatmegbeszélés is lesz, valamint egy darab zarthelyi megirdsa kételez6.

A szamonkérés modja (koll. / gyj. / egyéb): kollokvium
Az ismeretellenbrzésben alkalmazandé tovabbi (sajdtos) médok (ha vannak):

A félévkozi zarthelyl minimum szintjének teljesitése utan a vizsgaidGszakban {rasbeli és szobeli
szamonkérés a tematika témakoreinek megfelelen az 6rai anyag alapjan

A tantargy tantervi helye (hanyadik félév): 3

El6tanulmanyi feltételek (ha vannak): Kalkulus 1, Diszkrét matematika

Tantargy-leiras: az elsajatitand6 ismeretanyag t6mor, ugyanakkor informalé leirasa




A tantargy célja:

A tantargy a jel és rendszerelmélettel kapcsolatos alapokat ismerteti. Részletesen kitér a jelek és
rendszerek folytonos és diszkrét idétartomanyban valé vizsgalati moédszereinek megismerése. A
tantargy célja, hogy megismertesse a hallgatokat a fontosabb folytonos és diszkrétidejd jelekkel
valamint azok feldolgozasaval, a rendszerek id§ és frekvenciatartomanybéli vizsgalataval, a szirék
mikoédésével, valamint a mintavételezés és digitalizalis problematikdjaval. Tovabbi cél, jartassag
kialakitasa a jelek és rendszerek vizsgalatara alkalmas programok felhasznalasara.

Témakorok/ tartalom:

U G o g= B9 I =

Altalinos attekintés, jel és rendszertechnikai alapfogalmak.
Néhany fontosabb folytonos és diszkrét ideji jel, valamint azok konvoldciéja.
Rendszerek osztalyozasa, soros és parhuzamos kapcsolasa, stabilitas.
Folytonosideji és diszkrét idejd linearis rendszerek tulajdonsagai.
Folytonosidejt és diszkrét ideja jelek Fourier analizise.
Folytonos idej LTI rendszerek frekvencia és Laplace-operator tartomanyban
Diszkrét ideji jelek és rendszerek a z-operator tartomanyban.

A 2-5 legfontosabb kdrelezd, illetve ajanlott irodalom (jegyzet, tankényv) felsorolasa bibliografiai
adatokkal (szerz6, cim, kiadas adatai, (esetleg oldalak), ISBN)

Fodor Gyorgy: Jelek és rendszerek. Miegyetem Kiadd, 2006, ISBN 963 420 869

Zoran Gaji¢: Linear Dynamic Systems and Signals. Prentice Hall, 2003, ISBN 0-201-61854-0

Lantos Béla: Iranyitasi rendszerek elmélete és tervezése 1. Egyvaltozos szabalyozasok. Akadémiai
Kiadé, 2. kiadas, 2005, ISBN 963 05 8249

Edward W. Kamen, Bonnie S. Heck: Fundamentals of Signals and Systems Using The Web and

MATLAB, Second Edition. 2000, Prentice-Hall.

Azoknak az el&irt szakmai kompetenciaknak, kompetencia-elemeknek (Zudis, képesség stb.,
KKK 7. poni) a felsorolasa, amelyek kialakitasahoz a tantargy jellemzG8en, érdemben hozzajarul

A KKK-ban szereplé kompetenciik, amelyek kialakitdsahoz a tantdtgy hozzajarul:

Tudas Képesség Attitiid Autonémia
A megszerzett
Ismeri a , villamosmérnoki
. L Képes . .
villamosmérnoki L ismeretel
. a VA alapvet6 L
szakterilet miiveléséhez 3 alkalmazasaval
o R , hardver és .. . S ,
szitkséges altalanos és torekszik a Onalléan képes
. . szoftver , 1 s .
specifikus matematikai, ‘smereteit megfigyelhet szaktertletén atfogo,
, , smerete . , . i ’
természet- és , jelenségek minél megalapozé szakmai
, L. felhasznalva . 1.
tarsadalomtudomanyi o alaposabb kérdések
, szamitogépek : . p 2
elveket, szabalyokat, , o megismerésére, értelmezésére.
.. . kezelésére és ., L .
Osszefiiggéseket, , torvényszerdségeine
5t programozasara. .
eljarasokat. k leirasara,
megmagyarazasara.
Nyitott és Villamosmérnok
Ismeri a fogékony a i feladatok
villamosmérnoki Képes szaktertletével megoldasa soran
szaktertlet iranyitastechnik kapcsolatos uj, onalléan valasztja ki
legfontosabb elméleteit, al eszkozok korszerd és és alkalmazza a
Osszefiiggéseit és ezek alkalmazasara. innovativ eljarasok, relevans
terminologiajat. mobdszerek problémamegoldasi
alkalmazasara. modszereket.




Képes

alkalmazas
szintd ismeretei
felhasznaldsaval
a kivalasztott
Ismeri a specializacidban Iranyitas mellett
villamosmérnoki mérndki Meoosztia kézremikodik a
szakteriilet ismeret- és feladatok 0521 muszaki szakterilet
p z : . tapasztalatait .
tevékenységrendszeréne megoldasara L szakembereivel
R oAt , munkatarsaival. .
k alapvet6 tényeit, (tervezés, adott projekt
hatarait, kotlatait. fejlesztés, megvalésitdsaban.
tizembe
helyezés,
Uzemeltetés,
szolgaltatas,
karbantartas).
, Felel6sséget
Képes , 8¢
] vallal szakmai
. alkalmazni a Y
Ismeri a N dontéseiért, az
. s szaktertilet ) .
villamosmérnoki , . altala, valamint
. , tanulasi, .
szakteriileten hasznalt . . - iranyitasa alatt
L. ismeretszerzési )
tervezési elveket. . PP végzett
és adatgydjtési )
p : munkafolyamatokér
modszereit. :
Képes a
Ismeri az szakteriiletének
elektronika, az jellemz6 online és A miszaki
infokommunikacio, az nyomtatott szakteriileten
iranyitastechnika, az szakirodalmanak képesitésének
elektronikai technologia feldolgozasara - megfelel6en
és a villamos energetika | magyar és idegen Oniranyit6 és
alapvet6 tervezési elveit, | nyelven, és annak iranyito.

modszereit és eljarasait.

mérnoki
feladatokra val6
felhasznalasara.

Képes arra,
hogy
szakteruletének
megfelelGen,
szakmailag
adekvat modon,
széban és
irasban
kommunikaljon
anyanyelvén és
legalabb egy

idegen nyelven.

Gyakortlati
tevékenységek
elvégzéséhez
megfelel6




kitartassal
rendelkezik.

A tantdrggyal kialakitando konkrét tanulisi eredmények

Tudas Képesség Attitiid Autonémia
Képes eligazodni
ajel és . o ez
L rendszertechnika Torekszik a !el e =N .
Tisztaban van a alanfoealmaiban rendszertechnikai Onalléan hasznalja a
legfontosabb j(?l é.s }:lk jrnazott ’ alapfog;.llrnak, rendszertechnik,ai
rendszertechnikai s b . Ya%ammt a a!ap“fo,galmakat és
alapfogalmakkal ; NI jelolésrendszer jelolésrendszert
Képes a szintetikus és o
analitikus alkalmazasara
gondolkodasra

Ismeri a tipikus
folytonos és diszkrét

Képes a folytonos
és diszkrét ideja jelek

Kész a folytonos
és diszkrét idejd jelek

Onalléan alkalmazza
a diszkrét és folytonos

idejt vizsgalojeleket, T alkalmazasara idejd jeleket a
¢ csoportositasara, o o
valamint azok s rendszertechnikai rendszertechnikai
oL eléallitasara L L
konvolicjdjat vizsgalatokban vizsgalatokban
. . Képes a L, . , L.
Felismeri a p Szem el6tt tartja a Kreativan elvégzi a
e e rendszerek , ) , .
kilénbozé PN rendszerosztalyozas rendszerosztalyozasi
, osztalyozasat .
rendszerosztalyokat , . alapelveit feladatokat
clvégezni
, , . Tudatosan
Képes értelmezni
. , alkalmazza a 2 g
Tiszaban van a 2 sorosan és Onalléan

rendszerek soros és
parhuzamos
kapcsolasaval
valamint stabilitdsaval

parhuzamosan
kapcsolt rendszerek
mikodését és
meghatarozni
stabilitasukat

rendszerek soros és
parhuzamos
kapcsolasanak
alapelveit, és
stabilitasvizsgalati
modszereit

meghatarozza az eredd
rendszer atviteli
fiigevényét, a
rendszerek stabilitiasat

Ismeri a folytonos
és diszkrét idejd
linearis rendszerek
tulajdonsagait

Alkalmazza a
rendszerosztalyozas
soran a folytonos és

diszkrét idejt
rendszerek
tulajdonsagait

Figyelembe veszi
a folytonos és
diszkrét ideji
rendszerek
tulajdonsagait

Onalladan
meghatarozza a
folytonos és diszkrét
ideja
rendszertulajdonsagokat

Tisztaban van a
folytonos és diszkrét
idejt jelek Fourier

Képes a folytonos
és diszkrét idejd jelek
Fourier analizisének

Tudatosan
alkalmazza a Fourier
analizist a folytonos
és diszkrét idejd jelek

Utmutatas nélkiil
elvégzi a Fourier
analizist a folytonos és

analizisével elvégzésére , diszkrét idejd jeleken
esetében
Ismeri a folytonos Képes Tudatosan
LTT rendszer , p . alkalmazza a Bode- Autoném médon
B ) meghatarozni a . , ,
valaszanak diagramot és a képes a folytonos LTI
. folytonos LTI o
meghatirozasi P Laplace- rendszerek id6 és
g . rendszer valaszat . . . , L1
mobdszereit . transzformaciét a frekvenciatartomanybéli
L frekvencia és Lapalce- —
frekvencia és B folytonos LTI valaszanak
i operator i i S,
Lapalce-operator , rendszer valaszanak meghatarozasara
, tartomanyban L
tartomanyban meghatirozasahoz

Tisztaban van a
diszkrét ideji jelek és
rendszerek z-operator

Képes elvégezni a
diszkrét ideji jelek és
rendszerek vizsgalatat

Kész a diszkrét
idejd jelek és
rendszerek vizsgalati
mébdszereinek

Onall6an is
alkalmazza a diszkrét
idejd jelek és rendszerek
z-operator




tartomanyban térténd z-operator megfelel6 tartomanyban torténd
vizsgalataval tartomanyban alkalmazasara z- vizsgalati modszereit
operator
tartomanyban

Tantargy felelSse (név, beosztis, tud. fokozat): Pletl Szilveszter, f6iskolai tanar, PhD

Tantargy oktatasaba bevont oktatd(k), ha van(nak) (#év, beosztis, tud. fokozat):
Kincses Zoltan, adjunktus, PhD, Vadai Gergely, adjunktus, PhD




2. Jel és rendszerelméleti alapfogalmak.

Ebben a fejezetben kertil sor a jelekkel és rendszerekkel kapcsolatos elmélet rovid attekintésére,
id6ben folytonos és diszkrét jelek leirasara, a folytonos és diszkrét idejt linearis idévarians (Linear
Time Invariant, LTIT) rendszerek jellemzésére és tulajdonsigainak ismertetésére. Ez a fejezet
tartalmazza a jelek és rendszerek reprezentacidjahoz sziikséges matematikai alapfogalmakat.
Diszkrét és folytonos idejd esetben bemutatasra keriilnek a legfontosabb alapfiiggvények, mint az
impulzusfuggvény, egység ugrasfiigevény, komplex exponencialis figgvény. A fejezet kitér a
rendszerek, valamint azok izemmodjainak, osztalyainak bemutatasara, tovabba bemutatja a linearis
idéinvarians rendszereket is.

2.1. Rendszertechnikai alapfogalmak

A tananyag megértése érdekében mindenképp tisztazni kell néhany a rendszerrel kapcsolatos
alapfogalmat. A rendszer fogalmanak meghatarozasa tobbféle szempontbdl lehetséges.
Napjainkban rendszerként tekintiink minden fizikai és algoritmikus megvaldsitasra. A fizikai
megjelenési forma hardveres, mig az algoritmikus lehet szoftveres is. A torténelem soran tébb
jelentSs definici6 jelenik meg a rendszereket illetéen. Az els6é csoportba tartoznak a matematikai
modellek iranyabol megkoézelit6 definiciok, a masodik csoport definicidi a rendszert, mint relaciok
altal 6sszekapcsolt elemek halmazat tekintik, mig a harmadik csoportba sorolhaté meghatarozasok
a bemenet, kimenet, informaciéfeldolgozas fogalmaval operalnak. Szadovszkij szerint: ,,a rendszert
alkot6 halmaz elemei kozott meghatarozott viszonyok és Osszefiiggések jovoltabol az elemek
egylittese olyan Osszefiiged egésszé valik, amelyben minden egyes elem végsésoron valamennyi
tobbi elemmel Gsszefligg, és tulajdonsagai ennek az Osszefiiggésnek a figyelembevétele nélkil nem
érthet6k meg. A rendszer tulajdonsagai viszont nem egyszertien az alkotéelemek tulajdonsagainak
Osszegeként allnak el6, hanem az elemek kozotti Osszefiiggések és viszonyok jelenléte és
specifikuma altal nyernek meghatarozast”. A tovabbiakban a mérnékok szamara két egyenértékii
érdemes definici6 keriil megadasra:

1. A valdésagnak minden térben elhatarolt részét, ahol a kiilonb6z6 anyag- és mozgastormak
elemeit kolcsonhatasok és kolesonds Osszefiiggések kapcesoljak 6ssze, rendszernek
nevezzuk.

2. A rendszer, valésagos vagy elképzelt objektumok viszonylag jol korilhatarolhaté olyan
halmaza, melyeket kélesonhatasok és kélesonos Gsszefiigeések kapesolnak egybe.

Elméleti szempontbdl rendszernek tekintheté minden olyan transzformacié, amely adottnak
tekintett gerjesztésekhez meghatarozott valaszokat rendel. A rendszer elemének tekintjik azt az
objektumot, amelyet a rendszer vizsgalatahoz mar tovabbi részekre nem sziikséges felbontani. A
rendszer elemei kozotti és a kornyezethez fGz6d6 Osszefuggések és kapcesolatok megvalositasai
lehetnek egyszerti vagy bonyolult fizikai, kémiai, biolégiai vagy informacids jellegtiek. A rendszer
leirasat, az Gsszefliggések matematikai meghatarozasat, a matematikai modellt réviden (bar nem
eléggé szabalyosan) szintén a rendszer széval jeloljuk.

Mivel minden természetben el6forduld, vagy ember altal 1étrehozott rendszer, folyamat, jelenség
kolcsonhatasban van egymassal, ha barmilyen rendszert tanulmanyozunk is, figyelembe kell
venniink a kérnyezet hatasat a rendszerre, és a rendszer hatasat a kérnyezetre. Ezek a hatasok
lehetnek olyanok, amelyek a rendszer meghatarozott pontjaiban 6sszpontosulnak, példaul a
rendszer egy elemére hat6 eré formajaban. A hatasok azonban lehetnek elosztottak is, ekkor az
egész rendszernek vagy valamelyik részének feltiletére, esetleg minden egyes pontjara hatnak. Ilyen
elosztott jellegiek a hémérséklet, vagy nyomas hatasai, amelyek egy rendszer feliletének bizonyos



részeire hatnak, vagy a gravitaciés és magneses terek hatasai stb.. A rendszer és kornyezete
Osszetartozo, dialektikus egységet képezd fogalmak. Szétvalasztasuk, a rendszer hatarvonalainak
kijel6lése, a rendszer koril hatarolasa a feladattol, a vizsgalati szemponttol a beavatkozast igénylé
szituaciotol figg. A 2-1. abra vazlatosan tiinteti fel a rendszert a tér olyan részeként, amelyben
Osszes elemet, és a kornyezethez fiz6d6 Osszes kapcsolata 6sszpontositva (koncentralva) vannak.

A kornyezet
21

Alrendszer

Rendszer

T

2-1. dbra — A rendszer és kirnyezete.

A kapcsolatokat abrazol6 nyilak a hatasok terjedésének iranyat mutatjak. Minden rendszer
jellemezheté az azt felépit6 elemek tulajdonsagaival, és azokkal a kapcsolatokkal, amelyek az adott
rendszer és kornyezet kolesonhatasat jellemzik. Fontos tény, hogy akarmilyen részletesen és
alaposan is tanulmanyozzuk a rendszer tulajdonsagat és viselkedését, sohasem tudjuk figyelembe
venni mind azt a végtelen sok tényez6t, amely a rendszert kozvetve vagy kézvetlentil befolyasolja.
Ezért minden tanulmanyozas, kisérlet eredményét csakis megfelel6 fenntartassal fogadhatjuk el és
alkalmazhatjuk a gyakorlatban.

A valésagban jelentkez6 rendszerek sokfélék. Mukodésuk soran jellemzéen jol meghatarozott
torvényeket, torvényszeriségeket kovetnek. Példaul fizikai rendszerek esetében mindenkor
érvényestilnek a fizika torvényei. A torvényszeriségeket figyelembe véve a rendszerekrol gyakran
alkotunk modellt, legtébbszor matematikai modellt. A rendszerekrdl alkotott matematikai modell
a lényegkiemelésnek, az elvonatkoztatasnak az altalanositasnak és az egyszerGsitésnek
koszonhetéen jellegzetes strukturajuva valik. A rendszerek elemzése soran megkulonboztetiink
mikroszkopikus és makroszkopikus hozzaallast. A mikroszkopikus esetében az elemzés minden
részletre teljes mélységében kiterjed, mig a makroszkopikus esetben a lényegkiemelés technikajat
alkalmazva, csak a f6bb jellemvonasok alkotjak az elemzés targyat. A matematikai modell és annak
struktdraja jol lefrja a modellezendd rendszert, és kell§ altalanositast is hordoz magaban. Ennek
koszonhetéen a jelek és rendszerek korébe tartozo elméletek és technikak mindegyike, majdnem
kivétel nélkil elvonatkoztathatok a konkrét fizikai el6fordulasoktél és altalanositva alkalmazhatok
kiilénb6z6 specializacidkkal rendelkezd rendszerekre. gy torténhet meg, hogy a jelek és rendszerek
témajaban kifejlesztett elméletek sikerrel alkalmazhatok az élet szamos teriletén. Gyakran
alkalmazzuk Oket elemzési feladatokra, elére meghatarozott célt megvaldsité rendszerek
épitésére/szintézisére, informacié kinyerésére, energia tovabbitisira. Mindezen feladatok
megoldhatok: elektromos rendszerek, hidraulikus rendszerek, pneumatikus rendszerek, gazdasagi
rendszerek, hang és képfeldolgozasi rendszerek, kommunikaciés rendszerek, automatizalasi
rendszerek as még sok a vilagunkban el6fordulé rendszerek esetében is.

A rendszerekben keringé és athaladé hatasokat, amelyek informaciés kapesolatokat valésitanak
meg, jeleknek nevezik, ugyanis a jelnek legfontosabb jellemvonasa az informacidtartalom.
Elmondhat6, hogy a jel minden olyan folyamat, amelynek segitségével az informacié anyagi
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jellegivé valik és tovabbithaté vagy tarolhaté. Jelekkel jellemezhetSk a kolcsonhatasok ugy a
rendszer és kornyezete, mint a rendszert alkoto alrendszerek kozott.

A tovabbiakban kilon foglalkozunk a jelekkel, azok tulajdonsagaival, azonban mindig szem el6tt
kell tartani, hogy a jelek csupan az 6t 1étrehozé rendszerektdl lesznek olyanok amilyenek!
Val6jaban a benniik rejlé informacié az 6t 1étrehozé és modositd rendszertdl és az atviteli
csatornatol fugg és valtozhat.

2.2.A jel fogalma

Az egyes elemek, alrendszerek egymasra hatdsa csak akkor lehetséges, ha kapcsolatban allnak
egymassal. Altaliban érvényes, hogy a kapcsolatban levé elemek kélesonhatasban vannak. A
kolcsonhatasok informacié, anyag vagy energia atadasat jelentik. Amennyiben a kapcsolat
informaciotartalma a lényeges, azaz azok az ismeretek, amelyeket az elem vagy rendszer mas
rendszerek vagy elemek allapotardl kap, vagy a sajat allapotardl k6z6l, akkor az ismereteket hordozo
anyagi forma csak masodrangu jelentségl lesz. Altalaban érvényes, hogy a jel vagy jelzés valami
egyebet reprezental, mint 6nmagat. A valé vilagban az informacidtartalom sokféleképpen
kozolhetd pl. az emberek beszéd altal valé6 kommunikacidja, a méhek tanca a rovarok feromonok
altal valo jelzése.

Mérnoki szemmel a jel meghatarozasa: A rendszerekben keringd és dthaladd hatdsokat, amelyek
informacids kapesolatokat valdsitanak meg, jeleknek nevexziik. A jelnek legfontosabb jellemvonasa az
informaciotartalom (kézleménytartalom), az energiaszint nagysaga csak masodlagos jelent6ségti.

Legtobbszor a jelet, mint id6tél fiiged informaciét hordozé mennyiséget hatarozzak meg. E
meghatarozas csak részben igaz, ugyanis gyakran jelként tekintink azon fuggvényekre is melyek
fiiggetlen valtozoként nem tartalmazzak az id6t, valamint elé6fordul, hogy komplex fiiggvényeket is
jelként kezeliink.

Jelhordoz6 fizikai mennyiség lehet minden mérhet fizikai, kémiai allapothordozé, amelynek
segitségével az informacid anyagi jellegtivé valik és tovabbithatd vagy tarolhat6. Matematikai modell
esetén a jeleket valtozokkal jeloljik. Jelhordozo jelolése esetén a valtozonak fizikai értelme van.

Jellemz§ jeleknek nevezziik azokat az allapothatarozokat, amelyek a rendszer allapotat vagy
allapotanak valtozasat jellemzik vagy befolyasoljak (pl. nyomas, hémérséklet, koncentracio). Tehat
a jellemz§ olyan jel, amely lényeges a rendszerben, és mint olyan a rendszer allapothatarozéinak
értékéhez vagy értékvaltozasahoz rendel informaciot.

Az a rendszer vagy kozeg, amelyen keresztil kapjuk a jelet, a hirk6zl6 csatorna. A jeleket nagy
tavolsagra lehet kozvetiteni, igy megvalodsithato a térben elvalasztott rendszerek kézotti kapesolat
is. Ilyenkor a csatornara kilonallé rendszerként tekintiink, melynek egy bemenete és egy kimenete
biztosan van, éspedig a tovabbitando jel a csatorna egyik és masik végén. A csatorna feladata pedig
az informaci6 tovabbitasa. A jelek rogzitése (memorizalasa) lehet6vé teszi, hogy megfelel6 id6
elteltével kozvetitsitk Gket, és {gy az idében elvalasztott rendszervaltozasi folyamatokat is Gssze
lehet kapcsolni, a tarolt informaciét barmikor fel lehet hasznalni.

2.2.1. A jel, mint egyvaltozos fiiggvény

Az  egydimenziés jeleket matematikai szempontbol, nagyon gyakran egyvaltozos
tuggvényekként kezeljik. Ezek a fliggvények egyértelmt kapcsolatot valositanak meg egy fliggetlen
valtozo és egy fliggd valtozé kozott. A fuggvény fuggetlen valtozoja az argumentuma. A fuggvény
értelmezési tartomanyat a fliggetlen valtozo tartomanya jelenti, a fiige6 valtozo Osszes értéke pedig
a fugevény értékkészlete. A jel értelmezési tartomanyan legtébb esetben az idét, értékkészletén
pedig a vizsgalt jel altal leirt fizikai mennyiség értékét értjik. Az id6figgd jeleket, mint egyvaltozos
fugavényeket kisbettivel u, x,y, z jeloljik. Az x jel t pillanatbani értékét x (t)- vel jeloljik, x(t) a
jel pillanatnyi értéke. Amennyiben masképp nincs meghatarozva, akkor a fiiggetlen valtozo a valds
szamok halmazabdl, hatar nélkil barmely értéket felvehet, vagyis t € R. Amennyiben a jel
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értelmezési tartomanya a valds szamok halmazanak részhalmazara T € R korlatozédik, akkor ezt
t € T-vel jeloljiik. Az x(t) jel pillanatértékeinek tartomanya, az x: T — X leképezés értékkészlete,
vagyis x(t) € X. Az x(t) € X leképezés rendezett parokat, x = {(t,x(t))|t € T} hataroz meg.
Ezen pontparokat grafikonnal is abrazolhatjuk. Tegytk fel, hogy a jel értelmezési tartomanya T =
(ty, t;), ekkor x egy derékszogl koordinata rendszerben olyan grafikonnal dbrazolhat6, amely a ty
és t, kozott értelmezett. ty el6tti és t, utani értékekre nincs értelmezve a jel pillanatértéke. Amint
azt a fuggvényeknél is szokasos, abrazolaskor a fiiggetlen valtozot a vizszintes tengelyre, a fliggd

valtozot pedig a fiiggoleges tengelyre vessziik fel, ahogy ez a 2-2. abranHiba! A hivatkozasi forras
nem talalhaté. is lathato.

X(t)A

2-2. dbra. — A jel grafikus dbrdazoldsa.

Amennyiben a jel egy (to, t1) intervallumba es6 szeletére szeretnénk hivatkozni, akkor ezt
megtehetjiik az X ¢,y jeloléssel, vagyis Xz, ¢,) = {(t, x(t))lt € (to, tl)} és tg < ty. A fuggetlen
valtozo (tg, t1) intervallumat a jel megfigyelési intervallumanak nevezziik, ami lehet:

- nyilt (ty, t1), ami nem tartalmazza a hatarokat, ahol érvényes, hogy t, < t < tq,

- zért [ty, t;] ami tartalmazza a hatrokat, vagyis ahol érvényes, hogy to < t <ty

- és félig nyilt [tg, t;) ahol érvényes, hogy to < t < t1 vagy (to, t1] ahol érvényes, hogy
ty <t <t

Néhany példa az értelmezési tartomany meghatarozasara: jobbrél és balrdl is korlatort T =
[to, t1] € R, csak baltdl korlatolt T = [ty, ) € R, csak jobbrdl korlatolt T = (—oo,ty] € R
nem kotlatolt T = (—00,00) = R (2-3. 4bra).

Af@) Af(t)

_—— N s —

Ll y -

of ¢ t 0 t, t

2-3. dbra. — Korldtolt jel grafikus dbrizoldsa.

Egy jel esetében az értékkészlete irant is lehetnek megkotések. Ezen megkotések eredhetnek
példaul a jelhordozé fizikai mennyiség természetébdl az informaciét tovabbité csatorna
tulajdonsagaibdl vagy mas objektiv okbol. Egy ilyen megkotésként szerepelhet, hogy a jel pillanatnyi
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értékének abszolut értéke minden idépillanatban korlatos, példaul 1 ala van korlatozva, amit
formalizilva is felithatunk: |x(t)| < 1 Vt € (t1,t,). Egy masik megkotés, hogy a teljes jel
abszolit értékének integralja korlatos, példaul 6t alatt van: . ttlz |x(t)| dt < 5. Vegyiik észre, hogy

az els6 feltétel a pillanatértékekre vonatkozik, a masik pedig a teljes jelre. Legyen X azon
fuggvények/jelek halmaza, melyek kielégitik a fenti két feltételt. Amennyiben, a fuggetlen véltoz6
pillanatnyi értékétdl eltekintiink és hivatkozni szeretnénk a teljes jelre, ekkor ezen egyes
figavények/jelek jelolése az x, x(+) vagy {x(t)}, tehat x(*) jeloli a teljes jelet, mig az adott jel t
pillanatértékét az x(t) jelli.

A valésagban vannak olyan helyzetek, amikor az informacié nem egy, hanem t6bb fiiggetlen
valtozoé értékére meghatarozott, ekkor a matematikai modellezés folyaman, egyvaltozos fliggvények
helyett tobbvaltozos figgvényekként kezelend6 a jel. Ilyen jel példaul egy kétdimenzios kép altal
képviselt informacié, ami a szélességi és magassagi koordinataktol figgben vesz fel értéket, vagy
mozgo kép esetén harmadik dimenzidként az id6 is jelentkezik.

2.2.2. A jeleken végezhet6 elemi modositasok

A jelfeldolgozas és azon belill is a digitalis jelfeldolgozas egy 6nallé tudomanyterilet. Ebben a
részben csak azon muveletekkel foglalkozunk, melyek sziikségesek a tananyag tovabbi részének
megértéséhez.

A jelek atalakithatok vagy modosithatok annak érdekében, hogy minél inkabb alkalmasak
legyenek az altaluk hordozni kivant informacié reprezentalasara, a hordozott informacié
kinyerésére vagy kommunikacids csatornan torténd tovabbitasara esetleg tarolasara.

A jeleken végzett mtveletek két csoportba sorolhatok: a fiiggetlen valtozé moédositasara és az
érték modositasara. A fliggetlen valtozé modositasa egy leképezés, mely soran a régi T, tartomany
atképz6dik az djba Ty a kovetkezdk szerint: 9: T, = T, A figgd valtoz6 mddositasa is egy
leképezés, mely soran a régi X, tartomany atképzédik az ujba X, a kévetkez8k szerint: @: X, —
X,,. Leggyakrabban ezek a moddositasok olyan leképezések, melyek egyértelmtick és létezik az
inverziik, monoton fliggvények.

Az alabbiakban kévér szedéssel meghatarozunk néhany fontos elemi modositast.

Az amplitud6 linearis skalazasat erdsitével érhetjik el. Skalazaskor atméretezziik a jel
értékkészletét. A mivelet eredménye az: x(t) = A-x(t) transzforméciéval adhaté meg.
Amennyiben |A| > 1 erésitésrél, mig amikor |A| < 1 gyengitésrél beszéliink. Amikor pedig A <
0, akkor jel értékei a skalazas mellett még el6jelet is valtanak. A moédositas inverze az % val valo

szorzas. Példaul hang jel esetében a skalazas valoban erésebb vagy gyengébb hangerét jelent.

Az eltolas a fliggetlen valtozoban, flggetlen valtozonak id6t tekintve siettetést vagy
késleltetést jelent a jelnél. Amennyiben T > 0 és elvégezzitk a kovetkezé miveletet x(t) =
x(t — 1) akkor késleltetést, mig a x(t) = x(t + T) esetében siettetést ériink el a jelnél. Hang jel
esetében ezen modositasok a hang késleltetését vagy siettetését jelentik.

A fiuggetlen valtozo linearis skaldzasa zsugoritast vagy nyujtast jelent az eredeti jelet tekintve.
Espedig: x(t) » x(a-t), ha |a| > 1 zsugoritist, mig |a| < 1 nyujtist eredményez a jelre
vonatkozéan. Az a < 0 tikrozést jelet az id6 tengelyen. Példaul hang jel esetében a zsugoritas
gyorsabb lejatszast és magasabb hangokat a nyujtas pedig lassabb lejatszast és mélyebb hangokat
jelent.

Egyszert reflexié, amikor a = —1, ekkor az eredmény jel az ordinatara nézve az eredetinek
tukorképe. Példaul hang jel esetében a reflexio visszafelé torténd lejatszast jelent.

Egy kovetkez, Osszetett mutvelet a jel felbontasa paros és paratlan Osszetevéire. A jelek fontos
tulajdonsaga a parossag as a paratlansag. Paros a jel, ha a figgetlen valtozé minden értékére fennal,
hogy x(t) = x(—t), paratlan ha x(t) = —x(—t). Minden valés jel felbonthaté paros és
paratlan sszetevéi 6sszegére a kovetkezd szerint: x(t) = x,(t) + x,,(t), ahol x;, (¢) ajel paros,
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x(t)+x(-t) .
2

mig X, (t) ajel paratlan Gsszetevje. A jel paros 6sszetevdije az X, (t) = osszeflggéssel,

mig a jel paratlan dsszetevdje az x,(t) = w (

Osszefuiggéssel hatarozhaté meg. Tehat a
paros jel szimmetrikus az ordinatara nézve, a paratlan jel pedig szimmetrikus az origéra nézve. Jelek
kozotti maveltvégzésnél jelentkezd igazsagok, hogy:

- Paros jelek 6sszege, kiilonbsége, szorzata és hanyadosa paros jel lesz;

- Paratlan jelek 6sszege, kulonbsége paratlan jelet eredményez;

- Paratlan jelek szorzata és hanyadosa paros jel lesz.

A felsoroltakban csupan az alapvet6 jelmodositasok kertiltek bemutatasra, a tankonyv a késébbi

fejezeteiben foglalkozik még tovabbi, Gsszetettebb modositasokkal, jelfeldolgozasi modszerekkel.

2.2.3. Jelek felosztasa

A jeleket kiillonb6z6 szempontok alapjan osztalyokba sorolhatjuk. A felosztas/osztalyozas azért
is sziikséges, hogy a tovabbiakban az egyes osztalyba tartozo jelek egytittesen legyenek targyalhatok.

A teljesség igénye nélkil a jelek felosztasanak szempontjai lehetnek:

o ¢rtékkészlet szerint,

e lefolyas szerint,

e az érték meghatarozottsaga szerint,

e az informaci6é megjelenési formaja szerint,

e ajelhordozé fizikai mennyiségek szerint,

e azinformacio terjedési iranya szerint.
Az alabbiakban bemutatasra kertilnek a fentiekben felsorolt jelcsoportok.

2.2.3.1.  Jelek értékkészlet szerinti felosztisa

Jelolje X a jel értékeinek halmazat, ekkor értékkészlet szerint az alabbi két csoportba sorolhatjuk
a jelet:

- Folytonos a jel, ha — meghatarozott tartomanyban — tetszés szerinti értéket vehet fel és
értékkészlete folytonos, vagyis egy Osszefiiggd tartomany. Ekkor X € R, vagyis az
értékkészlet halmaza részhalmaza a végtelen elemi valos szamok halmazanak. Ilyen jel
példaul egy szinuszos jel x(t) = sin(t).

- Szakaszos a jel, ha — meghatarozott tartomanyban — csak meghatarozott, diszkrét (izolalt)
értékeket vehet fel, egy megszamlalhaté szamhalmaz elemeibdl, két szomszédos diszkrét
értéke kozotti értékkészlete hianyzik. Az ilyen jel, id6beni lefolyasa szerint lehet folyamatos,
de értékkészletében diszkrét. Az ilyen jelet nevezzik még lépcs6snek, kvantaltnak, vagy
diszkrét értékiinek. Ekkor az értékek halmaza, szamossagat tekintve véges, X =
{-,x_3,%_5,X_1,X0, X1, X3, }. Legyen x, € X a halmaz tetsz6leges n —edik indexd
eleme, aholn € Z (n eleme a valés szamok halmazanak), ekkor az indexel egyértelmten
meghatarozott lehet az érték x: Z — X.Ekkor lehetséges, hogy a jel pillanatnyi értékét ne
az értékével, hanem a halmazban elfoglalt helyével, indexével adjuk meg, ugyanis X =
{x1,%,, -+, xy}. A lehetséges értékek sora megadhat6 az indexek fiiggvényeként: x =
{x,|In € N}, ahol N C Z.

Az indexek és az értékek megfeleltetésének egyértelmtisége miatt az értékek halmazat
monoton névekvé sorba rendezzik, igy igaz, hogy ha { > j — x; > x;. Példaként
tekintstink (2-4. abra) egy alland6 Q 1épéskozi kvantilt jelet a kovetkezok szerint: X =

{0,0,20,30,40}.
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2-4. dbra. — Szakaszos jel.

2.2.3.2. Jelek lefolyis szerinti felosztdsa

Amint mar emlitettiik a jelek értelmezési tartomanya legtobb esetben az id6, ezért az értelmezési
tartomany (fuggetlen valtozd) szerinti felosztast szokasos lefolyas szerintinek is nevezni. A
fiiggetlen valtozo feletti meghatarozottsag szerint az alabbi két csoportba sorolhatjuk a jeleket:

Folyamatos a jel, ha a flggetlen valtoz6 egy adott tartomanyaban megszakitas nélkil
fennall (2-5. abra). A folyamatos jelek a fuggetlen valtozé két értéke kozott végtelen sok
értékre meghatarozottak. Tegylik fel, hogy a jel értelmezési tartomanya T € R ekkor,
folyamatos jel esetében kévetelmény, hogy az egyértelmiien definialt legyen a teljes T felett
esetleg, néhany véges szamu pont képezhet kivételt. Amennyiben a figgetlen valtozo az id6
és a jel folyamatos, akkor folytonos idejd jelrdl beszéliink. A magyar terminologiaban a
folytonos idejségnek a jele az ,,FI”” mig az angol nyelvi terminoldgiaban a CT (continuous-
time).

Af(D)

1~ .
[0 \/ t

2-5. dbra. — Altalinos folytonos idejii jel.

A jelek valés matematikai fliggvények, de néhany rajtuk végzett transzformacié hatasara
komplex értékeik is lehetnek. A késébbekben sz6 lesz ilyen jelekrdl is.
Szaggatott a jel, ha az a fuggetlen valtozé egy adott tartomanyaban csak megszakitasokkal
all fenn. Ilyenkor az informacidszolgaltatas csupan a fiiggetlen valtozé bizonyos értékeire
értelmezett. A jel a flggetlen valtozé meghatarozott értékeiben szolgaltat informaciot, a
tobbi értékeknél nem meghatarozott. Ezekre az értékekre a jel nem definialt! Idé&t
alkalmazva flggetlen valtozoként eljutunk a diszkrét ideji jel fogalmahoz. A magyar
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terminoldgiaban a diszkrét idejlség jele a “DI”, mig az angol nyelvl terminolégiaban DT
(discrete-time).

Tegytk fel, hogy a jel a fuggetlen valtozé T halmazbdl vett értékeire definialt, T =
{- t_3,to, t_q, ty, ty, ty, - }. Legyen tj, € T a halmaz tetszéleges k—adik indext eleme,
ahol k € Z, ekkor az indexel egyértelmien meghatirozott az idépont. Ezek szerint
lehetséges, hogy a figgetlen valtozo értékét a halmazban elfoglalt helye, indexe a kévetkez6
leképezéssel t: Z = T adja meg, ugyanis T = {tg, t1,t,,**, ty} rendezetté, monotonna
tehet6. A lehetséges értékek sora megadhaté az indexek flggvényeként: t =
{(k, tp)|k € K}, ahol K € Z. Amennyiben a T halmaz rendezett és monoton névekvé,
akkor az id6pont az indexével egyértelmien meghatarozott. A diszkrét idejd jel matematikai
meghatarozasa ekkor x = x[k]. Az egyértelm megkiilonboztetés érdekében a folyamatos
jelet jelols fuggvénynél egyszer zardjeleket alkalmazunk, mig a szaggatott jel esetében
kozépzardielet. gy y(+) egy FI mig az y[] egy DI jel jelolése. Amennyiben az egymast
kovets idépontok kozotti kilonbség nem allandd, akkor a jel nem ekvidisztans
idépontokban meghatarozott amint az a 2-6. abra lathato.

X[t o

(s
iy

2-6. dbra. — Szakaszos jel.

A DI jelek fontos halmaza az allandé egymast kévets idépontokban meghatarozott jelek
halmaza, ahol T egy allando 1épéskoéz. A mérndki vilag szamos tertiletén, példaul a digitalis
jelfeldolgozas az iranyitastechnika esetében hasznalatos elméletek feltételezik az
ekvidisztans 1épéskozt, nem allandé 1épéskoz esetében nem is érvényesek ezek az elméletek.
A valtoz6 1épéskozzel meghatarozott jeleket vagy djramintavételezzik, vagy folytonos
idejiként kezeljuk. Az alabbi példaban (2-7. abra) bemutatott jel értékkészlete legyen: T =
{-3T1,-2T1,-T,0,T, 2T, 3T,4T,5T, 6T, 7T,8T,9T, 10T, 11T}.
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2-7. dbra. — Diszfkrét ideji jel.

A 2-7. abra lithaté f[n] fiiggvény esetében n a fliggetlen véltoz6 indexét jeloli, ami a

mintavételi periodusidével szorozva atvalthaté diszkrét idépillanatok sorava.

- A belépd jelek melyek a fiiggetlen valtozé negativ értékeire azonosan nulla értékiek,
mérnoki  szempontbol fontos szerepet jatszanak a valdés rendszerek elemzése
szempontjabol. A belépé jeleket csak pozitiv id6értékekre szoktuk elemezni. A folyamatos
és a szaggatott jelek is lehetnek belépé jelek. A belépd jelek értelmezési tartomanya altalaban

T =[0,0) € Rvagy T = [0,¢t;] € R.

2.2.3.3. A jelek érték meghatirozottsaga szerinti felosztisa

A jelek felosztasa értékiik meghatarozottsaga szerint inkabb a matematikai modellezésiik
szempontjabol érdekes. Két 6 csoportot és tovabbi tiz alcsoportot killonboztetiink meg (2-8. abra).

Determinisztikus a jel, ha értéke a fiiggetlen valtozé minden értékére egy meghatarozott
figevénnyel egyértelmien megadhatd, zart matematikai Osszefiiggéssel ~modellezhetd.
Determinisztikus jelek esetében igaz, hogy a hozza tartozo jelhordozoét elegendd pontossaggal lehet
mérni és megismételhetd folyamat hozza létre. A valésagban el6fordul6 jelek nem ilyenek, de némi
elhanyagolassal sokszor ilyen jellel kozelithet6k. Mivel a determinisztikus jelek egy vagy
tobbvaltozos figgvényekkel jol leirhatok, igy a veluk kapcsolatos elméleti technikaknak,
megoldasoknak széles a tarhaza.

Determinisztikus
jelek

]

Periodikus jelek

y

Szinuszosan
periodikus jelek

L

Altalanos
periodikus jelek

Li

Nem periodikus
jelek

\]

Kvaziperiodikus
jelek

L

Tranziens jelek

2-8. dbra. — A Determinisztikus jelek felosztisa.

A determinisztikus jeleket tovabbi két osztalyba sorolhatjuk: a periodikus jelek osztalyaba és a
nemperiodikus (aperiodikus) jelek osztalyaba (2-8. abra).

A periodikus jel szabalyosan ismétl6dS részek egymas utani sorozatabdl all el6, esetitkben
érvényes hogy x(t) = x(t + T). Az a jel, amely nem periodikus az aperiodikus jel. A periodikus
jelek feloszthatok még altalanos periodikus jelekre és a harmonikus jelekre (2-8. abra).
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A harmonikus jelek egyfrekvencias jelek, amelyek harmonikus rezgésekrdl szolgaltatnak
informaciot. Példa egy ilyen harmonikus jelre az x(t) = A-sin(wg -t + ¢g), ahol A a
harmonikus mozgas amplitiddja, wy a harmonikus mozgas korfrekvenciaja, ¢y harmonikus
mozgas kezdo6fazisa és t a fut6 id6. Matematikai szempontbdl a harmonikus rezgést leiré modell
formalisan végtelen hosszu ideig tart ugyan, de mérnoki szemmel mi tudjuk, hogy minden
folyamatosan valtozik, igy a rezgé allapot is valamikor kialakul és valamikor véget ér.

Az aperiodikus jeleket az fj;o|x (t)|?dt < oo feltétel alapjan tovabbi két csoportba soroljuk; a
tranziens jelekre amelyekre érvényes az el6bbi feltétel és a nem tranziense jelekre amelyekre
pedig nem (2-8. abra). A nem tranziens jeleket szokas még kvazi periodikus jeleknek is nevezni. A
tranziens jelek altalaban egy egyszeri felfutassal és lefutassal rendelkezé jelek, amelyek az atmeneti
folyamatokrél hordoznak informaciét. A valésagban minden jel ilyen, minden jel
valamikor/valahogyan létrejon és valamikor/valahogyan megszinik.

Sztochasztikus vagy véletlen a jel, ha véletlen lefolyasu. A sztochasztikus jel nem modellezhet6
tigevényekkel, esetitkben nem tudunk egyértelmi id6fiiggvényt megadni. A sztochasztikus jel csak
a valészinlség-szamitasi modszereivel irhaté le, ilyenkor a jel statisztikus tulajdonsagait kell
megadni, mint példaul az amplitddéeloszlas a varhat6 értékét és a szoérasat. A sztochasztikus jel
minden idépillanatban a ra jellemz statisztikus tulajdonsagok alapjan vesz fel értékeket.
Sztochasztikus

jelek

y v

Nem stacionarius

Stacionarius jelek .
jelek

y L

Nem ergodikus
jelek

Ergodikus jelek

2-9. dbra. - A Stochasztikus jelek felosztdsa.

A sztochasztikus jeleket két csoportba sorolhatjuk: a stacionarius és a nem stacionarius
sztochasztikus jelekre (2-9. abra). A stacionarius sztochasztikus jel strdségfiigevénye a jel teljes
értelmezési tartomanyan allandé. Példaul stacionarius esetben normalis eloszlas esetén nem

valtozik a varhato érték és a szoras (2-10. abra).
I

| |
| |
| |
| | |
| | |
| | t
/\A IA Py A/ >

S [ oo
A

¥ x ¥ x

2-10. dbra. — Staciondrius s3tochastikus jel.
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paraméterek) fliggnek a fiiggetlen valtozotol (2-11. dbra).
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2-11. dbra. — Nem staciondrius s3tochastikus jel.

A sztochasztikus jelek egy kulénleges esete a fehér zaj (2-12. abra). A fehér zaj esetében maga a
jelz6 azt igyekszik takarni, hogy ugy, mint a fehér fény esetebében — I ami minden szint egyforma
mértékben tartalmaz — a fehér zajban is egyforma mértékben van jelen minden frekvenciaju
komponens. Mint mindegyik jel, a fehér zaj is informaciét hordoz az 6t 1étrehoz6 rendszerrdl, a
kozmikus mikrohullama hattérsugarzas példaul az 6t létrehozé Gsrobbandsrol. A fehér zajjal
szemben megkilonboztetiink még kiilonb6z6 tipusa szines zajokat is.

Sztochasztikus jel
50 T T T

W — Sztochasztikus jel
40 - n

LR

O 1 | | 1 | | 1 | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t
2-12. dbra. — Stochasztikus jel.

2.2.3.4. A jelek informdcio megjelenési formadja szerinti felosztdsa

Amint az az el6z6ekben is kifejtésre kerilt, a jel informaciot szolgaltat az 6t létrehozo
rendszerrél. A jel valdjaban egy relacié és az altala képviselt informacié helyes értelmezése
érdekében mindenkinek mindenképp meg kell allapodni egy bizonyos koordinata rendszerben,
metrikaban, mértékben, mértékrendszerben. Ezen megallapodasok figgnek az jelben levé
informacié megjelenési formajatol is. Az informaci6é megjelenési formaja szerint két nagy csoportba
sorolhatjuk a jeleket, éspedig:

- Analdg a jel, ha az informaciot a jelhordozé fizikai mennyiség értéke vagy értékvaltozasa
kozvetlenil képviseli. Az analég jel informaciotartalma tetszélegesen kis valtozasokat is
kozvetithet;

- Digitalis a jel, ha az informacié a jelhordozé szamijegyet kifejezs, diszkrét, jelképi
értékeiben (kodjaiban) van jelen.
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Mindkét megjelenési forma hordoz magaban elényoket és hatranyokat egyarant. Napjainkban,
az informatika vilagaban igyeksziink az informaciét minél el6bb digitalis formaba alakitani. A
manapsag alkalmazott technologiakkal a digitalis forma konnyeben feldolgozhaté, kezelhetd,
tovabbithato, tarolhatd.

2.2.3.5. A jelek jelhordozo fizikai mennyiség szerinti felosztdsa

Jelhordoz6 barmelyik fizikai vagy kémiai mennyiség lehet. A tovabbiakban megemlitésre kertil
néhany, a mérnoki gyakorlatban gyakran hasznalt mennyiség. Ezen mennyiségek attol fiiggben
csoportosithatok, hogy milyen az elsédleges rendszer besorolasa. Példaul a korszert
szamitogépekre alapozott iranyitasi rendszerekben a kétiranyt informacidcsere villamos jelekkel
torténik. A villamos jelekkel miik6dé rendszerek mellett optikai, elektromagneses, pneumatikus és
hidraulikus rendszerek is gyakran képezik a vizsgalatok targyat. Az optikai rendszer jelhordozoja a
fény. Az elektromagneses rendszerek esetén mikrohullam tovabbitja az informaciét. Pneumatikus
rendszerek jelhordozoja a stiritett gaz, a hidraulikus rendszereké pedig a folyadék és azon belil is
leggyakrabban az olaj és annak nyomasa. El6fordulhat, hogy a vizsgat rendszer vagy az informaciot
tovabbité csatorna a jellel kapcsolatban a szakemberek szamara kiilonos igényeket tamaszt, ilyenkor
figyelembe kell venni az igények altal megfogalmazott megkotéseket. Példaul robbanasveszélyes
tizemekben pneumatikus vagy megbizhato, robbanas biztos villamos berendezéseket alkalmazunk
az informaci6 reprezentalasara, tovabbitasara.

A villamos jelekkel mk6ds rendszerek elterjedését indokolja, hogy a villamos energia
széleskorben rendelkezésre all, a villamos jelek nagy tavolsagra jol atvihetdk, fizikai mennyiségek
gyors valtozasait is képesek kovetni és a korszer(i hiradastechnika és szamitogép-haldzati eljarasok
alkalmazasaval konnyen csatlakoztathatok kiilonb6z6 berendezésekhez.

A villamos jel esetében a jelhordozé a fesziiltség vagy aramer6sség ¢s annak valtozasa vagy
valtozasanak jellemz6i lehetnek. Az informacié kozolheté a villamos jel amplitidéjaval,
frekvenciajaval vagy fazisaval, vagy az impulzusok amplitidéjaval, az impulzusok vagy impulzusok
kozotti szinet id6tartamanak viszonyaval vagy az impulzusok szamaval.

Az analdg villamos jelek amplitddéja altalaban valamely szabvanyos tartomanyba esik, igy
értékitk gyakran a kévetkez6 intervallumokba talalhaté: 0-1V, 0- 10V-os, 0-5mA, 0-20mA-es vagy
4-20mA.

2.2.3.6. A jelek informicio terjedési irdny szerinti felosztisa

A rendszer és az 6t kortlvevé univerzum kolesonhatassal vannak egymasra. Az informacio
terjedése két rendszer kozott jeleken keresztil torténik. Az informaciot szolgaltaté rendszer a forras
vagy a generator, az informaciot fogadd rendszer a nyelS vagy a fogyaszto. Ily megvilagitasbol azon
jeleket, melyek a rendszerbdl a kiilvilag felé hatnak kimend jeleknek, mig azokat melyeken
keresztil a kilvilag hat a rendszerre bemend jeleknek nevezziik. Tipikusan a rendszer allapotarél
a jellemz6 informacidkat az érzékelSk szolgaltatjak. A kiilvilag szerepldi, pedig a beavatkozo
szerveken keresztll hatnak a rendszerre. Jelek kozvetitik az informaciot a rendszer allapotardl és a
beavatkozasok mértékérol.

Az érzékelési folyamatra példa a hémérséklet ellenallas-hémérével valé mérése. A hémérséklet,
mint allapotjelz6, nem kézvetitheté egy szabvanyos hirk6zlé csatornan keresztil. Ezért a rendszer
egy adott pontjaba egy ellenallas-h6mérét helyeziink el, amelynek ellenallasa a rendszer adott
pontjanak hémérsékletével aranyosan valtozik. Az ellenallis-h6méré egy egyenarami hidban
helyezkedik el. Az ellenallas értéke aranyosan valtozik a rendszer adott pontjanak hémérsékletével,
igy valtoztatva a hidban uralkodoé fesztltségviszonyokat. A hémérsékletvaltozastél fuges fesziltség
a helyszinen érzékelhetS. Ha ezt az informaciét nem a helyszinen, hanem attdl tavolabb akarjuk
felhasznalni, a hid kimendjelét ugy kell atalakitani, hogy az zavarmentesen legyen atvihet egy
iranyit6 berendezés felé. Analég megoldas esetében, e célra egy méré-atalakitot hasznalnak,
amelynek bemendjele a hid fesztltsége, a kimendjele pedig 0-20mA-ig terjed6 aramjel.
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2-13. dbra. — Az érgékelési folyamat hatislinca.

Ez a jel mar szabvanyos, és egy vezetékekbdl felépitett hirk6zl6 csatornan, vagyis a
hémérsékletrdl szerzett informacié kilonboz6  fizikai mennyiségek valtozasan keresztiil,
(hémérséklet — ellenallas — fesziiltség — aramerdsség) eljuthat egy aram jelet fogadé iranyitd
berendezéshez (2-13. abra).

Napjainkban tanti vagyunk annak, hogy a hagyomanyos analég technikaju villamos,
pneumatikus vagy hidraulikus jeleket mind tobb esetben valtjak fel a digitalis jelek és
kommunikaciés csatornak. Digitalis megoldas esetében az érzékel6t egy analdg-digitalis atalakito
(A/D atalakité) kovet és a hitkozl6 csatorna a digitalis jelet tovabbitja. Az informacié digitalis
formaban valé tovabbitasara a szakemberek szamara jelenleg tobb szabvany is rendelkezésre all,
melyek a feladat jellegétdl fiiggéen nyujtanak hatékony megoldast az adott problémara. Példaul az
ipari kommunikaciok terén, terepi szinten ugy az érzékel6k, mint a beavatkozok esetében digitalis
jelek felhasznalva hatékonyan alkalmazhaté az IO-Link szabvany IEC 61131-9).

Az iranyitastechnikdban az egyszer érzékelén (ellenallis-hémérd, héelem, piezo elektromos
nyomasérzékeld, stb.) kivil az érzékel6 és méré-atalakité egytittesét, vagy digitalis esetben az
érzékel6 és A/D (analog-digitalis) atalakito egylttesét is érzékelének (szenzornak) nevezik. Amint
az az el6z6kbol kitint az érzékel6k és a beavatkozok altalanos esetben maguk is Osszetett
rendszerek, melyek alrendszerei kozott kilonbozé jellegti jelek szolgaltatjak az informacidt,
biztositjak a sziikséges energiat. Az ezekben a rendszerekben alkalmazott alrendszerek
mindegyikének fontos szerepe van. Példaul az érzékel6knek megfelel6 pontossaginak, megfelelé
méréstartomanyunak, linearisnak, relativ gyorsnak és mindenképp megbizhaténak kell lennie. Ezen
tulajdonsagokat a teljes rendszer egylttese, az egyes rendszerelemek helyes alkalmazasan keresztil
tudja biztositani.

A beavatkozas folyamata az érzékelésével ellentétes iranya (2-14. abra). A beavatkozasi folyamat
soran a jelek kozvetitik az informaciot a beavatkozasok mértékérsl. A beavatkozashoz sziikséges
energia is jeleken keresztiil érkezik a beavatkozéhoz.

Beavatkozo

A e

‘ Atalakité

A rendszer
valamely
jellemzéje

2

rendszer ? Szabvanyos jel

Adatatviteli
csatorna

2-14. dbra. — A beavatkozdsi folyamat hatdslinca.
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Amint azt a fentiekbdl lattuk, a jelek osztalyokba sorolasa segiti az altalanositast. Az osztalyok
gyakran ellentett parokat képeznek, meghatirozva igy egy jelnek egy adott szempont szerinti
egyértelmid besorolasat. A fenti csoportositas nem teljes. Jelek lehetnek még példaul: belépé jelek
és nem belépé jelek, véges teljesitményd jelek, véges energiaju jelek, periodikus jelek, paros vagy
paratlan jelek. A jelek tovabbi besorolasat a tankonyv alabbi fejezeteiben targyaljuk, ugyanis az adott
osztalyba tartozas megitéléséhez szitkséges a jelet matematika szempontbodl alaposabban
megvizsgalni.

2.3. Néhany fontosabb folytonosidejti jel

A tovabbiakban bemutatasra keril néhany fontosabb folytonosideja (FI) jel. A fizikai
rendszerekre igaz, hogy esetilkben véges teljesitmény all rendelkezéstinkre, a benniik lezajlo
folyamatok lefolyasa nem nulla id6tartamid. Az alabbiakban vizsgalt folytonosidejd jelek koztl
némelyik idealizalt, a valésigban nem el6forduld, mégis elméleti/matematikai szempontbol
jelentSs, mert elésegiti a valds jelek elemzését és elballitasat. Az alabbiakban vizsgalando jelek
formalisan végtelen hosszu ideig tartanak értelmezési tartomanyuk T = (—00,00) = R és értékiik
sem mindig nullabdl indul és nullaban ér véget. Muszaki szemmel tekintve a matematikai
modellekre, azonban mi tudjuk, hogy a valés jelek nem ilyenek, értékiik nullabol indul és nullaban
ér véget. Az adott vizsgalojelre gyakran fiigevényként tekintiink, ugyanis igy konnyebb modellezni
és parhuzamot vonni a matematikaban tanultakkal. Az alabbiakban bemutatisra kertilnek a
kovetkezd vizsgaldjelek: az ugrasfiiggvény, az egységugras vagy Heaviside-féle fuggvény, a szignum
tigevény vagy elGjel fuggvény, a soromp6 fuggvény, a Dirac delta impulzus az impulzus sorozat
vagy féstfligevény, az egységnyi négyszog fluggvény, az egységnyi haromszog fuggvény, az
egységnyi sinc fliggvény, a szinusz fliggvény, a komplex exponencialis fiiggvény, a Dirihle féle
figgvény.

2.3.1. Az ugrasfiiggvénnyel leirhat6 jel

Az ugrasfigevény kétértékd fugevény. Tegytik fel, hogy a fiiggetlen valtoz6 t = —o0 -tdl vesz
fel értékeket t = oo—ig, ekbzben az ugrasfiggvény értéke t = t, idSpillanatban A 16l B re valt. Az
ugrastiiggvény folytonos idejt szakaszos fuggvény. Maga a fliggvény, az ugras idépontjaban felvett
értékétdl fliggben tobbféleképpen megadhatd, példaul az alabbi harom modon: hy(t), hy(t),

hs(t).

At<t
At<t Atst A+B 0
hy(t) = { O hy(t) = { O hy(t) = {— E=to 1)
>t ,
B t>t, B t>t, 2 g o
Barmely meghatarozasi mod valasztasaval érvényes, hogy annak integralja:
JPR(DAE = €, 12 1,23 o 2-2)

Ennek a tulajdonsagnak koszonhetd az a tény, hogy az ugrasfiiggvény barmelyik valtozataval
gerjesztett rendszer valasza mindig ugyan az. Tovabba, ezen fuggvényeken végzett muveletek,
transzformaciok, ugyan azt az eredményt adjak. Az alakok jelfeldolgozasi szempontbdl
ekvivalensek.

2.3.2. Az egységugrasjel vagy Heaviside-féle fiiggvénnyel leirhat6 jel

Az egységugras fligevény olyan ugrasfiigevény, amely nullardl egyre ugrik a figgetlen valtozé
nulla értékében. Jeldlése az irodalomban &(t), u(t), 1(t), vagy h(t) elnevezése pedig Heaviside
figevény vagy csak egyszerden egységugras fiiggvény (2-15. abra). A figgvény kovetkezéképpen
definialhato:

hﬂﬂz{ffgg. ................................................................................................... (2-3)
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Amennyiben a fliggetlen valtozé az i1d6, akkor az egységugras fliggvény alkalmas az idealis
kapcsold leirasara, mely egy adott pillanatban ugrasszertien valtoztatja allapotat nyitottbdl zartba,
vagy forditva. Idealis kapcsold, mert a valdésagban nem lehet nulla id6 alatt allapotot valtani, a
valésagban minden folyamat révidebb vagy hosszabb ideig tarté atmenettel jar. Az egységugras
figevény értéke az ugras pillanataban nem meghatarozott valéjaban csak az a biztos, hogy a
fuggvény hatirértéke a t(—0) -ban nulla, a t(+0) pedig egy. Nulliban az egységugriasnak
szingularitasa van, értéke nem definialt. A valésagban a kapcsolas nem nulla ideig tart6 atmenettel
jar, mégis a legtobb esetben j6l modellezheté az idealis kapcsold karakterisztikajaval.

A Heaviside figgvény egy masik alkalmazasi teriilete a jelek belépé jellé alakitisa, ugyanis
barmilyen jelnek a Heaviside fiiggvénnyel val6 szorzata belépé jel lesz. A belépé jelek jellemzdje,
hogy a fuiggetlen valtozé negativ értékeire nulla értékiek.

Amennyiben a fiiggetlen valtozé nem az id6, akkor az egységugras alkalmas osztalyozo feladatok
modellezésére, példaul neuralis halézatok egy neuronja viselkedésének modellezésére.

Heaviside fliggvény
T T

1 T T
‘— Heavyside fliggvény
0.8 |
0.6 - i
=

04 |
0.2 B

0 L L L | | | | |

-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

2-15. @bra. — A Heaviside fiiggvény.

A Heaviside fuggvény, egyszerd muveletek felhaszndlasaval alkalmas mas fiiggvények
meghatarozasara is, példaként definialhatjuk az egységugras idébeni eltoltjat (2-16. abra) a
kovetkez6képpen:

1t>1
h(t — 1) ={0 . (2-4)
. Heaviside fliggvény és eltolasa
T T T
—h(t)
—h(t-1)
0.8 - 4
0.6 - T
0.4 b
0.2 T
0 L L Il . | | |
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

2-16. dbra. — Eltolt egységugrs fiiggvény.

Az egységugras fluggvény segitségével példaul négyszogjel allithaté el6, az igy kapott
négyszogjellel ablakozhat6 egy tetszéleges fuggvény. Ezt ugy érhetjuk, el, hogy elemi egységugras
figevényekbdl készitink egy altalunk meghatarozott szélességti ablakot, majd ezt Gsszeszorozva a
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vizsgalni kivant fuggvénnyel kapjuk az ablakozott jelet. Az 2-17. abra pirossal kertilt jel6l6stre a két
egységugrasbol eléallitott négyszog ablak.

] Négyszogjel
T T T 1 T
m— h(t+1)
| ===h(t-1) |
0.8 =ees h(t+1)-h(t-1)
0.6 - 3
0.4 ~
0.2 - .
0 I L L L | | l
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2-17. dbra. — Négysz0g jel.

2.3.3. A signum fiiggvénnyel, elGjel fiiggvénnyel leirhato jel

Az el6jelfuggvény egy olyan ugrasfuggvény, melynek értéke a fuggetlen valtozo eldjelét tikrozi.
Az elbjelfiiggvény a jelek és rendszerek teriiletén egy gyakran hasznalt statikus nemlinearitas az
alabbi egyenlet segitségével hatarozhaté meg analitikusan:

-1 t<0
SIN(E) =10 £ = 0 oottt (2-5)
1 t>0

Az el6jel figgvény grafikusan abrazolva a 2-18. abra lathato.

; Signum vagy elﬁiel fﬁggvénx
I T

0.5 y

sign(t)
o
T
o
|

2-18. dbra. — Signum fiiggvény.

2.3.4. A sorompo6 jel

A rendszerek vizsgalatanal gyakran hasznalatos a sebesség, vagy sorompé jel. A jel lényegében
egy olyan fiiggvénnyel modellezhetd, mely értéke a fiiggetlen valtozo negativ értékeire azonosan
nulla a porzitivokra pedig egységnyi iranytényez4ji egyenes fuggvény. Olyan jelek abrazolasara
alkalmas, melyek egy adott pillanatban keletkeznek és utana értékik linearisan né. A sorompo jelet
az alabbi egyenlet segitségével irhatjuk le analitikusan:

([t t=0
r(t) = {0 i — 2-6)
A sorompéfiigevény eléallithat6 az egységugras integraljaként: r(t) = f_oo h(t)dt, ami egyben
azt is jelenti, hogy a sorompofiiggvény idé szerinti derivéltja a Heaviside figgvény: h(t) = d;—(tt).
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A sorompo figgvény értelmezett a fiiggetlen valtozé minden értékére. Belépé jel, mert a

figeetlen valtozo negativ értékeire azonosan nulla. Grafikusan abrazolva a sorompé fiiggvény a
2-19. abra lathato.

Sorompé fiiggvény

5 T T T T T T T T T
4 — -
3 — -
2 - -
1 - .
0 L L L L | | | 1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

t
2-19. dbra. — Sorompd fiiggvény.

2.3.5. A Dirac delta impulzus

Az idedlis Dirac delta impulzus csak az elméletben 1étezé jel, jelolése a 8(+). Az idealis Dirac
delta impulzus matematikailag figgvénnyel modellezhets, éspedig olyannal, melynek értéke a
figgetlen valtozé minden értékében nulla, kivéve a nulla értéket, ahol a fliiggvény értéke végtelen
nagy. Amint azt mar az el6z6kben emlitettiik, a gyakorlatban nem lehet el6allitani olyan jelet,
melynek leiré fiiggvénye szingularitassal rendelkezik, példaul olyat, ami nulla id6 alatt ugrik egyik
értékrdl egy masikra. A valdsagban, csak kozelitéssel eléallithaté Dirac delta impulzus nagy
jelent6ségeel bir a jel és rendszerelmélet tertletén. Az alkalmazott matematikai modszerek,
bizonyitasok, levezetések és technikak, gyakran tamaszkodnak az idealis Dirac delta impulzus
fiiggvényre és annak tulajdonsagaira.

A koénnyebb értelmezés érdekében a tovabbiakban részletesen szé esik az idealis impulzus
kozelitésérdl, az idealis impulzus tébbféle médon vald bevezetésérdl. Egy lehetséges ut a kozelitésre,
hogy vesziink egy egységnyi teriiletd négyszogjelet. Ez a négyszogjel, Heaviside fuggvények

o N , h(t+g)-h(t=3)
segitségével a kovetkezSképpen adhaté meg: 8,(t) = —

. A példankban a négyszogjel
szélessége T magassaga pedig %, igy a terilet T - % = 1, vagyis f_io 8:(ydt =1.
Az idedlis Dirac delta impulzus fiiggvényt ugy kapjuk meg, hogy a 8;(-) négyszogjel szélességét
o e (1 AV .
nulla felé kozelitjitk: 8(t) = ]El_r)l(l) 6.(t) = ]El_r)l(l) (T (h (t + 2) h(t 2))) A hatarérték eredménye

egy végtelen rovid ideig tartd végtelen nagy impulzus a nullaban,
0t+0

5(t) = {oo T @-7)
Fontos tény, hogy az impulzus teriilete tovabbra is 1 marad, vagyis:
S 8@ dt = [0 8(E) dt = Lottt 2-8)
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h(t+5)—h(t-5)
| 5, =lim—2 2

70 T

N
NN

2-20. dbra. — A négyszogiel Dirac delta impnlzussa vildsanak folyamata, grafikusan dbrazolva.

Tehat, 2-21. abra az id6 fiiggvényében értelmezett idealis Dirac delta impulzus minden t értékre

nulla, kivéve a t = 0 helyen, ahol értéke végtelen nagy, az impulzus alatti tertilet pedig egységnyi
(2-20. abra).

PO+250-1,)
4 200-,)

(1)

A
1

2-21. dbra. — Az idedlis Dirac delta impulzus 8 (t) és mddositott viltozata 26 (t — tg).

Az idealis Dirac delta impulzust meghatarozo6 gorbe alatti tertilet értéke, vagyis integralja egy (1),
ezért abrazolaskor (2-21. 4bra) egy felfelé mutaté nyil jelzi a végtelen amplitadot, az egységnyi
integral értéket pedig a nyilhegy melletti szamérték, esetiinkben az ,,1”. A 2-21. abra lathaté masodik
fiigevény egy ty-val jobbra eltol Dirac impulzus, melynek teriilete ,,27, itt is a végtelen ugrast a nyil
szimbolizalja, a gbrbe alatti tertlet értékét pedig a mellé irt szamjegy.

Legyen X(*) egy tetszoleges jel. Vizsgaljuk a jel és az idedlis Dirac delta impulzus szorzataként
kapott fuggvény alatti teriiletet, ekkor:

[220x(@®) - 8@®) dt = [772(8) dt = X(0). vt 2-9)

Amint az az eredménybdl kittnik, barmely figgvény Dirac delta impulzussal vald szorzatanak
integralja az adott jel nullaban vett értékét adja. Mas szoval az eljaras segitségével minta vehetS a
jelbdl egy tetszdleges idSpillanatban, ugyanis: f_-l-:(x(t) -8(t— to)) dt = x(t,).

Idealis impulzust nem lehet el6allitani, valdjaban egységnyi impulzusnak tekintheté minden
olyan jel, amely olyan rovid ideig tart, hogy képes kivalasztani a mintavételezendd egy to-beli értékét.

Néhany tovabbi tulajdonsaga az idedlis Dirac delta impulzus figgvénynek:
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e Nem korlatos, amplitadoju végtelen értékd fuggvény,
e abszolit integralhato ffooo|5 (t)|dt = 1,
o [T 8Mdt=1,
e cnergidja végtelen, (amplitidd négyzet integralja)= © ,
f(0),haa<0<b
. fab(f(t)B(t))dt =< 0,haa<bhb<Ovagy0<a<b,
nem definialt, haa = 0 vagyb = 0
. fjooo f(t)5(t — to)dt = f(ty), amennyiben az f(t) jel folytonos a t = t, helyen,
o 8(at) =-5(1)
e 8(—1) =8(t)
o x(£)3(t) = x(0)5(t), ha x(t) fiiggvény folytonos a t = 0-ban,
o x()8(t—1ty) =x(ty)8(t —tg) hax(t) fiigevény folytonos a t = ty-ban.
A Heaviside fuggvény és a Dirac delta impulzus fiiggvény egyarant a valdsagban nemlétezd
idealis jelek. A két jel k6zott van egy fontos kapcsolat, éspedig a Heaviside fliggvény derivaltja a

Dirac delta impulzus fuggvény. A kapcsolat egyértelmivé valik ha elemezziik a 2-22. dbra szerint
meghatarozott h, (t) figevényt és annak derivaltjat.

(0 t<-9%,
1
hy(t) = i Z(t + %) L] < B/ s (2-10)
1 t>2%,
A fuggvényre érvényes, hogy lir%(ha (t)) =h(t).
a—
dh,
A ha 1 A dt _§a

[ :

_a a " \ 2 s
2 2 2 2
2-22. dbra. — A hy(t) fiiggrény és annak deriviltja.
A h, () fuggvény derivaltja ekkor:

0 t<—-9%,

dha(t) _ ) 1 a; _ _(dha(t) _dh(®) _ .. _

TLD L2 <Yy = 8,(0), lim (a2 ) =2 = limse(6) = 5(0). (-11)
0 t>a/,

Tehat a Heaviside figgvény derivaltja a Dirac delta impulzus. Ennek az inverze is igaz, ugyanis

a Dirac delta impulzus idé szerinti integralja a Heaviside figgvény: h(t) = f_too 6(t)dt

2.3.6. Az impulzussorozat

Az impulzussorozat modellezéskor matematikailag féstfiigegvénnyel modellezhets, ami
valéjaban egy periodikus figgvény, melynek minden T periodusaban talalhaté egy idealis Dirac
delta impulzus. A féstfiigevény analitikusan egymastdl egyenlé tavolsagra eltolt Dirac delta
impulzusok 6sszegébdl allithato el a kévetkezok szerint:

comb(t) = p(t) = Ym0 O(E = NT) oo, (2-12)
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, ahol n — egész szam. A 2-23. abra grafikusan abrazolja az impulzus sorozat fuggvényt.

A comb(t)

A A
T

<

>
_AT-3T-2T-T O T 2T 3T4T

2-23. dbra. — Az impulzus sorozat fiiggvény.
A féstfuggvényt tobbek kozott, olyan matematikai eljarasoknal alkalmazzuk, ahol modellezni
kivanjuk a jelek idealis mintavételezését.
2.3.7. Az egységnyi négyszogjel

Az egységnyi tertletd négyszog alakd jelet matematikailag egységnyi négyszog fuggvénnyel
modellezhetjiik. A fiiggvény jelolése a rect(t), melyet analitikusan az aldbbi egyenlet segitségével
adhatunk meg:

(1 el <1/,

rect(t) =3 1/5  1tl = 1/ gt (2-13)

0 1t > 1/,
Grafikusan abrazolva az egységnyi teriiletd négyszogjelet a 2-24. dbra lathatjuk:

1 T f ' ) T T n

0.8 - -

0.6 — =

rect(t)
°
°

0.4 =

0.2 -

0 \ | | I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
t

2-24. dbra. — Az egységnyi négyszog fiigovény.
Az egységnyi négyszogfiggvény is egy idedlis jel. Ertéke nulla id6 alatt ugrasszerien megvaltozik,
két helyen is. A fuggvény derivaltja mindeniitt nulla, kivéve az ugrasok helyén, ahol két Dirac delta
impulzus talalhatd, az egyik felfelé egységnyi teriilettel, a masik lefelé mutaté (-1)-es teriilettel,

Z r::tt(t) =6(t+ 1/2) — 8(t— 1/2). A fuggvény alatti teriilet pedig fjooo rect(t) dt = 1.

2.3.8. Az egységnyi haromszog jel

Az egységnyi haromszogjel egy olyan egyszer derivalhatd sima vizsgaldjel, mely négy részbdl
tevédik Ossze. Matematikailag modellezve, figgvénnyel leirva értéke csak a fiiggetlen valtozo -1 és
1 k6zé es6 részében nem nulla. Ott egyenesek mentén valtozik az érték. -1 és 0 kozott pozitiv
iranytényezével valtozé egyenes, 0 és 1 kozott pedig negativ iranytényezével valtozo egyenes. A
figevény analitikus formaban a kévetkez8képpen adhaté meg:
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. 1—1[t]; Jtl<1
= s 2-1
tri(t) {0 D> 1 (2-14)
Grafikusan abrazolva az egységnyi hairomszog fuggvény a 2-25. dbra lathato.
1
0.8 i
06 .
"ol il
02 i
0 : ‘
-2 15 1.5 2

2-25. dbra. —Az egységnyi hdromsig fiiggvény.

Az egységnyl haromszogfiigevény nem rendelkezik szingularitassal, egyszer derivalhato.
Alkalmas példaul sebesség profilok megadasara.

2.3.9. Az egységnyi sinc jel

A jelek kilonb6z6 transzformacioi soran ugy id6, mint frekvenciatartomanyban tobbszor

talalkozunk a sinc () figgvénnyel leithaté jellel. Az irodalomban a sinc(+)-ként szereplé fiiggvény
kétféle alakot takarhat, egyik a sinc(t) = @ a masik pedig a sinc(t) = % Az elsé alak
esetében beszéliink a nem normalizalt sinc () fiiggvényrdl a masodik alak a normalizalt fiiggvény.

A 2-26. 4bra lathaté mindkét valtozat.

1

|
=—=sin(t)/t
=sin(m-t)/(m-t)

sinc(-)

04 | | | | | | |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

2-26. dbra — A sinc(+) fiiggény.

A 2-206. abra kitGnik, hogy mindkét alaknak nullaban van egy globalis maximuma, amely értéke
1. Amplitudéjuk exponencialisan cs6kken. A normalizalt alak (a piros szinnel megjel6lt a 2-26. abra)

a fuggetlen valtoz6é minden egész értékére nulla. A normalizalt alak esetében a teljes fligevény alatti

teriilet f _oooo sin(mt) sin(t)

dt =1, mig a nem normalizaltnil: f_oooo dt =m. A jelfeldolgozisnal

legt6bbszor a normalizalt alakot hasznaljuk.
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2.3.10. A harmonikus jel

Az allando sz6gsebességgel forgd vektor vettletét a vizszintes és fiigebleges tengelyre abrazoljuk
szinusz és koszinusz figgvénnyel. Altalinos esetben a harmonikus jel matematikai eszkozokkel,
szinuszfuggvénnyel vagy koszinuszfiggvénnyel modellezhets. A periodikus harmonikus jel példaul
felirhat6 a kovetkezok szerint:

x(t) = A-cos (%nt + qb) =A-cos2uft+ ¢) =A-cos(wt + ¢P).......... (2-15)

, ahol A a harmonikus jel amplitidéja, w a jel korfrekvenciaja, f a jel frekvencidja, T a jel
periodusa és ¢ a jel fazisa.

A X(t) = A-cos(wt + @)

2-27. dbra. — A szinus, fiiggvény.

Az Buler-képlet szoros kapcsolatot teremt a matematikai analizis és a trigonometria k6zott. Az
Euler képletet két forméjaban, ismeretes éspedig: e/% = cos(a) + jsin(a)és e™/* = cos(a) —
jsin(a). A két format felhasznilva belathat6, hogy lehetévé teszi a szinusz és koszinusz

figevényeknek az komplex exponencialis fiiggvény stlyozott 6sszegeként vald értelmezését:
el@rej® . eJ¥—e~J
cos(a) = — sin(a) = B T T (2-16)
Tekintstink egy w allandé szogsebességet, ekkor @ = wt és glot egy az 6ramutatoval ellentétes
iranyban forgé fazort hatiroz meg (2-28. 4bra, z61d fazor), mig e /%t az dramutatéval egy irdnyban
forgd (2-28. abra, piros fazor) vektort jelent. A szinusz esetében a vektorok vetilete a valos
tengelyre minden esetben kioltjak egymast és marad a képzetes tengelyre vald vettiletiik. A negativ
el6jeld argumentum valéjaban negativ korfrekvenciat jelent!

Acos(awt)

\/

ANYANYA
w 2n\3747zW67th

2-28. dbra. — A koszinusg az Enler képlet alapjan.
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A koszinusz esetében a vektorok vetiilete a képzetes tengelyre minden esetben kioltjak egymast
és marad a valos tengelyre valo vettletik (2-28. abra). Itt is igaz, hogy az ellentétes iranyu forgas,
vagyis a negativ el6jeld argumentum valdjaban negativ korfrekvenciat jelent!

A harmonikus jellel szamos esetben talalkozunk a gyakorlatban, mint példaul: forgé mozgasok
esetében, rezgbkorokben, a tobbtarolés magara hagyott rendszerek esetében, a 3 fazisu halozati
rendszerek esetében és még rengeteg mas esetben.

2.3.11. Az exponencialis jel

Tekintsitk egy olyan vizsgalé jelet, mely az x(t) = Ce® fiigovénnyel modellezhetd.
Amennyiben C és a valés szamok, akkor x(t) egy valés exponencialis fiiggvény. A jelet leird
modell két paramétert tartalmaz, C megadja a jel értékét a fliggetlen valtozé nulla értékére, a pedig
megadja a jel gorbuletét. A 2-29. abra grafikusan is demonstralja a szoban forgé jel alakjat.

50 : : : 50
40 40
5307 T30
520t 520
10} 10
0 : 0 : :
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
t t

2-29. dbra. — A valds exponencidlis fiiggvény. a>0 és a<0 esetek, C=1.
Az exponencialis fiiggvénnyel modellezhetS jelnek nagy szerepe van az atmeneti jelenségek
leirasanal.
A gyakorlatban tobb esetben el6fordul a rendszerbdl nyert olyan jel, amikor is a harmonikus
beléps jel exponencialis burkologérbe mentén valtoztatja amplitddéjat (2-30. abra). A jel
modellezhetd a kévetkez6k figgvénnyel:

F(£) = R(E)EUSIN(WL). oo veses e (2-17)
1

\ = exp(-0.2*)sin(3.14t)
S = exp(-0.2t)

0.5

0 5 10 15
2-30. dbra. — Az exponencidlis burkoligorbével ellidtott sginuszg: fiigaveny.

A valésagban el6fordulé jelek gyakran Osszetettek, esetiikben alkalmazhaté a komplex
exponencilis fiiggvénnyel valé modellezés. A tovabbiakban tekintsiik és vizsgaljuk az x(t) =
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Ce fiiggvényt, ahol C és a altalinos esetben komplex szamok, legyen a = 1 + jw. Egy specialis
eset, ha @ valos része nulla és C=1, akkor, x(t) = e/®t,
Egy érdekes tulajdonsaga ennek a jelnek, hogy periodikus. Ugyanis:

x(t) = JOUHT) = @IWLEIOT = @IOL | | oooooeesereeesssessees s (2-18)
, mert
. 27 )
eloT = 7T = eJ27 = ¢o5(2m) 4 JSIN(2T) = Lveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeee (2-19)

amennyiben @ = 0, akkor x(t) = 1 és a jel periodikus minden T értékre, amennyiben w # 0,
akkor a jel alapperidodusa az a T legkisebb pozitiv érték , amire a jel periodikus. Vegytik észre, hogy

az x(t) = e/t ¢ x(t) = e/t jeleknek azonos a periddusuk, azaz T=|%T melynek

| b

korfrekvenciaja: w = Z?H

Mivel 4ltalinos esetben @ = r + jw komplex és € = |C|e/4(©) is komplex, valamint jelélje

0 =2(C) ckkor x(t) = Ce% = |C|e/feTH®)t = |C|eTte/0+@D  belathats, hogy jel

amplitidéja exponencialisan valtozik az idében a valés r értékétdl fiiged gorbulettel és hogy 8
alland¢ fazisként van jelen a jelben.

x(t) = Ce® = [CleTte/O+@D = |C|e™(cos(wt + 0) + jsin(wt + 6)), e (2-20)
ICle"(cos(wt + 0) + jsin(wt + 0)) =
=|Cle™ (cos(a)t +60) + jcos (wt +0— g)) ................................................. (2-21)

A jel valds és képzetes része ugyan abban a burkolégbrbében van, a ketté kozotti kilonbség
csak egyg faziseltolasban jelentkezik. A 2-31. abra illusztralja ugy a jel valés, mint a képzetes

komponensének id6 szerinti valtozasat az 1 paraméter el6jelétdl fiiggben.

C*exp(at)*sin(t)

2-31. dbra — Komplex exponencidlis fiiggvények valds részének idd szerinti viltozdsar > 0 ésr < 0
esetekere.

A komplex exponencialissal modellezhet6 jel koncizen tartalmaz informaciot a jelben talalhatéd
frekvenciardl, fazisrél és amplitado valtozasrdl az idében.

A 2-32. abra mutatja, hogy hogyan értelmezheté hairom dimenziéban (valds, képzetes és id6) a
komplex exponencialis id6 szerinti valtozasa és a kétdimenzios vettletek, valds-képzetes, valds-id6,
képzetes-idé.
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2-32. dbra — Komplex: exponencidlis haromdimenzids dbrazoldsa v < 0 esetre.

Ezzel a komplex exponencialis fuggvénnyel tudunk modellezni RLC korbdl szarmazé
elektromos jelet vagy példaul rugot, viszkéz surlédast és tOmeget tartalmazé mechanikus
rendszerbdl szarmazo jelet és még jonéhany kéttarolos rendszerbdl szarmazo jelet.

2.4. Néhany fontosabb diszkrétideji jel

A folytonos ideju jelekhez hasonldan a diszkrétideja jelek esetében is érdemes kilon elemezni
néhany fontosabbat. A jelek és rendszerek diszkrét idében vald elemzésének, targyalasanak
esetében is vannak olyan jelek, melyeket kiemelten érdemes kezelni. Ebben a részben csak olyan
diszkrétidejd (DI) jelekkel foglalkozunk, melyek a fiiggetlen valtozé ekvidisztans, egymastol
egyenl$ tavolsagra 1évé értékeire definialtak. A DI jel altal leirt jelenségtdl fiiggben a DI jelek is
lehetnek: periodikusak vagy aperiodikusak, determinisztikusak vagy sztochasztikusak, véges
energiajuak vagy véges teljesitménytek. Néhany tulajdonsagot tekintve, azonban az FI jel DI
megfelelGje eltér az FI esetben targyalttdl, a tovabbiakban erre kilon felhivjuk a figyelmet. Az
egyvaltozos, DI jelek szamok sorozataval, id6sorral irhatok le. Az idésorban hordozott informacié
jellegétdl fuggben ezek a szamok lehetnek valosak vagy komplexek. Jelolésiiket tekintve, nincs
egységes jelolésmod a diszkrétidejl jelek abrazolasara. Jeloljuk a diszkrétidejd jelet az x(t)-hez
hasonléan t = nT helyettesitéssel x[nT]-vel, ahol T a mintavételezés petiddusa n pedig egész
szam. Gyakran a T-t elhagyhatjuk és igy x[n] jelolést kapjuk. A tovabbiakban hasznaljuk az x[n]
jelolést. Fontos megemliteni, hogy a diszkrétideji jelek esetében nem beszélink szingularis
pontokrol, vagy nem definialt pontokrdl, ugyanis egy adott mintavétel értéke mindig meghatarozott.
Két mintavétel kozotti érték pedig nem Iétezik.

2.4.1. Az DI egységugras jel

A folytonos ideji egységugrashoz hasonléan meghatarozhat6 annak diszkrétidejd megfelel6je.
Az egységugras jel olyan ugrasfiggvénnyel irhat6 le, amely nullardl egyre ugrik a figgetlen valtozé
nulla értékében és értelmezett a pozitiv és negativ egész szamok felett egyarant. Jelolése az
irodalomban g[n], u[n], 1[n], vagy h[n] elnevezése pedig DI Heaviside fiiggvény vagy csak
egyszerden DI egységugras fliggvény. Ez az igen gyakran alkalmazott jel a kovetkezéképen adhato
meg:
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0,hak <0
hlk] = e[k] = {1 hz ko (e (2-22)

A figgvény értéke k < 0 ttemekre 0, k = 0 itemekre pedig 1 (2-33. abra).

Diszkrét ideji Heaviside fliggvény
‘ N

1 \
0.8 - N
0.6 - N
=
=
0.4 N
0.2 |
Or o o PN o
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

n

2-33. dbra. — A DI egységugrds fiiggvény.

A folytonos ideji egységugrashoz hasonléan itt is definialhatunk tetszéleges i titemmel
egységugras flggvényt (2-34. abra), amely eltolas a kovetkez6t jelenti:

. 0,hak <i
ek — i] ={ : e (2.23)
1L,hak =i
; Eltolt diszkrét idejii Heaviside fiiggvény
T T I I b
0.8 N
0.6 N
=
=
0.4 - 1
0.2 i
0¢ & & & o & &
-5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5

n

2-34. dbra — Eltolt DI egységugris fiiggvény.

eltolt

A jelek és rendszerek tertiletén valé alkalmazasat tekintve elmondhaté, hogy a DI egységugras
figevény jelentésége és alkalmazasa megegyezik a FI Heaviside fiiggvényével. Leirhat idealis
kapcsolot, jeleket belépd jellé alakithat, egyszer miveletek felhasznalasaval alkalmas mas jelek

modellezésére.

2.4.2. Dirac-impulzus, egységimpulzus.

Az FI esetben megadott Dirac impulzussal ellentétben a DI valtozatat leiré6 matematikai modell
a diszkrét id6pontok mindgyikére értelmezett, értéke sosem végtelen, pontosabban mindeniitt nulla

(0) kivéve nullaban, ahol egy (1) (2-35. abra).
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S[n]

- —— -
n

2-35. dbra. — Az egységimpulzus, DI Dirac impulzus.

A diszkrét idejd Dirac impulzust a kévetkez6képen definialhatjuk:

0n+0
Sn] = {1 o (2-24)
Itt is definialhatjuk az egységimpulzus tetszéleges mintaszammal valo eltolasat:
0O han<i
SN =] = {1, A T = 0ottt (2-25)
Ohan>i
Hasonlban a folytonos idejd megfelel6jéhez érvényes, hogy:
VB0 (BIT]) = T et (2-20)
és
Y2 (B[n] - x[n]) = 8[n] x[0] = X[0],eeeeeeeeeeeeeee e (2-27)
Y Zu ([N — 1ol - X[1]) = X[Mg], oo (2-28)
alkalmas mintat venni barmilyen DI jelbdl, de ra nem érvényes a skalazhatésag tulajdonsaga:
GLAM] FE S T e (2-29)
Az FI megtelel6jéhez hasonldan DI esetben fennal az egységugras és az egységimpulzus kozotti
kapcsolat, miszerint: [n] = Y{L_, S[i] az egységugris az egységimpulzus integralja (Gsszege),

valamint §[n] = g[n] — e[n — 1] az egységimpulzus az egységugris elsé derivaltja.
Az egységimpulzus nem idealis jel. Digitalis valtozata konnyen eléallithato, alkalmazasat tekintve
pedig az FI megfelel6jéhez anal6g médon hasznalhato.

2.4.3. Diszkrétidejli komplex exponencialis

A valbsagban jelentkez6 Osszetett viselkedések altal létrehozott jel gyakran modellezhet6 a
komplex exponencidlissal. A fiiggvény sorozata a kvetkez6képen adhaté meg: x[n] = C - z™, ahol
C és z altalanosan komplex szamok.

Egy lehetséges helyzet, hogy C és z valds értékek és C porzitiv, ekkor négy lehetséges eset Iéphet
fel. El6fordulhat, hogy z értéke nagyobb mint egy, ekkor exponencialisan névekvoé jelet kapunk,
amennyiben z nulla és egy kozotti érték, akkor exponencialisan cs6kkend a jel és ha negativ, akkor
valtakozo el§jeld lesz az eredmény, ugyanis ekkor n paros értékeire pozitiv, a paratlanokra pedig
negativ lesz a jel (2-36. abra).
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CTTTTT ™ [[TTT "
2-36. dbra. — A DI komplex: exponencidlis || > 1 esetén (bal). |z| < 1 esetén (jobb).

Amennyiben C és z komplex szamok, akkor felirhaték exponencialis alakban:

C=|Cle!® ¢ z=|z|e??, akkor x[n] = |C|el? - (Izlej”)n , x[n] = |C||z|"e/feim |
x[n] = [C||z|"e/ @+ felhasznalva az Euler formulat:

x[n] =1C||z|"(cos(2n + 0) + j sin(2n + 6)). cocovvorrereeeereeeeeen, (2-30)

Vegytik észre, hogy ha m dimenziénélkili egész szam, akkor ) és 6 dimenzidja szog,
mértékegysége pedig radian. Az x[n] sor burkologérbéjét meghatirozza |z|, Amennyiben |z| = 1,
akkor a sor szinuszos, ha [z| > 1 akkor exponencidlisan névekvs, ha pedig |z| < 1 akkor
exponencidlisan csokkend amplitid6ji. Amennyiben |C| = |z| =1 sorozat valés része a
cos(2n + 0) képzetes része pedig a sin(2n + ).

Adédik az igény, hogy megvizsgaljuk a komplex exponencialis periodicitasat a frekvenciara
nézve, az egyszerliség kedvéért vegyiik a |[C| = |z| = 1 és 8 = 0 értékeket, ekkor: x[n] = eJm
belathaté, hogy x[n] = /(42N = @j0nei2mn = oj0N  merr @2 =1 | A komplex
exponencialis {2 valtoztatdsaval periodikusan ugyanazon értékeket adja 2m periodussal.
Ellentétben az FI megfelel6jével, ahol a frekvencia valtozasaval mindig mas jelalakot kapunk, a DI
komplex exponencialist és harmonikus jeleket csak alapsivban 0 < 2 < 2mvagy <2 <™
kozott érdemes vizsgalni. Ennek az az oka, hogy folytonos esetben a frekvencia marad frekvencia,
mig diszkrét esetben szoggel reprezentaljuk azt.

Egy masik lehetSség a komplex exponencialis periodicitasara a fut6 index n oldalardl tekintve
azt. Bspedig, hogy mikor lehet érvényes, hogy x[n] = e/?(M+No) = gjon
érték amely utan a jelsorozat ismétlédik. Ahhoz, hogy periodikus legyen a jel Ny-nak, és f2-nak a
kévetkez6 feltételeket kell teljesiteniiik: x[n] = e/?M+No) = @i gjONo = jngjm2m — gjon.
vagyis ANy = m2m, vagy Zﬂ—n = Nﬂo , ahol m és Ny porzitiv egészek. Ebbdl az kovetkezik, hogy a
sorozat nem minden (2-ra lesz petiodikus, csak akkor, ha 2 /21 egy racionilis szamot képvisel.
Lényeges killonbség ez a folytonos ideji harmonikus jelekkel tapasztaltakkal szemben, ahol is

, ekkor Ny az az egész

barmilyen wg-ra periodikus volt a jel. Ha 2 megfelel a periodicitas feltételének, azaz 2 # 0
valamint Ny-nak és m-nek nincs k6z6s tényez6jik, akkor felirhatjuk az alap periodus egyenletét:

w=n()
2 21

Példaként tekintsiik az x[n] = sin (% n) DI jelet. Ebben az esetben {2 = 2—7;, ekkor ) = i

és végul a DI jel periédusa Ny = 5 mert m = 2 (2-37. 4bra).

2mtm 10 m 2 m

No’25 N5 Ng
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2-37. dbra. — A példiban szerepli DI jel

Egy masik példan keresztiil bemutatjuk, hogy a FI harmonikus jel diszkretizalasa utan kapott DI
jel perivdusa fiigg a mintavétel frekvencidjatol. Tekintsik az x(t) = sin(2mfyt) FI jelet és

mintavételezziik azt f; mintavételi frekvenciaval. Ekkor x[n] = sin (21‘[ fo %n) ekkor 2 = 2w %,
és belathat6, hogy a DI jel periédusa fiigg az % aranytol.
0
A példankban el8szor legyen fo = 0.2[Hz], f; = 2[Hz], ekkor a harmonikus jel periédusa T =

fl= 5[sec], a mintavételezés petriédusa pedig AT = % = 0.5[sec] . A diszkrét jelsorozat
0 N
2mm

. 02 Y TP

korfrekvencidja £ = 27 —, misrészt periodusa a £ = kifejezés segitségével szamithato, igy
0

02 _2mm 02 _ m . e PP

27‘[7 =, e m= 1 mellett a periédus: Ny = 10,. A jel kirajzoltatasat végzé MATLAB

0 0

kod és a kapott jelalak a 2-38. abra lathato.

1

figure('DefaultAxesFontSize',16);
Te=
05F Jt=(0: :Te) ;
f0=
x=sin(2*pi*f0*t) ;
plot(t,x, 'LineWidth',2);
0¢——"——+ 1 | . — 1T T 1 Phold on

fs=2;
dt=1/fs;
n=(0:1:Te/dt) ;
dx=sin (2*pi*f0/fs*n) ;
stem(n*dt,dx, 'LineWidth',2);
hold off;

-0.5 b

-1 ! | |
0 2 4 6 8 10

2-38. dbra — Az Fl jel diszfretizildsa utan kapott DI jel fs = 2[Hz] esetében

Ezutin fy = 0.2 maradjon, a mintavételi frekvencia 4j értéke legyen: fg = 1.5, ekkor 2 =

02 , 02 21521 EEZ _m _ _ )
2m s gy 2m o = T 1o = 1o No = 15, m = 2 (2:39. dbra).
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figure('DefaultAxesFontSize',16);
Te=

0.5+ Jt=(0: :Te) ;
fo= ;
x=sin (2*pi*f0*t) ;
plot(t,x, 'Linewidth',2);

0 ! ! T T ! ! T T hold on
fs= ;
dt=1/fs;
n=(0:1:Te/dt) ;

0.5 | ax=sin (2*pi*f0/fs*n) ;
stem(n*dt,dx, 'LineWidth',2);
hold off;

_1 Il 1 1
0 2 4 6 8 10

2-39. dbra. - Az Fl jel diszferetizilisa utin kapott DI jel fy = 1.5[Hz] esetében

Fontos megemliteni, hogy ha megfelel6 mintavételi frekvenciat valasztunk, akkor két killonb6z6
FI jelnek lehet azonos DI alakja. Ez a tény az alapja annak a megallapitasnak, hogy el6zetes (apriori)
ismeretek nélkil, a diszkretizalds utan hamis informaciok alapjan hamis kévetkeztetések vonhatok
le a folytonos jelet kibocsaté rendszerrél.

2.4.4. A jelek derivaltja

A figgvényekhez hasonldan, jelek esetében is meghatarozhaté a derivalt fogalma. Ismeretes,
hogy ha k € N és egy I € R intervallum felett f(+) fiiggvény folytonos és az intervallum felett
létezik annak k-adik detivéltja f () akkor a fiiggvény C¥ osztalyba tartozik. Igy példaul egy C?
osztalyba tartoz6 fiiggvény az adott intervallum felett egyszer differencialhaté, mig a C° egyszer
sem. Amennyiben y(t) jel differencidlhaté fiiggvénnyel leirhatd, akkor a jel deriviltja a definicié

szerint y(t) = f(t), YO _ yim =

dt At—0 At
érint6jének meredekségét a szemléltid6pontban és ezzel a jel id6beni valtozasanak a mértékét (2-40.

abra).
F(t)

y(t) = y(l) (t) hatarozhaté meg. A derivalt megadia a jel

—

o L+dt t

2-40. dbra- A jel deriviltja grafikusan dbrazolva
Amennyiben a jel folytonos, akkor derivalhatd, de ha ugrasok vannak benne, akkor az egyes
ugrasok kozotti folytonos szakaszok szakaszonként derivalhatok, az ugras helyén pedig Dirac delta
impulzusok jelentkeznek. A derivalas eggyel csékkenti a jel osztalyat, egy C¥ osztalyba tartozé jel
egy derivils utan C¥1 osztalyba fog tartozni. Ezt a tényt figyelembe véve a Heaviside jelet leird
fiigovény a C° osztalyba tartozik a derivaltja a Dirac impulzus pediga C ™1 be. A derivalas rontja a
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jel mindségét, kiemeli a jelben levé zajokat. Képfeldolgozas esetén a derivalas példaul élkiemelésre
alkalmas eljaras.

-1, t<-2
_ —-t+1, -2<t<-1 _
Példaként tekintsiik az X(t) = jelet, amely tobb ugrast is tartalmaz.
2, —-1<t<2
L t>2

3

1125 \

0 > )y
s
1

-3 -2 -1 0 1 2 3

2-41. abra. — A példaban szerepd jel és a deriviltja
A 2-41. abra a fekete grafikon jelzi a jelet, piros pedig annak derivaltjat. A jelben tapasztalhatod
ugrasok helyén a derivaltban Dirac delta impulzusok jelennek meg.
Szigortan nézve a diszkrét jelek esetében nem beszélhetiink derivaltrol, hiszen esetikben a
differencialhatosag feltétele a folytonossag nem kielégitett. Mégis, diszkrét esetben kétféle derivaltat

hatarozhatunk meg: az el6retekint6t és a visszatekintét. A 2-42. abra szemlélteti mindkét
lehet6séget.

x[n+1]

2-42. dbra. — Az elore és a visszatekintd derivlt

Az el6retekints derivalt definicid szerint szamithatd a:

x[n+1]-x[n] _

AX; =———————== X[ N+L[ = X[ N[ oo, 2-31
" (n+1)-n [n+1]=x(n] &3
kifejezéssel, tehat ebben az esetben a derivalt elsé rendd kilonbséggé fajul.
Hasonloképen a visszatekint6 elsé derivalt alakulasa:
X{n]=x{n-1
AX, =M=x[n]—x[n—l]. .................................................................. (2-32)

n—(n-1)
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Ha figyelembe vessziik az els6 derivalt jelentését, miszerint az a derivalandé fliggvény
meredekségét tikrozi, akkor kénnyen belathatd, hogy a diszkrétidejd jel esetében a meredekség
kozelithets az elsérendd kilonbségekkel.

Amennyiben a jel valés ideji mérési folyamat eredménye, akkor egy adott pillanatban a jel
kovetkezd értéke még ismeretlen szamunkra, igy annak derivaltja csak a jel el6z6 pillanatban vett
értékébdl szamithatd. Ezért a gyakorlatban a diszkrétidejd jelek derivalasara legtébbszor a
visszatekinté kilonbséget hasznaljuk.

2.4.5. Jelek integralja

Figevényeknél a hatarozott integral értelme az integralandé fiiggvény alatti terilet
meghatarozasa. Ez a jelek integralja esetében is igy van. Az integralra vonatkozé altalanos

O akkor F(6) = [1 f(r)dr. Az

integralas javitja egy jel hovatartozasi osztalyat eggyel, ha egy jel C¥ osztalyba tartozik, akkor

meghatarozas folytonosidejli jelek esetén, ha f(t) =

integralas utan C*¥*1 osztalyba fog tartozni. Az integralasnak simité hatdsa van. A belépé jelek
esetében az integral hatarai valtoznak, ugyanis

Fi) = [ f@dr=["_f@dt+ [, f(D)dt= [, f(2)dT.cre (2-33)
Diszkrét jelet leird fiigevény alatti teriletr6l nem beszélhetiink. Mégis létezik az integralnak
megfelel6 operator a diszkrét jelek esetében is. Az integral, a folytonosidejti integralhoz hasonléan
diszkrét idSben is a differencial inverzeként tekinthetd. Igy mivel kétféle differencial ismeretes
Axy = x[n + 1] — x[n] és Ax;, = x[n] — x[n — 1], igy kétféle integral felel meg nekik.
Bzek: x[n] = Yp—_o Axp és az x[n] = k__ooAxf , beléps jel esetében: x[n] = x[0] +
Yk=0Dxp és x[n] = Y2 Ax. Tehit diszkrét esetben az integril megfelelGie a gyijtd dsszeg.

2.4.6. A jel energiaja és teljesitménye
A jel altal képviselt energia és teljesitmény értelmezése érdekében vizsgaljuk meg egy valds
elektromos ellenallast és a rajta disszipalandé teljesitményt. Legyen i(t) az R ellenallison atfolyd
elektromos aram pillanatnyi értéke, u(t) pedig a rajta es6 fesziltség pillanatértéke. Az ellenallison

ekkor p(t) =u(t) i(t) teljesitmény disszipél és egy [ty tz] intervallumban E[tltz] =

csr s

fentl osszefuggeseket egy adott jelre is. Mivel u(t) = R -i(t), ekkor p(t) = -i2(t), vagy

p(t) = = () . Esetinkben u(t) és i(t) is jel. Az ellenallds csak egy ardnyossagi allandd. Az
ellenillas erteke R = 1 —nek vehetd. A pillanatnyi teljesitmény igy a jel négyzete. p(t) = i%(t) =

u?(t).
A jelet nem minden esetben modellezik valdsértékd fiiggvényként. Altaldnos esetben x(t)
komplex értékd, ekkor a jelre felirhato, hogy teljesitményének pillanatértéke
G I 2 (3 ] OO (2-34)
, ahol [x(t)| = x(®)x™(t), itt * a konjugaltat jeloli.
A jelekre vonatkozéan a kovetkez6kben hatarozzunk meg néhany fontosabb jellemzét. Az FI
és DI jelben képviselt energia egy adott intervallumra tekintve:

t
Eeor,) = ft12|x(1:)|2 dt, A T Y ] 1. | R —— (2-35)
Az egy idbintervallum alatt vett atlagosan teljesitmény
1t
Pleoe,] = — ftf lx(®)|? dt, Plnin,] = — —— L n X [k] E— (2-36)
A periodikus jel esetében fontos jellemz6 annak egy penodusra esé teljesitménye:
Pr=: ftf)°+T|x(t)|2 dt, Py = Sp N K] e 2-37)

k=n0
Az aperiodikus jel esetében fontos jellemz6 annak teljes energiaja:

40



— TIim T 2 gr — (® 2
E, = Tll_t)l;no f_T|x(t)| dt = f_oo|x(t)| AL, ettt (2-38)
E, = Al]l_r>r010 DN 14 | R Y SN ' 4 | o (2-39)
Az aperiodikus FI és DI jel teljes teljesitménye:
BT i T 2 T 1 N 2
P, = T11_r>£10 — f_TIx(t)I dt, P, = 1\1,1_r)rc}o 2N+1Zk=_N|x[k]| .......................... (2-40)

Azon jeleket, melyeknek véges az energidja véges energiaju jeleknek nevezziik. A folytonos és a

diszkrét jelekre is érvényes, hogy az véges energiaju, amennyiben E, < 00. Azon jeleket,
melyeknek véges a teljesitménye véges teljesitményd jeleknek nevezzik, akkor Py, < 00,

Fontos megjegyezni, hogy a valds jelek sohasem tartanak végtelen ideig, ezért azoknak soha
nincs végtelen energiaja és végtelen teljesitménye. Mas széval minden valds jel valamikor, nem
végtelen tavol keletkezik és véges id6 mulva megszanik. A vizsgalo jelek (pl. sin) némelyike csak a
matematikai kozelitésnek koszonheti végtelen energigjat idedlis jelek. Modellezés, elemzés és
rendszerszintézis céljabol alkalmazhatunk ilyen idealis jeleket, melyek feloszthatok véges értékeik
szerint: véges energiajiakra, véges teljesitménytekre, abszolut integralhatéakra, korlatos abszolut
értékiekre, de ezeket az osztalyozasokat minden esetben a helyén kell kezelni.

2.5. Rendszerek felosztasa

Amikor valamilyen felosztasrdl beszélunk, akkor meg kell adnunk, hogy milyen szempontok
figyelembevételével tesszitk azt. A rendszerek tobb oldalrdl is szemlélhetSk, feloszthatok példaul
mukodésiik szerint vagy fizikai megvalositasuk szerint, méretiik szerint, kiterjedéstik szerint és még
egyéb arra alkalmas megvilagitdas szerint, mégis a rendszerelemzés és rendszerszintézis
szempontjabol legalkalmasabb felosztas a rendszert lefré matematikai modell szerinti. Szakmai
szempontbol a jelek és rendszerek témakorhoz elvart kompetencia a jeleknek és rendszereknek az
egységes targyalasat igényli. Az egységes targyalasmod és a benniik zajlé folyamatok kénnyebb
megértése érdekében a rendszereket a viselkedésiik és az Sket leiré matematikai modell alapjan
osztalyozzuk. Ezek az osztalyok gyakran kiilonb6z6 szempontok szerinti ellentétparokbdl allnak.
Fontos kiemelni, hogy egy rendszer egyszerre tobb osztalyba is tartozhat.

Az alabbiakban réviden bemutatasra keriilnek a legfontosabb osztalyok. Az elvonatkoztatas
érdekében és a matematikai modell szerinti targyalasmod miatt a rendszer szimbolikus jel6lését
alkalmazzuk, melyet a 2-43. abra szemléltet. A jel6lésben a rendszerre valéjaban ugy tekintiink mint
egy folyamatra, amely informaciét szolgaltat a kornyezete felé, oly médon, hogy valamilyen
torvényszerlség szerint modositja a hozza érkezé bemend informaciot. Az informacidéaramlas a
bemeneteken csak a rendszer felé iranyul, a kimeneten pedig csak és kizarolag a kornyezet felé.
Altalanos esetben a rendszernek tobb bemenete és tébb kimenete lehet.

u(t) z
x(t)

y(t)

243. dbra. — A rendszer jelilése kimenettel - bemenettel és dllapotvektorral rendelkezd tag ként.

A X-val jelslt rendszer bemend és kimend jeleinek értékét a t pillanatban értelemszertien u(t)
és y(t) vektorok jeldlik, mig u(*) és y(*) jeloli a teljes megfigyelhets jelet. Es érvényes: u(t)

2
- y ().
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Altalanosan a 2-43. 4bra szerint megadott dinamikus rendszer felirhaté egy tobbkomponensi
struktdaraval az alabbiak szerint:
L=(T,X,UQYT ¢e9)
A struktira egyes elemei a kdvetkezok:
- T azid6pontok halmaza,
- X az allapotok halmaza,
- U a bemenet értékeinek halmaza,
- Q amegengedett bemend jelek halmaza, Q € {w: T — U},
- Y a kimenet értékeinek halmaza,
- T alehetséges kimend jelek halmaza, ' € {y: T —= Y},
- @ az allapotatmenet fuggvény, @: T X T X X X Q) — X,
- g a kimenet leképezés fuggvény, g: T X X XU - Y.
Ha a rendszer a T pillanatban az x allapotban van és a bemend jel u(+), akkor az allapot és a
kimenet a t pillanatban x(t) = <p(t, T, X, u(-)) ésy(t) = g(t, x(t), u(t)) modon adhaté meg.
Specialis esetben, ha a rendszer linearis akkor allapota egy t pillanatban megadhat6 a:
x(t) = (p(t, T, x,u(-)) =D, T)X + O, TIUC) e (2-41)
, ahol az allapot megadhat6 a kezdeti feltétel hatasabol és a bemend jel hatasabol. Az allapot
atmenet figgvény felbonthaté a két hatas egyenkénti hatasainak 6sszegére.
Egy masik specialis eset a sima rendszer. Sima rendszer esetében az allapotokat leképez6
leképezés x(*) = (p(', T, x,u()) folytonos, x(*) € C L tehat legalabb egyszer differencialhaté és

d’; (tt) =f (t, x(t), u(t)) allapotviltozas fuggvény.

igy felirhato a

2.5.1. A rendszer tizemmodjai

Egy rendszerben zajl6 folyamatok energiamozgasokat eredményeznek. Egy dinamikus rendszer
mikodésének harom alapvet6 tzemmoddja ismeretes: egyensulyi vagy allanddsult tizemmod,
atmeneti Uzemmod és periodikus tizemmod (2-44. abra).

@[”C]ﬂ

Egyensulyi | Atmeneti Peri6dikus Egyensulyi | Atmeneti Periédikus
Uzemmod lizemmod ' izemmod © lzemmodd izemmod : tizemmod

2-44. dbra. — A rendszer jellemzd iizemmidjai.

Azt mondjuk, hogy a rendszer egyensulyi vagy allandésult izemmodban van, ha allapota nem
valtozik az idében. Ebben az tizemmodban a rendszer nyugalomban van, az energiaszintek nem
valtoznak. Erre az tizemmaodra jellemz6, hogy a rendszer altal generalt jelekbdl viszonylag kevés
informaci6 vonhaté ki. Atmeneti tizemmédnak nevezziik a dinamikus rendszer mozgasanak azt az
tizemmodjat, amikor egy bizonyos kiindulé helyzetbdl, egy allandésult egyensulyi vagy periodikus
tizemmodba torekszik. Az ebben az tizemmodban szolgaltatott jelekbdl viszonylag sok informacio
kaphat6. Példaul: megallapithaté az egyes energiatarolokhoz kothetd idéallando, csillapitas és sajat
frekvencia, informacié kaphato a kiilsé gerjesztésrél, becstilhetSk a rendszer paraméterei és jelei.
Atmeneti tizemméd jelenhet meg a rendszerben a kiilsé hatasok valtozasanak vagy a rendszer belsé
tulajdonsagainak megvaltozasa koévetkeztében. A harmadik tzemmod a periodikus, erre az
tzemmodra jellemzd, hogy esetében a rendszer egyenlé id6kézonként, ugyanabba az allapotba
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keriil. Ebben az izemmaoddban a rendszer a stabilitas hatarara keriil, a benne felgyiilemlett energiak
vandorolnak az egyik tarolobol a masikba.

2.5.2. A rendszer osztalyok

2.5.2.1. A bemenetek és kimenetek szama szerinti osztdlyozds

Egy rendszer a bemenetei és kimenetei révén tartja a kapcsolatot a kiilvilaggal. Ezen kapcsolatok
szamat tekintve megkilonboztetiink egy bemenetd és egy kimenetd rendszereket (SISO, single-
input and single-output) tobb bemenetd és tobb kimenetd rendszereket (MIMO, multiple-input
and multiple-output) valamint egy bemenetd és tobb kimenetd (SIMO) és tébb bemeneti és egy
kimenett (MISO) rendszereket.

2.5.2.2. Folytonos vagy diszkrét rendszerek

Amennyiben a rendszer bemenetén vagy kimenetén talalhat6 jel idében folytonos akkor
folytonos rendszerr6l beszéliink, de ha idében csak diszkrét értékekben van értéke, akkor diszkrét
rendszerrél beszélink. Tehat a folytonos és diszkrét meghatarozas az id6re vonatkozik. Folytonos
idejii rendszer esetében az id6 intervalluma [a, b] vagy R, diszkrétidej rendszernél pedig egy
valés szamsorozat, tipikusan {0,T,2T,3T,...,nT, ...}, ahol T a mintavételi periédusids. A
diszkrét rendszerek abrazolasara jellemzd, hogy a mintavételi periddusidé elhagyhatd, igy az
idépillanatok sorszamokka fajulnak {0,1,2,3, ..., n, ... }. Tehat folytonos idejli rendszer esetében:

b b
u(t) = y(t), diszkrétidejtinél pedig :u[n] = y[n] valésul meg.

2.5.2.3. Kauzilis vagy nem kauzailis rendszerek

A kauzalis rendszernél (ok-okozati rendszernél) ok-okozati kapcsolat all fenn annak bemen és
kimend jelei k6zott. Rajuk jellemz6, hogy rendszer valasza egy to id6pontban csak az idépontot
megel6z6 gerjesztésektdl fugg t < to. Mas széval a kauzalis rendszereknek nincs el6relatd
képességuk. A rendszernek, annak ébredése el6tt nincs valasza. A valds id6ben mikodd, valos
fizikai rendszerek mind kauzalisak. A nem kauzalis rendszerek fizikailag nem realisak nem lehetnek
valésidéjiek. Ilyenek a joslasok és mas prognosztikai, gondolati rendszerek. A mérnoki gyakorlat
azonban alkalmazza a nem kauzalis rendszereket is. A folytonos idejd rendszerek vizsgalatanal
gyakran egyszertbb matematikai targyalast biztositanak. A diszkrétidejd rendszerek esetében a jelek
memorizalhatok és valésidén kivil feldolgozhatok. Itt megemlitheté a képfeldolgozas, a
hangfeldolgozas, a meteorolégia vagy mas hasonlo tertilet is.

A kauzalitds fogalma kiterjeszthetS a jelekre is. A kauzalis jelek értéke t < 0 esetén nullaval
egyenlS. Ezek a belépd jelek.

2.5.2.4. Statikus vagy dinamikus rendszerek

A statikus rendszer kimenete egy to idépontban csak is kizardlag az abban a pillanatban
jelentkez6 gerjesztéstdl (bemenettdl) fiige. A statikus rendszereknek nincs memoriajuk. A statikus
rendszerek viselkedése nem fligg az id6t6l, barmikor is szemléljik a rendszert, ugyan arra a
bemenetre mindig ugyan az lesz a valasza. Egy m bemenetd rendszernek y(t) =
f (ul (1), u, (t), us(t), ...,um(t)) alakban irhaté le a viselkedése. A statikus rendszernek nincs

allapota, igy a 2-43. 4bra szerint megadott rendszetleirasnal az x(t) allapotvektor mérete null (0).

A tovabbiakban kilon egy fejezetben sem tériink ki a statikus nemlinearitasok részletezésére,
ezért ezen a helyen, tablazatos alakban bemutatasra kertil néhany tipikus statikus karakterisztikat
megvaldsité rendszer, mindegyik szimbolumaval, grafikus abrajaval és matematikai modelljével
megadva (2-1. Tablazat-2-3. Tablazat).
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2-1. Tablazat. — Toréspontokat tartalmazo statikus karakterisytikdik

Elnevezés | Szimbolum Figgvény Grafikon
Erésités, y(t) = A-u(t)
linearis tag | — | / linearis és differencialhaté
Telités, -1; u(t) < -1 !
nemlinearis + y(t) ={u(®); -1 <u) <1 1
tag 1; u(t) >1
Abszolat y(t) = |u(®)]
érték ] ¥
Kiiszob _(u(®),u(t) >0
+ y© = 0,u(t) < 0
Kiszob | - 0; u(t) <0 '
telitéssel y() =1u(t); 0 <u(t) <1 1
1; u(t) >1
Kotyogas, u(®) +1; u(t) < -1
7, —] g A
holtjaték o y(t) =3 0; -1<u(t) <1 BRZIE
u(t) —1; u(t) >1
Holtjaték ( -M; u(t) <-m M
telitéssel I u®)+1; —-m<u(t) <-1 m7 vl m
y(t) = 0; -1<u(®)<1
I u(@®)—-1; 1<u®)>m
\ M u@®)>m
Null Lu(t) >0 1
| t) = sgn(u(®)) =
komparator :‘: y(©) = sg ( ( )) {—1,u(t) <0 _’T
Kétszint -1 u(®) < -1 41
komparator | | :'+E y(@) =40 -1 <u() <1 e
1; u(t) >1
Nulltartd _fu@®) 1
linizir?io 1 ﬂ"i Y(t)=m'Q,m=lnt(T+E) J?'{-:-r
kvantalas
— : 1
Eluelﬁgero ] y(t) =m-Q,m = int (int (?) + E) %*ch
kvantalas
Lépcsos |- y(@) = Qi qi1 <u(t) <gq; Q|
nemlinearis I R
kvantalas
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2-2. Tablazat. — Sima (derivalhato) nemiinearitisok:

Elnevezés Szimbdlum Figgvény Grafikon

Szigmoid _ y(t) = tansig(u(t))

ofszettel B LGN T

exponencialis | | X | y(t) =e*® —1

ofszettel y=e-1

Péros T y(&) =u(®)?"

kitevéja

parabola

Paratlan | et | y() = u(@®)*"** ‘

kitevéid y=x T

parabola

Figgvények | | y=xx | y() = u(t)® —u(t)

linearis

kombinaciéja

Kétoldali ~y=shoo | y(t) = sh(u(®))

zsugoritas

Kétoldali ] y(t) = arsh(u(®))

széthlzas y=Arsh(x) N
2-3. Tablazat. — Tobbértéki fiiggvényekkeel megadhatd nemlinearitdsok:

Elnevezés Szimbd6lum Figovény Grafikon

Hiszterézis

gorbe,  fazist o iﬂf [

nem  forditd

pozitiv

visszacsatolasa

komparator

Hiszterézises
két szintld —

komparator

— f£—1
I.r}verz, A x=fy) | y(©) = FH(u®)
tuggvény
Elfekvé . y(t) = +3/u(t)
parabola X_yz

A dinamikus rendszerek esetében egy adott idében gerjesztett kimenet értéke figg a multbeli
gerjesztésektdl is. A dinamikus rendszerek energiatarolot(kat) tartalmazé rendszerek, vagyis
memoriaval rendelkezé rendszerek. A dinamikus rendszernek van allapota, igy a 1.46. abra szerint
megadott rendszerleirisnal az x(t) éllapotvektor mérete kiilénbozik nullatol. Matematikai
modelljik olyan kozonséges vagy parcialis differencialegyenletekkel adhaté meg, amelyekben
szerepel 1d6 szerinti derivalt. A tovabbiakban tébb fejezeten keresztiil foglalkozunk a folytonos és
a diszkrét dinamikus rendszerekkel, {gy itt nem részletezzik mélyebben Sket.

2.5.2.5. Koncentrilt paraméterii vagy elosztott paraméteri rendszerek

Koncentralt paraméterd rendszer esetében az elemeket paramétereik tekintetében idealizaltnak,
térbeni kiterjedés nélkiilinek tekintjiik. Ilyen idealizalt elem lehet a tomegpont, amely modellezéskor,
bizonyos esetekben alkalmas egy bolygd, vagy egy atommag tomegének figyelembevételére.
Elektromos vezetSképesség, kapacitas vagy induktivitas koncentralt hatasként valé targyalasa
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bizonyos esetekben ugyancsak kielégité eredményhez vezet. Koncentralt paraméterek
alkalmazasaval, a rendszeren belil jelentkezé hatasok egyszertibb és attekinthet6bb matematikai
modellt eredményeznek. Az ilyen modellek gyakran hatékonyak és kielégitik a rendszerelemzés és
rendszerszintézis altal elvartakat. Vannak olyan rendszerek, melyek paramétereiket tekintve eleve
elosztottak, ilyenkor nem elegend6 a koncentralt paraméter szerinti targyalas. Az elosztott
paraméterd rendszerben a figgetlen valtozoként az idé mellett még a térbeli koordinatak is
jelentkeznek. Az  elosztott paraméterd rendszerek matematikai modellje  parcialis
differencialegyenletekkel adhaté meg. Ilyen rendszerek is sokfélék lehetnek, példaul fiigegShid
esetében a tomegek hatasa, elektromos tavvezeték esetében a vezetékek egymas kozotti és a fold
felé vett kapacitisa, a vezetékek induktivitisa. Egy varos hdszolgaltatéjanak héeloszto
infrastruktaraja.

2.5.2.6. Homogén vagy nem homogén rendszerek

A homogén rendszerek matematikai modelljére jellemz6, hogy nullat nullaba képeznek le. Egy
homogén linearis egyenletrendszernek mindig van megoldasa, mert esetében a szabad tagok nullak,
és igy a nulla vektor mindig trivialis megoldast jelent. Tegytik fel, hogy a 2-43. abra szerint megadott
rendszer homogén, bemenete u(t), kimenete pedig y(t) , ami réviden felirhaté a kévetkezvel:

z
u(t) - y(t), ekkor a bemenetet A szorosara névelve a kimenet is A szorosra né:

AU 5 A YD o (2-42)
Tekintstk a kovetkezd példat: y(t) = 2 - u(t), mely egy rendszer homogén modellje, és ha ez
a modell bizonyos koérilmények kozott hien tiikrozi a rendszer viselkedését, akkor elmondhato,
hogy a rendszer az adott kérilmények koz6tt homogén. Egy masik példa legyen egy nemhomogén
rendszer modelljének példija, az y(t) = 2 - u(t) + 1, mely a nullat nem nullaba képezi le és igy
nem homogén. Megfelel6 koordinatarendszer valasztasaval gyakran homogénné tehetd a rendszert
leiré matematikai modell.

2.5.2.7. Additiv vagy nem additiv rendszerek

A rendszer akkor elégiti ki az additivitas feltételeit, amikor érvényes, hogy ha a bemenet felirhaté
két jel 6sszegeként u(t) = uq (t) + u,(t), akkor a kimenet is felbonthaté y(t) = y,(t) + y,(t) ,

pX pX >
ahol u(t) = y(t) , u(t) = y1(t) és uy(t) = y,(t). Az additiv rendszerek jelentSsége abban
rejlik, hogy egyszerd jelekre adott valaszukbdl kovetkeztethetiink Osszetett jelek hatasara tett
viselkedésiikre.

2.5.2.8. Linedris vagy nemlinedris rendszerek

A linearis rendszer egyszerre homogén ¢és additiv is. A linearis rendszert lefré6 matematikai
modell homogén és érvényes benne az additivitas feltétele is. A linearis modellel leirhaté

> b
rendszerekben érvényes a szuperpozici6 elve. Vagyis ha: uy (t) = y,(t) és u,(t) = y,(t) akkor

z
(aul(t) + ,Buz(t)) - (a%(t) + ﬁJ’z(t))

A rendszer leiré matematikai modellek, egyenletek akkor linearisak, ha a figgetlen valtozok
(vagy annak derivaltjai) csak els6 hatvanyon és transzcendens figgvények altal torténd leképezések
nélkil fordulnak el6 benne, egyébként nemlinearisak. Ha a linearitas valéban fennall, akkor
jelentésen leegyszertsiti a rendszer viselkedésének elemzését. A valds vildg szamos rendszere igen
széles tartomanyban, legalabbis elsé kozelitésben, linearis.

2
Példa a linearis viselkedést leird matematikai modellre: a, ddgzgt) +a; di;(tt) + ayy(t) = bu(t),

ahol a; és b paraméterek allandok, y(t) és u(t) a 2-43. 4bra szerint megadott bemenetek és

2
asy(t) +

kimenetek. Egy masik példa legyen egy nemlinearis rendszert lefré matematikai modell: a, 2
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dy(t)
1 oat
szabadtag a masik pedig az y2(t) hatvany.

A folytonos rendszerekhez hasonldéan, amennyiben a diszkrét rendszert lefr6 matematikai
modell egyszerre homogén és additiv akkor az is linearis és ezért linearis diszkrétidejt rendszernek
nevezhetd. Fontos megjegyezni azt a tényt is, hogy a DI linearis rendszerek esetélben is érvényes a
szuperpozicio elve.

a + agy?(t) + 1 = bu(t). A masodik példa két okbdl is nemlinearis, az egyik a nem nulla

2.5.2.9. Idéinvaridns vagy idévariins rendszerek

A jelek és rendszerek vizsgalatanal mindig fontos dimenzi6 az id6. A jelek altalaban id6figgoek,
és mint olyanok fliggetlen valtozoként az id6t tartalmazzak. Amennyiben a rendszer viselkedése
tiigg az 1d6tél akkor id6fiiggs rendszerrdl beszélink, amennyiben a rendszerben zajlé folyamatok,
események lefolyasa nem fiigg a vizsgalat id6pontjatol, akkor id6éfiggetlen rendszerrdl beszélunk.
Masszoval egy bizonyos allapotban levé id6fiiggetlen rendszer ugyan olyan gerjesztés hatasara
ugyan ugy viselkedett tegnap, mint ma viselkedik és mint holnap fog viselkedni. Az idéfigg6
rendszerre ez nem igaz. Az id6fliggs rendszer kapcsolatai és/vagy paraméterei idéfuggdek, a
rendszer idévarians (nem autoném). Az id6fuges rendszer viselkedése flige a megfigyelés idejétdl.
A valésagban talalhaté valds rendszerek valamilyen szinten mindig idéfiiggéek, ha mar csak a
rendszert alkotd elemek Gregedését és az ebbdl adodd paramétervaltozast vessziik is figyelembe.
Amennyiben ez az id6fiiggdség elég lassu folyamatot modellez, akkor elhanyagolhato és a rendszer
modelljét ebbdl a szempontbdl egyszerubbnek, id6fiiggetlennek tekinthetjiik. Az id6figgetlen,
idéinvarians vagy autoném rendszermodell targyalasa, vizsgalata az id6fligg6hoz képest egyszeribb
matematikai eszkézoket igényel. Autondém rendszernél a valds rendszeren folyé kisérletek
megismétlésével reprodukalhaté az el6z6 kisérlet eredménye. Az id6fiiggetlen sztochasztikus
rendszerek stacionariusok, statisztikai jellemz6ik nem valtoznak az id6ben, mig az id6figed
sztochasztikus rendszerek nem stacionariusok, statisztikdik valtoznak az id6ben. Tehat,
idéinvarians rendszerek esetén egy adott gerjesztésre ugyanaz a valasz fiiggetlenil attdl, hogy az a

getjesztés mikor lett alkalmazva. Vagyis u(t) E> y(t) = u(t —ty) E> y(t —to).

Diszkrét rendszerek esetén pedig ha u[n] bemenetre a valasz y[n], akkor az idéinvarians
rendszer vilasza u[n —mny] bemenetre y[n —ny] . Fontos megjegyezni, hogy beigyazott
rendszerként megvaldsitott rendszer esetében konnyen biztosithaté az id6fiiggetlenség, a valos
rendszerek esetében az 6regedési folyamat mindig jelen van.

2.5.2.10. Invertilhato rendszer rendszerek

A rendszer invertalhatd, ha kilonb6z6 bemenetek kulénb6z6 kimeneteket eredményeznek.
Elméletileg a rendszer invertdlhaté, ha a kimeneti jelének ismeretében egyértelmien
meghatarozhaté a bemeneti jele. A gyakorlatban ez azonban nem olyan egyszerd, az inverz rendszer
nem valdsithaté meg minden esetben. A rendszerek szabalyozasi, iranyitasi céljainak elérése
érdekében gyakran jelentkezik az inverz rendszer kialakitasanak igénye, ez a feladat leginkabb csak
alkalmas digitalis struktdran, bedgyazott rendszeren valdsithaté meg. Rendszertechnikai
megkéozelitésben a rendszer egy u(t) 3 y(t) struktira. Amennyiben létezik az az inverz struktura,

-1
ahol y(t) — u(t), akkor a rendszer invertalhato.

Bz igaz diszkrét rendszerek esetében is. Példaul az y[n] = ML _o x[i] akkumulatorként is
ismert rendszer inverze az x[n] = y[n] — y[n — 1] rendszer. A diszkrét rendszer invertalhato, ha
annak kimenetébdl egyértelmien meghatarozhaté a bemenete.

Az inverz rendszer az a rendszer, amit a rendszer utan kaszkadba kell kétni, agy, hogy a rendszer
kimenete az inverz rendszer bemenete legyen, ekkor a két sorbakotott rendszer altal eredményezett
eredd atviteli figgvény egységnyi lesz.
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2.5.2.11. Determinisztikus vagy sztochasztikus rendszerek

A determinisztikus rendszer determinisztikus gerjesztésre determinisztikus valasszal reagal. A
determinisztikus rendszer paraméterei is determinisztikusak. A determinisztikus rendszer fiiggetlen
valtozoi, fuggvényekkel adhatok meg térben és idében. A sztochasztikus rendszer barmilyen
gerjesztésre sztochasztikus valaszt ad. A sztochasztikus rendszer egyes fliggetlen valtozoi csak
valoszinlségszamitasi Osszefliggésekkel irhatok le. A sztochasztikus rendszer paraméterei nem
kotelezéen véletlen valtozok. Szigordan tekintve a valésagban minden fizikai rendszer
sztochasztikus, a rendszerben zajlé nem modellezett folyamatok, hatasok, zajok, a paraméterek
értékének véletlenszerd valtozasa a kimenet enyhe sztochasztikus viselkedését eredményezi. A
rendszermodell egyszerisitése érdekében gyakran elhanyagolhato ez a kétségteleniil jelenlevé enyhe
sztochasztikus hatds. Amennyiben a sztochasztikus hatds markansan jelentkezik, akkor
elkertilhetetlen annak megfelel6 modellezése. Ilyenkor a matematikai modell véletlen-valtozokat
tartalmazoé sztochasztikus modell.

2.5.3. Linearis iddinvarians rendszerek

Ez el6z6kben targyalt rendszerosztalyok mindegyike a maga moédjan fontos és jelentds, a
gyakorlatban mégis van néhany tulajdonsag, amely kilonos figyelmet érdemel. A nemlinearis
rendszerek munkapontokban valé linearizalasa még inkabb béviti az azonos matematikai
eszkozokkel, technikakkal targyalhat6 rendszerek korét. Ugy folytonos, mint diszkrét esetben, a jel
és rendszertechnikaban, tobb okbdl kifolydlag is kitiintetett szerep jut az idSinvarians, stacionarius
linearis rendszereknek, vagyis az L'TT (Linear Time Invariant) rendszereknek. Els6sorban azért mert
a linearis rendszerek esetében érvényesiil a szuperpozicié elve, miszerint a rendszerben jelen levé
gerjesztd hatasokat kilon-kulon vizsgalva eljuthatunk a rendszer teljes valaszanak meghatarozasaig.
Masrészt, amint mar ez el6z6kben is lattuk egy rendszer idévariancidjanak vagy invarianciajanak az
1d6tdl valo fiiggését nevezziik. Az id6t6l vald fiiggetlensége az explicit fliggést jelenti, a rendszerben
jelentkez6 jelek természetesen fugghetnek az id6t6l. Az id6invarians rendszer esetében a vizsgalat
elvégzésének id6pontja lényegtelen, a kezdSidépontot tetszélegesen megvalaszthatjuk. A kimendjel
meghatarozasanal csak a vizsgalat vagy mérés idSintervallumanak hossza a lényeges. Masképpen
ugyis megfogalmazhatjuk egy rendszer idSinvarianciajat, hogy ugyanakkora értékkel eltolva a
vizsgalat kezd6- és végpontjat, viszont megegyez6 kezdballapotokban ugyanazt a bemend jelet
hasznalva, ugyanabba a végallapotba hozzuk a rendszert. Az idGvariancia illetve invariancia
matematikailag az allapotatmeneti- és kimeneti leképezések megadasanal valosul meg. Id6varians
rendszereknél explicit médon jelenik meg az idévaltozo a figgvényargumentumban, viszont nem
igy van ez az id6invarians rendszereknél. Ez a kulonbség a fizikai rendszerek esetében a
kovetkez6képen mutathatd be. Amikor idévarians rendszereket vizsgalunk, akkor nemcsak az
allapotvaltozok, a bemend és a kimend jelek fuggnek az id6tdl, hanem a rendszert jellemzé
paraméterek idévaltozokként vannak jelen. Egy rendszer idévarianssaga a paraméterek altalaban
vagy a hosszutavon bekovetkezé valtozasabol (példaul alkatrészkopas), vagy valamely zavard
tényez6 (példaul a kilsé hémérsékletvaltozas) tigyelmen kiviil hagyasa miatt jelenik meg.

2.5.3.1. SISO LTI rendszer matematikai modellje

Az LTI rendszerek altalinos esetben lehetnek tobb bemenetiek és tobb kimenettek, azonban
kilon érdemes részletesen foglalkozni az egy bemenettel és egy kimenettel rendelkezé
rendszerekkel. Lehet a vizsgalt rendszer elektromos, mechanikus, pneumatikus, hidraulikus,
gazdasagi folyamat, biologiai rendszer vagy mas egyéb, a fizikai rendszertSl fuggetlentl, valos
rendszerek matematikai modellezésének nagyon gyakran eredménye az FI SISO LTI rendszerekre
jellemz6 matematikai modell. Ezért a kévetkez6kben réviden bemutatasra kertl ez a jellegzetes
matematikai modell. Legyen y(t) egy rendszer bemenete, u(t) pedig a kimenete, ekkor ennek az
egy bemeneti és egy kimenetd folytonosidejd, autoném, allandé és koncentralt paraméterd
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rendszernek a kimenet-bemenet viszonya a kovetkez6 n-ed rendd édltalanos differencidlegyenlettel
irhato le:

n n—1
nddfit)'l' Ap— 1d y(t)+ “+agy(t)=>b

A rendszer a 2-45. abra lathato taggal jellemezhetd.

a™y(t)

+ o+ bou(t) oo 2-43

m. gem

u(t)

245, dbra. — Az FI SISO LTI rendszer matematikai modellje.

A modellben szereplé a; és b; egyutthatok rendszerallanddk, értékik és szamuk fugg a
modellezendé rendszertdl. Valos fizikai rendszerek esetében érvényes az m < n relaci6, mely
Osszefuggés egyben a modell altal leirt fizikai rendszer megvalésithatéségénak feltétele is.

dly(® d u(t)
dtt = 0 b

A rendszerre jellemzé differencialegyenlet rendjét alapvetoen a rendszer energiataroloinak
szama szabja meg. Mivel a rendszer linearis és idéinvarians, igy a bels6 energiak altal gerjesztett
kimeneti jelosszetevé és a bemenet hatasara jelentkez6 kimeneti jelosszetevd egyszerien
Osszeadhato.

alakban is.

A fent emlitett modellt gyakran irjuk a Y,i—q @;

Matematikabdl tudjuk, hogy az n—edrendd allandé egyiitthatdja linearis differencidlegyenlet
teljes y(t) megoldiasa a homogén egyenlet iltalinos megoldisinak yy(t) és az inhomogén
egyenlet egy partikularis yp (t) megoldasinak szuperpozicidjaként allithaté els a kovetkezd képen:

Y(E) = Yp(E) F VE(E) e (2-44)

Ez az Gsszefiiggés is csak azért irhat6 fel ilyen moédon, mert a rendszer linedris, igy kilon
targyalhaté a kezdeti feltételektSl fiigegd belsé energiak viselkedésének hatasa (angolszasz
irodalomban: transient behaviour) és a kiils6 gerjesztésnek a hatasa (angolszasz irodalomban: steady
state motion).

A modellre jellemzé homogén egyenlet jobb oldala nulla:

n n-—1
WO g, (B0 4 gy () = 0, @y # O (2-45)

,esetében a gerjesztést nem vesszitk figyelembe. A rendszer csak a belsé energidinak
felhasznalasaval mozog és eredményezi Yy (t) jelet. Altalanos esetben a homogén megoldashoz a
rendszerben levé minden egyes energiatarolé a maga jellegzetes viselkedésével hozzajarul. Ezen
energiatarolok viselkedése is figyelhet6 egyenként, igy a teljes homogén megoldas is felbonthaté a
kévetkez6 szuperpozicios egyenlettel: Yy (t) = yy, (t) + ypu, () + - + yy, (£).

A matematikabol ismert az n-ed rendd allandé egyttthatés homogén differencialegyenlet
megoldasanak algoritmusa, miszerint: a homogén egyenletbe yy(t) = e helyettesitéssel kapjuk
a: P,(1) = apA™ + ap_1 A" + -+ + ag karakterisztikus polinomot. Mert: d;—:t = Ne™ ¢s akkor:
a et + a, AV e 4 ...+ qpe?t =0, rendezve e (a A" + a, A"+ +ay) =0,
e’ P, (1) = 0 miszerint a megoldas a karakterisztikus polinom gydkeinek megkeresése utjan

keresheté meg.
A P, () felirhato gyoktényezSs alakban a gyokeivel is:
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Po) = (A= Ak s (A= A% - (A= (0y + wp))™ - ..o (2= (ou £ wﬂ))l“
ahol Z}/:l ki +2 Z?=1 li =n.

Itt a A; értekek kiilonbozé, k; multiplicitasa valos gyokok, (0; + w;) pedig kiillonbozé, I
multiplicitasa komplex gyokparok.

Az egyes gyokok megadjak a hozzajuk tartozé energiatarol6 viselkedését. Amennyiben a
karakterisztikus polinom gyokei tobbszorés multiplicitisa valés gyokok (A — )i, akkor a
hozzijuk tartoz6 homogén megoldist az a;(t) = (Ai,l + At + Ajat? 4+ Ai,kitki_l)e’lit
alakban kell keresni, ahol A;; éllandok a peremfeltételekbdl, éltalaban kezdeti feltételekbdl
hatarozhatok meg. Amennyiben a karakterisztikus polinom gyokei tobbszorés multiplicitasu

L .
komplex gyokparok (/1 —(0; £ wi)) , akkor a hozzajuk tartozé homogén megoldast a §;(t) =
efit ((Bl-,1 + Biat + Bist? + -+ Byt cos(w;t) + (Cyp + Cipt + Ciat? + -+

C i,litli_l)sin(wit)) alakban kell keresni, ahol B; j és (; j allandok a peremfeltételekbdl, altalaban

kezdeti feltételekbdl hatirozhatok meg, Az ismeretlen allandék szama pontosan N . Igy az egyes
energiatarolokhoz tartoz6é ismert peremfeltételek segitségével meghatarozhatok a szabad
egyutthatok. A rendszer homogén részének altalanos megoldasa felirhaté az alabbi alakban:

V() = DV @i(8) 4 T Bill) oo (2-46)

A rendszer partikularis részének megoldasa a gerjesztéstdl, vagyis a bemenettdl fugg. A bemeneti
fiigevény alakja meghatarozza milyen formaban keressiik azt. A partikularis megoldas egy specialis
esetével allunk szemben ha a gerjesztés olyan harmonikus, minek korfrekvenciaja megegyezik a
rendszer karakterisztikus polinomja valamelyik komplex gyokének képzetes részével.

Az el6zbekben targyalt allandé egyttthatés n-ed rendd differencialegyenlet homogén
megoldasit az yy(t) = e alakban kerestiik. Ismeretes, hogy a At kitevének dimenzié nélkuli
szamnak kell lennie, ezért elmondhatd, hogy ha t idé dimenzi6ju, akkor A frekvencia [Hz] vagy
[rad/sec]. A A; sajatértékek/gyckok vagy valdsak, vagy konjugilt komplex parokat alkotnak.
Erdemes killon targyalni ezt a két esctet.

2.5.3.2. Iddbdllando

Az id6éallandé vagy id6allandok a rendszert jellemzik. Informacioét szolgaltatnak a rendszerben
zajlé atmeneti folyamatok lefolyasi sebességérél. A rendszer idéallandoi meghatarozhatok
karakterisztikus polinomjanak gyckeibdl.

Egy példan keresztil vezetjuk be az id6alland6 fogalmat. Tételezzik fel, hogy egy egytarolos

dy:t(t) + Aog¥Yy (t) = 0. Mivel a

gerjesztési hatasok helyén nulla szerepel, ezért ez a magara hagyott rendszer modellje, a rendszerben
tapasztalhaté jelek csak a belsé energiak valtozasabdl erednek. Az egyenlet megoldhaté a mar

rendszer matematikai modellje a k6vetkez6 homogén egyenlet: a4

emlitett karakterisztikus polinomot alkalmazé maédszerrel, éspedig a;4 + ag = 0,4 = — %, ekkor
_1 .
1l
és a allandék a modellezett rendszertdl fiiged értékek. Az yy(t) = Ae?* homogén megoldas
szabad paramétere meghatarozhaté a jel kezdeti értékébdSl. Mivel a példaban megadott
differencialegyenlet szétvalaszthatd, ezért egy masik modszerrel is megkeressitk a megoldast. A

3 , . .y
24 :t(t) = —ayyy(t), a differencidlegyenlet szétvalasztva:
1 1

—_% : o
- dyy(t) = o dt , integrilva: | (yH 5
megoldisa ln(yH(t)) + In(C) = —%t, az egyenlet rendezve ln(CyH (t)) = —%t, Cyy(t) =
1 1

at [sec] értéket a rendszer id6allanddjanak nevezzitk. A matematikai modellben szereplé a

rendszer matematikai modellje: a,

dyH(t)> = —z—:f dt , a hatirozatlan integril

50



_%o

e art , végil yy(t) = %e_ﬁt, yu(t) = Aelt, mely megoldas megegyezik a karakterisztikus
polinomot hasznal6 moddszer eredményével. Tételezziik fel, hogy nullaban a jel értéke 100
egységnyi, ekkor az A = 100 az Z—: konkrét értéke legyen 2, vagyis T = 2[sec], ekkor a 2-46. dbra
lathat6 100-bol 0-ba val6 atmeneti alakot kapjuk.
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246. dbra. — A magara hagyott egyritolds rendszer viselkedése A = 100 esetén

Az eredményil kapott gorbe (2-46. abra) tipikus az egytarolés FI SISO LTI rendszerek
vilagaban, legyenek azok elektromos rendszerek, hétani folyamatok, mechanikus rendszerek,
gazdasagi folyamatok vagy mas folyamatok. Az id6beni lefolyasra jellemzd, hogy a rendszer
kimenete az 1 T id6 alatt vesziti értékének ~63%, 3 T id6 alatt vesziti értékének ~95% és 5 T idS
alatt gzakorlatilag elvesziti teljes értékét, marad ~0.5%.

Egy adott grafikonrél mértani eljarasokkal identifikalhato, azonosithaté az idéallandé. Az eljaras
szerint érint6t kell felvenni a t = 0 -ban és megszerkeszteni annak metszetét az y = 0 egyenessel,
a kapott id6pont az 17, a folyamat tovabb folytathatd, érint6t kell felvenni 17 -ban és
megszerkeszteni annak metszetét az Y = 0 egyenessel, a kapott idépont az 2T lesz és ez igy
folytathato tovabb.

Egytarolés rendszer vizsgaldjele gyakran a Heaviside fuggvény, ami azt jelenti, hogy a nulla
kezdeti értékekkel rendelkezé rendszer bemenetére egységugrast vezetiink. A kapott kimeneti
jelalak ekkor az y(t) = A(l - e’“) egyenlettel irhato le. A jelalak grafikusan abrazolva a 2-47. abra
lathato.
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2-47. dbra. — A Heaviside fiiggvénnyel gerjesztett rendszer vdlasza

A 2-47. abra lathaté gbrbe az dgynevezett fatési gorbe, mig az el6z6t hilési gorbének szokas
nevezni. Ezen elnevezések az egytarolés hétani rendszerek idSbeni viselkedésére, hdmérsékleti
alakuldsara utalnak fatési és hutési fazisokban. Példaul egy villanymotor
hémérséklete bekapcsolt allapotban noévekszik egy bizonyos hatarig (ftés), mig kikapcsolt

allapotban csokken (htlés).
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2-48. dbra. — Fiitési-hiitési gorgbék
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A 2-48. abra lathaté gbrbék olyan fhtési hitési folyamat eredményei, ahol ugyan annak a
rendszernek pont annyi ideje van melegedni, mint hilni csak a ki/be kapcsolas frekvencidja mas.

Amennyiben egy rendszer tobbtarolds, akkor elvileg minden valés és konjugalt komplex
gy6khoz tartozik egy idéallandd. Az eredd viselkedést az yy(t) = VH, (t) + VH, ®+-+
Y, (t) Gsszefiggés adja meg. Az eredd id6illand6 pedig szamithat, mint az egyes id6illandok

Osszege To = Ty + T + -+ + Ty

2.5.3.3. Sajitfrekvencia

Egy rendszer sajatfrekvencidja/sajatfrekvenciai jellemzik magat a rendszert. Informaciot
szolgaltatnak a rendszerben zajlé atmeneti folyamatok lefolyasardl a rendszerben jelentkezd
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lengésekr6l. Amennyiben ismert a rendszer matematikai modellje, akkor annak sajatfrekvenciai
meghatarozhatok karakterisztikus polinomjanak gyokeibdl.

Egy példan keresztil vezetjik be a sajatfrekvencia fogalmat. Amig a legegyszertbb rendszer,
ahol id6allandé jelentkezik az egytarolds, addig a sajatfrekvencia targyalasahoz legalabb kéttarolos
rendszerre van szitkség. Tételezziik fel, hogy egy kéttarolds rendszer matematikai modellje a

2
: Zfz(t) T a; dy:t(t) + aoyy(t) = 0, Mivel a getjesztési hatasok

helyén nulla szerepel, ezért ez a magara hagyott rendszer modellje, a rendszerben tapasztalhato
jelek csak a belsé energiak valtozasabol eredhetnek. Az egyenlet megoldhaté a mar emlitett
karakterisztikus polinomot alkalmazé médszerrel, éspedig a;A% + a;Ad + ag = 0. Elészor is

d?yy(t) dyu(®)
% + 260)0 y:t + (l)(z)yH(t) = 0
differencialegyenlet (a2-vel a leosztds nem egyértelmd), amely karakterisztikus polinomija a A% +

28woA + wi = 0, ahol § jelsli a csillapitasi tényezdt wq pedig a csillapitatlan sajatfrekvenciat. A

kovetkez6 homogén egyenlet: a,

osszuk le az egyenletet a, -vel, ekkor kapjuk a

—28wpt /4520)(2,—4005

miésodfokd megoldoképlet alapjan A, = rendezve: Ay, = —6wy *

2 b
woVd2 — 1. A megoldis, § > 1 esetében két valos gyok, melyekhez két idéallandd péarosul.
Ilyenkor a rendszer viselkedése aperiodikus, a tranziensekben nincs lengés. Amennyiben § < 1,
akkor a megoldas konjugalt komplex gyokpar, amely mar leng6 tranziens viselkedést ir le, a rendszer
viselkedése periodikus. Ekkor a masodfoku polinom gydkei 4; , = —8wgo & jwoV1 — §2 lesznek.

Vezesstuk be a valds rész esetében a 0 = —8w jelolést a csillapitasnak és a képzetes rész szimara

az W = woV1 — 62 jelolést a lengési korfrekvencidnak vagyis a csillapitott sajatkorfrekvencianak,
ckkor A4 , = 0 * jw. Konjugilt komplex gyok esetében, a rendszerben levé két energiatirold
kozott az energia oda-vissza aramlik w[rad/sec] korfrekvenciaval, a lengés amplitdddja T =
1
ol
energiaelnyeld elemek okozzak. A magira hagyott rendszer viselkedését az yy(t) = eat(B .
cos(wt) + C - Sin(wt)) egyenlet modellezi, ahol B és C allandok a két energiatiroléban
jelentkez6 kezdeti feltételekbol hatarozhatok meg.

[sec] id6allandéval csokken. Az amplitidé csokkenését a rendszerben levs disszipacio,
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2-49. dbra. — Magdra hagyott kéttaerolos rendszer csillapitott és csillapitatlan lengése

A 2-49. abra szemlélteti a magara hagyott kéttarolds lengé rendszer csillapitott és csillapitatlan
lengését, ahol mindkét esetben wy = 10, a baloldali 4branil § = 0.2, mig a jobboldalinil: § = 0.
Kéttarolos rendszer esetében szokas meghatarozni egy, a rezgékorokre jellemzé allandoét, a josagi
tényez6t. A josagi tényez6 energetikai szempontbodl, aranyként kertil bevezetésre, megmondja, hogy
a rendszerben tarolt atlagos energia és a disszipalt energia hogyan aranylik egymashoz Q = —. A

28
josagi tényezé értéke csak a csillapitasi tényez6tdl fiigg. A 2-49. abra bal oldali grafikonja azt az

esetet mutatja be, amikor a rendszerben levé energia idével csékken, mig a jobb oldali grafikon egy
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olyan idealizalt esetet tiikr6z, ahol nincs disszipacio, a rendszerben levé energia allandé marad.
Ilyen rendszert a valésagban nem lehet eléallitani.

Kilsé gerjesztés hatasara a rendszer kényszermozgast végez és kimenete gerjesztéstdl fiiggd
véalaszt eredményez. Tegyiik fel, hogy az u(t) gerjesztés egy D amplitid6ji harmonikus €
korfrekvencidval, a kovetkezSk szerint: u(t) = D - cos(Qt), ekkor a partikuliris megoldas is
harmonikus lesz yp(t) = E - cos(Qt + ¢) ugyan azzal a korfrekvenciaval, mert az LTI rendszer
nem modositja a gerjesztés frekvenciajat csak amplitadojat és fazisat. A példaban vizsgalt kéttarolos
rendszer kényszerrezgése a harmonikus gerjesztés esetén a kovetkezé modellel irhato le:

& yp(t) + 28w, dyp(t) + W3Yp(t) = D = COS(QL) oo (2-47)

feltételeZZuk, hogy yp (t) = E - cos(Qt + ¢) alaki. A megoldis kereséséhez derivaljuk kétszer
az yp (t)-t és helyettesitsiik be a differenciélegyenletbe'

dye® _ —EQsin(Qt + ¢), & yp(t) —EQ%2cos(Qt + D), (2-48)

dt
behelyettesitve:

—EQ%cos(OQt + ¢) — 26wy EQsin(Qt + ¢) +
WAECOS(Qt 4 ) = DCOS(LL), ovveeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeseeseeeeeessess s (2-49)

rendezve:
E(w3 — Q%)cos(Qt + ¢) +
20WoEQSIN(QL + @) = DCOS(QLL) .ot (2-50)

A szogek Osszegének szinuszara és koszinuszara vonatkozé addicidés azonossagok
felhasznalasaval jutunk az:

E(wi - QZ)(COS(Qt)cos(qb) — sin(ﬂt)sin(qb)) + ZSwOEQ(cos(Qt)sin(q’)) +
SIN(QE)COS()) = DCOS(QL) covevevrrrrrrssssieeverreresssssieesssssessssssseesssssss s (2-51)

Osszefliggéshez.

Ahhoz, hogy az egyenléség fennilljon, a cos(Qt) és a sin(€)t) egyiitthatéinak a (2-52) egyenlet
jobb és bal oldalan egyenl6knek kell lennie. Ezért a két szogfiigevény szerint rendezve:

E(w3 — Q) cos(@) + 26woEQSIN(P) = D oo (2-52)
és
E(w3 — Q) sin(¢) + 28wgEQCOS() = 0 oo (2-53)
A (2-53) egyenletbdl kifejezve a fazisszoget:
_ 26w
tan(¢) = 2“"!’12 .................................................................................................... (2-54)

, az elsé és a masodik egyenletet ((2-52) és (2-53)) négyzetre emelve, majd 6sszeadva jutunk az
amplitado valtozas térvényéhez:

E?((w3 — Q%)2 4 (26W00)2%) = D2 oo (2-55)
és végul:
E= D

\/(w%—ﬂz)2+482w392

Osszefoglalva, a harmonikus gerjesztés hatasara a rendszer a kévetkez6 kimenettel valaszol:

yp(t) = J 2 cos (Qt + atan (— ZMOQ)). ............................ (2-57)

(02-02) 445202022 wp—0?2

A valasz amplitaddja és fazisa fligg a csillapitatlan sajatfrekvencia és a gerjesztési frekvencia
viszonyatél és a csillapitasai tényezé értékétol.

Egy specialis eset a rezonancia jelenség, amikor is a gerjesztés harmonikus és annak
korfrekvencidja megegyezik a rendszer lengési frekvencidjaval O = w = wgV1 — §2. Amennyiben
a gerjesztés korfrekvencidja ) = wq és a csillapitasi tényezd nulla § = 0, akkor a partikularis
megoldas felirhaté a yp(t) =t - cos(Qt + ¢) alakban. Ez a megoldas azt jelent, hogy a két
energiatarolé kozotti oda-vissza mozgas mellett a rendszer gyUjti az energiat a gerjesztésb6l, belsé

54



lengésének amplitaddja linearisan novekszik, mig a fizikai rendszerben katasztrofalis események be
nem kovetkeznek. Ilyen esetek elé6fordulhatnak a gyakorlatban, példaul kiegyensulyozatlan futémd
esete gépkocsinal. A koévetkezSkben néhany példa keril bemutatisra a kilénb6zé jellegh
gerjesztések kéttarolos rendszerekre gyakorolt lehetséges tipikus hatasainak szemléltetésére.

0.02 T T T T T

-0.015 ! ! L ! L I ! | !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2-50. dbra. — A rendszer dtmeneti iizemmoidja
A 2-50. abra egy atmeneti izemmodot figyelhetiink meg, melynél a rendszerben zajlé atmeneti

folyamatok, tranziensek a rendszerben levé csillapitas hatasara lengési frekvenciaval lengve, T
idéallanddval exponencialisan csillapodnak. Ebben az esetben a bemenetre vezetett vizsgaldjel a

négyszogfiigevény.

0.5 w w w w 0.06
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2-51. dbra. — A regonancia jelensége

A 2-51. abra bal oldalan a rezonancia jelensége figyelheté meg csillapitatlan rendszer esetében
6 = 0, ahol is a harmonikus getjesztés frekvencidja megegyezik a rendszer sajatfrekvenciajaval. Itt
tapasztalhaté az amplitudo linearis névekedése. A 2-51. abra jobb oldalan lathaté grafikon a nem
nulla csillapitasi tényezével 6 = 0.1 rendelkez6 rendszer csillapitatlan sajatfrekvenciaval azonos
korfrekvenciaja harmonikussal torténd gerjesztését szemlélteti. Ebben az esetben a kényszerrezgés
amplitiddja a fent targyalt térvény szerint allando.

A partikularis megoldasnak egy masik specialis esete, amikor a rendszerben levé csillapitas nulla
6 =0 és a harmonikus gefjesztés korfrekvencidja csak egy picit tér el a csillapitatlan
sajatfrekvenciatol. Megallapithato, hogy ebben az esetben is érvényes az y(t) = yp(t) + yy(t),
vagyis a szuperpozicié elve. Amennyiben a gerjesztés frekvencidja kozel van a
rezonanciafrekvenciahoz, akkor a partikularis és a homogén megoldas is harmonikus, a kbvetkez6k
szerint: Yy (t) = A - cos(wot) , yp(t) = A- cos((a)o + Aw)t). A fazisszogek mindkét esetben
nullak, mert a két harmonikus frekvencidjanak kis kulénbségé enyhe csuszast eredményez a
jelekben, és egyszer csak eljon az a pillant, amikor a faziskilonbségik nulla, mi szemlélhetjik a
rendszert pont attol a pillanattdl. Ekkor 6sszegtik két koszinusz Osszege:

y(t) = A-cos(wyt) +A- cos((wo + Aw)t) .................................................... (2-58)
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,amely 6sszeg atalakithaté szorzatta:

y(t) = 24 - cos (M t) cos (M t) ......................................... (2-59)
,egyszerasitve eljutunk a lebegést leir alabbi térvényhez:
y(t) = 24 - cos (AT(D t) cos ((wo + AT(D) t). ........................................................ (2-60)

Ilyen esetben a rendszer valasza lebegd, |2A " COS (ATw t)| amplituddval pulzalé harmonikus. A

koszinusz abszolutértékével pulzalé amplitad6 véltozdsinak periddusa T, = 2> ¢s mivel a

korfrekvencia eltérése csekély, ezért a kimeneti jel periédusideje Ty~ —lesz.
0

15
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2-52. d@bra. — Nulla csillapitisi tényezdjil rendszer rexonancia frekvencidjahoz kozeli frekvencidjii
harmonikussal gerjesztve (lebegés)

A 2-52. abra szemlélteti egy nulla csillapitasi tényez6ji rendszer rezonanciafrekvenciahoz kozeli
frekvenciaja harmonikussal valé gerjesztését, amikor is wy = 10[rad/sec] és Aw = 1[rad/sec].
AT, =2m[sec] ésa Ty~ i—z [sec].

Tobbtarolos FI SISO LTI rendszerek tobb egy és kéttarolos alrendszerre bonthatdk, melyek
tipikus viselkedését a fentiekben targyaltuk. A teljesség érdekében fontos megemliteni azokat az
eseteket, amikor is a rendszer tGbb, egymassal 6sszekapcsolt egyforma alrendszert is tartalmaz.
Ekkor a rendszer modelljéhez tartozo karakterisztikus polinomnak t6bbsz6rds gyoket is vannak. A
hozzajuk tartozé megoldasok jellege eltér a fent targyalt esetekétSl. Tobbszords gyok esetében a
rezonancia jelenség is exponencialisan névekvé kimenetet eredményezhet.

2.5.3.4. A linedris MIMO rendszerek matematikai modellje

A rendszerek egy részére jellemz6, hogy csak egy bemenettel és egy kimenettel rendelkeznek. A
tobb bemeneti és tobb kimenetd rendszerek altalanos esetben nem targyalhatok az FI SISO LTI
rendszerekre jellemz6 matematikai technikakkal. A t6bb bemenett és t6bb kimenetd rendszerek,
vagyis a MIMO (Multiple-Input and Multiple-Output) rendszerek leggyakoribb modellezési alakja
az allapotteres modell. Mivel a SISO rendszerek a MIMO rendszerek részhalmazat képezik, ezért
a MIMO rendszerekre kifejlesztett, alkalmas matematikai médszerek és technikak hasznalhatok
SISO rendszerek esetében is. Tegyuk fel, hogy egy villamos rezgékér bemend jele a
kapocsfesziiltség, kimend jele az aram, tehat két energia felhalmozo6 elemet, a kondenzatort és az
induktivitast tartalmazza. Ezért két figgetlen allapotvaltozdja lehet, példaul a kondenzator
feszultsége és az induktivitas fesziltsége, vagy a kondenzator toltése és a rezgSkor arama.
Hasonloképpen egy mechanikai rezgékor bemend jele lehet az erd, kimend jele lehet az elmozdulas,
két allapotvaltozodja lehet, példaul a rugderd és a csillapitderd, vagy az elmozdulas és a sebesség. Az
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eddigiekbdl vilagosan kitlinik, hogy egy vizsgalt rendszernek tobbféle allapotvaltozoja és igy
tobbféle matematikai modellje képzelheté el, még akkor is, ha a bemendjelek és a kimendjelek
adottak. Az allapotteres modell alkotasa soran allapotvaltozok vektora alatt a rendszer azon jeleinek
legkisebb elemszamu halmazat értjiik, amely segitségével a rendszer teljes és pontos matematikai
modellje megadhato.

FI MIMO koncentralt paraméterd fizikai rendszert allapotteres matematikai modelljének
alkotasahoz az allapotvaltozokbol, alkalmas médon egy vektort képeziink; az allapotvektort. Az
atmeneti folyamatot egy elsérendd vektor-differencidlegyenlet segitségével irjuk le. A bemendjelbdl
ugyancsak vektort képziink; a bemendjelek vektorat. Hasonloképpen alkothat6é meg a kimend jelek
vektora is. Jelolje x(t) € R™ az allapotvaltozok vektorat, u(t) € R” a bemend jelek vektorat,
y(t) € R™ pedig a kimend jelek vektorat. Ekkor a sima, FI MIMO, nemlinearis, idévarians

rendszert lefr6 matematikai modell meghaté a kovetkezé alakban: az allapotvaltozas: % =
f(t, x(t), u(t)), a kimeneti leképezés y(t) = g(t, x(t), u(t)). Az allapotviltozas és a kimeneti

tigevények vektorok, melyek idévarians esetben explicit tartalmazzak az id6t.

2-53. dbra. — Sima FI, MIMO rendszer.

X
—-

—p-
=

A sima, FI, MIMO, nemlinearis, id6varians rendszerben jelentkezd informacidéaramlasokat és
feldolgozasi egységeket szemlélteti a 2-53. abra. A vonalak a jelek sinvezetékeit hivatottak jelképezni,
azt, hogy vektormennyiségekrdl van szé. A sima MIMO rendszerek egy jelentés halmaza a linearis
id6varians és linearis id6invarians alak. Ekkor, ugy az allapotvaltozas és mint a kimeneti leképezés
esetében érvényesithetd a szuperpozicié elve. Az allapotvaltozasvektor és a kimenetivektor elemei
meghatarozhaté a bemeneti jelek és az allapotok linearis kombinacidjaval. A sima, FI, MIMO,
linearis, id6varians rendszer alakja igy:

% = AO)x(t) + B(Ou(t), és y(©) = C(Ox() + D(OUE) - ovvvvvvvvreen (2-61)
,ahol A(t) € R™™, B(t) € R™7", C(t) € R™™, D(t) € R™*", id6ben valtoz6 elemeket

tartalmazé matrixok. A rendszer modellje grafikusan dbrazolva a 2-54. abra lathato
>.

— — +

[ R B
+ +

2-54. d@bra. — Sima FI, MIMO linedris rendser.

Tovabb szigorithatok a modellezni kivant rendszer iranti elvarasok. Vizsgaljuk meg, hogy
hogyan alakulna egy stacionarius, idéfuggetlen sima, FI, MIMO, linearis, rendszer matematikai
modellje. Ebben az esetben a modellben szereplé matrixok elemet allandok:
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u(t)

2-55. dbra. — Sima FI, MIMO iddinvaridns linedris rendszer.

A 2-55. abra egy integralé elem szimbolizal egy integralokbol allé vektor, mely az
allapotvaltozokat hivatott azok id6 szerinti derivaltjabol el6allitani. Az allapotvaltozok szama, és
egyben az integratorok szama valdjaban a rendszerben levé energiatarolok szamaval egyenls. Az
integratorok kezdéértéke a rendszer egy valtozéjanak a kezdeti értékét modellezi. Az integrator egy
memoériaelem, egy allapotvaltozé esetében integralja annak valtozasat. Ennél a tipusa rendszernél,
az allapotvaltozok id6beni valtozasa (sebessége) elballithat6 az allapotvektor és a bemeneti vektor
elemeinek linearis kombinaciéjabol. A FI MIMO LTI modell szemléltetésére vegytink egy példat a
kovetkezs méretek feltételezésével: n = 4, m = 3 ésr = 2.

Ekkor, az allapotvaltozok vektora:

x() = [x1(8) 2x2(8) 2x3(8) X4 (E)]T oo (2-63)
, az allapotvaltozok sebességének vektora:
() = [%1(8) %2(8) %3(8)  Xg(O)]T oo (2-64)
,a kimenetek vektora:
y@®) =@ ».@© 721 €] OO OSSOSO (2-65)
,a bemenetek vektora:
UE) = [UL(E) U ()] T oo (2-66)
A1 A1z A3 Q14 bi1 by €11 €13 Ci3 Cia
Legyen A = 21 G2z 23 fze B = bar b C=|C1 C2 C23 C24f, D=
= |A31 A3z Q33 Qza|’ = |b3y bz|’ = T =
€31 C32 (33 C34
Qg1 Q42 Q43 Qyg by, by,

di1  diz

[d21 dzz]-
d3; dsz;

Kifejtve =2 = x(t) = A x(t) + B - u(t) matrixegyenlet kapjuk, hogy:

x1(t) = ay1%,(t) + a12x2(t) + a13x3(t) + ag4x4(t) + byuq (£) + biauy (8),

X2 (1) = A1%1 (1) + Ap22x2 () + Ap3x3(t) + Apaxs(t) + baquy (t) + bypu,(t),

X3(t) = az1x1 (1) + azx2 () + azsxz(t) + azaxs(t) + b3qu (t) + bsu,(t),

X4 () = g1 %1 (1) + auox2(t) + auzx3(t) + asaxs(t) + bagiy (t) + baruy(8).... (2-67)
Es a kimeneti leképezés: y(©) = C-x(t) + D -u(t), melyet kifejtve kapjuk:

y1(t) = c11x1(t) + 12, (t) + C13X3 (t) + C14%4 (1) + dyqu () + dipuy(t),
V2 (t) = c21%1 () + €%, (1) + C23%3(t) + 4%, (1) + daquqs (t) + daouy(t),
Y3(t) = 3121 () + 3222 () + €33x3(t) + C34%4(t) + d3yuy () + d3uy(t), ... (2-68)
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A példabdl latszik, hogy tgy az allapotok valtozasa, mint a kimeneti leképezés, jelek linearis
kombinacidjaval modellezhet6k. Ez az abrazolasi mod lehet6vé teszi mindazon elméletek és
technikak alkalmazasat, amit a linearis algebra tarhaza biztosit.
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3. A sulyfiiggvény fogalma

Nyugalomban levé FI SISO LTI rendszerek esetében, amennyiben a bemenet értéke nulla és a
rendszer allapotvaltozoéi is nulla értékdek, akkor a rendszer kimenete is nulla. Nyugalomban levé
rendszerrél nem lehet informaciot szerezni, nem arul el semmit magarél. A rendszerben uralkodo
viszonyokrdl, kapcsolatokrol, csak akkor tudunk informaciét szerezni, ha megmozgatjuk azt,
mondjuk jelet kapcsolunk a bemenetére. Ez a moédszer miikodik mindenfajta rendszer esetében.
Példaul az emberi kapcsolatok terén egy elejtett pletyka végigfut néhany csomoéponton, processzald
egységen, emberen mely folyamatot nyomon kévetve egy bizonyos szempontbdl feltérképezhets a
kapcsolati halo és a feldolgozé egységek informaciotorzitasi hajlama. Ez a médszer mikodik fizikai
és szoftver rendszereken is. A gyakorlatban sokszor gerjesztiink rendszereket impulzusszert
gerjesztéssel. Dobverével a dobot, pengetével a gitart, tenisziitGvel a teniszlabdat és még
sorolhatnank. Impulzus alaka gerjesztést alkalmazunk rendszeridentifikacional. SISO LTI
rendszerek esetében a Dirac impulzussal valoé gerjesztés teljesen feltarja rendszerben uralkodo
viszonyokat.

5(8) g(t)
—»| LTlrendszer —»

3-1. dbra. — A rendszer gerjesztése Dirac impulzussal és silyfiigovény.
Egy SIOSO LTI rendszernek, a Dirac impulzusra adott valaszat salyfuggvénynek nevezzik. Egy
rendszer sulyfiiggvénye teljes mértékben jellemzi a rendszert. Jelolje g(t) egy lineris idSinvarians
b
rendszer sulyfliggvényét, akkor ezt a §(t) = g(t) leképezés eredményezi (3-1. 4bra).
A FI SISO LTT rendszerekhez hasonléan létezik a DI SISO LTI rendszert teljes mértékben
jellemzé jel, az impulzusvalasz. Tehat az impulzusvalasz a stlyfiggvény diszkrétidejd valtozata,

b
§[n] - gln].
Nemlinearis rendszerekre és idévarians rendszerekre nem alkalmazhaté a sulyfuggvénnyel

torténd jellemzés. Esetiikben a sulyfiiggvénnyel analég moédon meghatarozott fliggvény nem
alland6, hanem id6 vagy munkapont figgd.
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4. A folytonos és diszkrét konvolucio és alkalmazasa

Ebben a fejezetben keriil sor a folytonos és diszkrét idejd jelek kézotti konvolicios mivelet
bevezetésére, annak fizikai és matematikai értelemben vett magyarazatara. A fejezet foglalkozik a
konvoluciénak, mint muéveltnek a tulajdonsagaival és felhasznalasi lehet6ségeivel (SISO LTI
rendszerek valaszanak meghatarozasa tetszéleges bemenet esetében).

Rendszerek esetében azok stabilitasa kulcsfontossagi tulajdonsag, ez a fejezet targyalja a
rendszerek egy osztalyanak stabilitassal kapcsolatos kérdéseit.

Ez a fejezet tartalmazza tovabba a linearis id6invarians rendszerek ekvivalens, helyettesité
halézattal torténé szamitasanak modszereit.

4.1. Bevezetés

Két jel kozott tobb muvelet definialhaté. Az egyik ezek kozil a konvoliacid, amely
meghatarozhaté ugy, hogy: A konvolicié egy olyan muvelet két jel kozott, melynek eredménye
egy harmadik jel.” A konvolicié mivelete, igen fontos a jel és rendszerelmélet tertletén. A jelek és
rendszerek tantargy hallgat6i sokszor csak nehézségek aran értik meg a konvolaciéo muveletének
lényegét. Ezért a konvolacios mivelet konnyebb megértése érdekében vegytink egy egyszerisitett
példat. Tételezziik fel, hogy 6rankénti felbontasban nyilvantartjuk egy boltban az eladott burgonya
tomegét kilogrammban. Erre azért lehet szikség, hogy az eladok megbecsiilhessék, milyen
mértékben kell feltdlteni a polcokat az elkévetkezd 6raban. Jelolje n az orakat, x a mért értékeket,
Y pedig a sziikséges mennyiség becstlt értékét. A mért és becsult értékeket egy idésorban taroljuk
és azok a kovetkezok:

x=[1.0,2.0,3.0,5.0,
)

0,8.0,7 ,8 8,7.0,7.5,7.1,7.0,7.2,7.8,7.6,7.4,7.2];
y=[0.2,0.6,1.2,2 6,5.0,6.1,7.3,7

7.
)3 J J ) J 7) 8) ) 5) J 3) 3)7°4)7'4]

Mért ertekek

10 ; . _

allln

10

n

Legutébbi 5 mérés alapjan becsiilt érték
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

4-1. dbra. — Mért érték és a legutdbbi ot mérés alapjan becsiilt érték drankénti alakuldsa.

A becsilt értékeket ugy szamitottunk, hogy az adott idéponthoz képest a legutébbi 6t mérés
atlagat szamoltuk becslésnek. Lényegében az n = 18 o6rara a szikséges burgonya mennyiségét
mozgoatlaggal szamolva kapjuk az:
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y[17] = x[13]+x[14]+x[;5]+x[16]+x[17] _ 7.2+7.8+7E.;6+7.4+7.2 . (4-1)

eredményt. Tehdt az y[17] a becstlt érték a kovetkez$ Orara vonatkoztatva. A 4-1. abra alsé

grafikonjan levé értékek és a tablazatban szerepl6 becsilt y értékek a kévetkez6 mozgodatlagot
meghatarozo6 képlettel lettek szamolva:

Tizox[n—i]
y[n] = OT ...................................................................................................... (4-2)
A szamitast elvégezhetjiik Ggy is, hogy az osztast bevissziik az 6sszegzésbe, a kovetkezé modon:
1 .
yIn] = Stoixln - il=
= gx[n] + ix[n — 1]+ %x[n —-2] + gx[n —-3]+ gx[n — 4], (4-3)

Ezek utan hatarozzunk meg egy ujabb jelet g-t, amely az atlagban szerepld sulytényezoket
tartalmazza.

g=[1/5,1/5,1/5,1/5,1/5,1];
Azonos sulytényezé

0.2 T T

0.15 1

o 0.1)

0.05

0 1 | 1 I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

05 Exponenecialis sulytényezé
B T T T

0.4
0.3

0.2

o;, | | l | T |

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

n
4-2. abra. — Azonos és exponencidlis silytényezd

Grafikusan a 4-2. abra felsé grafikonja szemlélteti a g jelet, amikor annak azonos sulytényezdi
vannak. Ekkor a mozgé atlag felirhato:

ylnl = > (glil - x[n - i) =
i=0

= gl0]x[n] + g[1]x[n — 1] + g[2]x[n — 2] +
Fg[3]x[n — 3]+ GIAIX[1 = 4] oo (4-4)
Kijelenthet6, hogy az id6pontok vektora m, a mért értékek vektora x, a mozgd atlagban

szerepl6 sulyok vektora g, és a becsilt értékeket tartalmazé vektor y, egyt6l-egyig indexiikkel
meghatarozott értékeket tartalmaznak. Nagy valdszintséggel a burgonya fogyasanak becslése
jobban kell, hogy tamaszkodjon a legutébbi mérés eredményére, mint az 5 6raval elbttire. Joggal
mertl fel a gondolat, hogy a g értékeinek nem feltétlen kell azonosaknak lenniiik. Amennyiben
exponencialis sulyeloszlassal szeretnénk figyelembe venni a mért értékeket, ugy, hogy a legutobbi
mérést, a legfrissebbet, a legnagyobb sullyal, akkor g elemei a kévetkezok szerint alakulhatnak:

g=[0.5,0.28,0.13,0.06,0.03];

A stlyozott mozgd atlag kifejtve:
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y[17] = zz(g x[17 —i]) =

= g[0]x [17] + gl[1]x[16] + g[2]x[15] + g[3]x[14] + g[4]x[13] =
=05-72+0.28-7.4+0.13-7.6 +
H0.06 7.8 + 0.03 + 7.2 = 7.3440.c.cosocoooeeeseeeeoeessessessessseessess e (4-5)

Az 4j sulytényezbkkel szamitott becslés ekkor:

y=[0.5,1.3,2.2,3.7,5.4,6.8,7.3,8.1,7.6,7.6,7.3,7.1,7.1,7.5,7.6,7.5,7.3]

Az eredménytl kapott érték eltér az azonos sullyal szamitottdl. A sulyok értékeinek a
meghatarozasa befolyasolja a becslést. Az, hogy milyen salytényezéket valaszunk, szakértéi kérdés,
az adott feladattol figg. Természetesen a szoban forgd becslés tobb tényez6tdl is fiigghet, példaul
a napszaktol az aktualis nap helyét6l a hét napjai kozott vagy példaul még az id6jarastol is. Tehat,
azzal a céllal, hogy a becslés minél pontosabb legyen a feladat tobb dimenzidssa is alakithato.

A tovabbiakban vonatkoztassunk el a fenti bevezeté példanktdl, feltételezziik, hogy x egy
belépé jel, amely diszkrét idépontokban adott és végtelen hossza sorozat, ugyancsak legyen ez a
feltételezes igaz a g id6sorra is. Akkor: y[n] = Yo gli] - x[n — i] 6sszefiiggés egy 4j, belépd,
diszkrétidejd jelet ad meg, amely egyes értékeinek szamitasanal a teljes g jel silyozoként szerepel.
Csak emlékeztet6il, az el6bbiek soran mar emlitésre kertlt, hogy belépé jel az a jel, amely a
fiiggetlen valtozo negativ értékeire azonosan nulla. Lépjiink még egyet az altalanositas felé azzal,
hogy a jelek nem belépé jelek, tehat a teljes értelmezési tartomany felett barmilyen értékeket
felvehetnek. Ekkor az y[n] = X;2_,(g[i] - x[n — i]) hatirozza meg az 1j jelet, mint két jel
konvolucidjat.

y[n] = gln] * x[n] = X2 _o(Gli] - X[ = i) oo, (4-6)

Amennyiben a jelek folytonos idejiek, akkor a végtelen vektorelemek Osszege integralla fajul, és
a folytonosideji konvoluicié folytonosideji jelek kozotti az alabbiak szerinti definiciéjat kapjuk:

Y(&) =g *x(@®) = [ Gt = T)AT e 4-7)

Kétoldali konvoluciérdl beszéliink, hogyha az integralasi hatarok —oo és 400 k6zott vannak.
Egyoldali a konvolucié, amennyiben 0 és +00 kézotti az integralas hatara. Diszkrét esetben az
eljarast szokas konvolacios Osszegnek, mig folytonos esetben konvolucids integralnak hivni. A
konvolacié egy masik gyakori elnevezése a konvolucios szorzas, amit a jelolése is sugall, ugyanis a
konvolvalas jele a két jel k6zott elhelyezkedd * jel.

4.2. A konvolucié megvaldsitasanak algoritmusa FI és DI esetben

A konvolucié megvaldsitasanak algoritmusa annak definicidjat veszi alapul, azaz

Y(&) =x(6) % g() = [ x(D)G(t = TVAT o (4-8)

Az algoritmus a kovetkez6 1épésekbdl all:

1. reflexio, g(—T1) képzése,

2. g(—1) eltolasa t —vel,

3. az eltolt fiiggvény szorzatinak x(T)-val valé kiértékelése

4. meghatarozzuk a szorzatfiiggvény alatt levé teriletet, mert az a konvoliacid

eredményfiggvény értéke t idében.
A fent leirt algoritmushoz hasznaljuk bemenetként a 4-3. abra lathato jeleket, melyek grafikusan
és analitikusan is megadasra kertltek.
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X(7) A X(7) 4

1
1
2
> >
1 T L .
0 ha T<O 0 ha <0
x(r)=<1 ha 1<7<1 x(7)= % ha 1<r<1
0 ha 7>1 0 ha 7>1

4-3. dbra. — A konvoricids algoritmus bemutatdasahoz hasndlt jelek.

Az egyik jelen, mondjuk a g —n végezziik el az algoritmus elsé 1épését, azaz a reflexiot. Ennek
eredménye a 4-4. abra lathato.

X(7) &

N |-

>
T

4-4. dbra. — A reflexio miiveletének elvégzése a g jelen.

A reflexi6 elvégzése utin az algoritmus masodik 1épéseként toljuk el a g(—7) jelet t —vel. Az
eltolas eredménye a 4-5. dbra lathato.

X(7) A

N |-

-1 1 >
T

A
~+

4-5. dbra. — A g(—7) jel eltoldsa t —vel

Az algoritmus utolsé két 1épésében valtoztassuk a t értékét —oo-tél +00 —ig és szamitsuk ki a
két jel szorzata altal képzett tertiletet, mely maga a konvolucié eredménye lesz (4-6. abra).
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4-6. dbra. — Az FI konvoliicids algoritmus szemléltetése (y(t) = g(t) * x(t) = fjooo g@x(t —1)dt
(4-7) alapjin)
Az analitikus megoldis a kovetkez$ forméban irhat6 fel, ha x(t) = h(r) —h(rt — 1), g(7) =
~(h(@®) = h(r = 1)) & g(=7) = 2(h(=7) — h(~T — 1)) akkor Vt-re:

- hat<O0

x(@g(t—1) = y(©) = [7 x(@Dg(t —de = [ x()g(t — D)dr = 0 4-9)
- ha0<st<1

y(@© = [ x(D)g(t — Ddr = [ x(D)g(t — )dt = 0.5 [ dT = 0.5¢..... (4-10)
- hal<stg?2

y(@© = [7 x(@gt —v)dr = [_ x(D)g(t — Ddr =

= 0.5 [} AT = 0.5(2 = £) ottt (4-11)
hat > 2

x@gt—-1)=y@® = [ x(@g(t-1dr = [ x(D)g(t—1)dr =0.(4-12)

A FI —ben megadott algoritmus Iépései a megegyeznek a diszkrétidejd jelek esetében is. A 4-7.
abra szemlélteti a diszkrétideji megoldast.

x[n]

g[-n+2]

x[n]

x[n]

e

EREF 1 \s4-7. dbra. — A DI konvoliicids algoritmuns szemléltetése (Vn] = g[n] * x[n]
I xn—1(4-6) alapjdan)



4.3.A konvoluci6 tulajdonsagai

A konvolucié tébb tulajdonsaggal rendelkezik, melyek érvényesek FI és DI esetben egyarant.
Ezen tulajdonsagok felsorolasa kovetkezik, némelyik bizonyitas nélkil.

4.3.1. Konvolucié Dirack impulzussal

DA

A konvoluci6é egyik fontos tulajdonsaga bevezetheté ugy, hogy egy folytonosidejii jelet
approximaljuk, kicserepeziink végtelen kis szélességli téglalapokkal, amely eljarast a 4-8. abra
szemlélteti.

Ax@©)

X(t) I

4-8. dbra. — Folytonos idejii jel approxinidicidja.

Legyen h(t) az egységugris, ekkor egy A szélességii Dirac delta impulzus kézelithetd a 5(t) =
%[h(t) — h(t — A)] osszefiigaéssel. A 4-8. abra szereplé x(t) jel kicserepezéssel a kA
intervallumban helyettesitheté az X(t) = x(kA) kozelitéssel, ahol érvényes, hogy kA<t <
(k + 1A. Tehat: £(kA) = x(kA)S(t — kA)A. A teljes jel pedig: #(t) = Ype_px(kA)S(t —
kA)A. Amennyiben A— 0 akkor a kicserepezés infinitemizalissan kicsi lesz és az 6sszeg integralla
fajul a jel kozelitése a tényleges jellé, a Dirac impulzus kozelitése pedig a tényleges Dirac deltava.

s

Az eredményil kapott integral megegyezik a két folytonosideja
meghatarozasaval.

X(8) = [0 X(D)E(E = TIAT oerrvrsrrsersrsserssesssssessss s (4-13)

A fentiek alapjan a megallapitas az, hogy egy FI jel konvolicidja a Dirac delta impulzussal
eredménytil magat az FI jelet eredményezi, azaz FI esetben x(t) = x(t) * §(t), mig DI esetben

x[n] = x[n] * 8[n] = XiZ_.(x[i] - 6[n —i]).
4.3.2. Periodikussag

Amennyiben y(t) = x(t) * g(t) és x(t) = x(t + Ty) akkor y(t) =y(t+T,) , vagyis
amikor egy jel periodikus, akkor annak konvolicidja egy aperiodikus jellel periodikus jelet
eredményez ugyan azzal a periodussal.

Ugyanis folytonos esetben ha

Y(E+To) =[x+ To = DAL e (4-14)
akkor a Ty — A = —7 és dA = dt helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy

y(t+To) =[x +Tg(t —dr = [ x(D)g(t — D)dr = y(©)....... 4-15)
Diszkrét esetben pedig:

jel konvolaciéjanak

x[n] = x[n+ Ny] = y[n] = x[n] * g[n] = y[n+ Nol oo (4-16)
hiszen ha
yin+ Nol =272 _o(x[i] - gln+ Ny —i]); Ng =i = =K ecovrveeeern. (4-17)
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akkor y[n + No] = Xi=_o(x[k + No| - gln —k]) =
Dre—oo(X[k] - gl = K1) = YIN] e, (4-18)

4.3.3. Reflexio

Folytonos és diszkrét esetben is rendelkezik a konvolicié a reflexié tulajdonsagaval, azaz
folytonos idejti esetben y(—t) = x(—t) * g(—t), mig diszkrét esetben y[—n] = x[-n] * g[-n].
Az FI eset bizonyitasa:

V(=) = [T X (DG = DA it (4-19)
A (4-20)
V(=) = = [7 X(=1)G(—t 4 T)AT ;s (4-21)
y(—t) = fjooox(—f)g(—t — (—1))dt = x(—t) * G(—1) st (4-22)
A DI eset bizonyitasa:
Y1) = 272 o (X[i] = Gl = ] e, (4-23)
R (4-24)
YI—1] = Xpeo(X[=k] - Gl F K]) e (4-25)
yl—n] = Yo (x[=k] - g[-n — (=k)]) = x[-n] * g[-n] oo (4-26)

4.3.4. Eltolas az idGben

A konvolici6 mind folytonos, mind pedig diszkrét esetben rendelkezik az eltolas
tulajdonsagaval, azaz y(t —t; —t,) = x(t — t1) * g(t — t,) illetve y[n —n; —n,] = x[n —
ny] * g[n —nyl.

A folytonos eset bizonyitasa:

yt—t;—t;) = [ x(Dg(t —t; =ty = DdA oo 4-27)
E1 F A =T 5AA = AT e (4-28)
yt—ti—t) = [ _x(t—t)g(t —1—t)dr = x(t —t;) * g(t — t).. (4-29)

A diszkrét eset bizonyitasa:

yin—ny —ny] =272 _o(x[i]-gln —ny —ny —i]) e (4-30)
O (4-31)
yln—n; —ny] = ¥ oxlk —ny] - gln —k —n,]) =

XM = 1Nq] % GIN = Mg ] (4-32)

4.3.5. Kommutativitas, asszociativitas és disztributivitas

A konvolucids szorzat egyfajta szorzatot jelent fuggvények kozott. Analdg a valds szamok
aritmetikajaval a konvoluciora is érvényesek a kommutativitas, asszociativitas és disztributivitas
tulajdonsagai.

Folytonos esetben:

- Kommutativitas:

Y(@) = x(t) % g(t) = G(E) % X (L) corrorrreeeeeeeeeeeees e (4-33)
- Asszociativitas:
(x(t) * z(t)) * g(t) = x(t) * (z(t) * g(t)) ....................................................... (4-34)
- Disztributivitas:
(x(t) + z(t)) *g(t) =x() * g(t) + 2(t) * G(E) oo, (4-35)
Diszkrét esetben:
- Kommutativitas:
y[n] = x[n] * gln] = gIn] = xX[0] e, (4-36)

- Asszociativitas:
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x([n] * z[n]) * g[n] = x[n] * (z[n] * gIN]) oo (4-37)

- Disztributivitas:

x([n] + z[n]) * g[n] = x[n] * g[n] + z[n] * g[n].e (4-38)

4.4. A konvoluci6 felhasznalhatosaga

A konvolacids szorzas a gyakorlati életben tobb helyen is alkalmazhat6. Ilyen példaul a
polinomok szorzasa, vagy a SISO LTI rendszerek esetében a kimenet (tetszleges bemenet esetén),
a soros és parhuzamos ered6 vagy a BIBO stabilitas meghatarozasa

4.4.1. Polinomok szorzasa

Vizsgaljuk meg két polinom szorzasanak algoritmusét Legyenek a polinomok az alabbiak

B(x) = po + p1xX + pax? + -+ + pppx™ Zk Opkx ................................... (4-39)

Qn(x) = qo + q1x + @2x? 4+ -+ Gux™ = X QX" oo (4-40)
A két polinomot 6sszeszorozva a kévetkezd eredményt kapjuk

Ry () = Pp(x) * Qn(x) = Z Z pigyxin) =

i=0 j=0
= poqo + (Poq1 + P1q0)x + (Poqz + P1q1 + P2q0)x* + -+
+(PoGmen T Prdmin—1 T - F PnemGo)X™ ™ cooooieeerrreesessssnieness s (4-41)

Atrendezve a +(PoGman + P1Gmin-1 + -+ Pnemqo)x™™™ (4-41)  egyenletet  kapjuk,
hogy

Rusm(0) =10+ 11X + 1X2 4 4 T X ™ ™ s (4-42)
, ahol
T, = Poqi + P1Gic1 F D2Qi—2 F - F Diq0 = Dhemo Pk ick- weoreeerereresessesseseenns (4-43)
A Py (x) ésa Q,(x) polinom szorzasanak eredménye tehat:
S € T NS X A s F ) B OO (4-44)

A (4-44) egyenlet alapjan kimondhat6, hogy az eredmény polinom egytitthatdi szamithatok, mint
a két operandus polinom egytitthat6ibdl alkotott diszkrét jel konvolacidja.
4.4.2. SISO LTI rendszer kimenete tetsz6leges bemenetre

Egy masik gyakori felhasznalasa a konvolucios szorzasnak a jel és rendszertechnika tertiletén a
SISO LTT rendszer valaszanak szamitasa tetszéleges bemenet esetén. Tételezziik fel, hogy ismert

b
egy rendszer g(t) sdlyfiiggvénye, tehit §(t) = g(t). A rendszer linearitasabol ered, hogy id6ében
eltolt bemeneti jelre a valasza megmarad, csak az is el lesz tolva az id6ben ugyan annyival §(t — T)

b
— g(t — 7). Ugyancsak a linearitisbol ered, hogy stlyozott bemenetre stlyozott lesz a vilasz,

z
ugyan azzal a sdllyal, tehit @ - §(t) = a - g(t). Belathatd, hogy minden egyes u(7)8(t — 1) -raa
rendszer vilasza g(t — T) lesz.

u(t)

y(t)
LTl rendszer

4-9. dbra. — A rendszer gerjesztése tetszdleges jellel.

A szuperpozicio elvét alkalmazva sszeadhatjuk ezeket az elemi valaszokat és ekkor kapjuk az
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y(®) =u(®) * g(©) = [ U GE = TVAT oo (4-45)
y[n] = un] x g[n] = Xz @il - gln — i]) e, (4-406)

Osszefuiggéseket, ami ugy hatarozza meg a rendszer kimenetét, mint a bemenet és a
sulyfiggvény(impulzusatviteli fiiggvény) konvolucidjat FI és DI esetben egyarant (4-10. abra).

———-

Ié(t)

OI t “o 20 40 60

ol 10 t

5(t)
LN

0 20 40 60

4-10. abra. — SISO LTI rendszer valaszta tets3idleges bemenetre

A folyamatot egy DI példan keresztil demonstraljuk. Egy DI rendszer bemenete legyen a 4-11.

abra lathato jel
A DI rendszer bemenete

4 T T T
3 r i

St i
| | ‘ *
0 © © P
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

n
4-11. abra. — A DI rendszer bemenete
A 4-11. abra lathat6 példa bemenet analitikusan az alabbi egyenlettel irhato fel:
0 nm<—1
uln] =4{¥%__1(k+2)6[Mn—k] ;=1 SN <2, (4-47)
0 ;n>2

Barmilyen DI jel felirhato eltolt egységugrasok sulyozott 6sszegeként, {gy a szemlélt (4-11. abra)
u[n] jel is azaz
u[n] = -+ u[-2]8[n + 2] + u[-1]6[n + 1] + u[0]5[n]
FuU[1]6[n 4 1] F U[2]8[1 = 2] 4 v oo, (4-48)

Osszevonva:
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UMN] = Y p e ULK]O I = K] oo (4-49)
z
A rendszer impulzusvélasza a definicié szerint: §[n] = g[n], eltolt bemenetre pedig eltolt

kimenet lesz a valasz a kovetkezé szerint: §[n — k| E> gln —kl.

Altalanos esetben u[n] = Yye_rar8[n — k], ekkor szuperpozicié elvének felhasznalasaval
jutunk a y[n] = ¥po_sargn — k] = Yi-_,ulklg[n — k] = u[n] = g[n].

A gyakorlati hasznositas szempontjabol nehézséget okoz a konvolicié szamitisanal az
Osszegben szerepl6 végtelen elemek szama. A gyakorlatban fontos szerep jut a kauzalis
rendszereknek és ezeknél a sulyfiiggvény baloldalrél korlatos, ami aszt jelenti, hogy ha n < 0 akkor
g[n] = 0. A konvoluici6 ekkor y[n] = Yr_oulk]g[n — k]. Amennyiben a rendszert getjeszt jel
belépd jel, vagyis ha n < 0 akkor u[n] = 0, akkor eljutunk a gyakorlatban is alkalmazhatd
konvoluciés 0sszeghez:

YIN] = YR ULK]GIN = K] oo (4-50)

A konvoltcié eredményeként létrejott idSsor (DI jel) hossza mindig nagyobb, mint az u[n] és
gln] jelek hossza. Amennyiben u[n] idésoranak hossza N, g[n] hossza pedig N,, akkor az
eredmény id6sor hossza Ny, = N, + Ny — 1.

b

Tehat, a konvoluciés szorzas egy hasznos mivelet az LTI rendszerek kimenetének
meghatarozasara. A fejezet elején vett példaban, ahol 6rankénti felbontasban nyilvantartottuk egy
boltban az eladott burgonya témegét és megprobaltuk megbecsiilni az elkovetkezé forgalmat,
valéjaban a sulyozott atlagot meghatarozo fiiggvény a rendszerre vonatkozo sulyfiiggvény volt.

4.4.3. SISO LTI rendszerek soros és parhuzamos kapcsolasa

. Két rendszer egymas utani kapcsolasaval jutunk a soros vagy kaszkad kotéshez. Eredd
rendszernek azt a rendszert értjiik, amely kiviilrél tekintve ugyan azt a feladatot latja el, mint a tobb
részrendszerbdl all6 kotés. A kaszkad kotés 1ényege, hogy az elsé rendszer kimenet lesz a masodik
rendszer bemenete (4-12. dbra). Az eredd rendszer sulyfiiggvényét gy hatarozzuk meg, hogy a
sorba kotott teljes rendszer bemeneti és kimeneti Osszefiiggésel ne valtozzanak.

X(t) o(t) y(t)
o

4-12. dbra. — Két rendszer sorba kapesolisa

Mivel y;(t) =u(t) * g,(t) és y(t) = y,(t) * g,(t) , Dbehelyettesitve: y(t) = (u(t) *
g1 (t)) * g,(t), a konvoluci6 tulajdonsagat felhasznalva: y(t) = u(t) * (gl (t) * g, (t)), y(t) =
u(t) * g.(t). igy az eredd rendszer stlyfiigavénye a gq(t) = g1(t) * g,(t) Ssszefliggéssel adott.
Ugyanezt a logikat kiterjesztve jutunk el tébb SISO LTT elem sorba kétése esetén az ered6 rendszer
szamitasahoz, miszerint:

Ge(t) = g1(t) * go(t) * oo ® G () oo (4-51)

A gyakorlatban szamos esetben talalkozhatunk kaszkad kapcsolassal. Ilyen a hangfrekvencias
erdsitérendszerek esetében az eléerdsits és a végfok kapcesolasa, az elektromechanikai rendszerek
esetében a hajtasi lanc, frekvenciavalté- villanymotor- hajtéma- as a meghajtott gép kapcsolasa, és
még sorolhatnank a szamtalan példat.

A tagok masik egyszerd kapcsolasi moédja a parhozamos kapcsolas (4-13. abra). Parhuzamos
kotésnél a rendszerek bemenete azonos, mig a kimeneteiket Gsszegezve hatarozhaté meg a
parhuzamos kapcsolas k6zos kimenete.
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X(t) y(t)

4-13. dbra. — Ket rendszer parbuzamos kapesoldsa

Mivel y;(t) = u(t) * g,(t) és y(t) = y,(t) * g,(t), igy behelyettesitve ezeket az y(t) =
y1(t) + y2(t) egyenletbe az y(t) =u(t) * g,(t) + u(t) * g,(t) Osszefiiggést kapjuk.
Kihasznilva a konvoldci6 tulajdonsigait kapjuk, hogy y(t) = u(t) * (gl(t) + gz(t)) azaz
y(&) = u(t) * go(t) . Igy az ered6 rendszer sulyfiggvénye a ge(t) = g1(t) + g,(t)
Osszefuggéssel adott.

Tobb rendszer parhuzamos kapcsolasanak ereddje a

Ge(t) = g1(8) + g2(t) + =+ F G (E) oo (4-52)
kifejezés kiértékelésével szamithato.

Az egyszeribb targyalasmod és a tagok funkcidjanak egyesitése céljabol, rendszer-technikailag
gyakran indokolt az ered6 rendszer sdlyfuggvényének meghatarozasa. A rendszerek szintézise,
tervezése és megvaldsitasa soran eléfordul, hogy az eredménytl kapott rendszert fizikailag nem
lehet egyben megvaldsitani, ezért szitkséges a szorzatot, és Osszeget tartalmazod Gsszetett rendszer
egyszeribb alrendszerek kereténben valo fizikai megvaldsitasa.

Diszkrét ideja SISO LTI rendszerek esetében a soros és parhuzamos kotések eredje ugyan tgy
szamithat6, mint folytonos esetben, értelemszertien ekkor a konvolacié operatora diszkrét ideja
konvoluciot takar.

4.5.BIBO stabilitas

Egy rendszer stabilitisa vagy instabilitdisa az egyik legfontosabb tulajdonsaga, markansan
befolyasolja a rendszer viselkedését (4-14. abra).

A rendszer osztalyatol figgéen valtozik a stabilitasra vonatkozo kritérium megfogalmazasa is.
Masképpen fogalmazhaté meg egy idévarians nemlinearis rendszer stabilitasi feltétele, mint egy
LTI rendszeré. Altalanosan elmondhat6, hogy a stabilis rendszernek az a tulajdonsiga, hogy
egyensulyi allapotbdl kimozditva tjra egyensulyba képes keriilni. A linearis rendszer stabilitasa csak
a rendszertdl fugg, vagyis a struktaratdl és a paraméterektSl. Nemlinearis rendszer stabilitdsa a
struktdran és a paramétereken tul, figg a munkaponttol és a bemendjeltdl is.
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stabil rendszer
4-14. dbra. — Rendszer stabilitasinak os3talyai

Altalaban azt a rendszert tekintjik stabilnak, amely esetében a rendszerben uralkodé
energiaviszonyok végesek. LTI rendszer esetében az egyik leggyakoribb stabilitasi kritérium a
gerjesztés-valasz (GV) (az angolszasz hasznalatban BIBO Bounded Input Bounded Output)
stabilitas. A fogalom mogott meghizédo lényeg, hogy korlatos bemend jel gerjesztése az adott
rendszeren korlatos kimenetet eredményez. Legyen adott egy LTI SISO rendszer sulyfiggvénye
g(t). A rendszer bemenete legyen u(t) és korlatos |u(t)| < B, ekkor a rendszer kimenete

meghatirozhaté  az  y(t) = u(t) * g(t) = fjooo u(r)g(t —t)dr  konvoliciés  integral
felhasznalasaval. A bemenet korlatossagat figyelembe véve a kimenet korlatossaganak feltételét
keressitk a kévetkezSképpen: [y(®)| = |[°. u(@)g(t — Ddz|, ly®)| < [ [u(®)g(t — Dldr,
ly(t)| < ffooolu(r)llg(t —1)|dt, felhasznilva a bemenet korlitossiginak feltételét jutunk a
ly(t)| < B fjooo|g(t — 7)|d7 feltételhez, amibdl kovetkezik, hogy ha fjooo|g(t —17)|dt =G < o0,

akkor |y(t)| < B G. Ez a levezetés igaz DI rendszer esetében is.
Tehat az LTI SISO rendszerek GV vagyis a BIBO stabilitasanak feltétele F1 és DI esetben:

JZ 1g(@)ldr < oo, 2 oG] < e (4-53)

, ami annyit jelent, hogy a sulyfiiggvény abszolut értelemben integralhato legyen.
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5. Jelek vizsgalata frekvenciatartomanyban

A folytonos és diszkrét ideji jelek, elonyszerzési okokbdl transzformalhatok mas
tartomanyokba. Ezen transzformaciok segitségével konnyebben elemezhetdk a jelek, elvégezhetok
a lényegkiemelések, az altaluk hordozott informacié mas alakot 6ltve hozzaférhet6bbé valhat. A
transzformalashoz sziikséges kivalasztani egy megfelel6 bazist, megtalalni a jelek vetiiletét az uj
bazisok iranyara és nem mellesleg a transzformacionak és annak inverzének léteznie kell.

Ezen fejezet a frekvenciatartomany és az idGtartomany kozotti atjarassal és a
frekvenciatartomanyban kinyerheté informaciok értelmezésével foglalkozik.

5.1. Vektorok vetiilete egy adott iranyra

Ismeretes, hogy a harom dimenzids térben két vektornak létezik skalaris és vektorialis szorzata.
Példaként tekintsiink két vektort, melyek egy kétdimenzios térben vannak, ezek legyenek az d és b
vektor, d = a,l+a,j , b= byU+byj . Ahol T és J egymisra merSleges (ortogonalis)
egységvektorok, a, , ay, by, by skalar értékek pedig a megfelel6 iranyba vett vetiiletek. A két vektor
skalaris szorzata s = @ - b = la] - |l_5 | . COSL(&, B) a vektor intenzitassal skaldzva megadja az egyik

b

- 7 . . , 7
vettletét a masikra. Példdul s = a - i |d| - cos£(d,b) megadja az @ vektor vetilletét a b

vektor iranyara (5-1. abra).

5-1. dbra. — Két vektor skaldris sgorzata.

A skalaris szorzat nulla, ha a két operandus kozott bezart szog derékszog, a vettlet nulla. A
skalaris szorzatot analitikusan is szamithatjuk, a kévetkez6 képlettel: s = ay - by + a,, - by, tehat
az azonos iranyba vett komponensek szorzatat Osszeadjuk. Amennyiben az egyik vektor abszolut
értéke 1, akkor a skalaris szorzat megadja a masik vektornak az elsé iranyaba vett vetiiletét. Igy
lehet, hogy a,, = d - 1.

Tobbdimenzids vektorok esetében is hasonloképpen értelmezett a skalaris szorzat, legyen @ =
[ai,az, as, ..., ] és b = [by, by, b, ..., by akkor skalaris szorzatuk s = @a-b = Y1, a; - b;.
Természetesen itt is érvényes, hogy ha az egyik operandus egységvektor, akkor a skalaris szorzat
megadja a masik operandus vetiiletét az elsé iranyara. Amennyiben a skalaris szorzat mindkét
operandusa ugyan az a vektor, akkor s = @-a@ = Y=, a;* a; = a3 + a5 + -+ a2 = |al>.

73



Valos skalar szamok esetén is mikodik az algoritmus. Legyen az operandus vektor csak egy
dimenzi6s és értéke 2, ekkor s = 2+ 2 = 4, ami a vektor hosszanak (abszolutértékének) a négyzete.
Vizsgaljuk meg ugyan ezt a feladatot komplex operandusokkal. s = (1 +j) - (1 + j) = 2j, ami
nem a megfelel eredmény, ugyanis nem a komplex szam abszolutértéke. Vizsgaljuk meg talan az
s=(1+4+j) (1 —j) =2, szorzatot. Lathat6, hogy a komplex szim abszolutértékének négyzete
csak ugy kaphat6 meg, ha a komplex szamot skalarisan megszorozzuk annak konjugaltjaval.
Komplexelemt vektorok esetében, tobbdimenzids térben a skalaris szorzat tehat:

S = B D" = Y By D] oo (5-1)

A vetilettel kapcsolatos megallapitas felhasznalhaté id6sorok esetében is. Amennyiben talalunk
egy megfelel6 bazist, mely a lényegkiemelés legtomorebb elvégzése érdekében ortonormalt
iranyokbol tevédik Ossze, a bazist képzé vektorok egymassal vett skalaris szorzata nulla, akkor a
jelben talalhat6 informaciot vizsgalhatjuk az adott iranyok szemszogébdl.

5.2.A trigonometrikus fliiggvények ortogonalitasa

A kovetkezbkben felelevenitésre keriil néhany Osszefliggés a matematika teriiletérdl. Tekintstik
2 3 0 Xk
az e® MaclLaurin-sorfejtését: €° =1+ X+ o + El +ee= W ismeretes, hogy a sor konvergens,
H 4 k=0 H
az egyes tagjai tartalmazzak a fuggetlen valtozé minden hatvanyat. Most vizsgaljuk meg a szinusz
és a koszinusz szogfiggvények sorait.

z x4 Xt o 2k
cos(x)=1- 5+ X X oS X

S T (5-2)

X x* X 2k+1

gk
|
~—
‘x
~~
!
=)
=

sin(X)=X——+——Z-4---= 1
3 5 7 = (k1)
A sorfejtésekben a koszinusz a fliggetlen valtozonak csak paros, mig a szinusz csak paratlan
hatvanyait tartalmazza. Ezenkivil megfigyelheté még a sorba-fejtésekben szereplé alternativ
elGjelvaltas is. Ezen harom sor kozott 6sszefiigeés fedezhet6 fel, amennyiben a fiiggetlen valtozok
halmazat kiterjesszitk a komplex szamok halmazara, akkor belathat6é, hogy egyértelmien
kovetkezik az Euler formula, miszerint:

e/* = cos(x) + jsin(x), e ¥ = cos(x) — jSIN(X) worvocoorervceerreeccereerceeseernens (5-4)
jx —jx ) er _ e—jx
E két egyenletbdl pedig COS(X) = % és SIn (X) = 2]
i 2
A kovetkezékben bizonyitjuk, hogy a ¢, (t) = gl W, = T—ﬂ- , KeZ trigonometrikus
0
fliggvények sorozata minden K € Z értékre periodikus.

@ (t+T,) =l —glatglal _ glatgizrc _glkat — g (1) e (5-5)
mivel

e = cos(x)+ jsin(x) és e = cos(27k )+ jSin(22K) =1 oo (5-6)

A sorozat minden @, fiiggvénye periodikus T, =T, /K periodussal, és periédus idejének egész

szamu tObbszoérose T .
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5.3. A merdlegesség feltétele folytonos esetben

Véges dimenzidju diszkrétidejd jelek esetében fentebb targyaltuk a merdlegesség feltételét,
miszerint amennyiben az s = @-b* = Y-, a; - b} = 0 feltétel fennal akkor a skalaris szorzatban
szereplé operandusok ortogonalisak. Folytonosidejd komplex értékd jelek esetében az Gsszeg
integralla valtozik, a skalaris szorzat az egyes idépillanatokban vett fuggvényértékek szorzatanak
integraljava vallik, a skalaris szorzat egy adott intervallumra tekintve:

b
j D ()P ()UK EZ NE Z oo (-7)

Ebben az esetben is igaz, hogy az integrallal felirt skalaris szorzat megadja az egyik
komplexértékd fuggvény jelenlétének mértékét a masikban.
Bizonyitsuk be, hogy

‘ ) _[S¢ k=n
j @ (O (t)dt = . (5-8)
Legyen b—a =T, akkor:
t+Ty
[ dt k=n
t+To
I glentg-inant gt — o _
to+Ty
o I glkmatgt k2
f
T, k=n
= 1 mat [T LT e (5-9)
i(k—n)a, 6
T, k=n
= _ 1 (ej(k*n)woto _el-(k*n)wo(toJrTo)) kK=n
j(k =n)a,
|Te k=n
10 k=#n

A fentiekbdl latszik, hogy a trigonometrikus fiiggvényekbdl vilasztott sor elemei K #n
értékekre merSlegesek. A merdlegességi egyiitthatd S, értéke pedig T, , minden vetités egyszer T,
-al valé skdlazast visz be a transzformaciéba. A merdlegességi feltétel K #Nn értékekre vald
teljesiilése miatt kijelenthets, hogy a ¢ (t) =™ iltal meghatarozott harmonikus fiiggvények

bazist alkotnak. A bazist alkoté fiiggvények iranyaiba vetithetink mas figgvényeket, mely vetités
eredményei komplex egyttthatok. A fiiggvények visszaallitasa soran a vetiiletekb6l kapott komplex
egyutthatdkkal silyozva a bazistiiggvényeket, visszaallithat az eredeti fiiggvény.

5.4.A Fourier-sor

A jelek harmonikus komponensekre val6 bontasa kutatasanak kezdete a 18. szazad végére tehetd,
amikor is Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikus, rezgéseket tanulmanyozva
allt el6 a gondolattal. Eredményeinek publikalasat 1807-ben, az akkori tudomanyos elit
megakadalyozta, igy azok csak 1822. -ben kerilhettek kozlésre. Fourier elméletét csak késébb,
1829.-ben Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, (1805-1859) igazolta. Miutan Fourier elmélete
széleskorben nyert elismerést és alkalmazast a tudomany szamos tertiletén.
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Az el6z6k soran bebizonyosodott, hogy e**' fiiggvénycsalad bazist alkot. Minden
szakaszonként folytonos és differencidlhato, korlatolt, periodikus x(t,T,) fiiggvény el6allithatd

Fourier-sor alakjaban, harmonikus szinuszok és koszinuszok sulyozott sszegeként. A Fourier
sorfejtés 1ényege hogy megkeresstik, egy adott periodikus fuggvény milyen mértékben tartalmazza
az egyes bazisfuggvényeket. Az ortonormalt bazist ebben az esetben az alapharmonikus
frekvenciajan és annak egész szamu t6bbszorosén jelentkezd, végtelen szamu szinusz és koszinusz

2r
fugevények alkotjak. A kotfrekvencia @, és a periddus Ty kozott Osszefiiggés: @, =_|_— , igy
0
feltételezhetd, hogy a keresett sorfejtés:
X(ETo) = D MM [ erssssse s (5-10)
k=-o0

alaku , ahol K € Z és az @, komplex egyiitthatdk a fiigevényeknek a bazisokra val6 vetitésébdl

hatarozhatok meg a kévetkezok szerint:

t+To t0+To o
j x(t, T,)e " dt = j > a8 AL, N € Z, e (5-11)
ty t k=—0
az Osszeg kiemelhetd az integralbol, és:
th+Ty o th+Ty
[ x@Te ™ dt =" a [ e VMt (5-12)
to k=—o0 to

to+To
az el6z6ek sordn bebizonyitottuk, hogy az I e Mgt integral értéke csak K =N esetében
fo

0
kulonbozik nullatol és akkor az értéke T, masrészt a z a, Osszeg esetében is csak az K=n

esetében szorzunk nullanal kilonb6z6 szammal, igy végiglz h
+Ty
toj TP R P (5-13)
Kénn;en belathato, hogy az egyes komponensek sulytényezo6i szamithatok az alabbi integrallal:
th+To
a, :T_lo tf O 9 LT O, (5-14)

Az ily médon szamitott, végtelen szamu egyutthat6 tartalmazza azt az informacidémennyiséget,
ami segitségével a bazisfiiggvényekbdl visszadllithaté a periodikus fiigevény. A K=0 értéket
egyenaramu komponensnek, a k=+1 komponenseket alapharmonikusnak, mig a t6bbit
felharmonikusnak nevezziik.

A Fourier-sor nem konvergdl minden esetben. Az X(1,T;) fiiggvény Fourier

sorbafejthetségének feltételeit Dirihle, német matematikus adta meg az alabbi harom pontban:
th+To
e A fuggvénynek abszolut értelemben integralhatonak kell lennie, I |X(t,Ty)|dt < oo,
t
e FEgy periodus alatt, ty<t<t;+T;, birmilyen nyilt intervallumban, véges szamu
minimummal és maximummal kell rendelkeznie,
e gy periodus alatt, t; <t <t;+T,, birmilyen nyilt intervallumban, csak véges szamu

szakadassal rendelkezhet.
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A komplex egyiitthatk Euler alakjdban megtaldlhat6 az amplitdds és a fazis: 8 =a,|-e . A
(ka)o,‘gk‘,@) rendezett harmast nevezziik a jel spektrumanak. Egy periodikus jel spektruma

diszkrét K@, értékekben értelmezett. Ha az &, egyiitthatok ‘Qk‘ abszolut értékét a Ka,
figevényében abrazoljuk, megkapjuk az X(t,TO) figevény amplitadospektrumat, amennyiben a
tazist abrazoljuk a frekvencia fiiggvényében a fazisspektrumhoz jutunk. A spektrum egyértelmtien

jellemzi az eredeti id6fiiggvényt. Matematikai spektrumrol beszélink az (ka)o,‘gk‘,@) harmas

esetében ha kK egész szam (— oo,oo) kozott vesz fel értékeket.
Vegyiik észre, hogy a sorfejtésben az el = COS(ka)Ot)—l- jsin(ka)ot) osszefiiggésben K <0

esetében negativ frekvencia is szerepel, ezért ezt a spektrumot matematikai spektrumként ismerjiik.
A negativ frekvenciat csak matematikai szempontbodl kell érteni, a gyakorlatban mit jelent, az az
alabbiak soran kertl kifejtésre.

Az el6z6ekben targyaltak érvényesek komplex és valds értékd fuggvényekre egyarant. A

gyakotlatban azonban gyakrabban taldlkozunk valé értékd jelekkel. Specialisan ha X(t,T,) valés

fiigevény, akkor érvényes, hogy az egyenld a sajat konjugaltjaval, X(t,TO) =X (t,TO) ¢s ekkor:

e[S - S see-
k=—o0 k=-o0

- Y™ Xt = Y ae™
m=—o0 M=—o0

ekkor érvényes az @, =a,=>a, =3a, é a sor atalakithaté csak wvalés egyiitthatok

szerepeltetésével a kévetkezSk szerint:
Xt T) =Y aek =a + Z(@ke"k“’ot +g’;e“'k‘“°‘) ............................................ (5-16)
k=—c0 k=1

Mivel ‘Qk‘ :‘QE‘ és Za, Z—AQZ , ezért kijelenthetd, hogy a valds jelek amplitadéspektruma

paros, mig a fazisspektruma paratlan fiiggvény. Ezért ha a, = |§.k|COS(Z§k)+ jsin (ng) ,akkor
a valos rész tartalmazza a sorbafejtés paros, mig a képzetes a paratlan egyttthatoit és érvényes, hogy
a, =Re{a,} =|a,|cos(£a,) , valamint a, =Im{a,}=|a,|sin(Za,).

Igy valés jelek esetében eljutottunk a fizikai spektrumhoz, ami maér csak pozitiv értékd
frekvenciakat tartalmaz:

X(LT,) = 8y +2" (@ COS(Kt) — Ay SIN(K@3L)) o (5-17)

Vezessiik be a kévetkezé jelolést: Ay =a,, A =2Re {gk } , Bp=—2Im {gk} . A sorfejtés ekkor

./

felirhat6 a koszinuszok linearis kombinaciojat tartalmazo paros, a szinuszok linearis kombinacidjat
tartalmazé paratlan és az egyenarama komponens 6sszegeként.

x(t,T,) = A +ZA¥'cos(ka)ot)+ZBk'sin(ka)ot) ...................... (5-18)
egyenaramu komponens k=1 i=1
péros komponensek paratlan komponensek

Az egyiitthatok ekkor mar az egyes harmonikusra szamitott vettletek alapjan, csak valésértéki
jelek hasznalataval szamithatok a kévetkezd Osszefiiggések alapjan:
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=—j x(t,T,)

0 TO

az egyenaramu komponens a jel egy periodusra vett atlaga,
TO

A _3.[ X(t,Ty ) cos(kayt) dt
K o S (5-20)

a paros rész komponensei mig,
TO

2
-£ j X (€, T ) SIN (K@) L oo (5-21)
Ty 7,
=2
a paratlan rész komponensei.

Ha k [0,00) kézott vesz fel értékeket, akkor a (Kay, Fy, @) harmas a jel fizikai spektrumat

2 2
B
jeloli, ahol F, =2- \/(%] +(7k) = A +B? azamplitad6 és ¢, = —arctg (%} a fazis.

A

X(®)

@ =Sin( ly)

Js

5-2. dbra. — A Fourier transzformacio sgemléltetése

Az 5-2. abra harom dimenziéban szemlélteti egy jel harmonikus Gsszetevéit idétartomanyban
és frekvenciatartomanyban. Az 5-2. abra jobbrdl balra szemlélve kétdimenzidban latjuk az id6
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szerinti valtozast, mig elolrél hatrafelé szemlélve kétdimenzioban lathaté a frekvenciatérben levé
Osszefliggés.

Az alabbi példan (5-3. abra) egy paratlan, periodikus négyszogjel Fouriersorba fejtésének
szemléltetése 1éthatd. Az 5-3. abraabdl szépen kivehetd, hogy az alapharmonikus periddusa
megegyezik a négyszogjel periddusaval, a sorban csak a paratlan indext harmonikusok szerepelnek.
A sorfejtés csak szinuszos OsszetevOket tartalmaz, nem tartalmaz koszinuszt, mert az paros
komponens jelenlétét képviselné, melynek ebben a jelben helye nincs.

ut)= iu0 sina,t + lsin 3wt + lsin St + 1sin Tant
V4 3 5 7

-1.5
5-3. dbra. — Egy négyszig alakii periodikus fiiggvény Fourier sordnak elsd ot dsszetevdpe.

Amint mar az el6z6ek sorian targyaltuk a jel pillanatnyi teljesitménye adott a p(t) =
x(t) x*(t) = |x(t)|* kifejezéssel. Az atlagteljesitmény egy T intervallum felett, pedig: Py =
fT p(t)dt = fT |x(t)|°dt . A periodikus jelek végtelen energiaju jelek, de 4tlagteljesitményiik
lehet véges. A periodikus jelekben levé teljes informacio:

1 .
P, :T—Ix(t,To)x (t,T,)dt
T st (5-22)
a teljesitmény definici6jabol,
P, :ij.x(t,To) > ae vt
To To k=—o0
a konjugaltra behelyettesitve a sorfejtést és

" - » 2
P=> 3 {Ti j x(t,TO)e"k“")tdt} => aa=> ‘gk e (5-24)
k=-o0

0 To =—00 k=—00

felcserélve az Gsszeget és az integralt.
Eljutottunk a Parseval tételhez, amely az alabbiak szerint adja meg a kapcsolatot az
id6tartomanyban és a frekvenciatartomanyban, egy periodusra szamitott atlagteljesitmény kézott:

1 2
P, =T—j|x(t,T0)|2dt = Y (5-25)
0T, k=—00

A periodikus jel, egy periodusra szamitott atlagteljesitménye meghatarozhaté a Fourier sor
egyutthatél amplitado négyzeteinek 6sszegével. Ez is azt bizonyitja, hogy a komplex egytitthatok
hordozzak magukban a jelben levé teljes informaciét. A Parseval tétel, bizonyiték arra, hogy a
Fourier sorbafejtés soran a jel atlagteljesitménye nem valtozik.

P =1Tﬂa et dt:iTﬁa L 0 (5-26)
‘ TO 0 - TO 0 - o

Mivel K € Z és B, =P, , ezértajel Ka,-ravonatkozé komponensének atlagteljesitménye 2P, .

A (ka)o, Pk) parok pedig a jel teljesitményspektrumat képezik. A Parseval tétel alapjan ugyancsak
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elmondhat6, hogy egy Osszetett periodikus jel atlagteljesitménye egyenlé a harmonikus
komponensei atlagteljesitményének Gsszegével.
A jel teljesitményspektrumabdél meghatarozhaté az az intervallum, amit a jel spektralis
szélességének nevezilink, vagyis az ahol a jel jellemzé 6sszetevoi elhelyezkednek.
A jelspektrum alakjatél és a feladat jellegétol fiiggben tobbféleképpen meghatarozhatjuk a jel
spektralis szélességét:
e aza tartomany, ahol a jel teljesitményének 90% talilhato,
e azaz 6sszefiiggd tartomany ahol a teljesitményspektrum nem nulla,
e az a maximalis teljesitmény kortli tertilet, amit a maximum korili elsé nulla értékek
hatarolnak (first lobe),
e az a maximalis teljesitmény kortli teriilet, melyet a maximalis teljesitményérték feléhez
tartozé frekvenciak hatirolnak,
e az a szélesség, amit a maximalis teljesitményérték koril elhelyezhetd ekvivalens négyzet
meghataroz,
e az atlagteljesitménnyel meghatarozott szélesség,
e az a teriilet ami egy adott érték felili teljesitményeket tartalmazza.
e ¢és még meg lehet hatarozni egyéb kritériumokat is.
A gyakorlatban nehéz szamolni a végtelen 6sszeggel, nem all rendelkezéstinkre végtelen hosszu
idénk és nincs végtelen nagy memoriank, ezért a Fourier sorbafejtést csak egy bizonyos harmonikus
szamig végezziik, tudatosan dobjuk el az informacié azon részét, ami példaul kevés teljesitményt

N .
tartalmaz. Igy az X(t,T,), = Z a,e" " sorbafejtés csak bizonyos hibaval kozeliti az eredeti
K=—N

petiodikus jelet. A sorbafejtés N értéknél vald megszakitisa jellemzi a veszteséggel jard
tomoritéséket, mint példaul az MP3, a JPEG és MPEG hang és képtomorité eljarasokat.

5.5.A Fourier transzformacio

A Foutier-sor altal meghatirozott kifejtés csak a periodikus x(t,Ty) jelekre, figevényekre
alkalmazhat6. Periodikus jelek esetében, amennyiben a Ty periddusidét néveljik eljutunk a Ty —
oo hataresethez, amely egy nem periodikus fuggvényt eredményez. Ennek mintajara allithatjuk,
hogy minden aperiodikus fiiggvény, olyan periodikus fliggvénynek foghat6é fel, melynek
petiddusideje a végtelen felé tart. A Fourier sorbafejtéshez képest mivel Ty — 00 a kovetkezdk

valtoznak:
X(t)=lim x(t,T,
(t)=Jim x( 0), ................................................................................................... (5-27)
X(t,T) =D ae" ™
K=o eeeee e eeeee e (5-28)
T
2
a, _1 I X(t, T,)e Pt F, e e (5-29)
a TO Ty TO
2
1 T —jn2zFt
a,== j LT LR | SO (5-30)
0 —o

az integral hatarai valtoznak. Definialjuk a transzformaltat a kovetkezd szerint:

o0

X(GF) = [ XU o (5-31)

—00
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ahol az &, értékek a transzformaltbdl vett mintak az N pontokban azaz

a, =Ti><(kjFo> =T, = X (KF)

O ettt a et aaaaaens (5-32)
a sorbafejtés alakuldsa a transzformacié mintaival

1 & s vor
X(tlTo) :T_ Z X(kJFO)eJk2 o

0 kee oo (5-33)
X(t,To) = >, RX(KiF)e >
(== et (5-34)

Alkalmazva a Ty >, X(t,Ty) > x(t), F;, >dF , k >0, kF) > F helyettesitést kapjuk
hogy

X(8) = [7L XGF)EIZTFEAF ..ot (5-35)
, €s a parja:
XGF) = [7 ()@ TT2TFEGE oot (5-36)

Hagyomanyosan a Fourier transzformaciot korfrekvenciaban szokas megadni. Ha w = 27F, és
dw
dF = — akkor
2n

x(t) = FHXG@)} = 5= [ X(0)OUdW o (5-37)
X(w) = F()} = [ x(0)e VAL o (5-38)

Az X(jw) komplex spektrumot az x(t) fiiggvény Foutier-transzformaltjanak (FT Fourier
Transform) nevezziik és magat a transzformacié operatorat X (jw) = F{x(t)} alakban jeloljiik. Az

x(t) ==[ X(w)e!*dw kifejezés pedig az inverz Fourier-transzformacié és a jelolése
21 Y —©

x(8) = FHX(jw)}.

F-1
54. dbra. — Atmenet az idétartomany és a frekvencia tartominy kizitt

A Fourier-transzformaci6 1étezésének feltétele a Dirihle feltételek teljestilése, miszerint a
transzformalandé jelnek abszolut értelemben integralhaténak kell legyen f_c:o|x(t) | < oo, véges
szami minimummal és maximummal kell rendelkeznie és csak véges szamu szakadassal
rendelkezhet.

Amennyiben létezik egy jel Fourier transzformaltja, akkor a jel id6 tartomanyban szamitott
energiaja és a frekvenciatartomanyban szamitott energia k6zott kapesolat van. Egy jel pillanatnyi
teljesitménye: p(t) = x(t) x*(t) = |x(t)|*. A teljesitmény mindenkor az energiavaltozas

dE

sebességét jelenti a kovetkezs képen: p(t) = e |x(t)]?, gy a jel teljes energidja szamithat6

a dE = p(t)dt infinitezimalis energiavaltozasok 6sszegeként:
E=["|x(®)?dt = [Z x()x"(t)dt =
== x®[f° X*(jF)e 2"t dF|dt =
= [7 X*(GF)dF[[" x(t)e /2Pt dt] = [ X(F)X*(jF)dF =
= [T X GF)PAF . it (5-39)
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A Parseval egyenlet megadja a jel energiaspektruma és a jel energidja kézotti kapcesolatot:

E= [ [x(®)12dt = [T _|XGF)PAF oo (5-40)
Ugyanez ne frekvencia, hanem korfrekvencia esetében:
Eo, = [ |x(t)]?dt = if_“’oo|x(jw)|2dw .......................................................... (5-41)
OO 17 N
E, = [ X dt === [ X (GO A0 e 5-42
=[x de=2- [ X G (42

Az aperiodikus x(t) fiiggvények |[X(jw)| amplitiddsirdség-spektruma folytonos. Az
‘X ( ja))‘ Aw sorozat értéke a Aw savba tartoz6 jelosszetevk energidjaval aranyos.

A Fourier transzformaci6 lehet6vé teszi a jelek és rendszerek vizsgalatat a frekvenciatérben. A
transzformaci6 rendelkezik néhany hasznos tulajdonsaggal, melyek ravilagitanak, hogy a jelek és

rendszerek tertleten az idétartomanyban Osszetettnek tiné feladatok leegyszerisodnek a
frekvenciatartomanyban. Az alabbiak soran felsorolasra kertl néhany tipikus tulajdonsag.

5.5.1. A Fourier transzformaci6 tulajdonsagai

5.5.1.1. A szimmetria tulajdonsig

g:'
Amennyiben érvényes, hogy X (jw) = F{x(t)} és x(t) = FHX(w)}, vagyis x(t) & X(jw),

akkor érvényes, hogy X (t) i 2nx(—jw).

A tulajdonsag azt jelenti, hogy példaul egy idétartomanyban levé négyszogjelnek a
frekvenciatartomanybeli képe a sinc(+) jel és a dualitis torvényébdl kovetkezéen ez forditva is igaz.
Az id6tartomanyban levé a sinc(+) jelnek a frekvenciatartomanybani képe négyszogjel.

Bizonyitas:

x(t) = FYX(jw)} = % [ L) L T (5-43)
vezessiik be a t’ = —t, ekkor

x(—t") = i L2 XY Ao (5-44)
cseréljiik fel t’ és w, ekkor :

2mx(—jw) = [ X(t)e T dt" = FLXE)  mrrrrrrrsrsrsersrssssssesee (5-45)

5.5.1.2. A konjugilt transzformaltja

F
Amennyiben ismert egy komplex jel Fourier transzformaltja x(t) < X(jw) akkor abbol
szamithat6 a jel konjugaltjanak transzformaltja is.

F{x' O} =X (-jo)

................................................................................................ (5-46)
Ahol X" (t) konjugilt komplex megfelelSje X(t) -nek.
Bizonyitas:
Fxm}=] x*(t)ej“"dt:[ | x(t)ej”’tdt} = X" (- jo)
= e (5-47)

Ha X(t) valos, akkor X('[) =X ('[) ¢és Fourier transzformaltja konjugalt komplex szimmetrikus
tuggvénye a frekvencianak.
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X"(jo) = X (-jo) = [Re{X (jo)} + jIm{X (jo)} | =
=[Re{X (-jo)} + jIm{X (- jo)} |= Re{X (jo)} - jIm{X (jw)} =
:Re{X(—ja))}+jIm{X(—ja))} .......... (5-48)
Re{X(jw)} =Re{X(-jw)}
Im{X (jo)} =—Im{X (-jw)}

Mas szo6val a Fourier transzformalt valos része paros figgvénye az @ nak, képzetes része pedig
paratlan. Ugyanez polaris koordinatakban:

X(jo)=|X(jo)e""”
X" (jo) = X(-jo) = [|X (jo) e ] =

- D X (- ja))| eJ'H(—co)] — |X (ja))| p 100 _ |X (—ja))| EIO0) e, (5-49)
_ X (@) =[X (- je)
O(w) =-0(-w)

Legyen X(t) = Xp (t) +X, (t) ; Xp (_t) = Xp (t) X (_t) =X, (t) _ Akkor
F{x,O)=X,(jo); F{x0}=X,(jo)

F{x, (-0} =F{x, (O} = X, (- jw) =X (jo) =

Re{X,(jo)} =X, (i) st (5-51)
Im{X,(jew)} =0

Fx, (-0} =-F{x, O} = X, (-jo) = X;(jo) =

=X, (jo)=

_ _ Re{X,(Jo)} =0 (5-52)
—ele= Im{X,(jo)}=X,(jo)
X(0) = Xp () + Xp(J0) covvvvvvvvreeesssssssssiiieeeenssessseeessssssssssssssisiissesssssssssssessees (5-53)

A fenti Osszefuggés szerint a paros jelnek csak valos képe van a paratlannak csak képzetes.

5.5.1.3. Linearitas

A tulajdonsag arra vonatkozik, hogy a Fourier transzformacio linearis operator. Jelek linearis
kombinaciéjanak Fourier transzformaltja az egyes Fourier transzformaltak linearis kombinacioja.

“;{i o X, (t)} - T iakxk (t)e *'dt =

o ok  ——————— (5-54)
=> o [ x e dt =) o X, (jo)
k=1 k=1

5.5.1.4. Eltolis az idbtartomanyban

F
Amennyiben ismert egy jel Fourier transzformaltja x(t) < X (jw) akkor abbdl szamithat6 a jel
id6tartomanyban eltolt valtozatanak a transzformaltja is. Egyedili feladat, hogy az eredeti jel
frekvenciatartomanyban levé képét megszorozzuk az e 7®%0 komplex exponencialissal.

F{x(t—t,)} =e " F{x(t} =e " X(jw)
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Bizonyitas:

F{X(t-t,)} = [ x(t-t,)e dt = [ x(4)e ¢ dA =

—00 —00

=e ' [ x(A)e " di=e "X (jo)

—o0
Ebbdl kovetkezik, hogy az id6fiiggvényben levé eltolas nem mas, mint faziseltolas a frekvencia
tartomanyban.

F{x(t -t} =% [X(jw)| " =|X ()|’ ..o (5-57)

A faziseltolas lineatis.

5.5.1.5. Eltolis a frekvenciatartomdnyban
-1
Amennyiben ismert egy Fourier transzformalt par X (jw) «= x(t) akkor abbdl szamithat6 a jel
frekvenciatartomanyban eltolt valtozatanak a transzformaltja is id6tartomanyban a kévetkez6
szerint:

X(j(w — wp)) R LA T € VNS (5-58)

Vegyiik észre, hogy az eltolasok idStartomanyban és frekvenciatartomanyban dualis maveletek.
5.5.1.6. Skilizds idoben és frekvencidban

T
Amennyiben ismert egy jel Fourier transzformaltja x(t) < X (jw) akkor abbdl szamithat6 a jel
1d6 tartomanyban levc'S széthuzott és Gsszenyomott valtozatanak a transzformaltja azaz

F{x(at)} = || (Ja)j ............................................................................................ (5-59)

,ahol a valés allandé.
Specialisan ha a =-1, akkor:

F{x(-t)} = ﬁ X (J_—“l’) S L) I (5-60)

Bizonyitas:
0

} ij'x(/l)e‘m’adﬂ a>0
F{x(@at)} = [ x(at)e dt=4 " _

’ 1 .
” —Z [ x(D)e Al a<0 e, 5-61
N2 (5-61)

—00

j X(A)e ‘”"ad/i_| . (J“’j

A fentlekben bemutatottak a dualis alakra is igazak:

X(aw) = g{éx(%j} ............................................................................................ (5-62)

5.5.1.7. Differenciilas
A jel derivaltjaval kapcsolatos tulajdonsag hatékonyan alkalmazhat6 differencidlegyenlet

F
megoldasinak elemzésére. Amennyiben ismert egy jel Fourier transzformaltja x(t) © X(jw)
akkor ismert derivaltjanak transzformaltja is, a kbvetkez6 szerint:

84



dt S, (5-63)
F{x(O) = X (jo)
Bizonyitas:
dx(t) d (1 (oo . i 1 foo (d . i
20 = 2 (I XGwetdo) = 27, (£ (XGw)ei)) do =
j6 (= 72, XG0) A0 ) = JOX W) (5-64)
Itt is érvényes a dualitas. miszerint:
dX (]
%&’) = F{- jtx()}
W bbb (5-65)

5.5.1.8. Konvolici6 az id6 tartomadnyban

F
Ebben az esetben is legyen értelmezett két jel Fourier transzformaltja x(t) < X(jw) és y(t)

F
o Y(jw) akkor ismert konvoluciojuk z(t) = x(t) * y(t) transzformaltja:

F{x)*yO} =X (jo)Y(jo) (5-66)

Z(jw) =F{z)}, Z(w) = XG)Y (). oo, (5-67)

Az idétartomanyban megadott konvolacié egyszerti szorzassa fajul a frekvenciatartomanyban.
Bizonyitas:

F{x®)*y)} = E{T x(A)y(t —A)dﬂ} _

—0

o . P (5-68)
- ( | x(i)y(t—i)dﬂ.}'j“’tdt: [ x(ﬂ.)[ | y(t—/l)e"'“"dt}dﬂ,
A zéaréjelben levé eltolas: e 1ty (ja))
FxO)*yO} = [ x(De Y (jo)d i =
e (5-69)

=[T x(ﬂ)e“"‘"dﬂJY(ja)) = X(jo)Y (jo)

—00

5.5.1.9. Jelek szorzdsa az idé tartomanyban
A dualitast tudjuk ebben az esetben is kihangsulyozni. Legyen értelmezett két jel Fourier

F F
transzforméltja x(t) & X(jw) és y(t) © Y(jw) akkor ismert idStartomanyban vett szorzatuk
transzformaltja is.

F{xt)y(t)} iﬁ X (J@)FY (JO) oo (5-70)

2
Ezt a tulajdonsagot szokas modulaciés tulajdonsagnak is nevezni.
Bizonyitas:
A konvolucids egyenl6ségbdl
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%X(ja))*Y(jw)=%J;X(J'¢)Y(j€0— jg)dg =

_1
2 2 | 2

j [I X<t)e-””olt}v(jw— i#)dg =

) PPN (5-71)
- J X(t){ e Y (jo- j¢)d¢}dt =
2r 7, 2
L T x(t)e ﬁ el @MY (oo j¢)d(a)—¢)}dt
2r =, i
1., . 1 i
EX(]@)*Y(]@):ELXG)E 27y(t)dt =
.................................................. (5-72)

= [ x@®ye “dt=F{x)y()}

5.5.1.10. A feliileti integril

T
Amennyiben ismert egy id6 tartomanyban megadott jel Fourier transzformaltja x(t) © X(jw)

akkor ismert, akkor .[ x(t)dt = X (0).

—00
Bizonyitas:

o0

X(©0) = F{x®)}] { | x(t)e"‘”‘dt} = T (9 10 [ (5-73)

—00

Felhasznalva a dualitas tulajdonsagat:

x(O):[fi'l{X(ja))}l_O:[% | X(ja))e"‘”tda)} :% [ X(io)do ... (574

t=0
5.5.1.11. Integrilis

F
Amennyiben ismert egy id6 tartomanyban megadott jel Fourier transzformaltja x(t) © X(jw)
akkor az idé tartomanyban levé integralas jw val vald osztast jelent frekvencia tartomanyban, a
kovetkez6k szerint:

9{j x(}t)d/l} e X (0) + X OV e (575
jo

Bizonyitas:
0 t
Mivel az x(t)*h(t) = I x(A)h(t—A)dA = I X(A)dA osszefiggés értelmében a Heaviside

tiigevénnyel val6é konvolucio integralast jelent {gy:

9{] x(/l)d/i}: Fx(t) *h(®)] = X (jo)H (jo) =
= (5-76)
— L X(jo)+ 7X (0)5(w)
jo

Felhasznalva a dualitas tulajdonsagat:
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[ x(i2d2- 9{% X(t) + 7rx(0)5(t)} ................................................................. 577)

A fent felsorolt tulajdonsagok felhasznalasaval néhany esetben egyszerisodik a jelek
frekvenciatartomanybeli képének eléallitasa. A tulajdonsagok ismeret megkonnyiti a jelek és
rendszerek elemzését és szintézisét egyarant. Ezek a tulajdonsagok Osszefoglalva a 5-1. tablazatban
lathatok.

5-1. tablazat. — A Fourier transzformadcio tulajdonsdgai

Tulajdonsag
Miivelet F
Amennyiben x(t) & X(w)
Linearitas af (t) +bg (t) < aF (a)) +bG (a))
Eltolas id6 —jaty
tartomanyban 9(t-t) e G(w)
Skaldzds ga) =G (gj
@ \a
Modulicié (1) 9 (t)cos(mpt) = %[e (0-0,)+G(0+ )]
Modulici6 (2) g(t)e < G(w-a,)
Derivalas Ha f(t)= d ?ﬂt( ) , akkor F(®) = jo-G ( )
t
Integrilds Ha f(t)= j g(a)a, akkor F(w)= jiG (0)+7G(0)6(w)
S )
0(0)* T (1) = G(@)-F (@), ahol
Konvoluacié <
g(t)=f(t)= j g(a)f (t—-a)da
Szotzas f(t) g()<:>—F( )* ( )
Dualitas Ha ¢ (t) = ( ) akkor Z (t) < 27g ( )
o . Ha g(t) valés értéki akkor G(-0) =G’ (@) (|G(-0)|=|G(w)| &
Hermit szimmetria
£G(-0)=-2G(w))
Konjugdcié 9 (t) =G (o)
) ° 2 15 2
Parseval tétel P = J(]g (t)‘ dt :ZJJG (a))‘ do

5.5.2. Néhany tipikus jel Fourier transzformaltja

A 5-2. tablazatban bemutatasra keriilnek a leggyakrabban el6fordulé jelek Fourier
transzformaltjai.
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5-2. tablazat. — Tipikus jelek Fonrier transzformaltja

Figgvény Idétartomany Frekvenciatartomany
neve
L. Dirac o(t) 1
2. DC 1 270 (w)
3. Koszinusz cos (a)ot + (9) ﬂ[ej95(w— @) +e 5 (w+ a)o)]
4. Szinusz sin (ot +6) —jﬂ[ejgé‘(a)—a)o)—67195(w+a)0)]
5. Komplex ot -
exponencialis e 2mo(@- )
6. -~ 1 t>0 1
Egyscg u(t)= 78(@) + =
ugtas 0 t<0 Jo
7. 1 t>0 2
Elsjel sgn(t) =4 _, (<0 o
— < w
8. Linearis ;
csOkkenés }t/ ~lmsn(@)
2. Impulzus- i §(t—nT ) 2 i S a,_kz_”
sorozat = ) T = T
10. > -
> a6’ ahol
A Fourier k=0 o z aké‘(a)_ ka)o)
sorozat 1 - ket K=o
a, = = j x(t)e " rdt
0T,

Figyeljik meg, hogy az 5-2. tablazat egyes szamu soraban a Dirac delta impulzus képe
frekvenciatartomanyban egyes, alland6, ami azt jelenti, hogy az impulzusban minden frekvencia
azonos mértékben van jelen. A masodik sor az elsének a dualis parja, ami id6tartomanyban allando,
az frekvenciatartomanyban egy impulzus a nullaban. A harmadik és negyedik sor mutatja a
harmonikus jelek képét, azaz a negativ és pozitiv frekvenciakban eltolt Dirac impulzusokat. Az
otodik sor a komplex exponencialisrél szol, melynek képe egy Dirac impulzus. A 5-2. tablazat
tovabbi sorai az egységugras, el6jel, sebességugras valamint az impulzus és a Fourier sorozat
frekvenciatartomanybeli képét mutatja be.
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6. Folytonos idejii linearis iddinvarians SISO rendszer valasza
frekvenciatartomanyban

A jel és rendszerelmélet teriiletén kitlintetett helye és szerepe van az LTI osztalyba tartozo
rendszereknek. A velik foglalkoz6 matematikai modszerek kiforrottak és széles korben
hasznalhatok. Az ilyen rendszerek idétartomanyban t6rténd vizsgalata mellett hasznos informaciék
nyerhetSk ki azok frekvencia tartomanyban torténd elemzésével. Gyakran felmeriilé probléma egy
adott feladat megoldasahoz megfelel6 rendszert alkotni, tervezni (szintetizalni). Frekvencia
tartomanyban ugy tervezhetink LTI rendszert, hogy az azok iranyaban tamasztott egyes
kovetelményeket azonnal beépithetjik a tervezés soran.

Ez a fejezet foglalkozik a frekvenciaatviteli figgvény fogalmaval, eléallitasanak technikajaval.
Ebben a fejezetben keriil targyalasra a frekvenciaatviteli fiiggvénynek, mint komplex leképezésnek
az analizisére, mely eredményeképp ismertetésre kertilnek a Bode-diagrammok. AZ LTT rendszerek
egyik lényeges tulajdonsaga a jelek sztrése. Az L'TT rendszerek mint szirdk elemzése és tervezése
is része ennek a fejezetnek.

6.1. A frekvenciaatviteli fliggvény

Az el6z6kben mar targyaltuk az SISO LTI rendszer valaszat id6tartomanyban miszerint, ha
u(t) a rendszer bemenete g(t) a silyfiiggvénye, y(t) pedig a kimenete, akkor érvényes az y(t) =
u(t) * g(t) osszefuggés. A frekvenciaitviteli fuggvény, egy SISO LTI rendszerre vonatkozoan
frekvenciatartomanyban irja le a ki- bemeneti kapcsolatot. Id6tartomanyban az LTI rendszer
matematikai modellje minden esetben allandé egyttthatés n-ed rendd differencialegyenlettel irhato
le a kovetkezbk szerint:

diy(t) d u(t)
?0 e Z T (6-1)
vagyis:
dy(t) A" 1y(t) d™y(t)
ot Oy e @Y (6) = by e Dot (). (6-2)
Végezzik el a fenti egyenlet Fourier transzformaciojat.
d™y(t) d"1y(t) d™y(t)
7-"{ n ot Any e @y () = by e+ bou(t)}.... (6-3)

A transzformacid elvégzésehez jeloljik a kimeneti és bemeneti jel transzformaltjat az alabbiak
szerint:

Y(G) = FLY(E) ottt (6-4)
UW) = FLU) ettt (6-5)

A Foutier transzformacioénak tobb tulajdonsaga hasznosan alkalmazhaté ebben az esetben. A

és

transzformaci6 linearis, az idétartomanyban levé derivalt megfelelje a jw-val vald szorzas a
frekvencia tartomanyban, az n-ediké pdig (jw)™. Igy a transzformaci6 elvégzése utan eljutunk a
derivalt nélkuli alakhoz.

Yo ()Y (Gw) = XM b; GO) UGW) oo (6-6)

a tovabbiakban Y (jw) és U(jw) kiemelése a kévetkez6t eredményezi:
Y(Gw) Yo a; Go) = UGw) XM o B GO oo (6-7)
Y(jw) és U(jw) hanyadosat keresve:
Y(jw) — zﬁobi(jw)i — (] ) — Py (jw)
U(jw) foaijw) Qn(jw)
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jutunk a G (jw) frekvenciaatviteli fiiggvényhez.

Frekvenciatartomanyban tehét érvényes, hogy Y (jw) = G(jw)U(jw), ami annyit jelent, hogy
a kimeneti jel Fourier transzformaltja szamithat6 a frekvenciaatviteli fiiggvény és a bemeneti jel
Fourier transzformaltjanak szorzataval (6-1. abra).

U(jeo

6-1. dbra. — A frekvenciadtviteli fiiggvénnyel jellemzett rendszer

Szintén a Fourier transzformacié tulajdonsaga, hogy az idétartomanyban valé konvolicié a
frekvenciatartomanyban szorzassa fajul. Ezért van az, hogy ha Y(jw) = G(jw)U(jw) és y(t) =
g(t) * u(t), akkor G(jw) = F{g(t)}, tehit a frekvenciaatviteli fiiggvény a stlyfiiggvény Fourier
transzformaltja.

P (jw)
polinom hanyadosa. A polinomok egyiitthatéi a modellezett LTI rendszert jellemzik. A
frekvenciaatviteli fiiggvény is komplex, G(jw) = Re{G(jw)} + jIm{G(jw)} és felirhato

Vizsgiljuk meg a G(jw) = Osszefliggést, a hanyados val6jaban két komplex értékd

exponencialis alakban G(jw) = |G(jw)|el<¢0®) . |G(jw)| =
2[(Re{G(j)})? + Um{G(jw)})Z az atviteli figgvény modulusa, G (jw) = atan (%)
pedig a szbge.

A bemendjel és a kimendjel frekvenciatartomanybeli képe is komplex. U(jw) =
|U(jw)|e/4VU9 ¢ Y (jw) = |Y (jw) e/ A kimeneti jel szamitisanak torvénye Y (jw) =
G(jw)U(jw). Behelyettesitve kapjuk, hogy az Y (jw) = |G(jw)|e/“CU|U(jw)|e/“VU®) | és
Y(jw) = |G(jw)||U(jw)|el(“6U@+20G@) ami azt jelent, hogy |Y (jw)| = |G(w)||U(w)] és
2Y(jw) = £G6(jw) + 2U(jw).

Kijelenthet6, hogy a frekvenciaatviteli fliggvény a frekvencia figgvényében modositja az LTI
rendszer bemenetén jelentkezd jel amplitidojat |G(jw)| mértékben és fazisit £G(jw) —tol
figeben.

6.1.1. A jelek sztirését végz6 rendszerek

Altalaban a szrSk feladata, hogy 6sszeteviket valasszanak szét. A jelfeldolgozas esetében a
szétvalasztas egyik modozata a frekvencia alapi. Ami valéjaban azt jelenti, hogy a szlré bemenetére
vezetjiik a szdrni kivant jelet, a kimeneten pedig megjelenik a nem kivant dsszetevék nélkdili,
modositott bemenet.

6.1.11. Bode diagram

Az amplitadé és a fazis frekvenciafiiggésének abrazolasara alkalmazhaté a Bode diagram. Az

amplitudé: |G(jw)| = i/(Re{G(ja))})Z + (Im{G(jw)})? alkalmas szimitasa a logaritmust
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felhasznal6 valtozat, ami a kévetkez6képen szamithato: |G ( ja))|dB =20log,, |G ( ja))| . Az erdsités

|G(j0)] 45 grafikus dbrazolisa @ >0 esetében a Bode diagram amplitidé gérbéje.

A komplex szamban hordozott masik informacié a fazis. A sziré fazis modositasat abrazolod
Im{G(jw)}
Re{G(jw)}
Az arg {G(]a))} abrazolasa a frekvencia flggvényében a Bode diagram fazis diagramja. Az

gorbe a faziskarakterisztika. Szamitasa a £G (jw) = atan ( ) osszeflggés alapjan torténik.

abrazolasok soran a fliggetlen valtozoét is logaritmikus skalaban vessziik fel.
Pn(w) _ IRy bijw)t
nw) Xy a;(w)t
felirhatok gyoktényezos alakban a kévetkezdk szerint. A nevezé:

Qu(io) =3 a,(jo) =

A frekvenciaatvitelifiggvény G(jw) = Prh(jw) és Q,(jw) polinomjai

N N
. T C NATS ) . &
=a,(jo) T [(a + jo) H(gkz +0} +20, (jo)+ (Ja))z)
k=1 k=1
,aholv-az =0 gyok multiplicitasa, Ng-a kilonb6z6 valds nullak szdma, —((Zk )- a valos
nulla, 4, - pedig annak multiplicitasa, N¢ -a kiilonb6z8 komplex nullak szima, —(Gk + jgk)-
komplex nulla, & - pedig annak multiplicitisa.

Np c
A polinom valds, igy érvényes, hogy a zérushelyek szama v + Zﬂ,k + Zﬁk =N . A szamlalo:

k=1 k=1
M Mg M
. . . ’ . . 1
Pu(jo) = Zbk(ja))k = bmH(:Bk + Ja))# H(sz + ¢ +27, (jo) +(J0))2)
k=0 k=1 k=1 (6-10)
, ahol M -a kiilénb626 valés nullak szama, — (,Bk )— valés nulla £, - pedig annak multiplicitasa,

M -a kilonb6z6 komplex nullik szdma, —(7/k + jpk) - a komplex nulla, 77, - pedig annak
multiplicitasa. Itt is érvényes, hogy a polinom valds, igy érvényes, hogy a zérushelyek szama

Mg M
Zﬂk +Z77k =M
k=1 k=1

A fentiekkel 6sszhangban a frekvenciafiiggvény a kovetkez6k szerint alakul:

MR Mc Vk
5 (i b [ [(B. +jo)* T1(7 + £ + 27 (jo)+(jo)’)
G(ja))z M(J-a)): k:1N k:1N _
(0] . v R . 5 . . S
i) ay (jo) H(ak+Jw)ﬂ«H(gkz+O—I;2+20_k(Ja))+(Ja))2)
k=1 k=1
y y (6-11)
3 ﬂk 5 . 2 2 s N2 2 AR
1+ jo! B ) T1(1+ 20 (jo) I (¢ + pO) + (@) 1 (72 + p5))
— K k—1 k=1 -
. v . u . . Sk
(jo) H(1+ Jw/ak)j“ (1+20k(1w)/(§k2+0k2)+(1w)2/(gkz+Gf))
k=1 k=1
, ahol
Mg M, , )\
bmHﬂkﬂkH(ﬂ +pk)
K= K o et (6-12)

Ng Ng
a,(jo) e T](s2+o2)
k=1 k=1

Vegytik a figgvény modulusat és annak decibeles valtozatat:
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20log|G(jw)|=|G(jo)|,, =

Mg M,

[T+ jol B Y TI(L+ 27 () (7 + p2) + (@) 1 77 + p7)) ‘
=20log| [K —= =

(G [T+ jool o ) TT(1+ 20, (0) /(67 +07) + (j0) 1 (&2 +02))

k=1 k=1

(6-13)
A szorzat és a hanyados logaritmusara vonatkoz6é torvény alkalmazasaval az

20Iog|G(J'60)| = |G(ja))|dB -

C

[T o 8. T+ 27 67+ 08+ o) 102490 ‘

=20log| (K —<— T
T . : . . &
(jo) TI(A+ jol o) T](1+ 20, (jo) [ (¢ +07) + (jo)* 1 (2 + 7))

k=1 k=1

(6-13)
egyenlet atalakithaté az alabbi formaba:

Mg
20log K + > 44, 20log L+ jo! B |+
k=1

Mc
+>7,2010g L+ 2y, (j@) | (3¢ + p2) + (i) | (3 + p})| -
k=1

Ng
—v20logw—> 2, 20logL+ jo! o |-
k=1

Nc
—> &.20log1+ 20, (jo) | (s} +07) +(jo)’ | (5 +07)|
k=1

A figgvény argumentuma:

arg|G(jeo)| =

Mg

z/uk arg(L+ jo! B) +

k=1
Mc . ]

+> e arg(1+ 2y (i) (7 + )+ (Jo)* 1 (0 + pl)) -
k=1

—Varg(ja))—iﬂk(lJr jola,)-

-3 & (120,10} (67 + 0t) + (jo 1 (&2 + o)) =

k=1

\- ® ] & 2y, (i) 1 (r¢ + P¢)
uarctg| — |+ Y narctg| —=X Kk _ThZ |-

3 e |+ Smare| 0

N ; 2, 2
W > 20, (jo) ! (¢ +07)
_j_zé:kamtg[ : 2 ng 2k
%) A =o' llgc+od ) (6-15)
A fenti egyenletekbdl lathatd, hogy az amplitadé és a fazis karakterisztika eléallithat6 4 elemi

grafikon Osszegébdl és kilonbségébdl.

Ng
—v%sgn(a)) - Aarctg [
k=1
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11111

Az elsé elemi Bode diagramm

Az elsé elemi frekvenciaatviteli fuggvény a G, (jw)=20logK Ennek nagysaga
|Gl(Ja))| =20log K = (K)dB a szége pedig argG, (jo) =0.
Az elsé alakhoz tartozé amplitudo és fazis karakterisztika a 6-2. abra lathato.
7.5 ® ® R ® ® —FF FFF ® ® ® =
K(dB)
7 —~ —t
6.5 — -
6
55— -
5
1
argK
05— -
0
-0.5 —
S1E ey
10” 10’ 10" w(rad/s)  10°

6-2. dbra. — Az elsd elemi frekvenciadtvitels fiiggvény Bode diagrammya.

A grafikon egyszert. Az amplitddé karakterisztika allando, a fazis karakterisztika pedig nulla, a
frekvenciatdl figgetlentl.

111.1.2.

A mdsodik elemi Bode diagramm

A masodik elemi frekvenciaitviteli fiiggvény a G,(jw)=-v20l09(j®w) . Ennek nagysiga

|G, (jw)| =—-v20log| je| = —v20log|ew| a szbge pedig arg G(ja)):—v%sgn(a)). A misodik

alakhoz tartozé amplitddo és fazis karakterisztika a 6-3. dbra lathato.

40
G2 (jm)dB,
0

-20

-40

-60

-80
0

argG,(jm)
-45
-90

-135

-180

-1
10

P r P rr

N
L]
"
"~

-40dB/dec
(v=2)

-20dB/dec

]
N
"~
L
LN
~
L]
L
~
....
L
LN
3
~
[
"
.
LN
Rr}

I

v=1

BEssnssnsunns massnsn rannau massmsswsspnmans

v=2

.............................. masrssnsnamn

------------- SEEsEEACE SRS AR

0
10

1
10

o(rad/s) ¢

6-3. dbra. — A masodik elemi frekvenciadtviteli fiiggvény Bode diagrammyja
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Az amplitdd6 karakterisztika ebben az esetben egy egyenes, mely annyiszor 20dB/dekad
meredekséggel esik amekkora az adott gyok multiplicitasa. A fazis karakterisztika pedig allando.
Egy egyszeres multiplicitasu ilyen tipusa gyok 90°-ot fordit a fazison.

11113 A harmadik elemi Bode diagramm
A harmadik elemi frekvenciaatviteli fiiggvény a G;(jw) = p20log(1+ jo/a). Ennek nagysiga

és szOge az alabbi egyenlet alapjan hatarozhaté meg:

|G,(jw)|= p20log(1+ jew!al) =

2
. w
|G, (jo)| = p20|og4/1+?

argG;(jo) = p-arctg% 616

A |G3(jw)| és az argGz(jw) lehetséges értékeit az aldbbi kozelités segitségével hatirozhatjuk
meg:

> p20|ogﬁ w<<a 0 w<<a
. w
G,(jw) :p20IogJ1+—z 2 ~ @
Gstie) a’ p20|og,/a)—2 w>>a p20|09g w>>a
a

0 w<<a

(6-17)

argG,(jo) = p-arctggz P
a pE w>>a
Bode javaslatira a grafikon egyszeribb abrazolasa érdekében fogadjuk el a kovetkezd
approximaciot:
0 w<a
G;(jo)|=
C(ie) p20log? w>a
a
A harmadik alak 4brazolasanak megértésére elemezziik a kovetkezd példat. Legyen a
G3(jo) =
U9 = 1 o2

szaggatott vonallal abrazolt amplitdidé diagramm a valds, mig a folytonos vonallal abrazolt az
aszimptotikus amplitad6 diagram. A 6-4. dbra lathato, hogy az aszimptotikus és valés amplitadd
diagram kozotti legnagyobb eltérés éppen @ = a esetben mérhetd, az eltérés értéke pedig 3dB. A

. A példihoz tartozé Bode diagram, két grafikont tartalmaz (6-4. abra). A

gorbe lefelé torik, mert az atviteli fiiggvény polusardl van sz6 G;(jw) =—-20log(l+ jo!2).
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0
G (jw)dB
-10

-20dB/dec
20 —
-3dB
-30 -

-40
0

4 | S S S 2

argG,(jo)

-45

-90 & r r r MLl e LLLL LT ELEET T

-1 2
10 o(rad/s) 10

6-4. dbra. — A haramdik elemi frekvenciadtviteli fiiggvény Bode diagrammya.

A faziskarakterisztika abrazolasara Bode azt javasolta, hogy a fazisvaltozast egy egyenessel

kozelitsiik, mely 0° -bol indul az @w=0.1-a frekvenciinal és %—nél fejez6dik be @ =10a

értéknél. Frtéke @ =a -nal pontosan Z A 06-4. abra lathat6 faziskarakteriszika esetében is
szaggatott vonallal lathaté a valés karakterisztika mig folytonos vonallal annak kozelitése.
11.1.14. A negyedik elemi Bode diagramm
. \2
A negyedik elemi frekvenciaitviteli fuggvény a G,(jw) =q20log (14- j2bcw + (J—wj ] . Ennek
C

nagysaga ¢és szoge az alabbi két egyenlettel hatarozhaté meg:

. N2
|G, (jw)|=q20 Iog(1+ j2bca)+(1—wj J ............................................................ (6-19)
C
,2
. jo
argG,(jw)=qarg| 1+ G| | (6-20)
Kozelitsiik a (6-19) és (6—_20) egyenle_tben megadott fuggvényeket a kdvetkez6k szerint:
7 0 w<C
G, (jo)|~ q20log 1+( J“’j T, (6-21)
c g40log— w>c
. @
argG, (jw) ~ q2arctg i (6-22)
A negyedik alak abrazolasanak megértésére elemezzitk a kovetkez6 példat. Legyen a
G,(jo) =— 1 - 5 A példahoz tartoz6 grafikon a 6-5. dbra lathato.
1+ jdbw+ (jew ! 2)
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20

Ga(jw)dB Tm b0
e e NN e, b=0.25 | |
—-= b=1
-20 - -l
\ -40dB/dec
40 -l
-60

0

argG4(jm)45 L

-90

=135

=180
-1 0 1 2
10 10 10 m(rad/s) 10

6-5. dbra. — A negyedif elemi frekvenciadtviteli fiiggvény Bode diagrammyja.

A 6-5. abra elemzésébdl kidertl, hogy jelen esetben az approximacié nem minden esetben
helytall6. A csillapitas figgvényében (amplitidé karakterisztika) jelentds eltérés tapasztalhatod a
valds és a kozelité gorbe kozott.

11.1.1.5. Példa egy tetszéleges OJsszetett fiiggvény Bode
diagrammyjira
Vizsgaljuk meg egy Osszetett szlré amplitad6 és fazis karakterisztikajanak szerkesztését. A
ST - +jo , .
frekvenciaatviteli fiiggvény legyen a G(jw) = — - forméban adott. A példara jellemz6
jo(l+ jw!10)
Bode diagram a 6-06. abra lathato.
30 et - : [ S A s s
|G(jw)|dB _ =
20 -20dB/dec L+ jo_ ——
101- =TT
~ TN —_ B .
§ ob—————— = L L1+ oo/ 10)
B A O A T -20dB/dec
-10 [~ ~
T~
‘l/]ﬂﬂ ~ < N
20~ —
S~
-30 r L S S . - r | S T S . .
-30
argG(jm)
? 60|- 190 I8 (S O 0 s -
O R N R Y
.90 E= ' S S S N 1 ' S S S T 1 - S S S
10" 10’ 10' o(rad/s)  10°

6-6. dbra. — A példiban megadott frekvenciadtviteli fiiggvény Bode diagrammya.

A diagram rajzolasa el6tt szuikséges meghatarozni a térésfrekvenciakat. A példaban az elsé torési
frekvencia az @ =0, ezért az els6 tipust alakhoz tartozé elem hatisara az erSsités 20dB/dekad
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. . . rad .
meredekséggel csékken. A masodik torési frekvencia a @ :1[—:|. Ez a toréstrekvencia felfelé

Sec

sec
amely 4jbdl lefelé tori a gbrbét, mert a nevezé gyoke. Az ered6 amplitudé karakterisztika az egyes
aszimptotikus karakterisztikak 6sszegébdl all 6ssze és vastag teli vonallal kertilt abrazolasra a 6-6.
abra.

, . , , . rad
to1i a gérbét, mivel az adott gyok a szamlalé gyoke. A harmadik torési frekvencia az @ =10 {—}

6.1.1.2. Ideilis sziir6k

A gyakorlatban el6forduld szirési feladatok sokszor nagy hatékonysagot igényelnek a szdrést
végz6 egységektSl. A szurbk tervezése soran a tervezOk idealis mintdkat kovetnek. Az idealis sztré
ismérve, hogy a bemend jel egy részét a frekvenciatdl figgéen hatékonyan sziri, a masik részét
viszont valtoztatas nélkiil tovabb engedi. A gyakorlatban idealis szirét nem tudunk megvaldsitani,
karakterisztikajat csak kozeliteni tudjuk.

Az idealis szirék kozul négy alapvaltozatot kilonboztetink meg:

- alul-ateresztd szurd;

- felul-atereszt$ szird;

- sav-atereszts szird;

- savszaro.

Az alul-atereszté szGré az alacsony frekvenciakat valtoztatas nélkil atengedi. Az szlird
erésitésének grafikonja és jelolése a 6-7. abra lathato.

} |Gl

¢
&
!

QY

@,

6-7. dbra. — Az alul-dtersesztd siird erdsitési grafikonja és jelolése.
A szr6 erbsitése analitikusan:
_ 1 |o<a,
G(jw)| =
0 |o|>a,
Az felil-ateresztS, az alacsony frekvenciakat elnyomja és a magas frekvencidkat valtoztatas
nélkil atengedi. A szliré erésitésének grafikonja és jelolése a 6-8. abra lathato.

A |G(jo)

!
&
!

Sy

@,

6-8. dbra. - A feliil-dterses3td s3dird erdsitési grafikonja és jelolése.

A szird erdsitése analitikusan:
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0 |o|<a,
1 |a)|>mb

A sav-ateresztS sziré valtoztatas nélkil atenged egy frekvenciasavot és a magas frekvenciakat
elnyomja. A szlir6 erésitésének grafikonja és jelolése a 6-9. abra lathato.

G(jo)|=

A

¢
&
!

2y

w w,

a

o

6-9. dbra. — A sdv-daterses3td s3uird erdsitési grafikonja és jelilése.
A szir6 erbsitése analitikusan:

1 a)a<|a)|<cob

G =9 | e (6-25)

0 |o|<w,és|o|>a,

A savszird, egy frekvenciasavon elnyomja az informaciot és a magas frekvenciakat ujra atengedi.
A szir6 erbsitésének grafikonja és jelolése a 6-10. abra lathato:

A

'
&
!

a

6-10. dbra. — A sdavsz4ird erdsitési grafikonja és jelilése.
A szGr6 analitikus lefrasa:

. 0 o,<|o<
G(ie) =1, | o] <o,
0| < o, i|o]> o,

6.1.1.3. Sziir6k gyakoriati megvalositisianak néhany példija

A gyakorlati megvaldsitas soran nehézséget jelent, hogy az idealis sztrék karakterisztikai a
valésagban nem kivitelezhet6k. Csak kozeliteni tudjuk Sket. Napjainkig szamos elmélet és tervezési
modszer latott napvilagot, melyekkel jelen jegyzet nem foglalkozik. Bemutatasra kertil néhany
frekvenciaatviteli fliggvény, elemi példa a szlrdk egytarolos és kéttarolos megvaldsitasara.

Az alul-atereszt6 szir6é megvalosithato frekvenciaatviteli fliggvénye csak nagyvonalakban kéveti

. 1
a megfelels idedlis G(jw)=———— karakterisztikit. A karakterisztikinak egy torési
1+ jo! o,

frekvenciaja van a nevezében, ami azt jelenti, hogy az amplitdidékarakterisztika lefelé torik. A
szUir6hoz tartozo Bode diagramm a 6-11. abra lathato.

98



A |G(o)dB
o LOFes % 100 .
T ] >
()
A argG(jn)
10w,
0 0.1o, D [b -
®
-T/4——
-7!:/2——.

6-11. dbra. — Alul-dteresztd s34ird Bode diagrammya.

Egy valés feliil-dtereszté sziré frekvenciaitviteli fiiggvénye G(jw) =J—_ A
@, + Jo
karakterisztikanak egy torési frekvenciagja van a szamlaloban, ami azt jelenti, hogy az
amplitddokarakterisztika felfelé torik. A sztir6hoz tartozé Bode diagramm a 6-12. abra lathato.

4 |G(w)dB
01w, % 10m, _
0 i ] >
(O]
A argG(jn)
0.1® lO(ob
/2 iL D ole I »-
o
/4 —
0 i

6-12. dbra. — A feliil-dteres3td s3ivd Bode diagrammya.

Es végtl egy  valos sav-atereszto sz0r6 frekvenciaatviteli fuggvénye
. jo!l o, o . . ”
G(jw)= . A karakterisztikanak harom torési frekvenciaja van. Egy nulla

1+ jo! o)1+ jo! v,)
zérusa a szamlaloban, ami miatt az amplitidokarakterisztika felfelé indul, egy polusa a nevezében
ami miatt egyszer lefelé torik és még egy polusa, ami miatt még egyszer lefelé tori a karakterisztikat.
A szurého6z tartoz6 Bode diagramm a 6-13. abra lathato.
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4 |G(j0)dB

4 argG(jn)

0 -

—n/2

6-13. dbra. — A sav-dteres3td s3iivd Bode diagrammyja
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7. Diszkrét ideji LTI rendszerek és jeleik elemzése
frekvenciatartomanyban

Az eddig targylat Fourier transzformaciok, az FI periodikus és aperiodikus jelek és LTI
rendszerek esetére vonatkoztak. Szimbolikus szamitasokon kivil, szamitégépes feldolgozasra,
véges hossztsagu idésorok elemzésére és szintézisére nem hasznalhatok. A digitalis szamitogépek
és a beagyazott rendszerek csak véges hosszusagu adatsort tudnak tarolni és feldolgozni. Ezért
olyan transzformaciok kidolgozasara van sziikség, melyek a mar ismert transzformaciok
tulajdonsagait megtartva alkalmasak véges adatsorok digitalis eszk6z6n vald kezelésére. Ez a fejezet
igyekszik egyszertien targyalni a feladat megoldasat.

Ez a fejezet foglalkozik a DI jelek frekvenciatartomanyba torténd atalakitasaval és vizsgalataval,
tovabba a frekvenciatartomanyban val6 diszkretizalas kérdéseivel. A véges id6sorok kitlintetett
szereppel rendelkeznek a digitalis jelek és feldolgozasuk teriiletén. Ez a fejezet részletesen targyalja
a diszkrét idejd Fourler transzformaciot és annak parhuzamositott algoritmussal vald
implementalasat.

7.1. DI jelek Fourier transzformaltja

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy a jelek és rendszerek egyes tulajdonsagai, mas-mas
tartomanyban vizsgalva kénnyebben vagy nehézkesebben nyerhet6k ki matematikai modelljiikbdl.
A Fourier transzformacio jelentSsége linearis idéinvarians rendszerek esetében t6bb okbdl is
jelentSs, melyekbdl itt kiemelésre kertl kettS. Az elsé, hogy az ilyen rendszerek esetében egy
szinuszos gerjesztésre szinuszos a valasz, mely kimenetnek a frekvenciaja megegyezik a bemenet
frekvenciajaval, fazisa és amplitidoja azonban megvaltozik. A masodik, hogy minden periodikus
¢és aperiodikus FI jel felbonthatod, periodikus jel esetében véges szamu harmonikus Gsszetevékre
vagy aperiodikus jel esetén végtelen sokra.

A DI jel Fourier transzformaltjanak (DTFT Discrete-Time Fourier Transform )
meghatirozasihoz tekintsiink egy x(t), t € R fiigevénnyel leirt FI jelet. Idealis mintavételezével
mintavételezve a jelet T mintavételi periodussal jutunk a jel DI matematikai modelljéhez a
kovetkezbképen:

X(t) = X(£) " COMDBL), oo (7-1)
azaz

() =+ x(=2T)6(=2T) + x(=T)6(t + T) +

+x(0)8(t) + x(T)o(t —T) + x(2T)5(t — 2T) + ---=

= (XTI E(E = KT )ecooreeerereeessssmenesesssesssssmssssssssessssssssssssssssssssssssees (7-2)

O o X0

7-1. dbra. — Idedlis mintavételezo.

Az idealis mintavételez6 egy idedlis kapcsolobdl all, amely allandé periodusonként, végtelen
r6vid ideig van zart allapotban minek hatasara periodusonként megjeleniti a bemeneti jel pillanatnyi
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értékét. Ebben a DI jelben az eredeti jel mintavételi pillanatokban vett értékeivel szorozzuk az
ugyancsak mintavételi pillanatokban eltolt Dirac impulzusokat. Mar targyaltuk, hogy a Fourier

transzformacié adott az: X(jw) = F{x(t)} = f_oooo x(t)e J@tdt kifejezéssel, valamint, hogy az
eltolt Dirac delta transzformaltnak a képe F{6(t — to)} = fjooo 5(t —ty)e J@tdt = e I @t ¢,
hogy a Fourier transzformacio linearis F{a - x(t)} = a - X(jw), felhasznélva a fentieket kapjuk az:
X(jw) = FE®} = [, #(Dedt =
S N C 105 D LI GRS 5 ) | A (7-3)

Osszefuiggést. Felcserélve az Gsszeget és az integralt, valamint figyelembe véve azt, hogy az
integral csak a mintavételi pontokban 1étezik, és értéke:

JZ (x(kT)S(t — kT))e ™19t dt = x[KT]e 9K ....oocrrrrersrrsersersirse (7-4)
akkor:

X(G0) = T co(XIKTTE TTORT). oo ssieesseses e (7-5)
Elhagyjuk a T mintavételi periodusidét, akkor kapjuk DI jel Fourier transzformaltjat:

X(€79) = Br o[ XTKIE TTOK] o (7-6)

Vegytik észre, hogy a DI jel Fourier transzformaltja folytonos fuggvénye a frekvencianak! Most
getjessziink egy h[n] impulzusvalasszal rendelkez6 DI LTI rendszert x[n] = e/®™ komplex
exponencialis jellel.

A rendszer kimenetét hatarozzuk meg a(4-6) kifejezés szerint, diszkrétideji konvolacioval:

y[n] = x[n] * h[n] = Z,Oé’:_oo[x[k]h[n — k]] = Z,‘f:_m[x[n — k]h[n]]. e (7-7)

Ekkor a rendszer valasza adott a kdvetkez8k szerint:

y[n] = Xp_o|hlk]] /TR = (T _ [h[Kk]] e T€K) oM, ... (7-8)

jelolie  H(e/?) = Xp-_o[h[kle /K] DI  rendszer impulzusvalaszanak — Fourier
transzformaltjat , akkor

y[n] = x[n] * A[n] = H(€79) * @79M ..o sssieeenneness e (7-9)

AH (ej “’) a DI rendszer frekvenciaatviteli fuggvénye szerepét tolti be, mely immar folytonos,
komplex figgvénye a frekvencianak, melyet a komplex exponencialisnak a stlyfiiggvény megfelel6
egyutthatoival vett silyozott 6sszege eredményez. A kimeneti jel szamitdsa soran a bemeneti jelet
egy frekvenciafiiged, komplex értékd jellel szorozzuk. Kijelenthetd, hogy az FI LTT rendszerekhez
hasonléan, a DI LTI rendszereknél is érvényes, hogy a rendszer valasza egy komplex exponencialis
gerjesztésre komplex exponencialis, amely frekvenciaja megegyezik a gerjesztés frekvenciajaval.

A rendszer frekvenciakarakterisztikaja altalanos esetben komplex, igy:

H(e/®) = He(e/®) + jH, (e/*), H(e/®) = |H (/)| ") ......... (7-10)
, amint mar folytonos esetben is megszoktuk, kilon lehet vizsgalni az amplitddo és
taziskarakterisztikakat.
Az FI és a DI rendszerek frekvenciaatvitelifiigevénye esetében van egy jelentSs kilénbség,

éspedig a DI rendszer frekvenciafiiggvénye periodikus 27 periédusidével, ugyanis
H(ej(w+2n)) — Z;oz_oo[h[k]e—j(wnn)k] —
D |11 e e L I & (T T (7-11)
, {gy elmondhaté, hogy a DI rendszereket elég csak 0 < w < 27 frekvenciakra vizsgalni.
Vegyiik észre, hogy x[n] DI az idében, mig X (ej w) transzformalt folytonos és periodikus
fugevénye a frekvencianak 27 periddussal. Mivel X (ej “’) folytonos és periodikus fuggvény, akkor
Fourier sorba fejthets. Ennek a Fourier sornak az egytitthat6i éppen x[n] sor elemei. Ugyanis ha

X(€79) = B0 o[ XTKIE TTOK] o (7-12)
akkor
I x(e7®)elomdw = [T (Zr-_o|x[kle %] /™) d ... (7-13)

, a baloldalon szerepl6 integral kiértékeléséhez felcserélhet6 az Gsszeg és az integral:
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Y- o(xlk] - [© (e/0m=0)dw) = {2”’6["‘]' 2 N i ............................... (7-14)
akkor

x[m] = ifan(ef“’)ej“’mdw ............................................................................. (7-15)
A fenti kifejezés hasonlit a periodikus FI jel Fourier egylitthatéinak meghatarozasahoz,

amennyiben annak periddusa 21. Egyetlen kiilonbség az exponens el6jelében van, ami végtl is a
definiciobol ered. Tehat a (7-15) meghatarozasaval eljutottunk az inverz Fourier transzformaciohoz
DI jelek esetén.

A (7-12) és (7-15) egyenletek Fourier transzformacios part alkotnak.

A Fourier sor konvergil, ha az id6sor abszolut Osszegezhetd, vagyis: Yp—_q|X[k]| < o0.
Amennyiben az idésor stabil, akkor abszolut 6sszegezheté és a Fourier sora véges. Masrészt
minden véges hosszusagu sor abszolut értelemben 6sszegezhetd, amibdl kovetkezik, hogy a FIR
rendszerek mindig stabilak és Fourier sorba fejthet6k. Egy masik lehetéség, hogy a sor kielégiti a
négyzetes OsszegezhetSséget: Mipe_oo|X[Kk]|?
konvergenciaja is bizonyithato.

A DI jelek Fourier (7-12) szerinti transzformaltjanak matematikai jelentésége van, ugyanis
végtelen 6sszegekrdl van benne sz6. A gyakorlatban ez az eredmény direkt nem hasznalhato.

< 0. Az ilyen sorok Fourier transzformaltjanak

7.1.1. A diszkrétidejii jelek Fourier transzformaltjanak tulajdonsagai

A diszkrétidejGi jelek Fourier transzformacidjanak tulajdonsagai egyeznek a Fourier
transzformaci6 esetében mar targyalt tulajdonsagokkal, éspedig:

1. w-ban 2T szerint periodikus, azaz X(ejw) = X(ej(“’+2”));
2. linearitas: ax,[n] + bx,[n] © aX; (ej‘*’) + bX, (efw);

3. eltolasi tulajdonsag x[n — ny] & ej“’"OX(ef‘*’);

4. szimmetria tulajdonsag:

ha: x[n] akkor: X (e/®)
valos és paros valos és paros
valos és paratlan valos és paratlan
képzetes és paros képzetes és paros
képzetes és paratlan valds és paratlan

5. id6 megforditisa: x[—n] & X (e -J “’);

6. modulacié: komplex exponencialissal val6 szorzast frekvencia eltolasba visz at:
e/Mox[n] & X(e/(@-w0));

7. konvolucié tétel: x[n] * y[n] & X(e/®) Y (e/®);
periodikus konvoltcié tétel: x[n] - y[n] & i f_nnX(ejw)Y(ejw)da);

9. Parseval tétel: Y pe_oolx[k]|? = if_ﬂﬂl)((ej“’)|2da).

2T

7.2.Diszkretizalas frekvenciatartomanyban

Egy diszkrétidejt jel képe frekvenciatartomanyban folytonos és a fentiek tanulsiga szerint
igényli a jel mintainak ismeretét a teljes értelmezési tartomanyon, ezért a DI jel ilyen (DTFT)
Fourier transzformaltja nem alkalmazhat6 a gyakorlatban. A DFT (diszkrét Fourier transzformacio)
azonban igen. A DFT algoritmusanak meghatirozasahoz végezzik el a diszkretizalast
frekvenciatartomanyban. A (7-16) -ben bizonyitottuk, hogy a (7-12) egyenlettel megadott fiigevény
is periodikus 27 periddussal. Ugyanis:

X(ej(w+2n)) — Z?fz_oo[x[n]e_j(“’””)n] —
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= Z;’fz_oo[x[n]e‘j“’"e‘jzm] = X(ej“’) .............................................................. (7-17)
Vegytunk az X (ej“’) spektrumbol (0,21) intervallumban N ekvidisztins helyen mintakat.

Ekkor a mintak Aw = 27” frekvenciakon jelentkeznek. Legyenek w = %nk frekvenciakon
2T 2T

mintink, akkor X (%" k) =X (e]Wk) =y [x[n]e‘w""] k=012..,N—1. A

végtelen szamu elemek Osszege felirhatd végtelen szamu Gsszegzésre, ahol minden Osszegzésnek

N eleme van, a kovetkezSk szerint:

(=3 e )
+ N3 [x[nle R4 + B2 [xlnle W 4 -
X(Zk) =2 ZNEN1 [n]e‘fzﬁn""] .......................................................... (7-18)

Amennyiben a belsé 6sszegnél helyettesitink n helyett n — [N -t irunk és felcseréljuk az
Osszegzéseket, akkor:

X(Zk) =it l[Zf‘;_wx[n - uv]]e—f%”k"l,k =0,1,2, 0, N = Lo (7-19)

Az xp[n] = X2 _o x[n — IN] kifejezés valojaban az x[n] DI jel periodikus ismétlése N
periddussal. A periodikus jelek Fourier sorba fejthetdk, igy

2T
x,[n] = X2 o x[n — IN] = ZNZd e/ ¥ ,n=0,1,2, .. ,N = Loococcc (7-20)
Az egyutthatok:
2T
Ck = %Z,I‘f;&xp[n]eﬂﬁkn, kK=0,1,2 ... N = Lo (7-21)

2T
Vagyis ¢ = % (%ﬂ k). Ekkor belatjuk, hogy az xp[n] = %25;& [X (%ﬂ k) e/N ],n =
0,1,2,..., N — 1 periodikus jel visszaallithat6 a spektrumbdl vett mintavételezéssel.
7.2.1. Véges sor Diszkrét Fourier Transzformaltja

Mivel x,, [n] az x[n] sor periodikus kitetjesztése, igy belathat6, hogy nem szabad 4tfedésnek
lennie az id§ tartomany mintai kozott. Atfedés nem jelentkezik, amennyiben az x[n] idésor L
hossza kisebb, mint a frekvenciatartomanyban vett mintak szama N.
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7-2. dbra. — Egy véges, L hossziisdgii X[n] iddsor, és annak kétféle periodikns x,,[n] kibdvitése

A 7-2. 4bra bemutatisra keriilt egy véges, L hossztsagt x[n] idésor, és annak kétféle periodikus
Xp [n] kib6vitése. Az elsé esetben atfedés nélkilli N = L a kibévités, a masodikban atfedéses N <
L. Az els6 esetben az x[n] jel kivehetd az Xp [n] jelbdl, mig a masodik esetben ez nem lehetséges.

L=5
4 \
ol i
- ] I ]
0 ° ® T I ° ° ® ° ® ° ® ° ¢ ° ® °
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
n
L<N=6
4 \
T, i
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NI | I | I I
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
n
L>N=4
3 T
—2- -
c
i [ T T T )
0 ° ° ° ® ° ° o ° ° ® ° ¢ ° °
-4 -2 0 2 4 8 10 12 14 16

5 O e

7-2. dbra. — 1 éges sor kibovitése. (a) eredeti sor 1.=5, (b) dtfedés nélkiili kibovités .<IN=0, (c) dtfedéses
kibovités . >N=4.

Mivel x[n] = xp[n] ha0 <n < N —1,igy
L2TT
x[n] = = SNA|X (B k) /W= 0,02, N = Lo (7-22)

és ezt behelyettesitve a X () = X(e/?) = YNZ¢[x[n]e™/“"| be az alabbi 6sszefiggést kapjuk:
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X(e/*) = N3 2zt [x (2 k) ef%"""] €. (7-23)
X(ed®) = 3NZ3 [X (%” k) % N-d [e - (“"%)"” ............................................. (7-24)

A fenti sorfejtés megoldasahoz vezessiik be a P(w) = %Z,‘fg(} [e —J “m] Dirichlet interpolacios

.. , C _ ll—e_ij _ lsm((uN/Z) —]Cl)(N—l)/Z
figgvényt. P(w) kifejtve P(w) = N oo = N sint@D ©

lathat6. A fuggvény értéke periodikusan nulla kivéve nullaban, ahol 1, a fuggvényben szerepld

. A fuggvény a 7-3. abra

e JoWN-1)/2 tag csak a fazisra hat, nem moédositja az amplitidét. A fuggvény egy-egy k mintaval
eltolva, alkalmas mintavételi értékek visszaallitisara, mert csak a mintavételi pillanatban szorozza
az 6t sulyozot egyel, kiillonben nullaval szoroz. A jel6lés bevezetése utan jutunk az

x(ef®) = ¥zt [X (%” k) P (w - %)] ............................................................. (7-25)

Dirichlet interpolacidhoz.

Az interpolacios fliiggvény N=8 értékére
T

1 T T
==sin(N*w/2)/N*sin(w/2)
0.8 -
0.6 —
0.4+
z
<
0.2
=
-0.2
0.4 I | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

7-3. dbra. — Az interpolicids fiiggrény N=8 értékere.
. 21 _ 1, k=0 , , , . 117, - , . FRT
Mivel P (7 k) = {0’ k=0 & belathat6, hogy a visszaallitas folyaman a mintavételi

pontokban a mintak értékét kapjuk. A P(w) fiiggvénynek itt olyan a szerepe mint a sinx)

-nek idé
X

tartomanyban.

A fentiekbdl lattuk, hogy x, [n] periodikus sor és annak spektruma X (ejw) visszaallithato

spektrumanak N ekvidisztins mintavételezésével X (%ﬂ k), k=012, .., N—1. Altalinos

esetben a frekvenciatartomanyban vett mintakbol nem allithaté vissza az aperiodikus idésor,
azonban, amennyiben x[n] sor hossza L és L < N, akkor x[n] egyértelmien kivalaszthat6 Xp [n]
-bol a kévetkezOk szerint:
x,[n] = {x[n], 0<n<L-1
00 Lsn<sN-1
Ebben az esetben tehat a frekvenciatartomanyban vett mintak egyértelmtien meghatarozzak az
aperiodikus jelet, amennyiben L < N akkor a sort kiegészitjuk N — L szamu nullaval.

Az elmondottakat figyelembe véve jutunk az

X[k] = ¥Nz2 [x[n]e‘fﬁn""], k= 0,12, 0, N = Lo (7-27)
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DFT transzformaciés algoritmushoz, ami L < N esetében transzformalja az L hosszasaga
egydimenzios x[n] sort annak spektruminak N hosszisiagu X (k) sordba. A DFT itt a Diszkrét
Fourier Transzformaciot jelenti.

Az id6sor visszaallitasa (7-19) és (7-25) alapjan

x[n] = TN [X[k]ef%""”] 0= 0,1,2 )N = 1o (7-28)
szerint lehetséges, amit IDFT —nek , vagyis Inverz Diszkrét Fourier Transzformacionak
nevezunk.

Szemléltetéstl grafikusan abrazoljuk az id6 és a frekvenciatartomanybeli mintavételezés hatasat
nem savkotlatos jel esetén az id6 és a frekvencia térben. A 7-4. dbra (a) grafikonja mutatja az x(t)
folytonos idejd jelet. A jel véges T ideig tart, tehat idében kotlatos. Az x(t) jel spektruma X (w) is
folytonos értékkészletét tekintve és folyamatos a frekvencia fliggvényében ((b) grafikon), a
spektrum nem savkorlitos. A jel id6ben torténd mintavételezését a (c) grafikon mutatja. A T[s]
mintavételi periédussal mintavételezett X(t) jel spektrumat jeléljik X(w) -val. A (d) grafikon
illusztralja, hogy az X(w) spektrum a mintavételezés hatasira periodikusan ismétlédik fs[Hz]

frekvencianként, ahol f; = = A kovetkez6 1épésben végezziink mintavételezést a frekvencia

tartomanyban fy[Hz] 1épéssel, mint ahogy az (f) grafikon mutatja. Ekkor az id6térben az X(t)
fiigavény periodikusan ismétlédve jelenik meg, Ty[S] periodusidével. Az egyes szinteken levé
grafikonokra érvényes a kétiranyu transzformalhatésag. Vegytk észre, hogy a (d) és (f) esetben
atfedés, ,,aliasing” tapasztalhat6 az amplitddé spektrumokban.
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X(t)A a 4 X(w) b

- FT
A\ ™ =f
T
X(t)4 . A X (@) ;
DTFT
e L 1, f K
T[s] 2 S
X(t)4 e A f
1
DFT
‘ AT AT,
= NN - ()
- > ﬂ’t: t “ 1 ™ f
s T =1

74. dbra. — A mintavételezés hatdasanak illusztricidja idd és frekvencia tartomanyban.
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A DFT esetében a spekrumbdl Aw = %ﬂ lépésenként N mintat vizsgilunk, amihez Af = %

frekvencialépés tartozik. Itt Af a frekvencia felbontast jelenti, f; pedig az idStartomanybeli
mintavételi frekvenciat melyhez Ty = %periédusidejﬁ mintavételezés tartozik. Az idésor {gy T =
L - T id6tartomanyt fed le.

A DFT és az IDFT esetében kiemelt szerep jut a Wy' k= e zﬁnkn komplex vektoroknak, melyek
hossza minden esetben egységnyi, fazisa pedig 2Wnkn. Az X[k] = ¥N23 [x [n]Wy' ‘k] valdjaban az

x[n] vektor vetiiletét adja a W1\7,1 iranyokra, valéjaban ebben az esetben két vektor skalaris
szorzatardl van sz6. A k = 0 érték minden esetben az egyenirami komponenst jelenti, ugyanis

_ 27
ckkor Wy"* = e /W™ = 1 és X[0] = INZ3[x[n]].
2T
Példaul N = 6 értékre W6n’k = e/ ™ csak néhany iranyt hataroz meg. A 7-6. abra szemlélteti,
hogy ebben az esetben csak a fazis valtozik a modulus minden esetben 1. Az eredményil kapott
grafikonok mutatjak az iranyvektorok allasat kulonbo6z6 n és k értékekre.

AIm A'm
n=2 n=1 n=1,4
n=3 60°) n=0_ Re 120°\ =03 Re
k=1 k=2
n= n=5 n=2,5
4Im glm
n=2,5
(o)
. n=1,35 n=0,2,4_ _Re 120 n=0,3_ _Re
k=3 k=4
n=1,4
Alm gIm
n=4 n=5
P n=3 60° n=0_ _Re n=011:213:415‘ _Re
k=5 k=6
n=2 n=1

7-5. dbra. — A fizorok dllisa N =6 értékre és kiilinbizé K értékekre.

Tekintsiik x[n] és X[k] sorokat vektorként, ahol a vektorokat xy és Xy jeloli, xy =
[x0, X1, ooor Xn_1]T és Xy = [Xo, X1, oo, Xy_1]T .Akkor a transzformacios egyutthatok N X N-es
matrixba rendezheték a kévetkezOk szerint: Xy = Wy + xy ahol
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1 1 1 1]

1 Wﬁ, Wﬁ, W,L“‘l
W,=l1 W2 W w2

1 W,\l;l—l Wﬁ(N—l) . W[S]N—l)(N—l)

e (7-29)

2T
, ) ; k —k ot ‘1 ‘-
és az egyes elemek altal meghatirozott Wy = e/ V" komplex értékek ortogonalis bazist

képeznek. A matrixban szerepl6 fliggvényeket rotacids fiiggvényeknek nevezziik, ugyanis csak a
komplex szamok argumentuma valtozik, a modulusuk mindig 1 marad.

A matrix elemei koz6tt felfedezhetd egyfajta peribdusossag és mindegyik elem egy — egy pontot
hataroz meg a komplex stk egységkdre mentén.

Tovabba érvényes, hogy a létezik a transzformacié inverze

Xy = Wit X =%W,:~XN

I = N e (7-31)
tehat diagonalis egységmatrix. Ebbdl kovetkeztethetiink, hogy Wy ortogonalis matrix és, hogy

a DFT és az IDFT ortogonalis transzformaciok.
Példaként elemezzik az X[n]=1Vn allandé értékd jelet és hatirozzuk meg annak DFT
transzformaltjat! A jelet dbrazolé grafikon a kovetkezo:

A feladatban megadott jel

2

1.5 1

.;. 19099900000 000000000090O

0.5

0 5 10 15

n
7-6. dbra. — A feladatban megadott jel.

A 7-6. abra leolvashato, hogy a DI jel periodikus és periddusa N=1. Erre a jelre nem érvényes

0
a Z|x[n]| < konvergencia feltétel, igy a Fourier transzformacidjat sem lehet a hagyomanyos

nN=—ow

modon az X(ej“’) = Z X[k]-e7 segitségével meghatirozni. Mégis némi furfanggal eljuthatunk a
k=—o0

keresett transzformacidhoz. Szemléljik a feladatban megadott jelet mint Dirack impulzusok

végtelen sorit X[n]=1= ZB[n—k] . Ekkor X(ejm): Z Z:ES[I‘I—k]-(?J"”n . Az Osszegzés

k=—o0 Nn=—o00 k=—o0
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sotrendjét felcserélve jutunk a X(ej‘”)= i Zw:fi[n—k]-e_j“’” , akkor X(ej“’): ie_j“’k . Az

k=—00 N=—o0 k=—00
eredmény pontositisihoz irjuk fel, hogy: Ze_jmk = Zej“’k =2n 28(0)— k27). Mivel a DI jel
K=o [ K=
Fourier transzformaltja periodikus 27 periddussal, igy X(ej‘”)z 218(). Az eredmény az elvart
szerint alakult, ugyanis a jelnek csak egyenarami komponense van, nem lehet mas frekvencian
bsszetevije csak az @ =0 frekvencidn. Az 6sszeteve értéke pedig megegyezik a jel dtlagértékével.
Egy masik példa legyen, hogy DFT felhasznalasival hatirozzuk meg az x(t) = e 2tu(t) FI jel
spektrumat, ahol u(t) az egységugris fligevény. Tudjuk, hogy a feladatban szerepld FI jelre

. _ Fourier 1 .
vonatkozéan a Fourier transzformélt: e "2tu(t) o Amplitad6 spektruma: |X(w)| =

\/ﬁ. Lathato, hogy a jel nem savkorlatos. A jel amplitdd6 spektruma monoton csokkend. A

tovabbiakban a jel spektrumanak azon részét targyaljuk, ahol az amplitddé spektrum a maximalis
érték 1%-a felett van. Mivel |[X(0)| = 0.5, igy a savkotlitot meghatirozé érték 0.01 * 0.5 =

\/@—)szZOO[ ],w3=27TfB>

[Hz] . Figyelembe véve a kiszimitott sivkorlitot és a mintavételi torvényt,

rad

0.005, és a hozza tartozé hatarfrekvencia: 0.005 = “or

_ 100

A

f5
1 4

meghatarozhatjuk  az  id6tartomanybeli — mintavétel — periédusidejét: T < — = —

25 200
0.015708[sec] .

A feladat megoldasanak folytatasaban meghatarozzuk a jel lefutasi idejét. Elméletileg a vizsgalt
x(t) fiigevény monoton csokken és csak a végtelemben lesz nullaértékdi. A gyakotlatban azonban
elegendének bizonyul az x(4) = e ™8 = 0.000335 < 1 vilasztas. Tehat valasszuk a lefutasi id6t
Ty = 4[sec] értéknek.

Az id6tartomanyban vett mintak szama ekkor = 254.6473 , ami nem egész szam és

0.015708
nem kettS hatvanya. Ezen feltételek teljesulése érdekében vegyiik a mintik szimat Ny = 256-nak.

Ekkor a mintavételi id6 T = ﬁ = 0.0156.

A DFT szamitasahoz sziikség van a frekvenciatartomanybeli mintavételezésre. A mintak

lépésének  értéke  fo = Tio = 0.25[Hz] frekvencidkként,  vagyis Wy = %[rad /sec]
kérfrekvenciakként talalhaté.

Amint mar ismert a jel spektruma periodikus Ny petidédussal, igy X[k] = X[k + 256] , tehat
X[0] = X[256] . Ezért elegend6 a spektrumot k = [0,255] intervallumban megfigyelni. A
konjugalt spektrum szimmetridjanak tulajdonsagabdl ered, hogy X[—k] = X*[k], alkalmazva még
a periodikussagot, vagyis X[—k] = X[—k + 256] belithatd, hogy a spektrum értékei k =
[-127,—1] és k =[129,255] intervallumok felett megegyeznek a kovetkez8k —szerint:
X[-127] = X[129], X[-126] = X[130], ... , X[—1] = X[255]. Mindent figyelembe véve

belathat6, hogy a spektrumot elegends k = [0, %] intervallum felett megtfigyelni. A példa

esetében: k = [0,128].
A feladat megoldasara alkalmas MATLAB kod:
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clear all;

close all;

T 0=4; N 0= H

T=T_O/N_0; t=(0:T:T*(N_0-1))";

x=T*exp(-2*t); x(1)=T*(exp(-2*T_0)+1)/2;
X_k=Ffft(x);k=[-N_0/2:N_0/2-1]"; omega_k=k*2*pi/T_0;

omega=linspace(-pi/T,pi/T, ); X=1./(j*omega+2);

figure('DefaultAxesFontSize',20);

subplot(211);

plot(omega,abs(X), 'k',omega_k,fftshift(abs(X_k)), ko', 'LineWidth',4);
xlabel('\omega');ylabel( ' |X(\omega)|")

axis([- - 1);

legend('FT',['DFT, ahol T_0=',num2str(T_©)," ', N _0=",num2str(N_0)],9);
subplot(212);

plot(omega,angle(X), 'k',omega_k,fftshift(angle(X_k)), ko', "LineWidth',4);
xlabel('\omega');ylabel('\angle X(\omega)")

axis([- -pi/2- D;

legend('FT',['DFT, ahol T _0=",num2str(T_©),"', N _0=",num2str(N_0)],9);

Az eredmények jobb kiértékelhet6sége érdekében a grafikonok abrazolasat célszer nem 128
pontra, hanem 28 pontra megtenni. A fiiggetlen valtozé ekkor: w = [0,28 * wy] = [0,44][rad/

sec] értékeket veszi fel.
A MATLAB kéd futasanak eredménye:

0.5 -
—FT

04 o DFT, ahol T =4, N =256/
=0.3
3
0.2

0.1 b

0 | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

—FT
o DFT, ahol T =4, N =256

-0.5 N

S50 It hu T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

7-7. dbra. — Az x(t) = e 2 u(t) fiiggrény amplitiidé és fizis spektrum.

Az eredmény alapjan kijelenthetd, hogy az wg =~ 200 [%] hatarfrekvencia valasztas megfelel6,

ugyanis a jel energidjanak jelent6s része ezen frekvencian belil helyezkedik el.

A 7-8 abra hivatott szemléltetni az egyes osztalyba tartozo jelek és a kozottuk végzendd
transzformaciok kapcsolatat. A 7-8 abra tartalmaz vertikalis és horizontalis kapcsolatokat. A
vertikalis kapcsolatok tartomanyok kototti atalakitast jelentenek. A horizontalisak egy adott
tartomanyon beluli transzformaciot jelentenek folytonos, diszkrét, periodikus, véges vagy végtelen
abrazolasmédok kozott.
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Az eltolt
x[n]=x,(nT,) masolatok dsszege

Mintavételezés }/ \\

|
/

X, (t) X[n] Xps[n]
‘\Sa'vkorla'toE/ ‘\Idt’ikorla'toi:/’
A Sinc interpolacié A Négyszogletes A
ablak
FT DTFT DTFS
Az eltolt, skalazott
v masolatok 6sszege v
/ \\ }/I\llintavételezés
X (F) ¥ (@) X [K]
‘\Sévkorlétog/’ ‘\Id()’korlétosi/
Négyszogletes Dirichlet
ablak interpolacio

7-8. dbra. — Kapesolatok az, egyes Fourier transzformaciok kizott.

A transzformacié mindegyikének létezik inverze. Az FT (Fourier Transform) két folytonos jel
kozott definialt, a (5-37) és (5-38) szerint. A DTFT egy diszkrét és egy folytonos jel kozott
értelmezett, a (7-12) és (7-15) szerint. A DFT két diszkrét jel kozott adott, a (7-27) és (7-28) szerint.
A DTFS (Discrete Time Fourier Series) egy periodikus jel és egy diszkrét jel k6zotti transzformaciot
jelenti (7-19) szerint.

7.3.A gyors Fourier-transzformaci6 (Fast Fourier Transform FFT)

Konnyen belathat6, hogy az N pontos DFT miveletigénye N? komplex szorzas és N(N —1)

komplex Gsszeadas, ami egy 1000 pontos DFT esetén ez kb. egymilli6 komplex szorzast és
egymillié komplex 6sszeadast jelent.

Tekintstink egy specialis esetet, amikor N=2". Ez a feltétel konnyen teljesithets, ugyanis
mindig elvégezhetjiik a sor nullakkal val6 kiegészitését a kivant elemszamig.
A DFT szamithato a kovetkez6kbdl (7-26):

o N-1 _j@kn N-1
x[k]:x(ﬁ kaZX[n]e N =Wk k=012, ,N-1.... (7-32)
n=0 n=0

Belathato6, hogy a fenti kifejezés jelentSs szimmetriat tartalmaz. Példaul azon elemek, melyeknek
indexére érvényes, hogy k és K +(N/2), ahol 0 <k <(N/2)-1 azonos stllyal vannak szorozva.
Paratlan k értékekre az egyltthatok csak elGjelukben kilonboéznek. Az egyszeribb kiszamitas
érdekében a szimmetridk felhasznalasaval a (7-20) atrendezhet6 id6ében vagy frekvenciaban.
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A W tulajdonsigai:

W= 17/ —e0 =1 w N =e T =1 (7-33)
WNN+m :(e—jZﬂ/N)Ner
W, =W " = (e IZFINYN (@7 I27INYM (7-34)

:1'(e_j2”/N)m :WNm

W N2 = 12 IMNIDIN o= — ] (7-35)
W N4 = e 12RIINIDIN _@=iml2 — _§ (7-36)
4.31)
3N/4 —j271(3N/4)IN —j37l2 H
A - = (7-37)
A (7-206) felbonthatd két sszegre, a paros és a paratlan indexeket tartalmazé Osszegekre:
X[k]= Z W = x[nWR + S XN e (7-38)

n=2i n=2i+1
A i 2n

A mir emlitett szimmetriat figyelembe véve, azaz hogy W5 —e 'N e =W,,, vagyis
Wi =W, és W,E,Zi*l) = WSWS és bevezetve az X1o[] [ZI] Xy, I] [2I +l] akkor:
N/2-1 ) N/2-1 )
Kl= > xgo[iW, + Wi > x[iW,, k=012,..,N/2-1 ..o (7-39)

i~0
A (7-38) két N/2 hossziisagi DFT sort reprezentalnak, az egyik xlo[n] a masik xll[n]. fay
felirhato:
X[k]= X o [K]+ WX, [K] k=012,...;N/2=T oo (7-40)

Az N/2 -nél nagyobb indexekre érvényes, hogy:
X[k+N/2]=X [k+N/2]+ WEN2X [k+N/2], k=012,...,N/2-1 ... (7-41)

A periédusosagbél ered, hogy : WE™? = “WY vagyis:
X[k +N/2]= X, o[K]- WX K] k=012, N/2 Lo (7-42)

Az algoritmus mikodésének bemutatasaként a tovabbiakban példakon keresztil kertil elemzése
egy nyolcpontos FFT. A feladat megértése érdekében el6szor egy kétpontos FFT keriil megoldasra,
majd négypontos és végul a célul kitdzott nyolcpontos FFT. Példa kétpontos FFT-re:

Az id8sor elemei: X[O], X[l]

1
A megoldis menete: X[k = ZX ]Wzn k k=01

[O]znzl;x aW,"™ = Zx[n X[0]+ x[1]

[
[

IS
\]
\D

Grafikusan abrazolva . abra lathat6 a kétpontos FFT.
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x[0] X[0]

il o B —————>  X[0] 1———pp-o X [0]=x[0]+x[1]
(1] 2-pontos DFT X [1] ) !
—_— ———  X[1] e—— 1 X [1]= x[0]-x[1]

7-9. dbra. — Kétpontos FFT.
A négypontos FFT-re a 7-10. abra lathat6 egy példa.

Kétpontos DFT Kétpontos DFT Négypontos DFT
kimenet kimenet
x(0] =¥ (ozl2 /v‘ X[l
1
x[1] - —po X x[1]+x[3]-v [0] X[2] %+O
x[1]-x[3
1
3] em—=—— [ X[3] %+1
7-10. d@bra. — Négypontos FFT.
A nyolcpontos FFT-re a 7-11. abra lathato egy példa.
X[0] @=——» _ G[(i] > o W)  x[0] @———ppi - o > e G[0]
X[2] @— E ey > o W, Lé Wy
X[4] @—————pp g o > ° W, g
z|~ G[3] =< Wy
X[6] @b . > oW, x[4] e—— . > o Gl1]
H[0] L H[0]
o—> > Wi xR e— > > o G[2]
xHlo—| O alt > o WS = 3
£ H([2] £
X[5]@——a 3 = > ° Wy 8
Z|e Wr\?
H{3] — zl= H{3] :
X[7] o> = > W, x[6] e—— > o G[3]

7-11. dbra. Nyolepontos FET informadciddramlds.

A 7-11. abra illusztralja az informacié aramlast egy % pontos DFT esetén két darab % DFT

felhasznalasaval a feladatban tovabbra is érvényes, hogy N = 8.
A 7-12. abra bemutatasra keril az el6z6 modulok eredményeit részeredményként felhasznalo
N = 8 pontos DFT megoldasat végzé struktara.
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X[0] @=—> > >e  X[0]
" pontos DFT w2 A
x[4] @—> >-o- e X[l
W Wy
X[ 2] @ N o o X[2]
— pontos DFT W W,
X[6] @—p| * >-o >e  X[3]
3
W, "
X[1] e—> o o X[4]
Z pontos DFT W2 WN4
X[5] @ >o e  X[5]
W4 Wl\?
N
qle—] - me  X]6]
" pontos DFT W, we
U —— > e  X[7]
Wy

7-12. dbra. — Nyolcpontos FFT.

Egy kétpontos lepkemtvelet strukturaja lathat6 a 7-13. abra.

x[0]

W

Z o
Il
[N

x[4] .
W, =W? =-1
7-13. dbra. — Kétpontos lepkemiivelet.

Egy 8 pontos DFT megoldasanak miveleti sorrendjét abrazold teljes folyam lathaté a 7-14. dbra.
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x[0] @ o - o X |[0]

N N Wy

x[4] ® > - o X[1]
w W o
N

x[2] ® o o o X[2]
W ] »
N

x[6] ® >o >e >o X [3]

4 6

W, W, "
N

X[1] ® >o >o o X [4]
Wy N wy

x[5] ® o o e X|[5]
Wy Wy Wy

x[3] > > o X [6]
N Wy N

X[7] »-o > o X [7
W N Wy

7-14. dbra. — A 8 pontos FET megolddsdanak miiveleti sorrendje.
Az irodalomban tobb megoldas is talalhat6 a DFT hatékony kiszamitasara. Ezek
csoportosithatok:
e N =2" algoritmusokra, melyek gytjténeve radiks-2
e N =4" algoritmusokra, melyek gy(jténeve radiks-4
e N =8 algoritmusokra, melyek gytijténeve radiks-8
e N =RP" algoritmusokra, melyek gydjténeve radiks-R, ahol a kévetelmény N = N;N,.

Mindeniitt a cél a komplex Osszeadasok és szorzasok szamanak csokkentése, valamint az
szamitasi er6forrasok hatékony kihasznalasa.

MATLAB programcsomag felhasznilasaval hatirozzuk meg az x(t) = 0.6sin(2mf;t) +
sin(2mf,t) + 0.5sin(2mf;t) idSfiggvény fizikai amplitidé spektrumét, valamint a nulla
kozépértéki zajjal terhelt jel fizikai spektrumat.

A megoldas MATLAB kodja:
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Fs = 1000; % a mintavételezési frekvencia
T = 1/Fs; % a mintavétel periodusideje
L = 1000; % az id6beni mintak szama
t = (9:L-1)*T; % az idoévektor
%

f1=50;f2=125;F3=200; a jelben jelenlevd frekvencidk
% az idoflggvény harom harmonikus Osszege
X = 0.6%sin(2*pi*f1*t) + sin(2*pi*f2*t)+ 0.5*sin(2*pi*f3*t);

()

s = 2*randn(size(t)); y=x+s; % nulla kozeperteku zaj szamitdsa
Fs = 1000; % a mintavételezési frekvencia
T = 1/Fs; % a mintavétel periodusideje
L = 1000; % az id6beni mintak szama
%

t = (0:L-1)*T; az iddévektor

close all;

figure(l);

plot(Fs*t(1:50),x(1:50), 'r"');hold on;stem(Fs*t(1:50),x(1:50));
title('Zaj nélkili jel');xlabel('idd (milisec)');hold off
figure(2);

plot(Fs*t(1:50),y(1:50));grid;

title('Zajjal terhelt jel');xlabel('idd (milisec)');

NFFT = 27nextpow2(L); % a legkdzelebbi pow(2), mintdk szama
fft(x,NFFT)/L; % a hasznos jel spektrumanak meghatarodsa
fft(y,NFFT)/L; % a zajos hasznos jel spektrumanak meghataroasa
Fs/2*1linspace(9,1,NFFT/2);

-+ < X
1]

% A fizikai amplitudo spektrumok megjelenitése

figure(3);

plot(f,2*abs(X(1:NFFT/2)));

title('A zaj nélkiili jel fizikai amplituddé spektruma x(t)');
xlabel('Frekvencia (Hz)');

ylabel(' [X(f)|");

figure(4);

plot(f,2*abs(Y(1:NFFT/2)));

title('A zajjal terhelt jel fizikai amplitudd spektruma y(t)');
xlabel('Frekvencia (Hz)');

ylabel("|Y(f)|");

A program futdsa soran a 7-15. abra és a 7-16. dbraan lathaté grafikonokat kapjuk.
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Zaj nélkiili jel
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2
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id6 (milisec)
7-15. dbra. — A zaj nélkiili jel.
6 Zajjal terhelt jel
\ \ \

6 \ L L L L \ L L I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

id6 (milisec)
7-16. dbra. — A zajjal terhelt jel.

A zaj nélkiili és a zajjal terhelt jel id6 tartomanyban igen jelentSsen kilénboznek egymastol.
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; A zaj nélkiili jel fizikai amplitudé spektruma x(t)
\ \ \ \ \
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7-17. dbra. — A zagjal terhelt jel fizikai spektruma

A zajjal terhelt jel fizikai amplitudé spektruma y(t)
\

1.2 T T ml

0.8 -

0.6 -

0.2~ —

0 | | | [ | | |
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Frekvencia (Hz)
7-18. dbra. — A zaj nélkiili jel fizikai spektruma

A frekvencia tartomanyban, mindkét esetben impulzusok csucsosodnak ki a jelet képezé
frekvenciakon, ahogy ez a 7-17. abra és a 7-18. abraan is lathato.
MATLAB alkalmazasaval demonstraljuk a frekvenciatartomanybeli mintavételezés hatasat a

spektrumra. A példaban hasznaljuk fel 2 X[n] = cos (21‘[ %) diszkrét harmonikus figgvényt.
A feladat megoldasat végz6 kod:
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X = cos(2*pi*n/10); % 10 mintadt vesziink periodusonként

N1 = 64; % Harom médon szamoljuk az FFT-t

N2 = 128;N3 = 2563

X1 = abs(fft(x,N1)/size(x,2));

X2 = abs(fft(x,N2)/size(x,2));X3 = abs(fft(x,N3)/size(x,2));

F1 =[©9 : N1 - 1]/N1; % A frekvencia normalizalasa © t6l 1 - 1/N ig.
F2 = [0 : N2 - 1]/N2;F3 = [0 : N3 - 1]/N3;

= [0:29]; % Harminc minta az idd&ben

subplot(3,1,1);plot(F1,X1,
subplot(3,1,2);plot(F2,X2,

subplot(3,1,3);plot(F3,X3,

-x"),title('N
"-x"),title('N
"-x'),title('N

64"),axis([@ 1 @ ©.6])
128"),axis([@ 1 @ ©.6])
256"),axis([@ 1 @ 0.6])

Az eredményként kapott spektrumok a 7-19. abra lathatok.

N =64
0.6 T
04+ -
0.2~ -
0 | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
N =128

I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
N = 256
0.6 T
0.4+ —
0.2 —
0 ‘ !
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

7-19. dbra. — FFT eredmeénye kiilonbozd frekvenciatartomanybeli mintavételezeés esetén.

Lathato, hogy a frekvenciakat normalizaltuk 0 és 1 kézé. A spektrumon két csics jelent meg a
0.1-nél és a 0.9-nél. Ez a példidban megadott koszinusz frekvencidjanak felel meg (1/10). Az
abrazolt jel csak alap harmonikust tartalmaz. Azt is latjuk, hogy fiiggetleniil attol, hogy 64, 128, 256
mintat veszink, frekvenciatartomanyban a spektrum abrazolasa nem moédosul jelentsen.

MATLAB alkalmazasaval vizsgaljunk meg kilonb6z6 hosszasagta idésorok hatdsat a

spektrumra. A példaban haszniljuk fel a X[n] = cos (21‘[ 110) diszkrét harmonikus fiigevényt.
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n = [0:29];
x1 = cos(2*pi*n/10); % 3 periddus

x2 = [x1 x1]; % 6 periddus

x3 = [x1 x1 x1]; % 9 periddus

x4 = [x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3]; % 90 periddus

N = 2048;F = [@:N-1]/N;

X1 = abs(fft(x1,N)/size(x1,2));X2 = abs(fft(x2,N)/size(x2,2));
X3 = abs(fft(x3,N)/size(x3,2));X4 = abs(fft(x4,N)/size(x4,2));

subplot(4,1,1);plot(F,X1),title('3 periodus'),axis([@ 1 @ 1])
subplot(4,1,2);plot(F,X2),title('6 periodus'),axis([@ 1 @ 1])
subplot(4,1,3);plot(F,X3),title('9 periodus'),axis([@ 1 @ 1])

1]

subplot(4,1,4);plot(F,X4),title('990 periouds'),axis([@ 1 @ 1])
] 3 periodus
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7-20. dbra. — Kiilonbizd hosszsisdgi iddsorok hatdsa a spektrumra.

A példaban lényegében kiilonb6z6 hosszasagt idésorokat elemzink. Az elsé spektrum a jel 3
periédust hosszara vonatkozik, a masodik 6 peridédusra, a harmadik 9 periddusra és végil a
negyedik 90 periédus hosszusagu jel elemzésének eredményét mutatja (7-20. abra). A koszinusz
jelet valtoz6 méretti ablakon keresztil figyeljik. Jelen ablakozas lényegében egy négyszogjellel valo
szorzast jelent. A négyszogjel Fourier transzformaltja a sinc() fliggvény. A folytonos idejd koszinusz
Fourier transzformaltja a jel frekvenciajanal 1évé Dirac-impulzus. Tehat minél nagyobb az ablak,
annal jobban érvényesiil a koszinusz Fourier transzformaltja, és annal kevésbé a négyszogjelé. Az
idésor méretének novelésével egyre jobban egy Dirac-impulzusra fog hasonlitani a DFT és nem
pedig a sinc() jelre, mely a jel frekvencidjara van eltolva.

Ha tehat id6ben meghosszabbitom a sort, akkor jobb minéségti Fourier transzformaciot tudok
végezni. A frekvenciatartomanyban vett mintdk szama viszont nem valtoztatja meg a Fourier
transzformaci6 eredményét jelentésen.

MATLAB alkalmazasaval hozzuk létre egy harmonikus jel matematikai és fizikai spektrumat
relativ egységekben.

A példéban hasznaljuk fel 2 x[n] = cos (21‘[ 110) diszkrét harmonikus fuggvényt.
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2048;

n = [0:149];x1 = cos(2*pi*n/10);N =
= fftshift(X);

X = abs(fft(x1,N)/size(x1,2));X
figure(l);

F = [-N/2:N/2-1]/N;plot(F,X),
title('A matematikai spektrum');xlabel( ' frekvencia / f s')
figure(2);

F = [0:N/2-1]/N;plot(F,2*abs(X(N/2+1:N)));

title('A fizikai spektrum');xlabel('frekvencia / f s');

06 A matematikai spektrum
. \ \ \
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7-21. dbra. — A harmonikus jel matematikai spektruma
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A fizikai spektrum
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7-22. dbra. — A harmonikus jel fizikai spektruma

0.4

0.45

A matematikai spektrum esetében a jel energiaja megoszlik a pozitiv és a negativ frekvencidkon
ahogy ez a 7-21. abra is lathat6. A fizikai spektrum csak pozitiv frekvencidkat tartalmaz, melyet a

7-22. abra figyelhetiink meg.
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8. A Laplace-transzformacio

Az el6z6ekben targyaltuk a Fourier sorfejtést és a jelek teljesitményspektrumat periodikus jelek
esetére, a Fourier transzformaciot és az energiaspektrumot nem periodikus (aperiodikus) jelek
esetére, frekvenciaatviteli szempontbodl elemeztitk az L'TT rendszereket. Tettik mindezt, mert a
targyalt ortogonalis transzformaciok lehetévé tették a frekvenciatartomanyban val6 vizsgalatot.

Ebben a fejezetben kertil targyalasra a kétoldalas Laplace-transzformacio és annak tulajdonsagai,
melynek matematikai szerepe kétségkivil jelent6sebb, mint a gyakorlati felhasznalhatésaga. A
belépd jelekre alkalmazhat6 jobboldali Laplace-transzformacié és annak tulajdonsagai is ebben a
fejezetben kerlilnek targyalasra. Ez a fejezet foglalkozik tovabba az egyoldalas ILaplace-
transzformacionak az LTI rendszerek és jeleik elemzése és szintézise tertiletén betoltott szerepével.
Az egyes tagok tulajdonsagait teljes mértékben hordozza az atviteli fiiggvényiik, a gyakorlatban
tagok halozaba kotésével Osszetett feladatok oldhatok meg. Ekkor az egyes tagok fizikai
megvaldsitasatol (elektromos, hidraulikus, mechanikus, stb...) fiiggetleniil, egységesen targyalhatok
a halézatba kotott elemek. A fejezet kitér a halézatba kotés kérdéskorére, az eredd atviteli figgvény
szamitasanak modozataira is.

8.1. A kétoldalas Laplace-transzformacio

A Fourier transzformacié konvergenciafeltétele, a Dirichle feltételek nem teljestilnek minden
figevény esetében, ez a tény csOkkenti a transzformalhat6 jelek halmazanak szamossagat. A
transzformaci6 altalanosabba tétele érdekében, érdemes megvizsgalni, egy masik komplex
operatornak a Fourier transzformacidhoz hasonlé médon valé alkalmazasat.

Ismeretes, hogy az X(jw) = F{x(t)} Fourier transzformacié adatott az X(jw) =
fjooox(t)e_j @tdt integrallal, mely létezésének feltétele az fjooo|x(t)| < o Dirichle feltétel.
Keresstink moédot arra, hogy kitetjessziik azon fiiggvények korét, melyekre létezik a transzformalt.
Példaul, alkalmas o € R valasztassal biztosithaté a modositott x(t) jelre felirt fjooo|x(t)e_at| <

oo feltétel kielégitése. Vegyiik észre, hogy az x(t) jelnek az et

-vel valé szorzasa ad egy megtelel6
burkologorbét az x(t) jel koré, ami biztositja az igy modositott jel konvergencigjat. Ekkor a
transzformacio a kovetkezSképpen alakul: X(0+ jw) = F{x(t)e °} =
ffooo[x(t)e_”t]e_jwtdt = fjooo x(£)e O+t [t Vezessiink be egy Gj komplex valtozét s = o +
jw alakban és eljutunk az:

X(8) = LL()} = [ (D)€@l corrrvrrresresresrseess s (8-1)

Laplace transzformaciéhoz (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827). A Laplace transzformacié egy
olyan komplex fliggvényeket eredményez6 integraltranszformacié, ami a Fourier
transzformaciohoz képest kib6viti a transzformalhato jelek halmazat.

A modositott jelre vonatkozo inverz Fourier transzformacié adott az x()e °t =F HX (o +

. _ i ]OO . ]wt . .. , . , . ”1 s .

jw)} = Py f_jooX (0 + jw)e!*tdw bsszefiigaéssel. Bendezzuk at az egyenletet a kovetklezokepen.
() = L w)eltelotdy = L [°

az exponencilis taggal beszorzunk: x(t) = = f_jooX(G + jw)e’ el dw = f_jooX(O' +

jw)e@HOtde | clvégezziik a helyettesitést: s = 0 + jw, derivalva dw = % és a hatirokat is

behelyettesitve: s = 0 + joo, jutunk az:

x(0) = LX) = o= [

g—joo

D () LR K (8-2)
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inverz lLaplace transzformacidohoz. Fontos megjegyezni, hogy a Laplace transzformacié
konvergenciaja g-tél fiigg, minden esetben meg kell adni azt a tartomanyt, amire érvényes a
konvergencia. A konvergenciatartomanyt az irodalomban altalaban ROC (region of convergence)
jeloléssel illetjik és a transzformalt integralt egészét képezi.

8.2.Laplace-transzformacio és tulajdonsagai

A transzformaci6 rendelkezik néhany hasznos tulajdonsaggal, melyek ravilagitanak, hogy a jelek
és rendszerek terilleten az idStartomanyban Osszetettnek tiné feladatok egyszerisodnek az
operatortartomanyban. Az alabbiak soran felsorolasra kertil néhany tipikus tulajdonsag, melyek
ismeretében hatékonyabba valhat a jelek és rendszerek elemzése és szintézise.

8.2.1. Linearitas

L L
Ha x,(t) © X;(s), s € ROC; és x,(t) & X,(s), s € ROC, akkor

L
(axl (t) + Bx, (t)) o (aXl (s) + BX, (S)) ......................................................... (8-3)
,ahol s € ROC 2 ROC; N ROC,,Va,p €C
A linearitas tulajdonsaga magaban foglalja a homogenitas és az additivitas tulajdonsagokat.

8.2.2. Differencialas id§ tartomanyban

Ha x(t) & X(s), s € ROC, akkor
x(t) £
at

,ahol s € ROC 2 ROC; a zérus/pdlus kiejtés miatt esetleg lehet ROC nagyobb.

8.2.3. Differencialas komplex tartomanyban

L
Ha x(t) & X(s), s € ROC akkor

L ax(s)
—tx(t) & g (8-5)

,ahol s € ROC.
8.2.4. Konvolucio

L L
Ha x,(t) & X,(s), s € ROC; és x,(t) & X,(s), s € ROC, akkor

(x1() * x,(1)) it (X1(S)X2(8)) cerrrrrrmmerrrrsssmesrrsssssssssssssssssessssssssssssssssssssseees (8-6)
,ahols € ROC 2 ROC; N ROC,

8.2.5. Integralas id6 tartomanyban

L
Ha x(t) & X(s),s € ROC akkor

t Lq
S x(DdA & g (8-7)
,ahol s € ROC; 2 ROC n {s:Re{s} > 0}.

8.2.6. IdGbeni eltolas

L
Ha x(t) & X(s), s € ROC akkor
L
X(E = 10) © 7 E0X(S) e (8-8)
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,ahol s € ROC.
8.2.7. Eltolas a komplex tartomanyban

L
Ha x(t) & X(s), s € ROC akkor

L
E5LOX(£) © X (S = S0 cvvummrreimrriinsssiesssssssssesssse s sss s (8-9)
,ahol s € ROC + Re{sy}. Vegyiik észre a dualitast, az idSben valé eltolassall

8.2.8. A fiiggetlen valtoz6 skalazasa

L
Ha x(t) & X(s), s € ROC akkor
L 1q S
x(at) & =X (—) ....................................................................................................... (8-10)

|a| a
L
, ahol s € %ROC. Kovetkezmény hogyha a = —1, és x(—t) & X(—s), ahol s € —=ROC, a

régi6 atfordul, tikréz6dik a képzetes tengelyen.
8.2.9. Konjugalas

L
Ha x(t) & X(s), s € ROC akkor

O RS & 2 N (8-11)
, ahol s € ROC. Kovetkezmény hogyha x(t) valds, akkor X(s) = X*(s™) és ha sy pdlusa
X(s) -nek akkor sq is az. Idétartomanyban valds jelek esetén a Laplace transzformacié polusai és
zérusai minden esetben konjugalt parban jelentkeznek.

8.2.10. Kezddérték és végérték tételek

Ebben az esetben feltételezziik, hogy x(t) jel beléps jel. A kezdd és végértétételek az
id6tartomanyban levé x(t) jel kezdeti értékére (t = 0%) és (t = 00) végértékére vonatkoznak. Az

L
x(0%) és x(0) értékek meghatarozhatdk, amennyiben ismert x(t) & X(s) a kévetkez6k alapjan:

x(07) = ;1_)r(r>10 SX () ettt eeae (8-12)
tll_)rg x(t) = !Sl_r)ré SX(S) ettt sttt sttt (8-13)

Az id6figgvény ismerete nélkiil meghatarozhaté egy rendszer allandoésult allapotbéli érték és
kezd&értéke.

8.3.A jobboldali Laplace transzformacio

Egy jel vizsgalatanak kezdete egy kitiintetett pillanat. A jelrél altalaban nincs elég informacionk
a vizsgalat kezdetét megel6z6 idSpontokrol, ezért vehetjiik és vessziik a vizsgalat kezdetéta t = 0
értéknek. A jel x(0) kezdeti értéke pedig tartalmazza a kauzalis jel el6életét. Az ilyen jeleket hivtuk
belépé jeleknek. Barmilyen jel belép6vé tehetd, ha megszorozzuk azt az egységugrassal, x4 (t) =
x(t)h(t). A jobboldali vagy egyoldalas Laplace transzformaci6 ilyenkor felirhaté a

X (8) = Lofx(D)} = [ 2(D) 7 Al ceitsesssssesesssen (8-14)
alakban. Altaldban az X, (s) és L jeloléseknéla 4 elhagyhato, ugyanis a kontextusb6l majdnem
mindig egyértelmd, hogy kétoldalas vagy egyoldalas transzformaciérol van e sz6. A 0_

szerepeltetése az integral hataranal azért hasznos, mert igy a kezdeti feltételek egyértelmien
szamitasba keriilnek, még akkor is ha nulldban egy impulzus szerepel.
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A jobboldali Laplace transzformacié inverze valéjaban a kétoldali inverz Laplace
transzformacionak az az esete, amikor csak a jel £ = 0 részét tartjuk meg.

X (8) = L7HXL ()} = — [T X, ()€%dS, £ = O (8-15)

2wjYO0—]®
A jelek id6tartomany valo lefrasat csak nagyon ritkan keressiik a fenti integral megoldasaval, ugyanis
vannak egyszeribb médszerek az inverz Laplace transzformaciora. Altalinos esetben hasznalhat6
a vonalintegral szamitasara vonatkozé Cauchy féle reziduum tétel. A gyakorlatban el6forduld
feladatok tobbsége tablazatos alakra hozhat6 részfeladatokra bonthaté és a Laplace transzformacio
tulajdonsagainak felhasznalasaval oldhat6 meg.

8.3.1. A jobboldali Laplace-transzformaci6 tulajdonsagai

A jobboldali Laplace transzformacié tulajdonsagai a kétoldali tulajdonsagainak egy specialis
esetel, ugyanis itt a komplex sikban meghatirozott ROC mindig egy valds szamtoél jobbra
helyezkedik el. Az tovabbiakban, a jobboldali Laplace transzformacié esetében csak néhany
fontosabb tulajdonsag kertl felsorolasra. A kétoldali Laplace transzformacié tulajdonsagai, az
alabbi specialis eseteken kiviili esetekben az egyoldalinal is érvényesek.

8.3.1.1. Linearitds
Jelek linearis kombinacidjanak Laplace transzformaltja egyenlé a transzformaltak linearis
L L
kombinaciéjaval. Ha x4 (t) © X1(s), Re{s} > ay és x,(t) © X,(s), Re{s} > a, akkor

(@21(6) + b3 (6)) S (aX1(5) + DX2(5)) vt (8-16)
, ahol Re{s} > max{a;,a,}, Va,b € C
A linearitas tulajdonsaga magaban foglalja a homogenitas és az additivitas tulajdonsagokat.
Ennek bizonyitasa:

foof(axl(t) + bx,(t))e~Stdt = foof ax,(t)e Stdt =
= fooj bx,(£)e™Stdt = aX1(S) 4 DX (S) v (8-17)

8.3.1.2. Differencidlis id6 tartomzdnyban

L
Ha x(t) © X(s), Re{s} > a akkor

L
5 (0 e (U (8-18)
arx@®) £, on-1 _on—2dx(®)
premiad X(s)—s"x(0_)—s 2t leeo.

d"2x(t) d"1x(t)

e M (8-19)

Derivalaskor, az egyoldalas Laplace transzformacional megjelennek az alacsonyabb derivalt
kezdeti (nullaban levé) értékei. A gyakorlatban sokszor ezeket az értékeket nullanak vessziik.

8.3.1.3. Konvolicio

L L
Ha x,(t) & X,(s), Re{s} > a; és x,(t) & X,(s), Re{s} > a, akkor

L
(x1 (t) * x, (t)) o (X1 ()X, (s)), Re{s} > max{ay, @z} e (8-20)
Amint ebbdl a tulajdonsagbdl is kitlnik, az idé tartomanyban alkalmazott konvolicié mtvelet

a frekvenciatartomanyban szorzassa fajul. Ez a tulajdonsag alkalmas az LTI rendszerek
kimenetének meghatarozasara tetszéleges bemenet hatasara.
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8.3.1.4. Integrdlis idé tartomanyban

Ha x(t) & X(s), Re{s} > a akkor
Jy x(A)dA & %X(s). ................................................................................................. (8-21)

Vegytik észre, hogy az integralas és a derivalas id6 tartomanyban inverz muveletek, igaz ez
Laplace tartomanyban is, ugyanis a derivalasnak az S val6 szorzas, mig az integralasnak az s vald
osztas a megfelel§je operator-tartomanyban.

8.3.1.5. Eltolis ido tartomdnyban

L
Ha x(t) & X(s), Re{s} > a akkor
L
X(E = 10) © €7SE0X(S) oo (8-22)
, ahol Re{s} > max{0, a}.

8.3.1.6. Eltolis a komplex tartomanyban

L
Ha x(t) & X(s), Re{s} > a akkor
L
E5E0X (1) X (S = 50) cvurmruimreerrseeenseeisseisssiesssssaessssssss s ssss s sasssssssesssas (8-23)
,ahol Re{s} > a + Re{s,}. Vegyiik észre a dualitast, az id6ben val6 eltolassal!
8.3.1.7. A fiiggetlen viltozo skdldzdsa

L
Ha x(t) & X(s) ésa > 0, Re{s} > a akkor
L N
H(AE) & 2 X (2) ot (8-24)

, ahol Re{s} > a - a. Az a < 0 ebben az esetben nem megengedett, mert a jel belépd és nem
ismert a masik része.
8.3.1.8. Kezddérték és végérték tételek

Ebben az esetben feltételezziik, hogy x(t) jel belépd jel. A kezdd és végértétételek az
idétartomanyban levé x(t) jel kezdeti értékére (t = 0,) és (t = 00) végértékére vonatkoznak. Az

L
x(0,) és x(00) értékek meghatirozhatok, amennyiben ismert x(t) < X(s) a kovetkez6k alapjan:

x(0,) = ;1_)r(r>10 SX (S ettt (8-25)
tll_)rg x(t) = !Sl_r)ré SX () ettt (8-26)

Az id6figgvény ismerete nélkul meghatarozhaté egy rendszer allandésult allapotban vett érték

és kezdbértéke, feltéve ha X(s) szingularitisai a komplex sik masodik és harmadik negyedében
helyezkednek el.

8.4.Egyes fiiggvények egyoldalas Laplace transzformaltja
A jobboldali Laplace transzformaltra és az inverz transzformaltra vonatkozé térvény barmikor
alkalmazhat6, de a gyakorlatban gyakran el6fordul6 eseteket tablazatbdl szokas megoldani. Az

alabbi tablazat tartalmaz néhany tipikus transzformaltat és szabalyt, melyek ily mddon vald
egybegyijtése segit a gyakorlati problémak hatékonyabb megoldasaban.
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8-1. tablazat. — Fiiggvények egyoldalas Laplace transgformaltia

x(t) = L7HX(s)} X4 (s) = Ly{x(0)}
_ L [T spestas = [ x@eae
2mj o—joo _
1 ax(t) ax(s) ROC
2 x1(t) + x2(t) +x3(8) + -+ | X1(0) + X () + X3(8) + - ROC
3 o4 $X (s)-x(0) Roc
d"x(t) ; 0 d<x(0Y) ROC
4 e s"X(s)-) " ——~
dt" ) kZ; dt*
5 [ x(tyet X(s) ROC
S
0 x(t)-e™ X (s+a) ROC
7 x(t—a) e *X(s) ROC
n ROC
8 t'x(t) (1) d Xn(s)
ds
‘ ROC
f (xl(t) ~x,(t — T))d T
? ° t Xl(S)-XZ(S)
= f (xl(t - T) . Xz(t))d T
0
10 limx(t) limsX (s) ROC
11 lim x(t) limsX (s) ROC
12 O(t) egységimpulzus 1 Vs
13 h(t) egységugris fliggvény 1 Re{s} >0
s
14 r(t) sorompé figgvény siz Re{s} >0
"t 1 Re{s} >0
15 —
(n=1)! S
16 pat 1 RG{S} > —a
s+a
17 at 1 Re{s} > —a
te (s+a)’
R > —
18 N1 g-at 1 1 : e{s} a
(n-1)! (s+a)
i [0 Re{s} >0
sin(wt
1 (o) e
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S Re{s} >0
20 cos( wt
(o1) .
Re{s} > —a
21 e ™ .sin(wt) % {s}
(s+a) " +w
22 efat COS(a)t) S+2a _ Re{S} > —a
(s+a) " +w
23 o(t—a) eltolt Dirac g @ ROC
-as ROC
24 h(t—a) eltolt Heaviside e
S
. 205 ROC
25 t-sin (ot —
( ) (82+a)2)2
2_ 52 ROC
26 t-cos(wt) %
(s*+w")
3 ROC
27 sin(@t) - ot cos(t) e
(s*+ o)
ROC
28 sinh(at) = f)wz
ROC
29 cosh (t) = _Swz
171 S ROC
30 cos? (t el it
(1) 2 (s sz+4)
; 1/(1 S ROC
31 sin?(t ]
(®) 2 (s sz+4j
; : 2abs ROC
32 sin(at)-sin(bt
(at)-sin(bt) [s* +(a+b)’]-[s* +(a—b)]

A 8-1. tablazat alkalmas az inverz transzformaci6 gyorsabb meghatarozasara, melynek folyamata
soran az operatortartomanyban levé kifejezést igyeksziunk tablazatos formak linearis kombinaci6ja
formajaban felirni. Az igy meghatarozott id6 tartomanybéli alak minden esetben t = 0 esetre
érvényes.

8.5.A Laplace transzformacié alkalmazasa a jelek és rendszerek teriiletén

A Laplace transzformacié linearis, ezért elvarhatd, hogy hatékonyan alkalmazhaté linearis
rendszerek matematikai modelljének elemzésére és rendszerek szintézisére. Az elé6z6ek soran mar
targyaltuk, hogy az LTI SISO rendszerek matematikai modellje idétartomanyban minden esetben
alland¢6 egytitthatés n-ed rendd differencialegyenlettel irhat6 le a kévetkezok szerint:

diy(t) dlu(t)
?:0 a; aci = 2:20 i F, ................................................................................. (8—27)
vagyis:
dy(t) d"ly(®) amy(t)
n—m T+t agy(t) = by, prra i bou(t)............ (8-28)

Ugyancsak mar sz6 volt arrél, hogy az SISO LTI rendszer valasza id6tartomanyban szamithato
a rendszerre jellemz4 sulyfiiggvény és az aktualis bemeneti jel konvolacitjaval y(t) = u(t) * g(t).
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A frekvenciaatviteli fuggvényhez a sulyfiggvény Fourier transzformacidjaval jutottunk és a
segitségével amplitadovaltoztatas és fazismodositas szempontjabdl elemeztik az LTI rendszereket.

Most a differencialasra és a linearitasra vonatkozé szabalyok figyelembevételével végezziik el a
fenti egyenlet Laplace transzforméciéjét.

L{ n ddjtlr(lt) +an—1 - y(t) +-+aey(t) =b oot bou(t)} (8-29)

A transzformaci6 elvégzésehez jeloljik a kimeneti és bemeneti jel transzformaltjat az alabbiak
szerint: Y(s) = L{y(t)} és U(s) = L{u(t)}. A transzformacié linearis, az id6tartomanyban levé
derivalt megfelelSje a S-el valé szorzas a frekvencia tartomanyban, az n-ediké pdig (s)™. igy a
transzformacio elvégzése utan eljutunk a differencidlegyenlet operatortartomanyban levé képéhez.

Yo @i ()Y (S) = 220 bi (S)'U(S) F E(S) covveneereeieeeneeseeiseeieeessiseesseeeenes (8-30)

Ahol az E(s) ardnyosan tartalmazza az egyoldalas Laplace transzformacié soran jelentkezd
kezdeti feltételeket. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kezdet feltételek nullik, ekkor E(s) = 0.
Rendezziik a transzformalt egyenletet Y (s) és U(s) kiemelésével, ami kovetkezSt eredményezi:

Y(S) X0 @i (S) = U(S) X0 Di () et (8-31)

Y(s) és U(s) hanyadosit keresve:
Y(s) _ Z}ﬁo bi(s)t _ _ Pm(s)
uls) al(s)i =)=

jutunk a G(S) = U( )
u(t) * g(t) , operatortartomanyban pedig Y(s) = U(s)-G(s) valamint, hogy az
id6tartomanyban vett konvolucié operatortartomanyban egyszerd szorzas, belathaté hogy az

d™y(t)
m. ggm

atv1teh fiigevényhez. Figyelembe véve, hogy id6 tartomanyban y(t) =

atviteli fiiggvény a sdlyfiiggvény Laplace transzformaltja g(t) <£> G(s).

Az LTI rendszerek frekvenciaatviteli fiiggvénye és atviteli fuggvénye kozotti atvaltas egyszerd
helyettesitéssel lehetséges. G(s) -bdl tgy kaphaté G (jw) , hogy s = 0 + jw esetében 0 = 0 —at
veszink, tehat egyszerlien alkalmazzuk az § = jw helyettesitést. Az kapott frekvenciaatviteli
fiiggvény teljes értékden vizsgalhat6, pont gy mintha a dinamikus rendszermodellt Fourier
transzformacioval allitottuk volna el6. Az atvaltas s tartomanyba hasonléképen mukodik.
Egyszertien csak jw helyett s —t {runk.

Kijelenthetd, hogy az atviteli figgvény informaciot szolgaltat az altala modellezett rendszer
szlrési képességérdl és az idStartomanyban tapasztalhaté viselkedésérdl egyarant. Ezért egy atviteli
figevénynek egyarant nagy jelentSsége van a jelfeldolgozas a rendszer elemzés és rendszer szintézis
teriiletén.

A 8-1. abra szemléltet egy olyan dinamikus rendszert mely az atviteli fiiggvényével
meghatarozott. A rendszernek, mint tagnak van bemend jele, mely mikodésre készteti a tagot és
kimené jele, amely a tag jelformalasa utan kialakuld hatasként jelentkezik.

U(s)

—_—

8-1. dbra. — Az atviteli fiiggvénnyel meghatarozott SISO LTI tag.
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Az atviteli figegvényt az LTI rendszer differencialegyenletébdl Laplace transzformacié modszere
segitségével szarmaztatjuk, ugymint a jelatviteli tag nulla kezdeti feltételd kimend és bemend jelei
Laplace transzformaltjanak hanyadosat.

8.5.1. Az atviteli fiiggvény alakjai

Az atviteli figgvény valésagban két polinom hanyadosa és magaban hordozza az altala lefrt
rendszer dinamikus és statikus viselkedésére vonatkozé minden fontos informaciot. Az atviteli
fliggvény polinomjai a Qn(s) = Xitoa; ()" és a Pu(s) =XMyb; (s)' . A valésagban
létrehozhaté rendszerek esetére igaz, hogy n = m ellenkezé esetben a rendszer nem kauzalis és
nem valosithaté meg a gyakorlatban.

Matematikai szempontbdl a polinomok kiilonb6z6 formaban irhaték fel. Az egyes formak
mindegyike alkalmas, az atviteli fiiggvénnyel meghatarozott rendszerre vonatkozé valamilyen
informaci6 direkt kinyerésére. Az atviteli figgvény felirasara hasznalatos négy alak a kévetkezé:

e A polinomok felirasa hatvanyok linearis kombinaciéjanak alakjaban:
m m-1
G(s)= b,s"+b, 8" +---+bs+Db,
n n-1
as"+a S""+---+as+a,

.................................................................... (8-33)

Ez az alak nyerheté ki a linearis alland6 egyttthatés n-ed rendd differencidlegyenlettel,
id6tartomanyban megadott rendszermodell Laplas transzformalasaval. Az ebben az alakban
szerepl6 nevezé polinomja megegyezik a differencialegyenlet karakterisztikus polinomjaval.

e A zérus-pOlus alak:

G(s) =k (s-2)(s-2,)(s-2,) ,k:b—m 830
(S—pl)(S—pz)-"(S—pn) a,

A zérus-polus alak az egyes polinomok nullahelyeinek ismeretében irhaté fel. Az atviteli
figevény zérusainak a szamlal6 polinom gyokeit, mig polusainak a nevezd polinom gyokeit értjiik.
Az atviteli fuggvény értéke a zérusok helyén nulla, mig a pélusokén végtelen. A zérusok és polusok
ismeretében direkt informaciot kapunk a rendszer dinamikus viselkedésérél, stabilitasarol. Ebb6l
az alakbol egyértelmtien latszik a tobbtarolds rendszer kaszkadba kotott (sorba kétott) alrendszerek
segitségével tOrténé megvaldsithatésaga. A polusok szama és értéke egyértelmien leirja a

rendszerben talalhaté n darab energiatarol6 viselkedését.

e A részlettortes alak:
n

B () = Y ettt (8-35)

i1 S— pi

, ahol I; a reziduumok értékeit jeloli.

Ebbdl az alakbdl egyértelmien latszik a rendszernek parhuzamosan kotott alrendszerekbdl valé
megvaldsithatdsaga. Ebbdl az alakbdl lehet kénnyedén, tablazatbdl elvégezni az inverz Laplace
transzformaciot.

e Az idballandés alak:

(1+ STl)(l+ sz)---(1+ Srm)

G(s)= A (e sT,)(TrsT, ) (LT, )

a szamlaloban jelentkezé iddallandék 7; = ——
i

¢és anevezGben jelentkez6 idéallandék

bl

T, = ——, melyek mindkét esetben valés, vagy komplex szamok.
i
Atviteli tényez6:
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A=R ) EBLEL)
a  (-p)(-p)
Az id6éallandos alak egyértelmiien mutatja, hogy milyen sebességgel zajlanak az egyes

energiatarolokhoz kotheté atmeneti jelenségek. Kiszlrheté a dominans id6allandod, esetleg a
rendszer szétbonthaté gyors és lassa alrendszerre.

8.5.2. Az LTI rendszer jellege

Elvonatkoztatva attol, hogy az atviteli fiigegvény milyen valds fizikai megvaldsitasu rendszer
matematikai modellje, mindenképp megadj az altala reprezentalt rendszer jellegét. Mivel az atviteli
figevényben szereplé szamlalé és nevezé polinomok egyiitthatéi valds szamok, igy gyokeik
haromfélék lehetnek: a nulla, valés szam és konjugalt komplex gyokpar. Ezek az értékek
egyértelmien informaciot szolgaltatnak a modellezett rendszer viselkedésérdl és jellegérol. Példaul
legyenek p, = —(Gl + jgl) és P, = —(Gl - jgl) p, = P, konjugalt komplex poélusok. Ekkor ezek a
polusok a rendszerben szereplé olyan energiatarold parrdl arulkodnak, melyek lengé viselkedést
eredményeznek. Ugyanis:

(5= p)(5=P,)=(5+(01+ J51)) (S (01 = JG1)) ersmrrsmsrsmsrsescrivsern (8-38)
és
(5= P )(S—P,)=5"+20,5+0; +G; =S +200yS+ Wy cvvvvvcrerrrrsserrrssiieens (8-39)

ahol @f =of +¢ a csillapitatlan  sajatfrekvencia melynek periédusideje: Ty =— és

b

0 . M s, 7. ’ ” ’ ’ 7 . ” 7 ’ ’ .
0 =——+ pedig csillapitasi tényez6. A kéttarolés alrendszer id6allandés formaban pedig
o

$° +20w,S + &} = (1+ 2—55 + wi s j $°+20ms+af = w§(1+ 20Ts +T0252). (8-40)
o o

Vegytik észre, hogy az ezzel a modellel leirhato rendszert az el6z6kben mar targyaltuk. A valds
gyok mindenkor egy idéallandot hataroz meg és egy adott energiatarolot jellemez.

A nulla gyok pedig integralast vagy differencialast jelent, attdl fiiggéen, hogy a nevezé vagy a
szamlal6 gyoke.

Elmondhaté, hogy az atviteli figgvény gyoktényezés alakja altalanos felirasban, dgy a
szamlaloban, mint a nevezében tartalmazhat t6bbszoros valds és konjugalt komplex gyckoket.

Ezek multiplicitdsa rendre ,uk Mo A & » a kilonbozs gyokok szama pedig Mg, M, N, N, .

b H B +s ”kl_[(;/kz+,ok2+2;/ks+sz)'7k
Pm(s) k=1 1

Ng >
Q) ansVH(ak +s)* H(gf +0l +20,5+ sz)gk
k=1

k=1

H(s) =

MC

[1@+si8,) P 27102 + D)+ G+ D)
H(s)= A

L - R
SVH(1+s/ak )‘kH(1+ 20,51 (c2+02)+s21(s? +a§)) k
=1 k=1
Mg M,

(1+ Srk ”kH<1+ 26,7y, S+S rOky
H(s) = Akl L e (8-43)

NC
v
S

(1+5T, **H(1+25 roks+szT0k)§
k=1

o

Z
H B
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A t6bbszo6r6s nulla gyokot, ha van, minden esetben a nevezdbe helyezzik. A nulla mint gyck
multiplicitasa legyen v . Az igy felvett atviteli fiiggvény meghatarozza az altala leirt rendszer jellegét.
A rendszer jellegének vizsgalatakor a rendszer bemenetére egységugrast vezetink és szemléljuk a
kimeneti jelet. Harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg:

v < 0- esetén differencialé jelleget, a rendszer gyorsan reagil az egységugtrasra miutin a
kimenet allandoésult értéke nulla lesz, mert valdjaban a nulla a szamlalénak gyoke és az
S el val6 szorzas differencialast jelent az id6 tartomanyban, jele a ,,D”;

v =0- ardnyos jelleg, mely esetben a rendszer 4llanddsult 4llapota A értéke szerint
aranyos lesz a bemeneti jel értékével, az atmenet dinamikajat a tobbi zérus és polus adja
meg, jele a,,P”;

v >0 - integral6 jelleg, a kimenet dllanddsult értéke dllandéan novekvs lesz, mert
valéjaban a nulla a nevezé gyoke és az S el valé osztas integralast jelent az id6
tartomanyban, jele az ,,I”.

Vizsgalojelek tekintetében az egyszeresen differencial6 jellegli rendszereknél alkalmas jel a
sorompofiigevény a kétszeresen differencial6 jellegli rendszerek esetében a gyorsulasfiiggvény, mig
az integralo jellegti rendszerek vizsgaldjele gyakran a Dirac delta impulzus.

A jellegek figyelembe vételével, az aldbbiakban felsorolasra kertil néhany tipikus alaptag:

PTO —tag nulla energiataroléval rendelkezé arianyos tag, ez valdjaban egy egyszerd

erésités, matematikai modellje G(s) = Zoig = A alakuy, esetében v = 0;
0
PT1 —tag egytarolds, vagyis egy energiataroléval rendelkezé aranyos tag, matematikai
modellje G(s) = P _ 4 alaku, esetében v = 0;
Qi(s)  s+p

PT2 —tag kéttarolos, vagyis két energiataroléval rendelkezd aranyos tag, ami valds
polusok esetében aperiodikus, mig konjugalt komplex pélusparok esetében periodikus

Po(s) _ _
0® — GGy Vi G(8) =

viselkedést mutat, matematikai modellje G(s) =

A , ,
————— alaky, esetében v = 0;
52+26wps+w§
. . , . . . Po(S) A L, ,
10 —tag a tiszta integrator, matematikai modellje G(s) = .5 =7 alaky, esetében v =
1

1;
I1 —tag az egy id6allandds integrator, matematikai modellie G(s) = &) _ A
g gy s g > J T Qu(s)  s(Ts+1)

alaku, esetében v = 1;

D0 —tag az idealis differenciator, matematikai modellie G(s) = Ql—((ss)) = Ts alaka,
0
esetében v = —1 | ez a rendszer magaban nem megvaldsithatd, mert 1 < m;
. . o . P T )
D1 —tag az egytirolos differenciator, matematikai modellje G (s) = P& _ Ts_ alakq,

Q1(s)  (s+p)
esetében v = —1 | ez a rendszer mar megval6sithatd, mert n = m;

PH —tag az aranyos holtid8s tag vagy az egyszerd szallitasi késés, matematikai modellje
G(s) = Ae 5" alakuy, esetében v = 0;

Minden LTI rendszer modellje elvileg el6allithatd 6 alaptag valamilyen kapcsolasaval. Ezek az
alaptagokot a PT0, PT1, PT2, 10, DO és a PH.

Adja magat a lehetGség, hogy a rendszerre jellemz6 pélusokat és zérusokat a komplex sikban
abrazoljuk. Okélszabaly, hogy a pélusokat x-el a zérusokat pedig kérrel dbrazoljuk. A pélusok helye
egyértelmien megadja a hozza tartoz6 sulyfiggvényt/atmenetifiigevényt. A 8-2. dbra szemlélteti a
tipikus eseteket.
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8-2. dbra. — Az LTI rendszer polusaihoz, tartozd tipikus silyfiiggvények.

A valos és képzetes tengelyek a komplex sikot négy részre osszak. Az elsé negyedben a valds és
a képzetes rész is pozitfv, a masodik negyed az 6ramutatoval ellentétes iranyban kévetkezik az elsé
utan és igy tovabb a harmadik és a negyedik negyed. Amennyiben a polusok multiplicitasa egy akkor:

a masodik és harmadik negyedben levé polusokhoz tartozé sulyfiigevény amplitiddja
az 1dé mulasaval exponencialisan csokken;

az elsé és a negyedik negyedben levé polusokhoz tartozo sulyfiigevény amplituddja az
1d6é mulasaval exponencialisan novekszik;

amennyiben a képzetes rész nulla, a pdlus a valos tengelyen van, a sulyfiiggvény jellege
aperiodikus;

amennyiben a képzetes rész nem nulla, a silyfuggvény jellege periodikus;

nulla valés rész esetében, a polusok a képzetes tengelyen vannak, a sulyfiggvény
harmonikus lengést mutat.
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8-3. dbra. — Egy konjugdlt polusparral és egy valos zérussal rendelfed rendszer dtviteli fiiggvényének
modulusa decibelben

real

. e _ Pi(s) _ s+1
A 8-3. 4bra szemlélteti a G(s) = Be) - GrNGiz)

rendszernek a komplex sik felett vett erGsitésének valtozasat decibelben.
Az LTT rendszer stabilitasardl is szolgaltat informaciot a polusok komplex sikban elfoglalt helye.

atviteli fiiggvénnyel megadott

e Amennyiben a rendszer minden pélusa a masodik és harmadik negyedben helyezkedik
el, a rendszer stabil, stabilis.
e Amennyiben a rendszernek van olyan poélusa, amelyik a képzetes tengelyen van, a
rendszer a stabilitas hataran van.
e Amennyiben a rendszernek van olyan pélusa, ami az elsé és a negyedik negyedben van,
a rendszer instabil, labilis.
A rendszerre vonatkozo atviteli figgvény zérusai differencialé hatast jelentenek. Legyen egy LTI
rendszernek s = —z stabil zérusa. Ekkor ha Y (s) = U(s) * G(s), kiemelve a stabil zérust G(s)

felbonthat6 G(s) = (1 + g) G,(s) alakban, akkor a kimenet szamitasa: Y (s) = U(s) <G1 (s) +
L
§G1(5)) lesz. Vezessiik be az Y;(s) = U(s)G1(S) és az y1(t) & Y;(s) jelléseket. Ismeretes,

hogy az s el valé szorzas differencidlast jelent idS tartomanyban, ezért: L1 {Y(S) =

U(s) <Gl(s) +§Gl(s))} = y(®) = 1 (®) + 222 Tehic a subil zérus (a komplex sik bal

oldalan elhelyezett) gyorsitja a rendszert, a kimenet valtozasaval megegyezé iranyt komponenst ad
a jelhez.

Amennyiben egy rendszernek van zérusa a komplex sik jobb felén, akkor nem minimumfazisa
rendszerrél beszéluink. A nem minimumfazisu rendszer sulyfuggvényének elsé szakaszaban
jelentkezik egy negativ iranyu elhajlas, amely csak egy bizonyos id6 elteltével valt at a pozitiv iranyra.

Az el6z6 példahoz hasonléan most § = z egy instabil zérus. Ekkor Y(s) = U(s) <61 (s) —

iGl (S)) lesz és az ehhez tartozo idéfiiggvény: y(t) = y,(t) — éy:i(:)
meredekségével ellenkezé iranyaban jelentkezik egy jelkomponens. Csak szemléltetésiil, ha példaul
egy személygépkocsi kormanyszervo rendszere ilyen lenne, akkor a kormanykerék jobbra forditasa

el6szor a kerekek balra, majd egy idé mulva jobbra valé csavarodasat eredményezné.

, ami azt jelenti, hogy a jel
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Instabil zérussal rendelkez6 aranyos rendszer atmeneti fiiggvénye legalabb annyiszor szeli at a
nulla egyenest ahany instabil zérusa van a rendszernek. Az instabil zérus valéjaban késést visz be
az atmeneti figgvénybe (8-4. abra).

Step Response
2 T T T

Amplitude

_05 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
Time (seconds)
84. dbra. — Példa egy instabil Zérusra, itt G (S) = L
) ’ & < ’ s2+2s+10°

A 8-1. tablazat hetedik sora az id6 tartomanyban levé szallitasi késéssel foglalkozik. Valéjaban
a holtid6s tag, vagyis a szallitasi késés, approximalhat6 n szamu instabil zérussal és stabil polussal

1-Zs)"
a Padé képlettel a kovetkezdk szerint: 7 = %, melynek eredménye a 8-5. abra lithato.

()
© -
2
S
E 4
<
_04 L 1 1 1 1 1 L 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Time (seconds)
, , C o, e, , 10 —-2s . .
8-5. dbra. — A Padé approximicid ereménye, ahol G (S) = Tiaere€ o bm= 4 é4n =10.

Amennyiben egy LTI rendszer polusai és zérusai a képzetes tengelyre szimmetrikusan
helyezkednek el, akkor minden frekvenciat dtereszté sziir6rél beszéliink. Ilyenek példaul a G (s) =

s—1, _ s?-2s+2
684 G(s) =

17512 rendszerek vagy példaul a Padé approximacio.
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Bode Diagram
1 T T T T T T T T r T
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Bode Diagram
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8-6. dbra. — A minden frekvencidt dteresztd rendszer fagis és amplitiidd gorbée.

A mindent atereszté szhrd (all-pass filter) feladata nem az amplitdidé moédositas, hanem a
fazisforditas. A 8-6. abra két kilénb6z6 rendszerre vonatkozéan Bode diagramokon keresztiil
szemlélteti a mindent ateresztd szr6 hatasat a kilénb6z6 frekvenciakon.

Minden esetben elmondhatd, hogy id6tartomanyban a rendszer egységugrasra adott valaszabol,
vagyis az atmeneti fuggvénybdl kovetkeztethetiink a rendszer jellegére. A rendszer dinamikus
viselkedésérdl a legtobb informaciét a polusaibdl és zérusaibdl szerezhetjik.

8.6. Tagok hal6zatba kapcsolasa

Az alabbiakban tagnak nevezzik azt a jelatviteli tulajdonsagéval jellemzett egységet amelynek
egyértelmien meghatarozhaté bemenete ¢és kimente van. A tagon keresztil zajlo
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informaciéfeldolgozas iranya egyértelmd. Tombvazlatos formaban egy atviteli fiiggvényével

L L
meghatirozott tagot a 8-7. dbra mutatja, ahol: G(s) = % ésu(t) o U(s),y(t) & Y(s). Mivel

Y(s) = G(s)U(s) és {y(t) = g() * u(t)} & () = U, fgy g(t) 566,

u(t) y(t)

8-7. dbra. — Az atviteli fiiggvényével meghatdrozott tag.

A gyakorlatban el6fordulé rendszerek csak nagyon ritkan allnak egy tagbol, altalaban tagok
egyszerd, vagy Osszetett kapcsolasaval allunk szemben. Ezen tagok mindegyike egy-egy fizikai
alrendszer jelatviteli tulajdonsagat hordozza magaban és fizikailag a struktiraban ott a helytik, ahol
vannak, csak nagyon ritkin mozgathatok at mashova. Ami azt jelenti, hogy azoktdl a tagoktol
kapjak a bemend jelet, melyeket a teljes rendszer megvaldsithatosaga és funkcionalitdsa megkdvetel,
valamint, hogy kimenetiikon keresztiil azon tagok szamara szolgaltatnak informaciét, melyek ezt a
valosagban elnyelik. Egy Gsszetett rendszer elemzése soran olyan eredé atviteli fliggvényt keresiink,
mely a ki/bemeneti jelatviteli funkciéjat tekintve helyettesitheti az eredeti rendszerben szerepld
alrendszert. Az eredé atviteli figgvény gyakran csak elemzési célt szolgal, megvaldsitas tekintetében
figyelembe kell venni a mindenkori fizikai rendszer lehet6ségeit, elemeinek funkcionalitasat.
Rendszer szintézis esetében is ez a helyzet. Altalaban egy adott funkcié megvaldsitasat végzé
rendszer megtervezése ¢és kivitelezése a feladat. A tervezésul kapott rendszermodell
megvaldsitasakor figyelembe kell venni a valds rendszer lehet6ségeit. Olyan atviteli fiiggvényekre
kell bontani a tervezés eredményét, hogy egyértelmiien megvaldsithatd legyen a matematikai
modellnek megfelel6 fizikai rendszer. Alrendszereknek, rendszerfunkcidknak szamitégépen,
mikrokontrolleren torténé megvaldsitaskor altaldban implementalhaté a funkciéra vonatkozo
diszkretizalt matematikai modell. Mégis kijelenthet6, hogy ugy az rendszerelemzés min a
rendszerszintézis megkoveteli a tagok kapcsolasanak ismeretét.

Két tag kaszkad, soros kapcsolasa esetében az els6 rendszer kimenete egyben a masodik
rendszer bemenete is (8-8. abra). Ilyenkor az eredd atviteli figgvény a két atviteli fiiggvény
szorzataval egyenld. Ugyanis: Y1(s) = G1(s)U(s), Y(s) = G,(s)Y1(s), behelyettesitve: Y(s) =
G, (5)G1(s)U(s) és az eredd atviteli fiigavény a két atviteli fiiggvény szorzata: G(S) = G1(s)G(s).

u®=u® . Y, () =u, (1) -yz (t) = y(t) u(t) - y(®)

8-8. dbra. — Két tag kaszkdd kotése.

Tobb tag kaszkdd kapcsolasa esetén G(s) = []iL; G;(s) érvényes a szukcessziv szorzas.
Elemzés és kiértékelés szempontjabol érdektelen, hogy a szorzasra milyen sorrendben tekinttnk,
de a gyakorlati megvaldsitas soran a sorrend altalaban fontos.

Két tag parhuzamos kapcsolasara az a jellemzd6, hogy mindketté bemenete ugyanaz, a
kimenetitket pedig Osszeadjuk egy eredé kimenetet eredményezve (8-9. abra). A matematikai
modell ekkor: Y;(s) = G;(s)U(s), Y,(s) = G,(s)U(s) és Y(s) = Y;(s) + Y,(s) és az ereds
atviteli fiiggvény parhuzamos kapcsolasnal: G(s) = Gy(s) + G,(s).
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8-9. dbra. — Két tag pdarhuzanmos kitése.
Tobb tag parhozamos kapcsolasara jellemz6: G(s) = Xt G;(s).

A kaszkad és parhuzamos kapcsolasnal a jel terjedési iranya egy. Visszacsatolas esetében a jel
feldolgozasi folyamban hurok jelentkezik. Megkulonboztetiink pozitiv és negativ visszacsatolast.
Amennyiben a H(s) kimenete negativ elSjellel szerepel az 6t kovetd Gsszeaddban akkor negativ a
visszacsatolas ellenkez6 esetben pozitiv. A 8-10. abraan lathat6 negativ visszacsatolas eredd atviteli

figovényének meghatirozasa: E(s) = R(s) — H(s)Y(s) , Y(s) =G(s)E(s) , Y(s) =

G ’ ’ .. 2 ’ . .

G(s)(R(s) — H(S)Y(s)), Y(s) = mR(s), Y(s) = W(s)R(s) és végiil az eredd atviteli
G(s)

hurokerdsitast tartalmazza.

figavény W(s) = oo melynek nevezdje az el6recsatolast szamlaloja pedig az 1+
rit) . e(t) r y(t)
—>.—> —

‘- - -
-

8-10. dbra. — A negativ visszacsatolds.

. P . p o elérecsatolas , .,
Tehit negativ visszacsatolasra érvényes hogy, W(s) = , mig a pozitiv
elérecsatolas

1-hurokerdsités’
A valdosagban el6forduléd rendszerek nagy hanyada Osszetett kapcsolds, mely esetekben

felfedezhetiink kaszkad és parhuzamos kotéseket és visszacsatolasokat egyarant. A 8-11. abra
tartalmaz egy Osszetett kapcsolast a hozza tartoz6é megoldassal egytitt.

1+hurokerdésités

visszacsatolasra pedig W(s) =
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8-11. dbra. — Valdsagban eldforuld rendszer

A 8-11. abra lathato példa esetében egyértelmi volt az elemi kapcsolasok mibenléte. Nem volt
nehéz meghatarozni a soros és parhuzamos kotéseket és a visszacsatolast. Vannak esetek, amikor
atlapolasok jelentkeznek az el6re és visszacsatolasoknal. Ilyenkor atalakitisokat kell eszk6zolni,
melyek akkor lesznek helyesek, ha az atalakitas elStt és utan az atalakitott tagcsoport bemenetei és
kimenetei nem valtoznak. Ilyen atalakitasok:

e az OsszegzOk felcserélése, Gsszevonasa, szétbontasa;
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z(s)l

+

u@s) + R U(S)-y(5)+8 u(s)-y(s)+z(s) u@s) + 8U(S)+Z(S)+8U(S)-y(S)+Z(sz u@s) + > u(s)-y(s)+z(s)
y(s) z(s) 2(s)

e tag és Osszegzl felcserélése;

US| g [LUEGE4 e USIGEMYE) UO) 4, g UVE)[ g | USCEYOSE)
y(s) T I YO I

y(S)T y(S)I

- 1
us) f(s) YOsE 56 u(s)G(s)-y(s) u(s) c© u(s)G(s) + _ U(S)G(s)-Y(s)G(s)
j = G
o, L L osg YO | g YOO

e tag és elagazas felcserélése;
u(s) u(s)G(s)

> G(s)
u(s) &) us)Ges),

u(s)
I u(s)G(s) I -

u(s) G(s) u(s)G(s) . u(s) o u(s)G(s)
u(s)G(s u(s)
G(s) M ﬁ |uS)IL
e Osszegz6 és elagazas felcserélése;
u(s)-y(s) u(s)

ues) + u@s)-y(s) u(s) + u(s)-y(s
ys) I y(s) j I

+ é u(s)-y(s) + +l u(s)

u@s) + u(s)-y(s us) i u(s)-y(s)
y(s) _ y(s) j

A felsorolt atalakitasok hatékonyan hozzajarulnak az Osszetett kapcsolasok ered6jének
meghatarozasahoz. A feladat gyakorlottsagot és j6 meglatast kovetel. A tobb bemenetd és tobb
kimenet tagokbdl allé 6sszetett halézat ki/bemeneti ereds atviteli fliggvényének szamitasara
Samuel Jetterson Mason (1921-1974 Amerikai villamosmérnok
http://en.wikipedia.org/wiki/Mason%27s_gain_formula ) dolgozott ki algoritmust. A szakmaban
Mason szabalyként ismert algoritmus szamitégépen is implementalhatéd. Az altala javasolt egyszerQ
algoritmus alapjan kiszamithaté a tagok Osszetett kapcsolasaval megadott rendszer atviteli
tuggvénye.

Kovetkez6kben egy két bemenettel és egy kimenettel rendelkezé rendszer példajan keresztil az
algoritmus bemutatasa kovetkezik (8-12. dbra és 8-13. abra).
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8-12. dbra. — A rendszer tombbvizlata.

A 8-12. abra lathat6 tombvazlatbol jel-folyam grafot alkotunk mely a 8-13. abra lathat6

8-13. dbra. — A jel-folyam grafot.

A kovetkez6 1épésben a graf minden hurkanak meghatarozzuk a korerdsitését. Hurok alatt az
agak azon sorat értjuk, melyek esetében a kiindulépont megegyezik a végponttal, tgy, hogy az agak
iranyftottsagat figyelembe vessziik. A korerdsités az utvonalon levé agak atvitelének szorzata.

A fellelhet6 hat hurok:

1. hurok cde A =-G, (S)
2. hurok fif A, =-G,(s)
3. hurok bedyefh Ay =—-G,(5)G4(s)
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4. hurok byep A, =—G(5)G;4(s)
5. hurok abedya Ay =—G, (S) H (S)
6. hurokabya  Ag=-G,(s)H(s)

Az algoritmus kovetkezd pontja a graf determinansanak kiszamitasa a kovetkezdk szerint:
=1- ZA +ZAA — D AAA, +
LI (8-44)

Ahol az elsé 6sszegben szerepel minden hurok korerdsitése, a masodikban az Osszes nem
érintkez6 paros szorzata, a harmadikban az 6sszes nem érintkez6 harmas és igy tovabb. Nem
érintkezé hurkoknak tekinthet6k azok, miknek nincs k6z6s aguk.

E szerint a példara vonatkozé determinans:

A(s) =1— (A1 + Ay + Az + Ay + As + Ag) +

+(A10; + AjAy + A Ag + AyAs + AyAg + AzAg + AyAs) — (A1ALA3)...... (8-45)

A graf determinansanak meghatarozasat kovetéen meg kell keresni minden utat, ami a
bemeneteket és a kimeneteket 6sszekoti. Kiszamitjuk az utak nyoman levé atviteli figgvényeket és
determinansokat. Egy ut nyoman levé atviteli figgvény az uton fellelt atvitelek szorzata. Az
utvonalhoz tartoz6 determinans szamitasa ugyanugy torténik, mint a graf determinansanak
szamitasa, azzal a kiilonbséggel, hogy az adott uthoz tartozé hurkokat figyelmen kiviil hagyjuk.

A példaban fellelhet6 utak

1. u; bemenethez tartozé ut a[mﬁ/ Pll =G, (S) a determindns A} =1-A,,

2. U, bemenethez tartozé at aby P S) a determinans Alz =1- (Al +A, ) +AA,,

Gy(
3. U, bemenethez tartozo ut b@/ P =G (S) a determindns A} =1—A,,
4. U, bemenethez tartozé Gt by PY (S) a determinans A3 =1- (Al +A, ) +AA,.
Végiil az atviteli fiiggvény:
PIAL+PZA?  PIAL + PZA? }{Ul (s)}

Y ( S) _|hoTh
A A U,(s)
Amint lathat6 a nevezé minden atviteli fliggvénynél a graf determinansa. A szamlal6 pedig az
ggveny 8 pedig
egyes utak erdsitésének és a hozzajuk tartozé determinans szorzatanak Gsszege.
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9. Diszkrétidejti jelek és rendszerek a z-operator tartomanyban

A DFT sikeresen alkalmazhat6 diszkrétidejd jelek és rendszerek frekvenciatartomanyban levé
vizsgalatira, szintézisére. Atmenti jelenségek, atmeneti folyamatok modellezésére, leirisara
kizarélag a frekvencia dimenzidjaban torténé targylds azonban nem elegend6. Az eddigiek soran
alkalmazott Laplace transzformacié FI jelek és T rendszerek esetére vonatkozott. Keresstink egy
alkalmas transzformaciot, mely kiterjeszti a folytonos idejd jelek és rendszerek esetében hasznalt
Laplas transzformaciot a diszkrétidejd jelek és rendszerek korére. Ennek a feladatnak a
megoldasahoz ebben a fejezetben el6sz6r megkeressiik az ekvidisztans 1épéskozzel mintavételezett
folytonosideji jel Laplace transzformaltjat.

A Z transzformacio és annak inverze, valamint tulajdonsagai is ebben a fejezetben keriil roviden
bemutatasra. A fejezet emellett kitér a digitalis és az analdg vilag kozotti atalakitasokra, a kiilonb6z6
tipusu tartoszervekre.

9.1. A mintavételezett fiiggvény Laplace-transzformaltja

A DI jel Laplace transzformaltjanak meghatarozasihoz tekintsiink egy y(t), t € R fuggvénnyel
leirt F1 jelet. Idedlis mintavételezével mintavételezve a jelet Tp mintavételi periodussal jutunk a jel
DI matematikai modelljéhez a kévetkez&képen: (t) = y(t) - comb(t),

Y() = -+ y(=2Tp)6(=2T,) + y(=To)y(t + To) + y(0)5(t) + y(To)6(t —Tp) +
y(2To)8(t = 2To) + - = B2 o (y(iTo)8(t — iTy)) ,i € N.

[*

y® [g] 9®

9-1. dbra. — Idedlis mintavételezd

Az idealis mintavételez6 egy idealis kapcsolobdl all (9-1. abra), amely allandé periodusonként,
végtelen révid ideig zart allapotba keriil, minek hatasara periodusonként megjeleniti a bemeneti jel
pillanatnyi értékét a kimenetén. A folyamat modellezését megkapjuk ha az eredeti jel mintavételi
pillanatokban vett értékeivel szorozzuk az ugyancsak mintavételi pillanatokban eltolt Dirac
impulzusokat. Mar targyaltuk, hogy a Laplace transzformacié adott az: Y(s) = L{y(t)} =

f_oooo y(t)e stdt kifejezéssel, valamint, hogy az eltolt Dirac delta transzformaltnak a képe operator
tartomanyban L{§(t — ty)} = f_oooo 5(t — ty)e stdt = e™5t és, hogy a Laplace transzformacié
linearis L{a - y(t)} = a - Y(s), felhasznilva a fenti definici6t és tulajdonsigokat kapjuk az:

Y(s) = L@} = [7 9(D)e dt =

= [ [E2 (YT S = iTg)) | TS v 9-1)

Osszeftiggést. Felcserélve az Osszeget és az integralt, valamint figyelembe véve azt, hogy az
integral csak a mintavételi pontokban létezik, és értéke:

I (y(Tp)8(E — iTy))e ™t dt = Y[iTole ™o o 9-2)
akkot:
V() = 22 co(VLITo]75TT0). coeeerreeesssineeereneessssmesssessssssssssessssssssssssssssees (9-3)

Mivel L,{8(t —iTy)} =1-e75To = (e750)! | oy a mintavételezett belépd jel jobboldali
Laplace transzformaltja:
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V1(8) = B2 0(W+ [ITo](€75T0) D). woovirrreeeeieeeernreessssisesnnesssssssnssssssssss s 9-4)

Vizsgaljuk meg a mintavételezett jel Laplace transzformaltjanak periédusossagat, legyen wg =

T2 mintavételi periodusidéhoz tartozé korfrekvencia. Ekkor
0

V(s + kwo) = X2 (y[iToleSToe~h@oTo) o € N, .oovovvvvcoveecrreresssssnnnee (9-5)
. 2T
Y(s+kwy) =32 _o <y[iT0]e—siToe—lkT—oTo> _
1
= Yiz—o <}’[iTo]e_SiT° e‘“‘“) = 32 _o(¥[iTole™5T0) = V(8). e (9-6)

Tehat a mintavételezett fliggvény mintavételi korfrekvencidja egyben a jel komplex képének
periddusa. Y(s) = V(s + kw,) . Kijelenthet, hogy a komplex kép kw, tartomanyonként

ismétlédik, igy a jelben levé teljes informaciotartalom vizsgalatahoz, elég azt csak egy periodusra
vizsgalni.
9.2.A Z transzformacio

Az el6z6 részben targyaltuk, hogy a diszkrétidejd jel Laplace transzformaltja

V() = 252 o (WLTo](€75T0) 1) e 9-7)
, vagyis
Y(s) = -+ y[-Tole™® + y[0] + y[To]e T +
+y[2T](€7T05)2 + y[3To](e7T05)3 d oot e (9-8)
Az egyszerlbb felirasi moéd miatt végezziik el a
z = elos

helyettesitést. Vegyiik észre, hogy ez a helyettesités valojaban egy To mintavételi periodussal valo
siettetést jelent. Ekkor a mintavételezett jel Laplace tartomanyban felirt modellje
Y(2) = -+ y[~Tolz" + y[0]z° + y[Tolz~* +
+y[2Tolz72 + y[3Tolz 3 + - = T2 _oe(V[iTo] * 275 oo (9-9)
forma szerint alakul. Alkossunk egy vektort a jel egyes mintavételi id6pontokban tapasztalt
értékeibdl a kovetkezSk szerint: [..., y[—2Ty], y[=Tol, ¥[0], ¥[Tol, ¥[2To), ... 1 és egyet az eltolsi
operator hatvanyaibol: [...,z%, 2%, 2% 271, 272,273,274, .]
tartomanya felirhat e két vektor skalris szorzataként: ¥ (z) = Yo _, y[n]z™™
Az igy kapott transzformacié immar a £ transzformacio, melynek definicidja:
X(2) = Z{x[n]} & Xy o XM Z T e, (9-10)
Fontos megjegyezni, hogy a z = €05 helyettesités kifejtve valdjaban egy komplex exponencialis,
ugyanis
z = eTo0H®) = ¢T00 (o5 (Tyw) + JSIN(ToW) )errriverrrrrrsrverrrrrssverrrssssnneeens (9-11)
Most kévetkezzen néhiny fogalom meghatirozasa. Az x[n] jel Z transzformaltjaban szerepld

. A mintavételezett jel Laplace

z=eT0Sy jel komplex frekvenciaja. Azt a sikot, ahol abrazoljuk a komplex frekvenciat, melyet két
egymasra merdleges tengely hatiroz meg: az Re{z} és az Im{z} fiiggetlen tengelyek, z siknak
nevezzik. Azt a tartomanyt, amit Z meghataroz, Z — tartomanynak nevezzitk. Az exponens
képzetes részét Im{Ty (o + jw)} nevezziik az igazi vagy valds frekvencidnak. Amennyiben o = 0,
akkor eTo(0+©) = eTo%(cos(Tyw) + jsin(Tow)) = e/To = /% a4 z = /P komplex valtozé
ekkor az egység sugari kéron helyezkedik el és meghatarozza a valods frekvenciak tartomanyat. A
Z transzformaci6 esetében bevett jelolés méga Tos = Ty(0 + jw) = X + jQ,ahol £ = 0T, , még
Q = wTy, igy z = eEHY,
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Példaként végezzuk el a diszkrétidejd Dirac impulzus transzformalasat Z tartomanyba. Ismert,

hogy 8[n] = {(1) Z i 8, és 2.2, (8[n]) = 1. Alkalmazva a definiciot:
X(2) = X o8N]z = 8[0]270 = 1o (9-12)

Egy miasik példa legyen az Heaviside fiiggvénynek, az egységugras figgvény Z
transzformaltjanak meghatirozasa, h[n] = {2 Z i 8, X2)=Yr—wuhnlzT" =)z "=
1+z 1 +2z72+2z3+ - amint latjuk ez egy mértani sor elemeinek 6sszege, igy : X(z) =
Yme0Z = 1_2_1 = Zi—l Mivel az el6z6k soran mar targyaltuk, hogy a Dirac impulzus integraltja

id6tartomanyban a Heaviside fiiggvény, igy varhat6, hogy a ;—1 egyfajta integralast jelent a Z

, z-1 . . . . C 1, 1. ,
tartomanyban. A — reciprok pedig egyfajta differencialast takar id6tartomanyban.

9.3.Az inverz Z transzformacio

Az inverz Z transzformalds sordn, a jel Z transzformaltjabdl allitjuk el6 a DI jel mintavételi
pontokban vett értékeit. Az inverz transzformacié torvénye az inverz Fourier transzformacio

2 . .
torvényébdl levezethets. Ismert, hogy xs[m] = i fonX (em)emmdﬂ, végezzik el a z =

L fﬂ=2nX(z)z_le_Emzmdz =

s ekkor Xy [m] = E Q=0

et helyettesitést, dz = jzdQ

-Im -
e O=2m m—1 . ,1, , . , . . , .. . , .

o I} a0 X (z)z™ 'dz. Az integralas hatirai még mindig Q-t6l fiiggnek, amikor Q értéke nulla
és 2 k6z6tt mozog, akkor z egy |z| = €% sugart kor mentén, az Gramutaté jarasaval ellentétesen

forog. Az egyenlet mindkét oldalat leosztva e ~>m

_ 1 m—1
x[m] = o G X(Z)Z™ HAZ s (9-13)
korintegralhoz, mely az inverz transzformacié definicidja. A gyakorlatban, az inverz

transzformacié megoldasahoz csak nagyon ritkan alkalmazzuk a fenti képletet, inkabb a Cauchy-
téle integraltételt, vagyis reziduumokon vagy tablazaton keresztil jutunk az idésorhoz.

-el jutunk az:

9.3.1. Az egyoldalas Z transzformacio

Az egyoldalas Laplace transzformaciohoz hasonléan a belép6 DI jelekre és a kauzalis DI
rendszerekre alkalmazhat6 egyoldalas Z transzformacio.

X(2) = Z{x[N]} 2 Y0 X[ Z T s (9-14)
Az egyoldalas transzformacié nagy szerepet tolt be a gyakorlatban. Példaul, segitségével
vizsgalhatok a nem nulla kezdeti feltételekkel rendelkez6 DI rendszerek atmeneti jelenségei.

9.4.A Z-transzformaci6 néhany tétele

A Z transzformacié valéjaban a DI jel Laplace transzformaltjaként kertlt bevezetésre, igy
varhatéan hordozza magaban annak tulajdonsagait. Az alabbiakban bizonyitas nélkil a teljesség
igényét mell6zve felsorolasra kertil néhany tulajdonsag:

Az 8sszeadisra vonatkoz6 szabaly: Z{x[n] + y[n]} = Z{x[n]} + Z{y[n]};

A konstanssal valé szorzasra vonatkoz6 szabaly: Z{c - x[n]} = ¢ - Z{x[n]};

A linearitas tétele, tulajdonsaga: Z{a - x[n] + b - y[n]} = a- Z{x[n]} + b - Z{y[n]};

A késleltetésre vonatkozé szabaly: Z{x[n — d]} = z74Z{x[n]},d = 0;

A jel elérehozatalra vonatkoz6 szabaly: Z{x[n + d]} = z4 [Z{x [n]} — Z?z_ol x[i]Z_i], d = 0;

A csillapitasra vonatkozo szabaly: Z{x[n]e "1} = X(ze™),
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A kezd6érték tétel: x[0] = lim X (2);

A végértek térel: 1im x[n] %}}(z — D)X (2);

Szukcessziv dsszedas: Z{Y 1o x[i]} = ;—1X(Z);

Id6 tartomanyban valé visszatekinté differencial: Z{x[n] — x[n — 1]} = Z;—lX (2);

Differenciilas operator tartomanyban: Z{nx[n]} = —z- %Z[n]};

A konvoldciéra vonatkozé szabaly: Z{x[n] * g[n]} = Z{x[n]} - Z{g[n]}.

9.4.1. Néhany tipikus Z transzformalt és szabaly

A 9-1. Tablazat 6sszefoglalva tartalmaz néhany tipikus transzformaltat és szabalyt.
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9-1. Tablazat— Z-transgformdcios pdrok

Figgvény Z-transzformalt Ertelmezési tartomany
1 n=0 zeC
1 o[n] = 1
0, nz0
2 s[n—N] 2N 0<zl<o
1 n>0 |z]>1
3 h{n] - =
0, n=0 1-z
h[-n—1] 1 |z|<1
4 - 1
1-7
a"h[n] 1 |z|>al
5 -1
1-az
‘ a"u[-n—1] 1 lzldal
1-az!
: na"h[n] az™ lz[>a|
(1-az™?)?
na"h[-n—a] az™ lzldal
8 - 132
(1-az™)
0 (n+1)a"h[n] 1 |z[>a|
(1-az™)?
0 n Tz |z[>1
(z-1*
" n’ T?2(z+1) |z|>1
(z-1°
an aT
1 e L_ |z]>e
z—e
n bz Z>b
3 b"n : |z
(z-b)
an aT 7 eaT
” e*n ze _ |z[>
(z—e")
- cos(br)hn] 22— 200s(0) 21
7?2 —2zcos(b) +1
By sin(bn)h[n] zsin(b) |z[>1
2 —2zcos(b) +1
. a" cos(bn)h[n] 2% — zacos(b) lz[>a|
z? —2zacos(b) + &
8 a" sin(bn)h[n] zasin(b) |z~ al
z? —2zacos(b) +a
a"(h[n]-h[n—-N +1]) = |z|>0
; 1-atz ™"
19 a', 0<n<N P EE——
= i l-az
0,  maéskor
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9.5.A zérusrendd tartoszerv

Egy f(t) analég jel értéke folyamatosan valtozik a fiiggetlen valtozo értékének valtozasaval. A
jelek digitalis eszkozokkel torténé kezelése soran ugyan valaszthaté a valtozé mintavételi
periodusidé technikéja is, de az a megoldas szamos elméleti, matematikai és gyakorlati problémat
vetne fel. Igy az elméleti hattér kidolgozottsaga és viszonylag egyszertisége miatt a gyakorlati esetek
nagy aranyaban az allandé mintavételi periddus elvét alkalmazva végezziik a jelek diszkretizalasat
és digitalizalasat. Ebben az esetben a jel pillanatnyi értékeit csak azonos tavolsagu, ekvidisztans
mintavételi idépillanatokban vessziik figyelembe. Az anal6g jel mintavételi id6pontokbani értékeit
az idealis mintavételezé szolgaltatja. Egy masik tag feladata a mintavételi érték megtartasa a
kovetkezé mintavételi pillanatig. Ez a tag a tartoszerv. A tartoszerv valdjaban extrapolalja a jel
értékét a kovetkezé mintavételi pillanatig. A gyakorlatban két tipusu tartészervet alkalmazunk. Az
egyik a zérusrendd, mely az utolsé mintavételezett értéket allandoként megtartja a kovetkezé
mintavételi érték megjelenéséig. A masik az elsérendd tartoszerv, mely egy elséfoku polinommal,
egyenessel helyettesiti a jel értékét a két mintavételi idépont kozott. A 9-2. abra szemlélteti a
mintavételezés és tartas folyamatat.

Idalis
mintavételezd

M o, 0 f,(t)

—_— Tartoszerv

f(t) f*(t) f, (t)

> >t t

9-2. dbra. — A mintavételezés és tartds sgemléltetése.

A jel feldolgozasi linc soran az f(t) FI jelbdl idealis mintavételezével kapjuk a kT
pillanatokban meghatirozott f*(t) jelet. A feldolgozasi lincban az idealis mintavételezSt a
tartoszerv koveti, a 9-2. dbra esetében ez a nulladrendd (zérusrendl, ZOH zero order hold)
tartdszerv. A tartdszerv kimenete az fp, (t) kozelits jel, mely a kévetkez6 mintavételi idépontig
extrapolalja a jel értékét.

o o 0

Kapcsold(K)

9-3. dbra. — A mintavételezés és a tartds dramkire idedlis kapesolo és idedlis kondenzdtor felbaszndldsdval.

Nulladrendd tartészerv alkalmazasakor az idealis mintavételezot és tartot egy idealis kapesoloval
és idealis kondenzatorral modellezhetjik (9-3. abra). Az idealis kapcsolot végtelen rovidig ideig
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zarva tartva toltjiik fel a nulla bels6 ellenallasu kondenzatort a mintavételezett jel pillanatnyi értékét
jellemz6 fesziltségre. Legyen az idedlis mintavételezé kimenete f*(t) = f(t) - comb(t),vagyis
minden mintavételi pillanatban a kimenetén szolgaltatja a jel pillanatnyi értékét:

) = Tpoo(FRTYE(E = KT )ovooeeeerrreesssssseeesseeesssssssesssssssssssssessssssees (9-15)

Keressiik meg mintavételezett jel Laplace transzformaltjat, ami:

F*(5) = LI ()} = X2 0(FRT)ETHTS) oo (9-16)

Az idealis kondenzator feladata, hogy mindenkor megtartsa és megjelenitse az éppen aktualis
mintavételezett értéket a kovetkezd mintavételezésig. Jelolje h(t) a Heaviside fiiggvényt, akkor
h(t — kT) — h(t — (k + 1)T) egy négyszogjel lesz, melynek értéke mindeniitt nulla, kivéve a két
egymast koveté mintavételi idépont koézott, ahol értéke egy. A zérusrendd tartdszerv kimenete
id6tartomanyban:

fa(®) = Eio (FURT) (Rt = KT) = h(t = Gk + DT)) ) (9-17)

Osszefuggéssel adott. Ennek Laplace-transzformaltja:

Fu(s) = LU0} = Bieo (FRT) 2 [e7T5 — e~ G+ DT5]) =
= 21— e T TR0 (f (KTIET™ ). (9-18)

A zérusrendd tartdszerv atviteli fliggvénye:
— 1 _
Fp(s) Ziio(f(kT)e kTS;[l_e Ts]) _

HZOh(S) = F*(s) - Zfio(f(kT)e_kTs)
= §[1 e O (9-19)
Hasonloképpen vezethetd le az elsérendd tartdszerv atviteli fiiggvénye, mely:
14T -
Hson(s) = TSZS (L = @7 S]2 e (9-20)

) ZOH és FOH tartoszerv alkalmazasa egy jel esetében
T T T T

=== Eredeti jel
===ZOH tart6szerv
FOH tartészerv

-0.5

pd
S
™
7|

9-4. dbra. — ZOH és FOH tartdszerv alkalmazidsa egy jel esetében.

A 9-4. abra szaggatott vonallal abrazoltuk a folytonos jelet, pirossal a nulladrendd tartoszerv
altal szolgaltatott informaciot, kékkel pedig az elsérendd tartészerv esetén megvaldsuld
extrapolaciot. Osszevetve a ZOH és az FOH alkalmazasét egy jelfeldolgozasi folyam esetében
elmondhato, hogy az esetek jelentds részében a ZOH kozelités elegendd, ugyanis az FOH nem
jelent akkora el6nyt, mint amekkora hatranyt okoz a kozelitést megvalosité kapcesolas Osszetettsége.
A ZOH egyszert, elegendéen hatékony és er6forrastakarékos.
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9.5.1. Az anal6g-digitalis és a digitalis-analog atalakitas

A valbsagban el6forduld jelek és rendszerek gyakran analégok. A napjainkban hasznalatos
jelfeldolgozo, rendszerszintetizalé technikak pedig digitalis formaban kérik és szolgaltatjak az
informaciot. Az analég és a digitalis vilag kozott kapesolatot az analég/ digitalis és a digitalis/analog
atalakitok valositjadk meg. Az analdg jelekbdl szammal abrazolt idésorokat szolgaltaté egységet
analég/digitalis (A/D) atalakitonak nevezzik. Az A/D a folytonos értékd és ideji jelet bindrisan
kodolt értékké képezi le. A jelenleg széleskorben elterjedt modszerek és technikak minden esetben
megkovetelik a digitalisan feldolgozando analdg jelek azonos tavolsagban torténé mintavételezését.
Annak érdekében, hogy a mintavételezés ne jarjon informacidvesztéssel, a mintavételi periodusidé
nem valaszthaté meg tetszés szerint. Shannon mintavételi torvénye kimondja, hogy egy fiax
savkorlattal rendelkezé jel mintavételezésének frekvencidja nem lehet kisebb a jelben levé
legnagyobb frekvencia kétszeresénél, vagyis

JO = 2 e cveeeereererenenneeee et s (9-21)

Ez azt is jelenti, hogy informaciévesztés nélkil csakis savkorlitos analdg jeleket lehet
mintavételezni. Amennyiben a fenti Osszefliggés nem all, akkor a mintavételezett jel
frekvenciaspektrumaban atfedés, aliasing 1ép fel, amivel mindenképp szamolni kell. A mintavételi

frekvenciahoz T = = mintavételi periodusidé tarsul.
0

Idealis esetben az atalakitandé analog jel spektruma savkorlatos, és a jel értékkészlete is
rendelkezik als6 és fels6 korlattal. Ilyenkor magatdl adja magat a mintavételezés frekvenciajanak
értéke és a mintavételezett jel kvantilasi szintektdl fligeS kddolasi hossza. Az idedlis A/D atalakitdk
a valésagban nem megvalosithatok. Ennek tobb oka is van, példaul: a valds folytonos jelek sosem
teljesen savkorlatosak, idealis sztir6k nem megvaldsithatok, az idealis mintavételezé és tartd sem
létezik. Az idedlis A/D atalakitok a valésagban csak kozelithetk. A 9-5. dbra egy valés jel A/D
atalakitasa soran elvégzend6 muveletek egymasutanjat szemlélteti. Az egyes tipikus tagok ebben az
esetben is idealis mikodéstikkel vannak megadva.

Gy

S&H Q C
X({t) P —1» | Mintavételezé [ —>1 > X[n]

@ Kvantalé Kédolo

Antialiasing es tarto

bemeneti sz(iré

9-5. dbra. — Az A/ D dtalakitist végzd tag elemeineke helye.

A H(jw) frekvenciaatviteli fiiggvénnyel megadott (LP, Low Pass) alulateresztd szir6 feladata,
hogy még folytonos idében szirjon, hogy a mintavételezési torvény alapjan hatarolja az analog jel
spektrumit fiax = % frekvencidra, ahol wy = 2mfy a mintavételezés frekvencidja. Ezzel a
szlréssel tudatosan informaciovesztést idéziink el6, minek eredményeképp kikiisz6bolhet6 az
atfedés (aliasing) megjelenése. A muszaki megoldasok tertiletén vannak helyzetek, amikor épp az
atfedés jelenségét kihasznalva tudunk magasfrekvencias tartomanyban jelentkez6 informaciohoz
jutni, ekkor ez a LP szlrés kihagyando, de ez céltudatos tevékenység eredménye kell, hogy legyen.
A gyakorlatban még a savkorlatos jelek esetében is jelen van a magasfrekvencias zaj komponense,
ezért az LP szGrére mindenképp szitkség van. Legyen a bemend jel tartomanya ,, korlatok kozott
—wy <w<a®, , gy a valos szir6 atereszté zonajat allitsuk w, = @,, értékre. A zarésav alsé
hatara @y meghatarozhaté6 @, —wg = w,, alapjan. A valds szlréknek van atmeneti savuk, aminek
szélessége @s —@p . A gyakotlatban a @, > 2m,, feltétel szoros teljesitése helyett legtobbszor a
W, =2.50, vagy o,=4w,, gyakorlat a szokds. A wvalds szlr6k esetében az
amplitadokarakterisztika mellett médosul a jel fazisa is, igy az eredeti jel informaciétartamaban
mindenképp moédositas keletkezik, minek tényét a tovabbiak tekintetébe tudomasul kell venni. A
9-6. abra talalhaté egy tipikus H (jw) amplitddékarakterisztika.
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9-6. dbra. — Egy tipikus LP amplitiids karakterisztika.

A feldolgozasi lanc kovetkezé eleme a mintavételezést és tartast végzo egység. Feladatat tekintve
ez a tag biztositja, hogy két mintavételi idépont kozott is legyen értéke a mintavételezett jelnek. A
nulladrendd tarté kimenetén két mintavétel kézott nem valtozik a jel értéke. Ezt az egységet az

el6z6kben mar targyaltuk. A 9-7. dbra hivatott bemutatni egy kauzalis X(t) analog jel idedlis
mintavételezGvel mintavételezett képét.

x(t)

N

9-7. dbra. — Egy kanzilis X (t) analdg jel mintavételezése T mintavételezési periddussal, idedlis mintavételezs

kapesold alkalmazdsdival.

Az idealis mintavételezé kimenete a zérusrendd tartoszervre van kapcsolva, mely feladatat és
mikodisét targyaltuk az elézéek soran, a mikodés eredményének szemléltetésére a 9-8. abra

hivatott.
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ZOH alkalmazasa az x*(t) jel esetében

== Eredeti jel
=== 7QOH tartészerv
0.5+
t><’ 0
-05r
-1 . .
0 2 4 6 8 10

t
9-8. dbra. — Az x*(t) jel nulladrendii tartészerv alkalmazisival.

A folyamat kovetkezd 1épése az xp (t) jel kvantaldsa. A kvantilds soran, figyelembe véve a jel
értékészletét a jelben levé amplitidoék folytonos értékét diszkrétté alakitjuk. A kvantalt jel értéke
csak meghatarozott diszkrét lehet. A kvantalasi folyamat egyértelmten leirhaté egy olyan 1épcsés
taggal, amelynek bemenete a ZOH kimenete, a kvantalt érték pedig a kimenete. Tgy tehat a kvantalas
egy memoriamentes nemlinearis transzformacionak tekinthetd.

A x([n] N xi[n] A x([n]

J—'_,_l_,_'_,_H | J_,—'_I_,_'_,_,_,i | /__.—’_,_’I
Nullkitérd linearitas Nulltarté linearitas Nulltarté logaritmikus

9-9. dbra. - A kvantdldst meghatdrozd nébhany lebetséges nemlinedris leképezés.

A gyakorlatban a kvantalashoz alkalmazhatok mas, a 9-9. abra bemutatottaktdl eltérd
nemlinearis 1épcséfiggvények is. Ha a kvantalasi 1épcs6k azonosak és a kvantalasi szintek a 1épcsék
kozepére esnek, akkor linearis kvantalasrol beszélink. A kvantalasi 1épcséknek nem kell sem
azonosnak sem a nullara szimmetrikusnak lennitik, és az sem sziikséges, hogy a kvantalasi szintek
a kvantalasi lépcs6k kozepére essenek. A valasztott kvantalasi eljaras fiigg a jel és a benne levé
informaciétartalom jellegétol, példaul az emberi beszédhangot hordozé jel kvantalasahoz gyakran
alkalmazunk logaritmikus jellegi gorbét. A 9-10. abra lathatd jel ugy figgetlen, mint figgd
valtozéjaban diszkrét.
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Filiggo és fiiggetlen valtozéban is diszkrét jel
T ! AN 1
=== Eredeti jel

=== |d&ben és értékben diszkretizalt jel

0.5

x(t)

9-10. dbra. — Fiiggetlen és fiiged viltozdjaban diszferét jel.

Ha a kvantalas a nulla ponthoz és kornyezetéhez a 0 kvantalasi szintet rendeli, akkor a kvantalas
nulltart6, ha nincs zérus értéka kvantalasi szint, akkor nullkitéré. A ketté kozott az alapvetd
kilonbség az, hogy a jelszinethez a nulltarté kvantalas jelsziinetet, a nullkitéré kvantalas pedig
hamis jelet rendel. A pillanatnyi amplitad6 és a kvantalasi szint killonbsége a kvantalasi hiba. A
kvantalt jel tehat az eredeti jel és a kvantalasi hiba 6sszegébdl all. A 9-11. dbra szemlélteti a
kvantalasi zaj fogalmat. A megadott példaban nincs j6l megvalasztva a jel tervezett értékkészlete,
igy a kvantalas soran egyfajta telitési hatas (szaturacio) tapasztalhato.

A kavantalasbél ered6 hiba alakulasa

1 T T \ \ B .~ I B
=== Diszkrét jel x[n]
=== Kvantalt jel xk[n]
0.5 Kvantalasi hiba e[n]|
£ 0
0.5
_1 1 | | | | | 1 |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
t

9-11. dbra. — A kvantdldsbol eredd hiba (piros szinnel jelolt jel) alaknldsa.

Az A/D atalakits folyamatinak kovetkezd 1épése a kddolas. Binatis szimmal t6rténd kédolas
soran a kvantalasi szintekhez véges hosszusagu bitsorozatot rendelink. A 9-12. abra mutatja be a
kvantalas és kodolas egy megvaldsitasat. A 9-12. abra tartalmazza a kvantalasi hibat is.
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9-12. dbra. — A kvantdldsi szintekhez;, tartozo dogotdlis kid és a kvantdldsi hiba.

A kvantalasi szintek jellemzése a kddolasban nyilvanul meg. A leggyakrabban alkalmazott kodok:
e természetes binaris kod (pozitiv egész szamok)
e clojel abszolutértékes binaris kod (pozitiv és negativ egész szamok)
e cltolt nullpontd binaris kod
e Gray kod
e 2-es komplemens kod (elGjeles egész szamok)
e I-es komplemens kod
e Lebeg6pontos abrazolas (elGjel, tortrész, kitevo)
e BCD kod.

Egy adott mintavételi idépontra vonatkozé mintat kédold bitsorozat az arra az idépillanatra
vonatkozo analog jelérték digitalis megfeleléje. A valasztott kodolasnak mindenképp 6sszhangban
kell lenni a kvantalasi szintek szamaval, hogy minden szintet egyedi koddal lehessen ellatni és a
digitalis jelet feldolgozé egység igényeivel, az architektaraval. Alkalmas kodolasi forma valasztasaval
elérhetd, hogy a feladat jellegébdl adodoé tevékenységek, algoritmusok egyszertibben megoldhatok.
Példaul a Gray kéd alkalmas az atviteli csatornan kialakulé bithibak kénnyebb kezelésére, egy bit
hiba kevesebb abszolut valtozast eredményez.

A digitalis/analog (D/A) atalakitas folyamata a digitalis jelb6l allitja el6 az analdg jelet. A digitalis
eszkozzel feldolgozott informacié nagyon sokszor, folytonosan zajlé folyamatokbdl, allando
periodussal vett jelmintakbdl szarmazik. Biztositani kell, hogy a digitalis uton térténd feldolgozas
utan az informacié analég format 6ltson. Ilyenkor a kapcesolatot a digitalis vilagb6l az analég vilag
felé a D/A atalakito jelenti. A valésagban gyakran el6fordul, hogy a D/A kimenetébdl szarmazo
jel egy beavatkozo szerv bemenetét képezi, ami azt jelenti, hogy az analég jelet még tovabbi
kondicionalasnak kell alavetni, példaul megemelni az energiajat, teljesitményét.
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— y(t) Ya(t)

y[n] — | D/Astalakité | | Aluldtereszts | ° "
DAC szliré

9-13. dbra. — A D/ A dtalkitds folyamatibraja.

Az atalakitasi folyamat két 1épésben zajlik. Az elsé 1épésben a digitalisan kodolt, az adott diszkrét
idére jellemz6 diszkrét jelértékeket egy elektronikus kapcsolas idében folyamatos jellé alakitja.
Gyakran alkalmazunk erre a feladatra kapcsolhat6 ellenallas halézatot. A masodik 1épésben egy
jelhelyreallit6 alulatereszts szaré a jelet folytonos értékivé alakitja (9-13. abra).

Az irodalomban t6bb megoldis talilhaté az A/D és a D/A funkcidk megvaldsitisira. A
valosagban az analog-digitalis és a digitalis-analog atalakitok tervezése és megvaldsitasa szamos
megoldandé kérdést vet fel.

Tipikus forgatokonyvnek szamit, az analdg jelb6l szarmazé informaciot digitalis csatornan
tovabbitani, digitalis feldolgozbdegységgel mddositani, majd az igy kapott értéket tjra analég jellé
alakitani. Egy tipikus jelfeldolgoz6 folyamat hatasvazlata a 9-14. abra lathato.

" ¢"
X,(t) | AN Pt x(t) | Mintavétel [n] psp V0] | iepesssp/al y(t) | Anal%e Py (1)
— > > > > LS

el@szir utosz(iré
- és A/D - Hpsp(f] - Honc(f
Hel1) / ool oecl) Hrosilf)

X (f) X(f) X(f) Y(f)
==y ==\
0 f 0 f 0 fo O f 0 f f

9-14. dbra. — Analdg jel digitdlis iiton tirténd feldolgozdsanak folyamata.

A folyamat bemenetén jelentkez6 x4 jel analdg, melyet az analég LP sziré savkorlatossa tesz.
Az A/D atalakité f; mintavételi frekvenciaval atalakit x[n] digitalis szimma. A digitilis szamokkal
jellemzett informaciot egy feldolgozdegység (DSP, FPGA vagy mikrokontroller) feldolgozza,
modositja és kimenetén képzi az y[n] digitalis értéket. Az gy kapott digitlis szamot egy D/A
atalakité analdgga alakitja, az atalakitas spektrumaban periodikus jelet eredményez, melybdl egy
szirével kivehet6 csak egy periodushoz tartozé spektrumhossz, ami a jelben levd teljes
informaciotartalmat képviseli.

9.5.2. Az impulzusatviteli fiiggvény

A nyolcadik fejezetben megadtuk az SISO FI LTI rendszer atviteli fiiggvényét, miszerint

_ P m (S) — @
G() = 0,0 " 16
transzformaltjaval és bevezetésre keriilt a z = e

Ebben a részben pedig foglalkoztunk a mintavételezett jel Laplace
ToS helyettesités. DI LTT rendszerek esetében, az

FI rendszerek analégiajara megadhatjuk a G (2) |7, = I;M—Z; = %
NETo Ty

Az Y(z) a DI LTI rendszer kimenetén jelentkez$ jel Z transzformaltja, U(z) pedig a rendszer
bemenetén jelentkezs jel Z transzformaltja. A folytonosidejd LTI rendszer diszkrétideja

impulzusatviteli fiiggvényt.

megfelel6je ismert Ty mintavételi periodusidé esetén felirhaté az s = T—ln(z) helyettesités
0

alkalmazasaval. A Laplace operitor kifejezve és az In(z) -t sorba fejtve: s = Tiln(z) =
0

3 5 7
2 lz-1  1(z-1 1(z-1 1(z-1 S, P .
—|=—=+*z (—) + - (—) +- (—) + - ], kizardlag az elsé tagot megtartva juthatunk az
To |z+1 3\z+1 5\z+1 7 \z+1
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R o o s (9-22)
TO z+1
kozelitéshez, a Tustin formulihoz. Egy masik lehetséges kozelités a helyettesitésre a
. P s , dx X[kTol-X[(k-D)To] .
visszatekinté differencialas modszere. Ekkor — ~ . ©, mivel z = eT0S egy
dt t:kTo To
mintival valé elére tolast, z71 = €710 pedig egy mintival valé késleltetést jelent, gy a
. 1 e e 1-z7' _ z-1 . o e : , ,
differencialas megfelel6 kozelitése s = =T Ennél a kozelitésnél az integral operator
0 0

.. /. , .1 Toz , 1 To z+1 . ,
kozelitése Euler modszerrel torténik, vagyis: ;= Zo—l, mig az = = ;0; Tustin helyettesités a

numerikus integralast trapéz szaballyal kozeliti.

Mindkét helyettesitési modszerrdl elmondhato, hogy relativ kis mintavételezési id6 esetében, a
gyakorlat szamara elfogadhaté pontossaggal adnak DI kozelitést egy FI rendszerrdl.

Egy DI LTI rendszer impulzusatviteli fiiggvénye megadhaté kozvetleniil, egy tervezési folyamat
eredményeként vagy esetleg az FI atviteli figgvénybdl egy valasztott helyettesitést kéveten.
Matematikai szempontbdl az impulzusatviteli fliggvény szamlalojaban és nevezdjében jelentkez6
polinomok kiilénb6z6 formaban irhaték fel. Az egyes formak mindegyike alkalmas, az
impulzusatviteli fiiggvénnyel meghatarozott rendszerre vonatkozé valamilyen informacié direkt
kinyerésére. Az alakok a kovetkez6k:

e A polinomok felirasa hatvanyok linearis kombinaciéjanak alakjaban:

b, z" +b, ,zM " +---+bz+b
G(z)=MFr ML e (9-23)
ayzZ  +ay Z 4+ az+a,

Az ebben az alakban szerepl6 polinomok egyttthatéi fiiggnek a mintavételi Ty periodusid6tSl

Esetikben is érvényes, hogy a megvalésitas feltétele N = M. Ugyanis, ha z = e"°° a siettetést
jelenti, akkor a szamlalét és a nevez6t is megszorozva ugyan azzal a késleltetéssel, eljutunk az

impulzusatviteli figevény késleltetési operatorokkal felirt alakjahoz:
M M-1 -N M-N M-N-1 N N
byz" +by 2" " +---+bz+by 77 b,z" " +by, 2 +--+bz7" +byz _ _
N N-1 TN T 1 N ) ami1 szerint a
a,z" +a, 2"t +-+az+a, 2z ay +ay,z t++az N +ayz

fent emlitett relacié fennallasakor mar megvaldsithatéd rendszert eredményez. Ebbdl a kifejezésbdl
szépen latszik, hogy a kauzalitas feltétele: N = M . Egy adott pillanathoz tartozé kimenet
szamitasihoz nem kell ismerni a rendszer j6vSbeni bemeneteit, ekkor z¥™" hatvanya is negativ.
Amennyiben leosztunk és beszorzunk a, -el eljuthatunk az impulzusatviteli fiiggvény normalizalt
Y(z) _ Y o bRz

U(z) 143N apzk
késleltetések figyelembevételével a kifejezés az aktualis kimeneti értéket kifejezve a kévetkezo

modon atrendezhet: Y (Z) [1+ az ' +-+az" ] =U(2) I:bO +bz "t +- b,z ] és végul az

alakjathoz: G(z) =

Id6 tartomanyban valé megvalésitaskor az egyes

idésor elemeivel felitva:
y[n]=bu[n]+bu[n-1]+---+b,u[n-M]-ay[n-1]----—a,y[n—N]. (9-24)
A felirasi moédbdl kitnik, hogy egy DI SISO LTT rendszer aktualis kimenete meghatarozhaté
az addigi bemenetek és kimenetek linearis kombinaciéjaval.
e A zérus-pOlus alak:

G(z)=K (228)(2=2,)(2 ZM), K= (9-25)
(z—pl)(z—pz)---(z—pN) ay
A zérus-pélus alak az egyes polinomok nullahelyeinek ismeretében irhaté fel. Az
impulzusatviteli fliggvény zérusainak a szamlalé polinom gyokeit, mig polusainak a nevezé polinom
gyokeit értjik. A fliggvény értéke a zérusok helyén nulla, mig a polusokén végtelen. A zérusok és
polusok ismeretében direkt informaciét kapunk a rendszer dinamikus viselkedésérdl, stabilitasarol.
Ebbdl az alakbdl egyértelmien latszik a tébbtarolés rendszer kaszkadba kotott (sorba kotott)
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alrendszerek segitségével torténé megvalosithatosaga. A polusok szama és értéke egyértelmiien
leirja a rendszerben talalhaté n darab energiatarolé viselkedését.

e A részlettortes alak:
N

G(z)=>, e (9-26)

i1 Z— P,

ahol I; a reziduumok értékeit jelSli.

Ebbdl az alakbol egyértelmien latszik a rendszernek parhuzamosan kotott alrendszerekbdl valo
megvalosithatésaga.
Néhany alak k6zotti 6sszefliggés:

Y@ _ Num(z) _ Ipo(bpz*)
G(2) = U(z)  Den(z) 143N, (ag-z7k) o
Theo(brzV k) e, (1-2zpz71) N—m Tty (z—2)
= =K —+———==K" e e TR -2
N (@R N Gz N E T I Gop 0-27)

Az impulzusatmeneti figgvényt barmilyen alakban is adjuk meg, azok egyszer(i matematika
technikakkal atalakithatok egymasba.

9.5.3. SISO DI LTI rendszer stabilitasa

FI LTI rendszer esetében atviteli fiiggvényének polusai meghatarozzak stabilitasat. Joggal
varhat6, hogy DI esetben a rendszert lefré impulzusatviteli figgvény hordozzon a rendszer
stabilitasara vonatkozo informaciot. Mivel
z=e" =e"(1?) — ™ (cosT,w+ jsin Tyw)=e

valosit meg, ennek a leképezésnek a vizsgalataval meghatarozhaté az a tartomany, ahol az adott

Tooglelo 5 7 és az s stkok kézott egy leképezést
modellel meghatarozott DI rendszer stabilnak szamit. Vegyiik észre, hogy z egy olyan komplex
operator, melynek modulusa |Z| =g"” argumentuma pedig ZZ =l . Ismeretes, hogy

_ﬁ_Zﬂa)

fo 2

b

T, , ahol @, a mintavételi korfrekvencia, @ pedig valtozik —o0 <@ <00
tartomanyban igy belithatd, hogy s sik képzetes tengelye (0 = 0) egy egységsugari korre
képz&dik le a z tartomanyban. A s stk II. as III. negyede pedig, ahol 0 < 0 ennck a kornek a
belsejébe, mig az 1. és IV. negyed, ahol 0 > 0 pedig az egység sugart korén kivilre vezeti at a
polusokat és zérusokat. A frekvenciara érvényes ugyan a —o0 < @ < o0 hatar, de az FI-ben jelen levé

frekvenciak a  mintavételezés  hatdsira  peribdusosan  Oveket  alkotnak,  ugyanis

el = cos(T,w)+ jsin(T,w)=cos [TO (w+¥D+ jsin (TO (a)Jr?D : Minden
0 0

(2k—1) T
T T

0 0
képzédik le, igy a vizsgalatok szempontjabdl elegendd az elsGdleges vet, a k=0 tartomanyt
vizsgalni.

(2k+1)7r

<w< 6v a Laplace tartomanybdél a Z tatromanyon belil ugyan oda
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9-15. dbra . — Az FI rendszerre vonatkozo komplex sik leképzése a DI rendszereket jellemzd sikra.

Stabilitas tekintetében ez azt jelenti, hogy egy DI LTI modellel leirhat6 rendszer akkor stabil, ha
a Z tartomanyban megadott impulzusatviteli figgvényének minden pélusa az egységsugari kérben
helyezkedik el (9-15. abra). Amennyiben az impulzusatviteli fliggvénynek van olyan pélusa, amely
az egységsugard koron helyezkedik el, akkor a rendszer a stabilitas hataran van. Amennyiben az
impulzusatviteli fiigevénynek van olyan pélusa, amely az egységsugara kérén kivilre esik, akkor a
rendszer instabil. A gyakorlatban el6fordulé DSP-n vagy mikrovezérlén megvaldsitott mérnoki
megoldasok esetében tartézkodni kell az olyan rendszerek implementalasatol, ahol a pélusok az
egységsugart koron, vagy a kor belsejében de nagyon kozel a stabilitas hatarahoz helyezkednek el,
mert a digitalis szamabrazolasbol s a szamitasi maveletek végzése soran jelentkez6 numerikus hiba
tovaterjedésébdl kévetkezGen a valds rendszer, az elméletben elvart viselkedéstdl eltéréen konnyen
instabilla valhat.
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10.A DI LTI rendszerek megvaldsitasa

A mérnoki gyakorlat tobbféle megvalositast ismer egy megfeleléen szintetizalt, megtervezett DI
LTT rendszerre. Ez a fejezet hivatott réviden bemutatni a legfontosabb megvaldsitasi moédokat és
az ahhoz tartozo elméleti és gyakorlati lehet6ségeket. Réviden bemutatasra kertlt a szoftver
eszkozokkel torténd megvaldsitas modja. Targyalasra kertil az impulzusatviteli fligegvény halézattal
torténé implementalasa. Ezen kérdések mellett a fejezet kitér a DI LTI SISO rendszerek modelljiik
alapjan torténd osztalyozasara és a digitalis szir6k érintéleges targyaldsara.

, . B Y@) _ Zitobkz ™

Amennyiben egy DI LTI rendszer impulzusatviteli fiiggvénye adotta G(z) = X0 SN
alakban akkor a hozza, id6 tartomanyban tartozé rekurziv leiras adott a kovetkezé szerint:

y[n]zi S0 —K]= D BV K] o (10-1)
k=0 k=1

A fenti formula a kimenet y[n] aktualis értékére vonatkozoan ad meg egy szamitasi szabalyt.

Ez a szamitas elvégezhet6 szoftveresen és hardveresen egyarant. Mindkét megvalositas esetében
Ugyelni kell a valasztott mintavételi periodusidé szigoru betartasara, tehat a kimenet értékét
biztositani kell minden mintavételi id6pontban.

Szoftveres megvaldsitas esetén két fontos programrész (eljaras) megirasa szitkséges. Az elsé egy
Hinit” eljaras, ami megfeleld tipusu globalis valtozoként deklarilja és definidlja az a, és by
egyltthatokat és kezdéértékeket ad a rekurziv algoritmusban szerepld, globalis valtozéban tarolt
jeleknek, allapotvaltozéknak és inicializal egy Ty idénként meghivodé megszakitas-eljarast. A
masodik eljards a megszakitas-eljaras, amely feladata az Gj bemeneti érték beolvasasa, az aktualis
kimenet szamitasa az allapotvaltozék modositasa és a kimeneti érték megjelentetése a kimeneti
csatornan. A szoftveres megoldas alkalmazasanal kiemelt figyelmet kell forditani a megfelel6
aritmetika valasztasara. Némely alkalmazas esetében elegendé csak az egész szamu aritmetika
hasznalata, masok esetében a lebegépontos aritmetika sziikséges.

A hardveres megvalésitds sem bonyolult. Annak érdekében, hogy konkrét hardver
architektirakat hatarozzunk meg megadunk néhany alapveté muveletvégz6 elemet grafikus
jeloléssel. A jelet és terjedését iranyitott szakasz jeloli, a jel azonositéjat minden esetben a nyil mellé
irjuk, tgy hogy egyértelmi legyen, hogy az mire vonatkozik. A 10-1. dbra egy Osszeadasi miveletet
végz6 elem abrazolasi moédja lathatd. Az elemnek két bemenete és egy kimenete van. Mtveletvégzés
tekintetében a bemeneteken jelentkezé értékek Osszege megjelenik a tag kimenetén. Hardveres
megvaldsitas soran tigyelni kell a megfelel6 szamabrazolashoz tartoz6 6sszeadd alkalmazasara.

10-1. dbra. — Két disgkerét értéket osseadd tag.

A 10-2. abra egy allandoéval val6 szorzas miveletet végz6 elem abrazolasi médja lathatd. Az
elemnek egy bemenete és egy kimenete van. Muveletvégzés tekintetében a bemeneten jelentkez6
érték és az alland6 szorzata jelenik meg a tag kimenetén. Hardveres megvalositas soran tgyelni kell
a megfelel6 szamabrazolashoz tartozé szorzoé alkalmazasara.
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10-2. dbra. — Egy dllandéval vald s3orgds dbrdazoldsa.

Az utolsé tipusu tag, a késleltetést végzé tag. A 10-3. dbra egy mintavételi itemet, To-t késleltets
elem abrazolasi médja lathato. Az elemnek egy bemenete és egy kimenete van. Ebben az esetben a
,D” valéjaban a 27! miveletet megval6sité egység. Miveletvégzés tekintetében a bemenet el626
ttemben vett értéke jelenik meg a tag kimenetén. Hardveres megvalositis soran tligyelni kell a
megfelel6 méretd, bit szohosszusagu shift regiszter alkalmazasara.

—» D —>»
x[n] x[n—1]

10-3. dbra. — Egy mintavételi iddt késleltetd tag.

Néhany példan keresztiil szemléltessiik a fent emlitett tagok alkalmazasat, egy DI SISO LTI
rendszert leir6 modell megvaldsitasat. A 10-4. abra lathaté példaban a megvaldsitandd rendszer
legyen az y[n] = —ay[n — 1] 4+ bx[n]. A kimenet meghatirozasihoz szitkség van az aktudlis
bemenet és az el6z6 kimenet linearis kombinacidjanak szamitasara. Amint azt a 10-4. abra mutatja,
a megoldashoz egy késlelteté elem kerilt felhasznalasra, ami tarolja és szolgaltatja az aktualisat
megel6z6 kimenet értékét, vagyis y[n — 1] et.

b y[n]

x[n] + l -

y[n-1]

-a
<

10-4. dbra. — Visszacsatolist tartalmazo, egytarolos DI SISO 11T rendszer sémdja.

A kévetkezé példaban y[n] = byx[n] + b;x[n — 1] a kimenet meghatirozasihoz sziikség van
az aktudlis és az azt megel6z6 bemenet linearis kombinaciéjanak szamitasara. Amint azt a 10-5.
abra mutatja, a megoldashoz itt is egy késleltet6 elem kertlt felhasznalasra.

bo y[n]
x[n] >
(W)
b,
x[n-1]

10-5. dbra. — Csak eldrecsatoldst tartalmazd DI SISO LTI rendszer sémadja.
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A harmadik példa az aktualis kimenet szamitasahoz igényli a kimeneti és bemeneti jelértékek egy
mintaval val6 késleltetett értékeit is. Legyen y[n] = —ay[n — 1] + box[n] + byx[n — 1], 2 10-6.
abra szemlélteti a kapcsolasi rajzot. A 10-6. abra bemutatott megoldas két darab késleltetést végz6
elemet tartalmaz. A szakirodalomban ez a kapcsolas ,,Direkt I”” formaként ismert.

bo w(n] y[n]
x[n] I > + l
o o
by -a y[n-1]
x[n-1] -

10-6. dbra. — Eldrecsatoldst és visszacsatoldst is tartalmazd DI SISO LTI rendszer ,,Direkt 1” formadja.

Vegytik észre, hogy a rendszer valdjaban két sorba kotott alrendszerre bonthatd: az
el6recsatolast tartalmazé alrendszerre és a visszacsatolast tartalmazé alrendszerre. Az egyik
alrendszer bemenete az x[n], kimenete pedig a w[n] , a masik bemenete a w[n], kimenete pedig
az y[n]. Ahol is w[n] = bgx[n] + byx[n — 1] és egy darab késleltetést tartalmaz. A misik
alrendszer az y[n] = —ay[n — 1] + w[n] Osszefiiggést valdsitja meg és szintén egy darab
késleltetést tartalmaz. Megvalositas tekintetében a két alrendszernek a sorba kétésben elfoglalt helye
felcserélhets. Az igy kialakitott 4j rendszer is két alrendszerbdl tevédik Ossze. Jeloljuk az elsé
bemenetét tovabbra is x[n] —el, ami ugye ez el6z6 megoldasban w[n]-volt, kimenetét pedig z[n]-
el, ami eddig y[n]-volt. A masodik alrendszer bemenete most z[n] lesz, kimenete pedig y[n].

A két alrendszer felcserélése utani helyzetet leité modell: z[n] = —az[n — 1] + x[n] és
y[n] = byz[n] + byz[n — 1]. A 10-7. 4bra szemlélteti az masodik megoldashoz tartozé struktdrit.

x[n] ) l z[n] bé y[n]
© o
g z[n-1] z[n-1] .:bl

10-7. dbra. — Alternativ megoldas az, eldrecsatoldst és visszacsatoldst is tartalmaz DI SISO LTI rendszerre.

Vegytik észre, hogy a 10-7. abran két darab késleltetést végzé elem talalhatd, de azok bemenetén
¢és kimenetén ugyan az a jel jelenik meg. igy joggal meril fel a megoldas, hogy sszevonva a két
késleltet6 elemet eggyé, csokkentsiik a megvalositas eréforras igényét. A szakirodalomban ez a
kapcsolas ,,Direkt II”” formaként ismert. Az 6sszevonas utani helyzetet a 10-8. abra szemlélteti.
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x[n] bo y[n]

: b,
- >
10-8. dbra. — Alternativ megoldds az eldrecsatoldst és visszacsatoldst is tartalmaz rendszerre. A ,,Direkt 11"

Sforma.
A fenti példaban targyalt egyszertsitési modszer kiterjeszthetS az altalanos rekurziv leirasra.
1 M N
Tehat, ha y[n]:—{Zbkx[n—k]—Zak y[n—k]} és esetleg M # N akkor a megfelels a, , b,
% (k=0 =]
1 N N
értékének nullazasaval az egyenlet alakja: y[n]:—{Zbkx[n—k]—Zaky[n—k]} alakban is
% (k=0 =

felirhat6. A 10-9.abra szemlélteti az el6z6 egyenlet megoldasat végzé architekturat, ennél a direkt I
formanal az elérecsatolasban és a visszacsatolasban szerepl6 késleltets elemek szama megegyezik.
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10-9. dbra. — ,,Direkt I” forma dltalinos architektirdja.

A 10-9. abran szerepld jelek a kovetkezd altalinos torvény szerint szamitédnak: wn] =

YN _obex[n—kl yl[n] = ai [— YN _oaryln—k]+ W[n]] . Az emlitett példa mintajara
0
végezziik el a két alrendszer cseréjét. Ekkor z[n] = ai [— YN _oarz[n—k]+ x[n]] ésy[n] =
0
Y N_0bi z[n — k] (10-10. 4bra és 10-11. 4bra).
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10-10. d@bra. — A ,,Direkt 11" format bevezetd architektsira.
5 A
¥e)
» D
z ZJ'
iy ©

10-11. dbra. — ,,Direkt 11" forma dltalinos architektirdja.

167



Tehat a direkt II forma elénye, hogy hasznalataval minimalizalasra keril a késleltetést végzé
elemek szama. A minimalizalasnak mas modja is lehetséges. Egy modszer szerint ha megfelel6en
csoportositjuk az egyes késlelteté bemeneteibe vezetendd jelet, akkor szintén csokkentheté a
késleltetést végz6 egységek szama. Vegyiik példaul az alabbi DI SISO LTT rendszert:

y[n] = box[n] + byx[n — 1]+byx[n — 2] +
+bsx[n—3] —ayy[n— 1] —ayy[n — 2] —asy[n — 3], (10-2)

Alkalmazva az eltolas mtveletét jelz6 ,,D” operatort, végezziink csoportositast a rendszert leird

modellen:
_ bix[n] — a;y[n] +
y[n] = box[n] + D {+D{b2x[n] — a,y[n] + Dibyx[n] - asy[n]}}} ......... (10-3)

, gy eljutunk alternativ, minimalizalt struktirahoz (10-12. abra).

x[n]

on o~ — o
0 0 0 o]
- -
z' z' z —» <
>
o o~ i
$ $ §

10-12. dbra. — Egy erdforrdsoptimalizalt DI LTI architektsira.
A fenti architektarak alkalmasak DI LTI rendszerek tervezésére és megvaldsitasanak
el6készitésére, legyen az akar szoftveres vagy hardveres megvalositas.
Az irodalomban gyakran talalkozhatunk az eltolasi operator egy masfajta jeliilésével a ( = 7!

jeluléssel. Ennek a jel6lési médnak az az elénye, hogy nem kell a hatvanyokkal. Az impulzusatviteli
figevény késleltetéssel felirt altalanos alakja ekkor:

G(q) _ B(q) — bO +b1q+'“+bnqn
A(Q) 1+aQg+---+a,q

10.1. Diszkrétideji atviteli fuggvények alapjan valo
rendszerosztalyozas

A tovabbiakban roviden foglalkozunk a rendszereknek a diszkrét atviteli fiiggvényiik, vagyis az
impulzusatviteli fliggvényiik szerinti révid osztalyozasaval.

_ Y@ _ Eitobrz™*

A G(Z) - X(2) - Zg:o akz‘k

alak adott az y[n] = ai [ Mobexn—k]l—=YN_a,y[ln— k]] kifejezéssel. A modell valéjaban
0

impulzusatviteli figgvényhez, id6tartomanyban tartozé altalanos
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a bemeneti és kimeneti jelértékek linearis kombinacidjaval adja meg a rendszer aktualis kimenetét.
Az ay, egyutthatok sulyozzak a visszacsatolt jelek értékét az by egyutthatok pedig az elérecsatoldst
hatasat hatarozzak meg. Amennyiben minden aj elem, kivéve ag -at, értéke nulla, akkor
gyakorlatilag a rendszer kimenete csak a bemenet értékeitdl figg. Az ilyen rendszerek valasza a
dirack impulzusra véges ideig tart, tipikusan a rendszer kimeneti jelértéke rendre a by
egyutthatokkal egyezik meg. Az ilyen rendszert véges impulzusvalasza rendszernek nevezzik, ez a
FIR (Finite Impuls Response) rendszer. Mivel a FIR DI LTT esetében a kimenetet visszacsatolas
nélkiil, csak a korabbi bemenet hatirozzak meg, masszoval nem vessziik figyelembe a korabbi
kimeneteket, igy ezeknél a rendszereknél nem jelentkezhet instabilitasi probléma. Esetiikben a
Y(2) _
X(z)

késleltetéssel felirt atviteli fiiggvény alakja G(z) = N_obxz™¥, szorozzuk meg a szamlalot

N
, b —KkZ , . . L, . . e ,
és a nevez6t is zV -el: G(z) = YR=o brz kZ—N , {gy eljutunk az impulzusatviteli fliggvényhez.

N N-k
G(z) = Zk:o% , ahonnan kiolvashatd, hogy a FIR rendszernek N darab pélusa van a nullaban.

Ez a tény is azt igazolja, hogy stabil rendszerrél van sz6. FIR modellel modellezhet6k a nemrekurziv
vagy mozgoatlagi (MA, Moving-Average) folyamatok.

Amennyiben ag-an kivil is van olyan aj elem, mely értéke nem nulla, akkor gyakorlatilag a
rendszer aktualis kimenetére hatnak az el6z6 kimenetek értékei, van visszacsatolas. Az ilyen
rendszert végtelen impulzusvalasza rendszernek nevezzik, ez az IIR (Infinite Impulse Response)
rendszer. Az IIR rendszer esetében rekurziv hatassal, silyozva visszak6szon az el6z6 kimeneti érték.
Mivel az IIR DI LTT esetében a kimenetet visszacsatoljuk, igy ezeknél a rendszereknél jelentkezhet
instabilitasi probléma.

Amennyiben M =0, vagyis a b egyitthatok vektora csak 1 elemd, by # 0, akkor
autoregressziv (AR) folyamatot leir6 IIR egyenletrdl beszélink.

Amennyiben M #0 és N # 0, akkor az IIR impulzusétviteli fuggvény tipikusan rendelkezik
nem nulla zérusokkal és polusokkal, ekkor rekurziv vagy autoregressziv-mozgodatlagi (ARMA)
folyamatrol beszéliink.

10.2. DI LTI SISO rendszer mint sz{ir6d

Napjainkban a digitalis jelfeldolgozas terén szamos esetben alkalmaznak sztréket. A szlrék
feladata altalaban, hogy Osszetevéket valasszanak szét. A jelfeldolgozas esetében a szétvalasztas
egyik modozata a jelben szereplS frekvenciatartalom alapijan torténik. Ami valdjaban azt jelenti,
hogy a sziré bemenetére vezetjik a szirni kivant jelet, a kimeneten pedig megjelenik a nemkivant
OsszetevOk nélkili, modositott bemenet.

Legyen egy DI LTI rendszer impulzusvélasza g[n] melynek Z transzformiltja G(z) =
Z{g[n]}, ekkor az LTI rendszerekre vonatkozo6 a konvoltciéra érvényes szabalyt alkalmazva

Z{y[n] = g[n] *x[n]} 2 Y(2) = G(2) " X(Z) covvoerereeeeeeereeeeeeran, (10-5)
ahol X(z) = Z{x[n]} é;Y(z) N= I:Z'{y[n]} és:
G(2) = 1 DamoOkz ) e (10-6)

X(z) ZN+ 3N (apzN-k)

Az FI LTT rendszerek szirési feladatokra valé alkalmazasahoz hasonléan hasznalhatok a DI
LTI rendszerek a diszkrét jelek tertletén (10-13. abra). A DI szdGr6k moédosithatjak a fazist, az
amplitudot és az FI vel ellentétben rajuk jellemz6 egyfajta csoportos késés is. Kulonb6z4 tervezési
technikak allnak rendelkezésre elvart szirékarakterisztikaju szGrék meghatarozasara. A tervezés
eredménye a szlrd mérete N, alkalmas mintavételi periddusidé Ty, aj valamint by, egytitthatok és
a numerikus formatum. A tervezés eredménye lehet alulateresztd, felilatereszts, savateresztd és
savszlrok (lyukszirék) egyarant. A célul valasztott szlir6karakterisztika jelentésen meghatarozza
az IIR vagy FIR struktira Osszetettségét.
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10-13. dbra. — DI jeleket 534ird tag.

A digitalis szir6 paraméterei meghatarozhatok digitalis szirétervezé modszerek hasznalataval
és FI modszerekkel tervezett szird digitalizalasaval. Fontos megjegyezni, hogy minden esetben
kulcskérdés a megfelels és allandé mintavételi periodusidé Ty megvalasztasa és alkalmazasa, agy a
tervezési folyamat soran, mint a szr6é mikodtetése soran.

A linearis szirék/rendszerek mellett szamos teriileten alkalmaznak nemlinearis DI rendszereket.
A sok érdekes felhasznalasi tertlet kozul talan az egyik legérdekesebb az adaptiv sztrdk
alkalmazasanak tertlete.
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