1.

Pénziigyi feladatok
Diszkrét idé

a. Legyen 7, Z,, ... fiiggetlen és azonos eloszlast valtozd véges varhato értékkel,
és legyen X,,=Z1+---+2Z,, Fn=0(Z1,...,Z,), n>0. Milyen feltételek mellett
lesz az (X,,)°, folyamat martingél, szubmartingal illetve szupermartingél az
(Fn)So, sziirésre nézve.

b. Legyen 7, Z,,... filiggetlen és azonos eloszlést valtozo véges pozitiv varhato
értékkel, és legyen Xo=1, X, =21 -+ Z,,, Fo=10,Q}, F.=0(Z1,...,Z,),n>1.
Milyen feltételek mellett lesz az (X,,)%, folyamat martingal, szubmartingal
illetve szupermartingal a (F, )%, sziirésre nézve.

c. Legyen X tetszéleges integralhato valtozo, és tekintsiink egy (F, )02, sziirést
a valoszintségi mezon. Mutassuk meg, hogy az X,, = E[X|F,], n > 0, sorozat
martingal a megadott szlirésre nézve.

. Legyen (X,,)%, a szimmetrikus folyongés az egész szamok halmazan. Adjunk meg

egy olyan (a,)>, determinisztikus valos sorozatot, hogy az alabbi folyamat mart-
ingal legyen a bolyongas 4ltal generdlt sziirésre nézve:

a. YV, =X?>—a,,n=01,...;
b. Y, =exp(X,—a,),n=0,1,...

. Tekintsiik a kétlépéses binaris piacot a kovetkezs paraméterekkel: ry = 10%, ro =0,

ar = 5%, by = 20%, ay = —10%, by = 10%, By = Sy = 1. Arbitrézsmentes a piac?
Arazzuk be az elGadéson definidlt look-back vételi opcidt, illetve adjunk fedezeti
stratégiat.

. Adott egy egylépéses binaris piac r=10%, a=0, b=20%, By=S,=10, paraméterekkel.

A piacon jelenleg K = 11 aron lehet forward szerz&dést kotni a részvényre. Tehét
lehetGség van olyan szerzédést kotni, hogy az 1 idépontban 11-es aron vesziink 1 db
részvény, illetve olyanra is, hogy ugyanezen az aron eladunk 1 db részvényt. Ez a
szerzGdés mindkét félre kotelezd érvényt, de maga a szerz6dés megkotése ingyenes.
Mit tegyiink? (Fedezeti stratégiat is kérek.)

. Ilyen nem volt az 6ran, de érdekes jaték. Tekintsiink egy olyan egylépéses piacot,

melyen két(!) fiiggetlen részvény van. Legyen ezeknek az ara az n=0,1 id6pontokban
S s S, Feltehet6, hogy Sél) = S[SQ) = By =10, és mindkét részvény ara a binaris
piac szabalya szerint alakul r=0, a =—10%, b=20% paraméterekkel. Kibocsajtunk
egy olyan call opciét, melyben kotelezettséget vallalunk arra, hogy K = 11 kotési
aron eladunk 1 darabot az opcié tulajdonosdnak abbol a részvénybdl, amelyikbdl &
ezt szeretné. Arazzuk be ezt az opciot, és adjunk fedezeti stratégiat. Van tokéletes
fedezet? Matematikai szempontbol mi a baj ezzel a piaccal? Hogyan modosul a
feladat megoldésa, ha kizérjuk annak a lehetGségét, hogy egyszerre mindkét részvény
ara lefelé valtozik?



6. (Lehet, hogy ez a feladat volt gyakorlaton.) Egylépéses piacon legyen By =(147r)By,

hogy C > (So— K/(1+71))".

7. Hatarozzuk meg az el6adason definialt buttery spread illetve a straddle kifizetési
fiiggvényét. Milyen kapcsolat van a buttery spread és a straddle arbitrdzsmentes
ara kozott? (Igen, ez utdbbi trivialis. )

8. Egylépéses piacon a részvényre kotott europai call opcid arbitrazsmentes dra mo-
notonitas szempontjabol hogyan fligg az r kamatratatol, a K kotési artol és az S
részvényartol?

9. Digitalis opcionak nevezziik azokat az opcidkat, melyeknél a kifizetési fiiggvény csak
a 0 és az 1 értéket veszi fel. Tekintsiink most két olyan digitdlis opcidt, mely azonos
részvényre szol azonos T lejarati idével. Az egyik akkor fizet, ha a részvény ara
a T idGpontban elér egy adott K kotési arat, mig a mésik pont akkor fizet, ha a
részvény ara ezen K kotési ar alatt marad. Milyen matematikai kapcsolat irhato fel
a két opcid arbitrazsmentes ara kozott?

10. Hatarozzuk meg a diszkrét idejd szimmetrikus bolyongés Doob-felbontasat.
11. Ehhez a feladathoz elég a BSc-s ismeretanyag, a fogalmakkal kellképben lenni.

a. Legyen a p illetve a v valdsziniiségi mérték a standard normalis illetve az 1
paraméterii exponencialis eloszlas a valds egyenesen. Ekvivalens a két mérték
egymassal 7 Ha az egyik abszolut folytonos a masikra nézve, akkor adjuk meg a
kapcsolatos Radon-Nykodim-derivaltat. (Tipp: Hasznaljuk ki, mindkét mérték
abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.)

b. Legyen X :Q — R standard normaélis eloszlast valtozo az (2, A=o(X), P) val.
mez6n. Definidljunk egy olyan () val. mértéket ezen a mez6n, mely alatt X
exponencialis eloszlasi 1 paraméterrel. Adjuk meg a d@)/dP Radon-Nykodim-
derivaltat is.

Folytonos id&

A feladatsorban (W;) Wiener-folyamat, és az (€2, A, P) valoszintiségi mez$ a generalt
filtracioval van ellatva.

1. a. Mutassuk meg, hogy az X; = W' —6tW2+3t? folyamat Ito-folyamat. Az (X;)
folyamat martingal?

b. Legyen f=f(t,z)€C"2. Milyen feltételek mellett lesz a W2+ f(t, W) folyamat
martignal ?

2. Tekintsiik az Ornstein—Uhlenbeck-folyamatot:

t
X, = etx—i—/ e~ =) g,
0



a. Mutassuk meg, hogy az OU-folyamat megoldasa az alabbi sztochasztikus dif-
ferencialegyenletnek:

dXt = —Xtdt+th, XO =2xT.
(Tipp: Alkalmazzuk az Ito-formulat a diffegyenlet (X;) megoldéasara és az
f(t, z) = e'x figgvényre.)
b. Adjuk meg az X; valtoz6 varhato értékét és szorasat.

c. Mutassuk meg, hogy exp(X?—t) martingal. (Tipp: Mutassuk meg, hogy ez az
folyamat Ito-folyamat.)

d. Tetsz6leges o és [ valds szamok esetén oldjuk meg a kévetkezs sztochasztikus
differencidlegyenletet :

dXt = —(Oth—Fﬂ)dt—l—th, X() =X.

. Az Tto-formula alkalmazasaval irjuk fel az alabbi integralokat g(t, W)+ f(f h(s, Ws)ds
alakban, ahol g és h megfelelg determinisztikus fiiggvények.

a. [, W2dW,

b. fot sin W,dW,

. Legyen (S;) arészvény ara a Black-Scholes-modellben, amit a (1W;) Wiener-folyamat
hajt meg, tovabba legyen (Wt) egy ettdl fiiggetlen masik Wienet folyamat. Fejezziik
ki a d(S;W;) és a d(StWt) differencialokat a dt, dW,; és dW, differencialok segitségé-

vel.

. Tekintsiik a dX; = v/ X;+1dW;, Xy = 0, dinamikéval definialt folyamatot. Adjuk
meg az EX, és az EX? varhato értéket. (Feltehet, hogy F [i X,ds = [} EXds.)

. Legyen (W;) Wiener-folyamat a P valosziniiségi mérték alatt. Adjunk meg egy olyan
() valoszintiségi mértéket, mely ekvivalens a P-vel, és ami alatt az X; = W, +sint,
0 <t<T, folyamat Wiener-folyamat. Az ekvivalenciat kérem bizonyitani.



