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1. O ld ju k  m eg a következő  egyen le te t:

\Jx — 6 +  v/ 6 — x = x 2 — 5x — 6.

M egold ás. V izsgáljuk  az E T .-t!
A  b a l o ldalon

x — 6 >  0 x > 6 1 „
6 — x >  0 ^  6 >  4 x  =  6

L egfeljebb egy m egoldas van , am it ellenőrzessel m eg is kapunk . 
T eh a t a m egoldas: x  =  6 .

2. O ld juk  m eg a következo  egyen le te t:

\ A  — x 2 +  y / x 4 -  1 =  3X — log3(2 +  x 6).

M egold ás.
V izsgáljuk  az E T .-t:

1 — x 2 >  0 |x | <  1 1 x i  =  1
x 4 — 1 >  0 |x | >  1 J x 2 =  —1.

V izsgaljuk  ez t k e t e rtek e t:

x 1 =  1 : 0  =  3 — log3 3 =  2

? 1 2
x 2 =  - 1  : 0 =  -  -  log3 3 =

N incs m egoldas.

3. O ld ju k  meg: sin  —  

M egold ás. Legyen

x 2 — 4x +  5.

f ( x )  =  sin  — ,

g (x )  =  x 2 — 4x =  5 =  (x — 2)2 +  1.

M ivel R f  =  [—1; 1], R g[1; to). így  R f  0  R g =  {1}, azaz 
1)

n x  n
sin  —  =  1 -<=>- —x = 

4 4
n
— h 2nk 
2

nx  =  2n +  8n k , k £ Z  

x  =  2 +  8k, k £  Z.
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2)
x 2 — 4x + 5  =  1 x = 2.

M egold ás. x  =  2.
Megjegyzés. I t t  az é rték k ész le t v iz sg á la ta  vo lt hasznos.

4 . O ld juk  meg:
x  — 2x  + 1  7
------ö---------- =  sin  x  +  3

x 2 +  3

E .K .

E .K .: (a |lé te z ik  x  £  E .T .f  : f  (x) =  a}

M o.:
x 2 — 2x +  1 

x 2 +  3
=  a

x 2 — 2x +  1 =  a x 2 +  3a 

0 =  (a  — 1 )x2 +  2x +  3a — 1

a )  a = 1  = ^  x  =  —1 
P) a = 1 ,  akkor D  >  0

4 — 4 (a  — 1 )(3a  — 1) >  0

Á bra:

3 a2 4 a  0

a 0 ;

E .K .b :
4

0; -
3

E .K .j : [2; 4]

E .K .b n  E .K .j =  0 = ^  N IN C S M .O .

M egj.
x 2 2x +  1 4

x 2 +  3 3
— ~ +  (x +  3) 12

3
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M o.:

F O N T O S : E .K .

x = -3
É.K .b :

E .K .j :

0 ;
4
3

'4
3 ’ ° °

5. H a tá ro z z u k  m eg az a láb b i függvények é rték k ész le té t:
a) / ( x ) =  sínre +  cos re
b) / ( x ) =  V3  s in  x  +  cos x
c) f  (x) =  5 sin  x — 12 cos x  

A d a)

f (x ) sin  x  + cos x
2 2

=  V2  s in (x  +  45°)

M ivél 1 <  s in (x  +  45°) <  1

É K . /  =  [

A d  b)
/ ( x )  =  - \/3 c o sx  +  s in x  =

= 2
V3 1
—  c o sx  H—  s in x  
2 2

=  2 [sin 60° cos x  +  cos 60° sin  x] 

=  2 s in (x  +  60°)

M ivél 1 <  s in (x  +  60°) <  1

É .K ./  =  [—2; 2]

A d c)
f  (x) =  5 sin  x  — 12 cos x  =

=  \J  122 +  52
5 12

--- : S Ín X ------  :
\ / l 2 2 +  52 \ / l 2 2 +  52

=  13
5

—  s in x  — 
13

1 2

L3
cos x

_cos ^ sin ^

=  13 s in (x  +  ^ )  

É .K . : [—13; 13].

cos x  =
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6. H a tá ro z z u k  m eg az
x

függvény e rtek k esz le te t.

I. M o.:

Es:

kell, azaz

azaz

f  (x ) =
\J  \ — x 1

x x

\J  1 — x 2
=  a

1 — x 2
= a 2

x 2 =  a 2 a 2 x 2

x 2(1 +  a2) =  a 2 

x =
a

1 +  a 2

1 -  x 2 >  0

1 >  x 2, 

a 2
1 >

1 +  a 2

m ind ig  te ljesü l.
= ^  E .K . ( - r o ;  ro ) , azaz m in d en  a az E .K . p o n tja .

II. M o.:

x  =  sin  t 

sin  t

n  n
------<  t < -

2 2

f =
sin  t

\ / l  — sin2 t cost
=  t g t

Á bra:
E .K .: ( - r o ;  ro )

7. H a ta ro z z u k  m eg az

függveny e rtek k esz le te t.

f ( x )
x

\ / l  + x 2
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I. M o.:
x

= a
\J \  +  x 2

x 2 =  a 2(1 +  x 2)

/■. 2\ 2 2 (1 — a )x = a

x =
a

1 a2

N y ilv án  1 — a 2 >  0 kell, azaz

|a | <  1 = ^  E .K .(—1; 1)

II. M o.:
n  n

x  =  t g t ,  t G [ -

f  =
tg  t tg  t

1 +  tg 2í  __ 1
=  tg  t  cos t  =  sin  t

cos2 t

E .K . : (—1; 1)

8. O ld ju k  m eg a következő  egyen leteket:
a) 2x +  3x =  2;
b) 2x +  4x =  2 ■ 5x ;
c) 2x +  4x =  2 ■ 5x (x 3 +  1).

M egold ás.
a) f  (x) =  2x +  3x f  (x) =  2-nek legfeljebb egy m ego ldása  van. K o n n y ő  la tn i, hogy 

x  =  0 m egoldás.
b) I t t  a b a l o ld a lo n  levő es a jo b b  o ld a lo n  levő fuggvenyek is m o n o to n  nőnek.
N ezzuk a következő  a ta la k í ta s t  (osszuk vegig  5x-szel):

2
5

x

+

x

i) 2.

így  az f ( x )  = 

x  =  0-n á l veszi fel, te h á t  x

l  te h á t  csak  legfeljebb egy helyen  veszi fel a 2 e rte k e t. E z t 

0 a m egoldas.

x
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c) A lka lm azzuk  i t t  is a leosz tást:

e )  +  ( e > ^ 3 + 1 >-

Itt a bal oldal szigorúan csökken, a jobb oldal pedig | ,  így legfeljebb egy megoldás van, 
ami itt is könnyen adódik: x =  0.

9. Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszert:
(1) x -  y =  2y -  2x;
(2) x 2 +  y2 =  1.
M egold ás. (1 )^  x +  2x =  2y +  y; mivel f  (t) =  t +  2* ezert f  (x) =  f  (y) ^  x =  y.

(2) 1/2 V 2 /
T eh á t x = y K=é- 2x2 = 1 ^  x  = ± - ^ - , y  =  ± - ^ - .  íg y  a m egoldás:

v/ 2  , v/2 _
"2” ’ ~2~

es

2 2
M eg jeg y zés . I t t  te h a t  a m o n o to n ita s t h aszn a ltu k .

10. Oldjuk meg a
\ /  x 2 — x  +  2 =  -\Ac +  7 — vúc — 1

egyenletet.
M egold ás. Nezzök eloszor az ET.-t:

x +  7 >  0 1 x  > —7 .
x — 1 > 1 J x > 1

Az egyenlet ET.-a: x > 1 (hiszen a bal oldal minden x-re ertelmezett. Miert?). 
Vizsgaljuk a monotonitast.
A jobb oldalon alkalmazzuk a kovetkezo trukkot (beszorzunk a konjugalttal):

g(x) = \Jx +  7 — \ j x  — 1 =  

8

x +  7 — (x — 1)

\Jx +  7 +  \Jx — 1

t  t

\Jx +  7 +  -\/ec — 1 

• g (x )  í  az [1; ro )-en .

A bal oldalon a gyökjel alatt egy parabola van, amelynek csúcspontja: ( ^ ) , hiszen

2 1 A 2 1 /  A 2 7x 2 — x + 2 = \ x  --------\- 2 = \ x  H— .
2 / 4  \ 2 / 4
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A zaz a h(x) = \Jx1 — x  +  2 függvény f  az [1, c>o)-en, te h á t  h(x) = g(x)  csak  legfeljebb egy 
é r té k re  á llh a t fenn, az t v iszon t k ö n n y ű  lá tn i, hogy x  =  2 m egoldás.

11. O ld juk  m eg a következő  egyen le te t:

(*)

\  s in  x

1 21/ .
/  \  cos X  

1
2 ^

sin  x  =
( 2 )

y c o s  x.

M egold ás. V izsgáljuk  a m o n o to n itá s t (E T : ( - r o ;  ro ) es az EK . v izsg á la t rem eny- 

te le n ) . Legyen f{u)  =  -  2éfü. M ivel |  és 2éjü -  2\ fü  J,=> f{u)  =

1 "
(  ^  )  ~  \ /ü  j .  T e h á t f ( x )  = f ( y ) <S=t x  =  y, azaz

n
(*) s in x  =  c o sx  x = — +  kn, k G Z,

azaz ezek a m ego ldásai (* )-nak .

12. O ld juk  meg:

(*) a/ 7 +  v/T +  x =  x

M o.: Legyen / ( x )  =  \ /T+lc,  ekkor

(*) f  ( f  (x )) =  x  a lakű .

T ete l. Ha f  akkor az alábbi két egyenletnek ugyanazok a gyökei. 

(1) f  ( f  ( x ) ) =  x

(2) f  (x) =  x

B izonyátás.
I. T együk  fel, hogy x o m ego ldása  (1)-nek , azaz f  ( f  (x o )) =  x o es m egis f  (x o ) =  x o ,

azaz
0) f  (x o ) >  x o vagy 
00) f  (x o ) <  x o .

D e m ivel /  | ,  így 0) = > - f ( f ( x o)) >  f ( x o), am i e llen tm o n d  0 )-nak .

XQ
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M ivel f í , így 00) = f  ( f  (x 0)) <

xo
e llen tm o n d  00)-n ak , azaz v a ló b an  f  (x0) = x 0, azaz x 0 m ego ldása  (2)-nek.

II. T együk  fel, hogy x 0 m ego ldása  (2 )-nek , azaz

f  (x 0) =  x 0 = ^  f  ( f  (x 0)) =  f  (x 0) =  x 0j

azaz x 0 m ego ldása  (1)-nek.
Igy v a ló b an  a k e t egyenlet ekv ivalens (ugyanazok  a gyökei). 
= ^  E leg  m ego ldan i az

f ( x ) =  x  -<=/- V 7 +  x = x  egyen le te t

x 2 — x  — 7 =  0 -<=/- x  =
1

2

M o .:  x  =
1 +

2
FONTOS:í  M O N . N O V .

13. O ld ju k  m eg a következő  egyenlete t!

2 + 2 — v/ 2 +  x = x

M e g o ld á s .  H ol a p a ra m e te r?
P r ó b á lk o z á s :  ___________

2 +  a /  2 — \ /2+~x  =  x 2 =>•

=> 2 — a/2 +  a: =  (x2 — 2)2 =>• 

^  2 +  x  =  (2 -  (x 2 -  2)2) 2.

T r ü k k :  cos <p\ cos2 ip = 1+c°s 2 y , s in 2 y? =  1 c°s 2 y .
M ivel x  >  0 és 2 — \j2 + x  > 0 2 >  \j2 + x <3­

4 >  2 +  x  ^  2 >  x; te h a t  0 <  x  <  2.

D e 0 < ( / ? < | : = ^ 0 < 2  cos ip < 2.
T e h á t :  x  =  2 cos <p vehető ; ilyen a la k b a n  keresem  a m ego ldast.
így _______

\J2 +  x  =  y / 2 + 2  cos p> =  w ■4 cos2 ^  =

= 2 cos — 
2

o ^  2 cos —.
2

f  (x 0), am i
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2 — \J2 +  x = 2 — 2 cos ^  =

ia ■ 2 o • V = \ 4 sin  — =  2 sin  —.

így

2 +  \ / 2 — \/2 + x  = \ /2  + 2 sin  ^  =

=  A / 2 +  2 cos ( |  -  ^  ) =

=  4 / 4 cos2 ( — — ^  ) =
4 8

„ ,'n p
= 2 c o s ---------

,4  8

i'n p \2 cos ( - —  — ) =  2 cos p  
4 8

7T p\
COSU  '  8> =C° S(P

4 8

$

n  9 8n  2n-  = - m  pp p ----= --  = 4 0
4 8 ^  ^  36 9

T eh á t a m egoldás: x = 2 cos 40° «  1, 532088886 . . . .

14. B izo n y ítsu k  be, hogy az x |x  +  2p| =  p eg yen le tnek  a p p a ra m e te r  b a rm e ly  e rtek ere  
p o n to sa n  egy m ego ldasa  van!
I. M ego ld ás. Legyen x  az egyen le t gyöke. H aro m  e se te t fogunk v izsgaln i aszerin t, 

hogy x  +  2p  =  0 ; x  +  2p  >  0 vagy x  +  2p  <  0 .
a) H a x  +  2p =  0, akkor csak  p  =  0 lehe t, ekkor v iszon t x  =  0 az eg y e tlen  m egoldas.
b) H a x  +  2p >  0, akkor az eg y en le tö n k  x 2 +  2px — p  =  0 a la k b a  írh a tó ; ennek  gyökei 

x i  = —p  +  \Jp2 +  p vagy  X2 = —p — \Jp1 +  p, aho l p ^  0 .
Az x \  +  2p >  0 , h a  \Jp2 +  p > —p, vagyis h a  p > 0 . U gyan is a négyzetgyök  a la t t i  

p 2 +  p  =  p (p  +  1) akkor p o z itív , h a  vagy p  >  0 vagy p  <  —1. Ez u to b b i azo n b an  nem  
lehetséges, m ert ekkor \Jp2 +  p < —p vo lna. T e h á t x \  gyöke az e re d e ti egyen le tnek , h a
p > 0 .

Az X2 + 2p > 0 , h a  —\Jp2 +  p > —p, am i egye tlen  p-re  sem  igaz. Az X2 te h á t  nem  
gyöke az e re d e ti egyen le tnek .

c) H a  x  +  2p <  0, akkor az eg y en le tö n k  x 2 +  2px +  p  =  0 a la k b a  írh a to . E n n ek  gyökei

X3 = —p +  \Jp1 — p vagy  X4 = —p — \Jp2 — p.
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Az x-3 +  2p < 0 , h a  \Jp2 — p < —p, am i eg y e tlen  p-re  sem  te ljesü l. Az x 3 te h á t  nem  
gyöke az e re d e ti egyen le tnek .

Az x-4 +  2p < 0 , h a  — \Jp2 — p < —p, vagyis h a  p < 0 . E k k o r p2 — p > 0 , te h á t  X4 
gyöke az e re d e ti egyen le tnek , h a  p < 0 .

Ö sszefoglalva: p  =  0 ; p  >  0 , ille tve  p  <  0 e se tb e n  is eg y e tlen  gyök van  (x =  0 ; x  =  # i ,  
ille tve  x  =  x 4). (Felvételi 1990)

II. M ego ld ás. (F ü g g v en y tan i)
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15.

• •

•  •  •

•  •  • •

• •

H a tá ro z z u k  m eg a m egoldások  sz ám á t a függvényében  a következő egyenlet esetén!

\x +  2 | =  ax  + 1.

I. M ego ld ás.

a) x  +  2 >  0 ^  x  >  - 2.

- 2

x  +  2 =  ax  + 1  ^  (1 — a)x  =  - 1.

a = 1, akkor n incs m egoldás.
1, akkor x = a m egoldás.

K érdés: >  — 2 m ilyen  a -ra  te ljesü l?
a > 1, akkor ^ -j-  >  —2 1 >  —2a +  2 <^>a >  -j, azaz, h a  a > 1, akkor a [—2; oo)-ba
esik 1 ilyen megoldáas.
a <  1, akkor a  <  ^ ad ó d ik , azaz ilyen a -ra  akkor esik m egoldás a [—2; oo)-ba , h a
a < \ .
b) x  +  2 <  0 ^  x <  —2.

---------------------------------- o----------------------------------
2

x  +  2 =  — ax — 1 ^  (1 +  a)x  =  —3.

a =  —1, akkor n incs m egoldas. 
a ^ - 1, akkor a: =  j=ph a m egoldás.
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K érdés: — < — 2 m ilyen  a -ra  te ljesü l?
•  •  •  a > —1, akkor —y-y— <  —2 yy —3 <  —2 — 2a <=>- a < h, te h á t  h a  — 1 <  a < akkor7 i + a 2  2 7

van  (—ro; —2)-b e n  1 ilyen m egoldás.
•  •  • •  a < — 1, akkor =>- a > ^ te h á t  ilyen a - ra  n incs m egoldás.

M in d en t Összevetve:
-  H a  — 1 <  a < akkor ké t m egoldás van , h iszen  a) és b) e se tb e n  is 1-1.
-  H a  a < — 1, akkor az a) eset ad  1 m eg o ld ást, b) nem , te h á t  ekkor egy m egoldás van.
-  H a  |  <  a < 1, akkor n incs m egoldás (ld. a) m áso d ik  és u to lsó  p o n tjá t) .
-  H a  a > 1, akkor egy m egoldas v an  (ld. a) h a rm a d ik  p o n tja t) .
-  H a  a = -j, akkor egy m egoldás van  (ld. a) u to lsó  p o n tjá t) .

II. M ego ld ás.

a = 1
i  <  a < 1

— 1 <  a < \  
a =  —1 
a < —1 
a > 1

N IN C S
N IN C S
1 m egoldas
2 m egoldas 
1 m egoldas 
1 m egoldas 
1 m egoldas

III. M egold ás.
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(In n en  leo lvasható )

a =
- i  +  \x + 2\ / a=1+ i ’

X  \ a = _ i _ l  x< _ 2
X

16. H any  m ego ldása  v an  a

logl/16 x  = ± V
16

egyen le tnek?
M egold ás.
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(fe lü le te s!)
” Objection?”
N ézzük a következőt:

y 1 = 16
; y2 =  lőg i / i 6 X

x
1

1 1 / 1  1 \
V2 ■ X  = - - n e l  azaz I -  I r a j t a  van  y2-n

1 1 í  1 1  \y 1 ■■ X  = - - n e l  azaz I -  I r a j t a  van  y i -n

1 1 í  1 1  ^y2 ■ x = - - n e l  azaz I -  I r a j t a  van  y2-n

1 1 í  1 1  \y 1 ■■ X  = - - n e l  - ,  azaz I -  1 r a j t a  van  y i -n

leg a láb b  ké t m egoldás van: x = - ;  x = -  és m ég egy b iz to s  az y =  x  egyenesen  (inverz
4 2

m ia tt) .
LD. M E L L É K L E T : C o m p u te r  a lta l  k e sz íte tt  ab rak .
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T A N U L S Á G !*
P R O B L É M A . Milyen 0 < a < 1 esetén van több megoldása az ax = loga x egyenlet­

nek?
Á llítás: akkor és csak  akkor, h a  0 < a < e- e .
B izony ítás: Légyen A o lyan  szam , am ely re  ax =  A (azaz aho l az y =  x  egyenest m etsz i 

a k e t gö rbe). T ö b b  m etszesp o n t akkor es csak  akkor van , h a  3 x  >  A, am ely re  az

f ( x )
a

x

x
1 té ljésü l.

V együk f  d iffe ren c ia lh an y ad o sa t, azaz

f  ' (x)
a
x

x

[ax ln (a x) ■ ln a 1].

a )  H a e e < a, akkor

(1) —e <  ln  a < 0 .
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M ásrész t, m ivel a y y ln y  függvénynek
1
e

b e n  v an  m in im u m a  (ez függvényvizsgá­

la t ta l  könnyen  ad ó d ik ), es ennek  e rtek e
1
- ,  ezert 
e

1
----- <  ax l n a x <  0

(2) e

(m ivel x > 0 , ezert ax < 1). 

Az ( 1) es (2) ö sszeszorzasabó l v iszon t az adód ik , hogy

(3) 1 >  ax ln  ax ln  a > 0, 

am ibő l f  '(x )  <  0- t k a p ju k , am i az t je len ti, hogy

f  (x) I  .

V iszon t /(A )  =  1, így az t k ap ju k , hogy 3 x  > A úgy, hogy f ( x )  = 1 te ljesü ljön .

[3) H a a = e~e, akkor ax = A e~Xe = A =>- A =  így, h a  x > A, akkor ax ^  ax =

A =  - ,  am i az t je len ti, hogy (2) -b e n  a b a l o ld a lo n  <  je l van , azaz f ' ( x )  < 0 eb b e n  az

ese tb e n  is, és m ivel /(A )  =  1, ezért 3 x  > A, hogy f ( x )  = 1 legyen.
Y) H a 0 < a < e- e , akkor

(4)

1 1

A ̂  = a < e ~ e = ( e - 1) ^

M ivel a z 
e - 1 , am ibő l

1

y y függveny növo a (0 , 1)-en  (ld. függvenydiszkusszio ), ezert ( 4 ) ^  A <

(5)

1

A ^  = a < e _1/ A

adod ik .

In n en  ax ln  ax ln  a — 1 A2( ln a )2 - 1  >  A2
V  - 1

2

0, azaz / ' ( A) >  0 és /(A )  =  1,

te h a t  A-nak van  o lyan  jo b b  o ldali kö rnyezete , aho l f  (x) >  1. V iszon t f  (1) =  aa < 1, így 
a B o lz a n o -D a rb o ü x - fele tü la jd o n sa g  m ia tt  a (A; 1) in te rv a llu m o n  valaho l kell, hogy az 
f ( x )  = 1  te ljesü ljön . Ezzel a b izo n y ítá s  kész.

M eg jeg y zés . A fen tiekbő l adod ik , hogy  0 < a < e-e  e se ten  (a  sz im m e tria t figyelem - 
beveve) leg a lab b  3 m etszesp o n t van. T o b b  azo n b an  nem  lehet, m ert h a  a g (x )  =  ax — loga x
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függvénynek  3-nál tö b b  zéróhelye lenne, akkor a R olle-féle k ö z é p é rté k té te l szerin t a 

g'(x ) =  ax lna — —-—  függvénynek  leg a láb b  3 zérushelye  lenne, am i ekvivalens azzal,

hogy az a x ln  a  =

x  ln  a 
1

x  ln  a
x ( ln a )2 =  a  x eg yen le tnek  leg a láb b  3 m ego ldasa  lenne, am i

v iszon t az a x függvény szigorü  konvex v o lta  m ia tt  leh e te tlen , h iszen  egy egyenes egy ilyen 
g ö rb é t legfeljebb 2 p o n tb a n  m etszh e t.

M eg jeg y zés . — c c (ezért lá tsz ik  nehezen  az első áb rá ró l, hogy 3 m egoldás

van).
15 ,15

17. O ld ju k  m eg c o s (s in x )  >  s in (c o sx ) egyen lő tlenséget. 
M egold ás. E lőszor o ld ju k  m eg a

(*) cos(sin  x ) =  sin (cos x ) egyen le te t.

a)

b)

(*) sin
n
----- s im r
2

sin  cos x

----- s im r =  cosx  +  2kn
2

$

sin  x  +  cos x
n
----- 2kn
2

71 •7T — I ------- S Í M
l  2

cos x  +  2k n

$

sin  x  cos x  =
n
---- h 2kn
2

M ivel | s im r +  c o sx | <  \J2 és | s im r — c o sx | <  v 2 ,  így a) és b) soha  sem  áll fenn, te h á t  
(* )-nak  n incs m egoldasa.

T ek in tsü k  az f  (x) =  c o s (s in x )  — sin(cos x ) függvényt. N y ilv án  f  (x) >  0-t kell m eg­
o ldan i. D e f (0) =  1 — sin  1 >  0 és f ( x )  =  0 m in d e n ü tt , így f ( x )  <  0 nem  lehe t (ld. a 
fo ly tonos függvény B o lz a n o -D a rb o ü x  tü la jd o n s á g a ) = ^  f  (x) >  0 V x -re , azaz az e red e ti 
egyen lo tlenség  m in d en  x -re  te ljesü l.

18. H aso n lltsü k  ossze a log15 16 és lo g16 17 szam okat! (M elyik  a nagyobb?)
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ln (x  +  1)
I. M egoldás: Legyen f ( x ) =  \ogx {x +  1) =  --------------- és te k in tsü k  ( l ,o o ) - n  ez t a

függvényt.
ln  x

f  ' (x) =

In a ;--------------- ln (x  +  1)
x  + 1  x

ln 2 x

x  ln  x  — x  ln (x  + 1) — ln (x  +  1) 

x (x  +  1) ln2 x

x
x  l n ------------ln (x  +  1)

x  + 1
x (x  +  1) ln2 x

x
<  0 és ln (x  + 1) >  0 = ^  a szám láló  <  0 és a nevező >  0 = ^  f ' < 0 = ^  fM ivel ln

x  + 1
azaz lőg15 16 >  lő g16 17 .

1,02383 1,02186...
M eg jeg y zés . P l.: lőg1ooo 1001 >  lő g W01 1002 is jö n  így.

'--------v--------'  '--------V--------'
1,000144692 1,000144524

II. M ego ld ás. T udjuk :
a  +  b 

2 >  yab,  h a  a > 0 , b > 0 .

lőg15 16 1

i°gi6 i7 Y ^ög^T^lög^Tr 

2 2
>

lőg16 15 +  lőg16 17 lőg16 15 ■ 17

(*)

>

?
> 1

(*) 2 >  lő g16 15 ■ 17 256 >  15 ■ 17 256 >  255 = ^  v a lő b an  lőg15 16 >

lőg16 17
Megjegyzés. Ezzel a m ódszerre l is a lta la n o sa n  is b izo n y íth a tó , hogy

lőgx (x +  1) >  lőgx+1 (x +  2), h a  x >  1.

19. O ld juk  m eg a következő  egyen le te t:

\Á c2 +  1 +
\ / x 2 +  1

=  \ /  2x2 — Ax +  5 +
y/2x2 - 4 x  + b

1

1
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M egold ás. T ek in tsü k  a következő függvényt:

f  (u) 'u +

M ivel

f  ' (u) =  V 1''2
2

=  V 3-'6 
2

=  u -8/6

----- u
3

1
----- u

3

- u5/ 8

1

2

4 / 3

8 / 6

1
3

>  0 , h a  u  >  1.

V iszon t x 2 +  1 >  1, 2x2 — 4x +  5 =  2[x2 — 2x] +  5 =  2(x  — 1)2 — 2 +  5 >  1.
T eh a t m ivel f  (u) |  az (1; w ) - e n  = ^  f  (a) =  f  (b) a  =  b (a  > 1, b > 1 ese ten ).

A zaz x 2 +  1 =  2x2 — 4x +  5 x 2 — 4x +  4 =  0 (x  — 2)2 =  0. T e h a t x 0 =  2 az egyetlen
m egoldas.

Megjegyzés. I t t  fe lsőb b  m át. m ódszer k e lle tt. (B a r a fe lad a t ” elem i” .)

20. O ld ju k  meg:
x 5 — 10x3 +  50x — 41 =  0.

M egold ás. x 0 =  1 m egoldas.
E kko r x 5 — 10x3 +  50x — 41 =  (x  — 1 )(x 4 +  x 3 — 9 x 2 — 9x +  41) =  0. 
Kérdés: V an-e tü b b  m egoldas?
E leg  m egoldan i.

x 4 +  x 3 — 9 x 2 — 9x +  41 =  0?? nehez!

T e rjü n k  v issza  az e rede tihez . Legyen f  (x) =  x 5 — 10x3 +  50x — 41. 
T együk fel, hogy  3 (x i  =  xo =  1).
E kko r a R o lle -te te l szerin t:

f '{x)  =  5x4 — 3 0 x 2 +  50 =  0 -nak  kell,
s-----------v-----------/

(*)

hogy legyen m egoldasa.
D e (* )-nak  a d iszk rim in an sa  <  0 = ^  n incs valos m egoldas. Ez e llen tm o n d as, te h a t  

n incs m asik  m egoldas.

21. O ld ju k  m eg a koüvetkezőo egyen le trendszert:

2 t g x  — 2 t g y =  (x — y )2 ( 1)

x 2 +  y 2 =  1. (2)
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n  n
M e g o ld á s .  (1) fennáll, h a  x  =  |/ és a; 7̂  — +  kn, y ^  — +  kn.  E k k o r (2)

2 2

—  .illetve —

Kérdés. V an-e tö b b  m egoldás?
V an-e o lyan  m egoldás, ahol x  =  y?
V ehető  x  >  y (sz im m etria  m ia tt)
T együk  fel, hogy  3 x  >  y m egoldas.
, N tg  x  — tg  y
(1) 2 • —-------- — = x - y  (3)

x —y

(*)

(**)

(*) — 2 • 2
cos c

(**) <  2.
1

V iszont 2

n n

cos2 c

- - < - 1 < y < c < x < 1 < -

2.

L agrange-fe le  ko zep ertek -te te lb ő l.

T eh á t (3) b a l o ld a la  >  2 és jo b b  o ld a la  <  2, így e llen tm o n d ás, azaz 3 tö b b  m egoldás.

22. B izonyátsük be, hogy sin  1 irrac io n á lis  szam .
x 3 x 5 x 7

M e g o ld á s ,  sinx  =  x — —  +  —  — — *** T ay lor-sor

í g y S t o L l - l  +  l - l  +  l-... (.)

T együk fel, hogy  sin  1 =  -  ( p , g 6 Z ).

Szorozzuk b e  (*) m in d k e t o ld a lá t (2q +  1)!-sal:

p
- ( 2q +  1)! =  (2q +  1)!
q

1 1
1 ---------h —

3! 5!

1 1 | ^  1 
1 _  3! + " ' ±  (2q + l ) !

egáesz 

=  ±  (2q +  1)!

p
(2q +  1) ! +  - ( 2q +  1)! = 

Q
egáesz

+
(2q + 3 ) !  (2q + 5 ) !

“ V “
(**)

B e lá th a tó  (**)-rol, hogy nem  egesz, azaz 0 <  ** <  1 es ágy e lle n tm o n d a st k a p tu n k , 
m ert a b a l o ldal v iszon t egesz.

1 1
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Megjegyzés. 0 <  ** <  1 k ö nnyen  b izo n y íth a tó , h a  a [ ]-bol k iem eljük
1

„N1-t és 
(2 q +  3)!

ü ta n a  eszrevesszük, hogy a szögletes z á ró je lb e n  levö e rte k  <  1, így a szo rza t is b iz to s  <  1.

*
23. A ll n irracionalis

a
Biz. Tfh 7r =  - ,  ahol a,b G N+ . 

b

Tekintsük a g(x) = - ^ x n (a — bx)n fgv-t. Nyilván g{x) =  —̂ {A0x n +  A 1x n+1 + • • - + A nx 2n), 

ahol Ao, Ai ,  A 2 , . . . , A n G Z .

1. R észá llítá s .
a) g(0) =  g'(0) =  ••• g ( n - l ) (0) =  0
/3) g ( n ) (0), g ( n + l ) (0) , .. . g ( 2 n ) (0) egesz szamok.

Tehát g (0),g ' (0), . . . ,  g ( 2 n ) (0) G Z .

2. R észá llítá s .
a ) g (n ) =  g '(n) =  ■ ■ ■ =  g ( n - l ) ( n ) =  0 
3 ) g (n)( n ) ,g (n + l)( n ) , . .  . g (2n )(n) egesz szam ok

Megjegyzés, t = a —bx h e lye tte s íté sse l x = n = —-re t =  0 lesz, így ad ó d ik  az előző p o n th o z  

hason loan .

T ehat g (n) ,g,(n) , . . . ,  g (2n) (n ) G Z .
A zaz osszegezve:

(1) j ( 0 ) , g ' ( 0 ) , . . . , j (2n>(0) G Z

(2) g(n) ,g ' (n ) , . . . g (2n )(n ) G Z 
T ek in tsü k  (p arc ia lis  in teg ra lassa l):

F  (x) = sin  xg(x)dx  =  — cos xg(x) +

J  cos xg ' (x )d x  =  — cos x g (x )  +  s in xg'(x) —

J  sin  xg' '(x)dx  =  — cos x g (x )  +  sin  x g '(x )  +  

cos x g ''(x )  +  ■ ■ ■ ±  cos x g (2n)(x)

A N -L  fo rm ulabo l

(3) f  s in x g (x )d x  =  F ( n )  — F (0) =  egesz szam  (ld. (1), (2)). 
o

22



V ilágos: sin  xg(x) > 0, h a  x  G (0, n )
7T
j  s in  xg(x)dx > 0 és (3) a la p ja n  egész szam  
0

B ecsüljük:
a

sínre < 1, a — bx < a, x  < -  = ír.
b

a n
így  f  sin xg(x)dx < ír— j— , azaz

n!

n n na n (an)
1 <  7r — — =  7r----- :-------> 0 , h a  n  —► oo,

n n

am i e llen tm o n d as.

Megjegyzés. n ~  e ugyanígy.

24. Legyen egy te g la la p  ” k ip a rk e ttá z v a ” o lyan  ” k is” teg la lap o k k a l, am elyeknek  lega labb  
az egyik  o ld a la  egesz m erő szám á. B izo n y ítsu k  be, hogy ekkor az e red e ti te g la la p n a k  
is leg a lab b  az egyik  o ld a la  egesz szam .
M egold ás. (14 m egoldás W . S tan to l; M a th . M onth ly , 1987, a u g .-sz e p t., 601-617 .) 
M i kettős integrállal o ld ju k  m eg.

y n

(a ;  b)

0 a x

T ek in tsü k  az f  (x, y) =  sin  2 n x  sin  2ny  függveny t. K ünnyen  b e lá th a tó , hogy te tszo leges
” k is” T  te g la la p ra  / /  f  (x ,y )d x d y  =  0, m ivel leg a láb b  az egyik  o ld a l egesz. M u ta ssu k  be  

T
ezt pl. a küovetkezoő eseten:

d

c c +  m

e
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E k k o r szukcesszív in teg rá lá ssa l

f  (x ,y)dxdy  =

T

' d

' d

*c+m
sin  2n x  sin  2nydx dy =

e /  /*c+m
sin

cos 2n x

2n x d x ^  s in 2n y d y

c+m

sin  2nydy =
2n

c o s 2n (c  +  m ) c o s 2n c l
H------ -------  } sin  2nydy =

2n 2n

^  1 c o s 2n c  c o s 2n m  — s in 2n c  s in 2n m  c o s 2nc
+

2n 2n

x sin  2nydy =  0.

így  te h á t  m in d en  ” k is” té g la la p o n  az in teg rál:

f  (x , y)dxdy  =  0
T

e

d
e

d c
e

f  (x, y)dxdy  =  0
To

A zaz J
0 L0

/  (sin  2n x  sin  2n y )d y dy =  0 (*) -

ísm e t a lka lm azzuk  a szukcesszív m ád sz e rt a (*) in te g ra l k isz a m ítasa ra .

fb r
(sin  2n  sin  2n y )d x dy =  0

cos 2n x

2n
sin  2 n y \ d y  =  0

0

cos 2n x
a

cos 2n y

2n 0 2n
=  0. (**)

a

0 0

b

0

b

0

áígy leg a lab b  az egyik  tenyezonek  0-n ak  kell lennie.
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D e

(**) =

Ezzel a b izo n y ítá s  kesz.

cos 2n a  cos 2n 0
+

2n 2n
x

x
cos 2nb cos 2n 0

+
2n 2n

=  —  (1 — cos 2n a) —  (1 — cos 2nb) =  0 . 
2n  2n

>• vagy 1 =  cos 2tta vagy  1 =  cos 2irb
$ /

a egesz $b egesz

25. P ro b lém a : an =  n  s in (2 n en !) ^  2n, h a  n  ^  

B izo n y ítá s :

an =  n  s in (2n en !) =  n  sin  2nn!

n  sin

k=0

1 1 1

k!

( 1 1 1
27m ! (1 +  1 +  — +  . . .  — +  t--—  +  •

V 2! n! (n  +  1)!

=  n  sin

2! n! (n  +  1)!

+  . . .
1 1  

2tt( -------- +
n  + 1  (n  +  1) (n  + 2)

2n
>  n  s i n ------------ > 2n

n  + 1

>

M ásrészt

1

an < n2n

< n2n

1
+

1
n  + 1  (n  +  1) (n  + 2)

+ .

+
n  + 1  (n  +  1)2

<

1
+  . . . ) =  77,277 —  =  277

n

így  a ren d o re lv  szerin t an ^  2n.
E b b o l az e red m en y b o l azo n n al jo n , hogy az e irrac io n á lis  szám .

1 1

26. A n d rá s  es B ela  k av e t es te jsz ín t ren d e ln ek  egy eszp resszóban . A n d rá s  azo n n al be leön ti 
a te jsz ín t a forro  kaveba, összekeveri, lefedi egy szalverával, es 10 p e rc re  e lm egy telefo- 
na ln i. B ela  lefedi sza lve tava l a cseszejet, es v a r ja  A n d ra s t, m a jd  am ikor az v issza jon , 
akkor on ti be le  a k a v e ja b a  a te jsz ín t. K i iv o tt m elegebb k av e t, A n d rá s  vagy  B ela?
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(F eltesszük , hogy a sz a lv é ta  és az a sz ta lla p  tö k é le te s  hőszigetelő , to v á b b á  a levegő és 
a te jsz ín  hőm ersek le te  m egegyezik.)

M egold ás. E n n ek  m ego ldasahoz  ism ern ü n k  kell a fiz ikaből a h ő a ta d a s  tő rv e n y e t. Ez az t 
m o n d ja , hogy a kü lönböző  h ő m esek le tü  anyagok  erin tkezesenel az a ta d o t t  hőm ennyiseg  
a ranyos a hőm ersek le tkö lönbseggel es az e lte lt  idővel.
H a  a fo lyadek  a h idegebb  kő rn y eze tn ek  h ő t ad  le, csőkken  a hőm ersek le te . A  m ennyisegi 
ősszefüggest a h ő ta n  egy m asik  tö rv en y e  ad ja , m ely  szerin t a te s t  a lta l  le a d o tt  hőm ennyiseg  
a ranyos a hőm ersek le tcsőkkenesse l es a tőm eggel.
H a  b ev eze tjö k  az x ( t)  : =  T ( t)  — T* je lő les t, akkor k a p jü k , hogy

r f — __ !L r  — _ u r  (k  — ^JU JU A / X  l tv  I •
cm  V cm  /

T eh a t A n d ra s  iv o tt  m elegebb  k av e t, h iszen  Ta  (10) >  Tb  .

Iroda lom : H a tv a n i-P in te r :  D ifferencialegyen letes m odellek  a kőzep isko laban , P o lygon , 
1997.

27. A n n a  es B ela  e g y ö tt  ja rn a k , de p a ro sü k  eLág fürcsa . B ela  nehez te rm esz e tü . A m ikor 
A n n a  szere ti B e la t, akkor B ela  kezdi kevesbe szere tn i A n n a t. H a  A n n a  ü ta l ja  B e la t, 
akkor v iszon t B ela  egyre  jo b b a n  kezdi szere tn i A n n a t. A n n a  norm alis: h a  B ela  szere ti 
A n n a t, akkor A n n a  is egyre  b a ra ts a g o s a b b a n  nez B e la ra , de  kezd b a ra ts a g ta la n a b b  
lenni, am iko r B ela  nem  szere ti ő t. H ogyan  leh e tn e  leírn i v iszonyük  v a lto z a sa t?

T egyök  fel, hogy a t  =  0 p i lla n a tb a n  ta la lk o z ta k . A  t  >  0-n e r te lm e z e tt  a =  a(t), b =  b(t) 
függvenyek fejezik ki A nna , ill. B e la  sz e re te te t B ela  ill. A n n a  irá n t.

Az a függveny v a lto z a sa n a k  a sebessege legyen a ranyos b-vel:

a' (t) =  Ab(t),

es a b függveny v a lto z a sa n a k  sebessege a ranyos a-val:

b '(t)  =  —Ba(t).

Az eg y en le tren d szerb ő l a' ' (t) =  b'(t) =  — a ( t ) ,  azaz a " (t) +  a(t) =  0. Ez egy m aso d ren d ü ,
linearis  egyenlet.

a ( t)  =  C  cos t  +  D  s in  t, C ,D  a llan d ő  

b(t) =  E  cos t  +  F  s in  t, E , F  a llandő  

a' (t) =  —C  sin  t  +  D  cos t  =  b(t) =  E  cos t  +  F  sin  t

a(t) = s in  (t  +  — j  és b(t) = cos (t  +  — j

a(t) =  e* +  2tet =  (1 +  2t)et , 
b(t) =  e* — 2te* =  (1 — 2t)e*.

t  >  0, a(t) ^  m o n o to n  nőve es b(t) ^  —to m o n o to n  fogyva, h a  t  ^  ro . M in t la th a tő , 
i t t  sem m i rem eny.

26


