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1. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

Vi—6++V6—z=2°>—5x—6.

Megoldas. Vizsgaljuk az ET.-t!

A bal oldalon
r—6>0<—x>6 =6
6—r>0<=6>=z -

Legfeljebb egy megoldas van, amit ellentrzéssel meg is kapunk.
Tehat a megoldas: x = 6.

2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

V1—22 4+ vzt — 1 =3 —logy(2 + 2%).

Megoldas.

Vizsgaljuk az ET.-t:
1-22>0 <= |z|1<1 1 =1
P —1>0 lz| > 1 To = —1.

Vizsgaljuk ezt két értéket:
.
r1=1:0=3—-logs3 =2

1 0EY loga— 2
= — M = — — 10 = ——,
v 3 088 3
Nincs megoldas.

3. Oldjuk meg: sin Z—x =% —4x 4 5.

Megoldas. Legyen

T

Flr)=sin ™
gx) =2 —dr=5=(z -2+ 1.
Mivel Ry = [—1;1], R,[1;00). igy RyN R, = {1}, azaz
1)

T T T
sin —=1<+—= —x=—+ 27k
4 4 2

< 7mr =21+ 87k, k€ Z
= r =248k, ke Z
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2)
22 —dr+5=1< =2

= Megoldas. © = 2.
Megjegyzés. Itt az értékkészlet vizsgalata volt hasznos.

4. Oldjuk meg:

2
o —2x+1
272811&7.%—{—3
7+ 3
E.K.: {a|létezik = € E.T.f : f(x) =a}
Mo.:
22 —2r+1
27:a
T+ 3
22— 2+ 1=az’+3a
0=(a—1)2* 4224 3a—1
a)a=1=zr=-1

8) a# 1, akkor D > 0 <~

4—4(a—1)(3a—1) > 0 <

3a? —4a <0
Abra:
—
rd 4
EK4p: [0 —]
3
E.K.j :[2;4]
— BEK,NEK,; = = NINCS M.O.
Megj.:

2
r* —2x+1 4
= 4 (x4 3

2243 3 ( )



Mo.:

4

K. : {0;—}

X=—-3 3
4

FONTOS: E.K.

5. Hatéarozzuk meg az aldbbi fiiggvények értékkészletét:
a) f(xr) =sinz + cosx
b) f(z) = V3sinx + cosx
¢) f(r) =5sinx — 12cosx

Ad a)

flx) =2 [? sinzx + gcos:c]

= V2sin(z + 45°)

Mivel 1 < sin(z +45°) <1 =
E.K.f = [—\/5; \/5]

Ad b)
f(z) = V3cosx +sinz =

[\/g 1 ]
=2 |—cosx+ —sinx| =
2 2

= 2[sin 60° cos x + cos 60° sin x]
= 2sin(x 4 60°)

Mivel —1 < sin(z + 60°) <1 =

EK.=[-22]

Ao f(r) =5sinx — 12cosx =
V1P| i
=13 13 sinz — E cosx | =

~

cos ¢ sin ¢
= 13sin(z 4+ ¢) =
EK.: [-13;13].

COS T



6. Hatarozzuk meg az

x
fla) = ——
V1—2?
fiiggvény értékkészletét.
I. Mo.:
x z? 5
V1—ax? -z
= 2’ =ad’ - a’7° =
23 (1 +a?) = a?
a2
r == 5
1+a
Es:
1—22>0
kell, azaz
1> :C2,
azaz
a2
1> ——
1+a
mindig teljestl. )
— E.K. (—00;0), azaz minden a az E.K. pontja.
I1. Mo.:
. T
xr =sint - =<t < =
2
sint sint
f= = = tgt
1—sin®t  cost
Abra:

7. Hatarozzuk meg az

fiiggvény értékkészletét.



1. Mo.:

Nyilvéan 1 — a? > 0 kell, azaz

la| < 1= E.K.(-1;1)

tot, te|—2.T
T = ) -z
& 99

II. Mo.:

tgt tgt
f= S = S =tgtcost =sint
\/ 1+ tg?t 1
cos? t

— EK.: (—-1;1)

8. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
a) 2% + 3% = 2;
b) 2% + 4% = 2. 5%;
¢) 2%+ 4% =2.5%(z3 + 1).
Megoldas.
a) f(r) =2"4+3" 1= f(r) = 2-nek legfeljebb egy megolddsa van. Konnyti latni, hogy
x = 0 megoldas.
b) Itt a bal oldalon levé és a jobb oldalon levé fiiggvények is monoton nének.
Nézzik a kovetkezo atalakitdst (osszuk végig h*-szel):

-y~

, x 4 x
lgy az f(x) = <5> + <5> | tehat csak legfeljebb egy helyen veszi fel a 2 értéket. Ezt

x = 0-nal veszi fel, tehat x = 0 a megoldas.



c¢) Alkalmazzuk itt is a leosztdst:

2" [4)"
- — 1 =2="+1).
Itt a bal oldal szigortian csokken, a jobb oldal pedig T, igy legfeljebb egy megoldas van,

ami itt is konnyen adédik: =z = 0.

9. Oldja meg a koévetkezo egyenletrendszert:
(1) 2 —y =2Y —2%

(2) 22 +y? =1

Megoldas. (1)& x+ 2% = 2Y +y; mivel f(t) =t + 2! 1, ezért f(x) = f(y) &z =y.
2 2 . 2 V2

Tehat = = y(i; 202 =1 =z = ig,y = j:T. Igy a megoldas: <7, g) és

V2 V2

27 2/

Megjegyzés. Itt tehat a monotonitast hasznaltuk.

10. Oldjuk meg a

N Y o Sy

egyenletet. )
Megoldas. Nézziik el6szor az ET.-t:

r+72>0 x> =7
= = >
x—lZl}@x21 }x—l‘

Az egyenlet ET.-a: 2> 1 (hiszen a bal oldal minden x-re értelmezett. Miért?).

Vizsgaljuk a monotonitast.
A jobb oldalon alkalmazzuk a kovetkezd tritkkot (beszorzunk a konjugalttal):

x4+ T=(x-1)
Vi T+VE—1

gl@)=Vr+T7—Vx -1

S~ @) o)
= x az [1; 00)-en.
Viti+yi—1 0
—_—— N——
T T
s , . 17 .
A bal oldalon a gyokjel alatt egy parabola van, amelynek csicspontja: 371} hiszen



Azaz a h(zx) = Va2 — x + 2 fiiggvény T az [1,00)-en, tehat h(z) = g(x) csak legleljebb egy
értékre allhat fenn, azt viszont konnyti latni, hogy = = 2 megoldas.

11. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:

sin x cos
1 1
(%) <§> — Vsinr = <§> — Y/coszx.

Megoldas. Vizsgiljuk a monotonitast (ET: (—oo0; 00) és az EK. vizsgélat remény-

telen). Legyen f(u) = <%> — . Mivel <%> L és ¥u 1= —%u |= flu) =

<%>“ — u |. Tehdt f(x) = fly) & = =y, azaz

T
(*)(z)sinx:cos:c@xzz—l—kﬂ, ke,

azaz ezek a megoldasai (*)-nak.

12. Oldjuk meg:

(%) VI+VT+o=uz

Mo.: Legyen f(z) = /7 + z, ekkor

(*) f(f(x)) =z alakd.

Tétel. Ha f T, akkor az aldbbi két egyenletnek ugyanazok a gyokei.

(1) f(f(@) ==
(2) flx) ==
Bizonyitas.

I. Tegytik fel, hogy xo megoldédsa (1)-nek, azaz f(f(xo)) = zo és mégis f(xo) # wo,
azaz
0) f(zo) > w0 vagy
00) f(zo) < xo.
De mivel f 1, igy 0) = f(f(x0)) > f(z0), ami ellentmond 0)-nak.
—_—

zo



Mivel — f T, fgy  00)= f(f (o)) < f (o), ami
——

o
ellentmond 00)-nak, azaz valéban f(z¢) = xo, azaz xo megolddsa (2)-nek.
II. Tegyiik fel, hogy z¢ megolddsa (2)-nek, azaz

f(wo) = x0 = f(f(20)) = f(x0) = 20,

azaz xo megoldasa (1)-nek.
Igy valéban a két egyenlet ekvivalens (ugyanazok a gyokei).
— Elég megoldani az

f(x) =2 < V74 x = x egyenletet

1++v29
2

— - T=0=2=

Mo.: x

_ 1%@ FONTOS:] MON. NOV.

13. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet!

Megoldas. Hol a paraméter?

Prébalkozas:
24 4/2-V24+az=2=>
=2-V24+r=>a*-2*=

=2+z=(2-(z%-2)H)%

. 1 2 .
Triikk: cos; cos® o = 22 4in? o =

Mivel 2 > 0és2 -2+ 2>0&2> /242 &

1—cos2¢p
—s

4>24+x<2>x tehat 0 < x < 2.

De0< o< 5 =0<2cosp <2
Tehat: = = 2 cos ¢ vehetd; ilyen alakban keresem a megoldést.

Igy
V2412 =1/242cosp = 1/4COSQ§:

——2‘ = ‘——2 .
C082 C082
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43
fgy .
rox(5-5) -2
COS 4 8 COS§0<:>
(F-%) =
COS 4 8 —COSQO
T_® _
178 (")
)
i 9 &1 27
— = — ____:400
1 8YTY T3 9

Tehat a megoldéds: x = 2cos40° ~ 1,532088886. .. .

14. Bizonyitsuk be, hogy az x|x + 2p| = p egyenletnek a p paraméter barmely értékére
pontosan egy megoldasa van!
I. Megoldas. Legyen = az egyenlet gyoke. Harom esetet fogunk vizsgalni aszerint,
hogy x +2p=0; x+ 2p > 0 vagy x + 2p < 0.
a) Ha x + 2p = 0, akkor csak p = 0 lehet, ekkor viszont x = 0 az egyetlen megoldds.
b) Ha x + 2p > 0, akkor az egyenletiink 22 + 2px — p = 0 alakba irhaté; ennek gyokei
r1 = —p+/P?+pvagy 2 = —p — /p* + p, ahol p # 0.
Az 1+ 2p > 0, ha /p?> +p > —p, vagyis ha p > 0. Ugyanis a négyzetgyok alatti
p? +p = p(p+ 1) akkor pozitiv, ha vagy p > 0 vagy p < —1. Ez utébbi azonban nem
lehetséges, mert ekkor /p? + p < —p volna. Tehét x; gyoke az eredeti egyenletnek, ha
p > 0.
Az x5+ 2p > 0, ha —\/p? +p > —p, ami egyetlen p-re sem igaz. Az xo tehdt nem
gyoOke az eredeti egyenletnek.
¢) Ha x + 2p < 0, akkor az egyenletiink 22 4 2px + p = 0 alakba frhaté. Ennek gyokei

r3=—p+/p? —pvagy x4 = —p— /P> —p.
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Az x3 4+ 2p < 0, ha y/p?> — p < —p, ami egyetlen p-re sem teljesiil. Az x5 tehdt nem
gyoke az eredeti egyenletnek.

Az x4+ 2p < 0, ha —/p? —p < —p, vagyis ha p < 0. Ekkor p*> —p > 0, tehit x4
gyoke az eredeti egyenletnek, ha p < 0.

Osszefoglalva: p = 0; p > 0, illetve p < 0 esetben is egyetlen gyok van (x =0; x = x1,
illetve & = x4). (Felvételi 1990)

II. Megoldas. (Flggvénytani)

p>0

11



A
p<O v

15. Hatdrozzuk meg a megolddsok szamét a fiiggvényében a kovetkezo egyenlet esetén!
lx 4+ 2| = ax+ 1.
I. Megoldas.
a)r+2>0& x> -2,

-2

r+2=ar+1s (1—-a)zr=-1

e a =1, akkor nincs megoldés.
ee o # 1, akkor x = a—il a megoldés.
Kérdés: ﬁ > —2 milyen a-ra teljesiil?
eee q>1 akkor -1+ > 241> -2a+2% a> 3, azaz, ha a > 1, akkor a [—2; 00)-ba

esik 1 ilyen megoldés.

eeee ¢ < 1, akkor a < 1 adddik, azaz ilyen a-ra akkor esik megoldds a [—2;00)-ba, ha
a < %
b)r+2<0&z< -2

2

r+2=—ar—1< (14+a)r=-3.

e a = —1, akkor nincs megoldas.
3

ee o # —1, akkor x = 3 a megoldas.

12



Kérdés: 3 < —2 milyen a-ra teljesiil?

- 14+a

eee > 1, akkor —7- < =24 -3 < —2-2a ¢ a < 3, tehdt ha —1 < a < §, akkor
van (—oo; —2)-ben 1 ilyen megoldas.
eeee o < —1, akkor = a > % tehat ilyen a-ra nincs megoldas.
Mindent Gsszevetve:
akkor két megoldds van, hiszen a) és b) esetben is 1-1.
— Ha a < —1, akkor az a) eset ad 1 megolddst, b) nem, tehat ekkor egy megoldds van.
— Ha 1 < a <1, akkor nincs megoldds (Id. a) masodik és utolsé pontjat).
— Ha a > 1, akkor egy megoldds van (Id. a) harmadik pontjat).

~Ha-1l<a<3,

1

29

— Ha a = 3, akkor egy megoldas van (Id. a) utolsé pontjat).

II. Megoldas.

ITI. Megoldas.

YA

/
/

y=az A1
7

13

NINCS

NINCS

1 megoldés
2 megoldas
1 megoldés
1 megoldés
1 megoldés



—1 + |z + 2] /a:1+%, —2<x;
Qa9 =
x \a:_1—% r<<{—2

)

1 x
1 =|—
081/16 L <16>

(Innen leolvashatd)

16. Hany megoldasa van a

egyenletnek?
Megoldas.

14



(feluletes!)
7 Objection?”
Nézziik a kovetkezot:

1 x
<y1 = <E> s y2 =logy /16 x)

1,1
Yo i T = Z—nel ok
1,1
Y1 x = Z—nel 3
1,1
Yo i T = §—nel T
1,1
Y1 x = §—nel T

= legalabb két megoldés van: = =

miatt).

11
azaz <Z,§
11
AZAZ <Z7§
11
azaz <§,Z
11
AZAZ <§7Z
1
TR

N N e

3
rajta van ys-n

rajta van y;-n

rajta van ys-n

rajta van y;-n
7

és még egy biztos az y = x egyenesen (inverz

LD. MELLEKLET: Computer 4ltal készitett dbrdk.

A
11

15




TANULSAG!

PROBLEMA. Milyen 0 < a < 1 esetén van tbb megolddsa az a® = log, x egyenlet-
nek?

Allftas: akkor és csak akkor, ha 0 < a < e™*.

Bizonyitas: Legyen A olyan szédm, amelyre a* = X (azaz ahol az y = x egyenest metszi
a két gorbe). Tébb metszéspont akkor és csak akkor van, ha 3z > A, amelyre az

am

a
f(x) == — =1 teljesiil.
x

Vegyiik f differencialhanyadosat, azaz

a) Ha e7¢ < a, akkor

(1) —e <Ina <0.

16



1
Masrészt, mivel a y = ylny fliggvénynek g—ben van minimuma (ez fliggvényvizsga-

1
lattal konnyen adddik), és ennek értéke — ezért

1
— —<a*lna® <0
(2) e

(mivel x > 0, ezért a® < 1).
Az (1) és (2) Osszeszorzasabdl viszont az adddik, hogy
(3) 1>a"lna“lna >0,
amibdl f/(x) < 0-t kapjuk, ami azt jelenti, hogy
f) 1.
Viszont f(\) = 1, igy azt kapjuk, hogy Iz > X gy, hogy f(z) = 1 teljesiiljon.

]_ ’
10) Haa:e_e,akkora’\:)\@e_’\e:)\é)\:g.Igy,hax>)\,akkora‘r7éa’\:

1
A= o ami azt jelenti, hogy (2)-ben a bal oldalon < jel van, azaz f'(x) < 0 ebben az

esetben is, és mivel f(\) =1, ezért I > ), hogy f(z) = 1 legyen.
v) Ha 0 < a < e™¢, akkor

(4) M =a<e = ("

1
Mivel a z = y¥ fiiggvény nové a (0,1)-en (1d. figgvénydiszkusszid), ezért (4)= A <

e~ !, amibdl

1
(5) )\A —q<e VA
adddik. )
Innen a* Ina* Ina—1 = A2(Ina)?—1 > A2 <—%> —1=0, azaz f'(X) > 0és f(\) = 1,

tehat A-nak van olyan jobb oldali kérnyezete, ahol f(x) > 1. Viszont f(1) = a* < 1, igy
a Bolzano—Darboux- féle tulajdonsdg miatt a (A;1) intervallumon valahol kell, hogy az
f(x) =1 teljestiljon. Ezzel a bizonyitds kész.

Megjegyzés. A fentickbdl adédik, hogy 0 < a < e™¢ esetén (a szimmetridt figyelem-
bevéve) legaldbb 3 metszéspont van. Tobb azonban nem lehet, mert ha a g(x) = a®—log,

17



figgvénynek 3-ndl tébb zéréhelye lenne, akkor a Rolle-féle kozépértéktétel szerint a

1

g () = a*Ina — oo fiiggvénynek legaldbb 3 zérushelye lenne, ami ekvivalens azzal,
1

hogy az a*Ilna = e & z(lna)? = a™* egyenletnek legaldbb 3 megoldédsa lenne, ami

viszont az a~* figgvény szigori konvex volta miatt lehetetlen, hiszen egy egyenes egy ilyen
gorbét legfeljebb 2 pontban metszhet.
1

Megj 8s, — ~
egjegyzés = 15,15

(ezért latszik nehezen az els6 &dbrérdl, hogy 3 megoldds

van).

17. Oldjuk meg cos(sinz) > sin(cos x) egyenlotlenséget.
Megoldas. Eloszor oldjuk meg a

(%) cos(sinx) = sin(cosz) egyenletet.

. 7-(- . .
(%) <= sin <§ — smx) = sincosx

T
— —sinx = cosx + 2k7

2
)

T
sinxz + cosx = 5 2k

T
T — <§ — sinx) = cosx + 2kw

0

T
sinx — cosx = 5 + 2kw

Mivel |sinz + cosz| < v/2 és |sinz — cosz| < /2, igy a) és b) soha sem 4ll fenn, tehit
(*)-nak nincs megoldasa.

Tekintsiik az f(x) = cos(sinx) — sin(cosx) fliggvényt. Nyilvan f(x) > 0-t kell meg-
oldani. De f(0) = 1—sinl > 0 ¢és f(x) # 0 mindeniitt, igy f(z) < 0 nem lehet (Id. a
folytonos fiiggvény Bolzano—Darboux tulajdonsiga)—- f(x) > 0 Vx-re, azaz az eredeti
egyenlotlenség minden x-re teljesiil.

18. Hasonlitsuk 6ssze a log,s 16 és log,g 17 szdmokat! (Melyik a nagyobb?)

18



In(x 4+ 1)

és tekintsitk (1,00)-n ezt a
Inx

I. Megoldéas: Legyen f(z) = log, (v + 1) =
fiiggvényt.
1 1
Inz — —In(x+1)
) = r+1 = B

In? 2

rlnr —zln(z+1) —In(z+ 1)

(x4 1)Inz

eln— 1 —In(z+1)

z(z+1)In z

Mivel In x

. <0ésln(r+1) > 0= aszdmlilé < 0ésanevez6 > 0= f' < 0= f |,

azaz log,5 16 > log417.
———  N——

1,02383  1,02186...
Megjegyzés. Pl.: log;y9o 1001 > log;y9; 1002 is jon igy.

1,000144692 1,000144524

II. Megoldas. Tudjuk: aT—I—b > v/ab, ha a >0, b> 0.

log, 16 1

= >
]-Og16 17 \/]'Og16 15 * ]'Og16 17

2 2 ?
> = >1
].Og16 15 ‘I‘ ].Og16 17 ]'Og16 15 * 17
N———
()

(%) <= 2 > log 415 17 <= 256 > 15 17 <= 256 > 255 = valéban log,; 16 >
log6 17.
Megjegyzés. Ezzel a modszerrel is altaldnosan is bizonyithatd, hogy

log, (z+ 1) > log, 1 (z+2), haz>1

19. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:

1
22+ 14— =
2241

1

/222 —41‘—{—5.

=22 —4x+ 5+

19



Megoldas. Tekintsiik a kovetkezo fliggvényt:

Mivel

Viszont 22 + 1> 1, 22 — 4o +5=2[z> —22]+5=2(x—- 1) —2+5> 1.

Tehat mivel f(u) T az (1;00)-en = f(a) = f(b) < a=0b (a > 1, b > 1 esetén).
Azaz 22+ 1 =222 —42+5 <= 22 —4x+4 = 0 <= (2 —2)? = 0. Tehét z¢ = 2 az egyetlen
megoldas.

Megjegyzés. 1tt fels6bb mat. mddszer kellett. (Bér a feladat ”elemi”.)

20. Oldjuk meg:
2” — 102" + 502 — 41 = 0.

Megoldas. o = 1 megoldas.
Ekkor 2° — 1023 4 50x — 41 = (z — 1)(z* 4+ 2% — 922 — 92 + 41) = 0.
Kérdés: Van-e tobb megoldas?
Elég megoldani.
a2t + 2% — 927 — 92 + 41 = 077 nehéz!

Térjiink vissza az eredetihez. Legyen f(x) = 25 — 1023 4 50x — 41.
Tegyiik fel, hogy d(x1 # zo = 1).
Ekkor a Rolle-tétel szerint:

f/(x) = bx* — 3027 + 50 = 0-nak kell,

(*)

hogy legyen megoldasa.
De (*)-nak a diszkrimindnsa < 0 = nincs valds megoldas. Ez ellentmondds, tehdt
nincs masik megoldés.
21. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:
2tgr — 2tgy = (v —y)* (1)
4yt =1 (2)

20



V2 V2 . V2 V2
7' N 1116tve —7, —_ .

22,

Megoldas. (1) fenndll, ha = = y és = # g—l— krn, y # g—l— kn. Ekkor (2) =

T2 2
Kérdés. Van-e tobb megoldas?
Van-e olyan megoldds, ahol x # y?
Vehet6 x > y (szimmetria miatt)
Tegyiik fel, hogy da > y megoldas.

tgxr —t
1) =2 ey (3
r—y N——
O
1 s m , . a1 P
(x)=2- 7|73 <-1<y<e<zr<Ll< 5 Lagrange-féle kozépérték-tételbol.
cos” ¢

(k) < 2.

1
Viszont 2 - — > 2.
cos” ¢

Tehét (3) bal oldala > 2 és jobb oldala < 2, {gy ellentmondds, azaz 3 tébb megoldés.

Bizonyitsuk be, hogy sin 1 irracionalis szdm.

2 a”

Megoldas. sin:c:x—ﬁ—ka—ﬁ... Taylor-sor
, 1 1 1 1
Igysmlzl—g—l—a—ﬁ—l—g—...(*)

Tegyiik fel, hogy sinl = g (p,q €Z).
Szorozzuk be (x) mindkét oldalat (2¢ + 1)!-sal:

Piog+1) = (2g + 1)
q

) 1 1

p
—l—=4+ - —2¢+ D+ =2¢+ ! =
[ 3! (2q—|—1)!(q ) q(q )

N _ —
Y 7
egesz egesz

1 1
= QDN G S T g o) +] ‘

. o~

(+%)

Beldthatd (xx)-rél, hogy nem egész, azaz 0 < xx < 1 és igy = ellentmonddst kaptunk,
mert a bal oldal viszont egész.
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1
Megjegyzés. 0 < s+ < 1 kénnyen bizonyithaté, ha a [ ]-bél kiemeljiik m—t és

utédna észrevessziik, hogy a szogletes zardjelben levo érték < 1, igy a szorzat is biztos < 1.

23. All.: 7 irracionalis

Biz. Tth 7 = %, ahol a,b € Nt.

1 1
Tekintsiik a g(x) = ﬁx”(a—bx)" fgv-t. Nyilvdn g(x) = E(on”—l—Alx”“—l—- ot A2,

ahol AQ, Al, AQ, Cey A, €.
1. Részallitas.
) g(0) = ¢g'(0) = ---g"=1(0) =0
B) ¢ (0), g"t1(0),...9%™(0) egész szdmok.
Tehdt ¢(0), ¢'(0), . .., ¢*(0) € Z.
2. Részallitas.

a) g(m)=g'(x) = =g"V(r) =0
5) g(n) (1), g(”+1)(7r), .. .g(Q”)(ﬂ) egész szamok

Megjegqyzés. t = a—bx helyettesitéssel r =7 = %—re t = 0 lesz, igy adddik az el6z6 ponthoz

hasonléan.

Tehdt g(n), g'(x), . ..,g%" (x) € Z.
Azaz Gsszegezve:

(1) 9(0),4'(0),-...g*"(0) € Z

(2) 9(m), ¢ (), ...g@*"(r) € Z
Tekintsiik (parcidlis integréldssal):

F(x) = /sinxg(x)d:c = —coszg(x)+

/cos xg (x)dx = — cos xg(x) + sinxzg’(x)—

/sin xg” (x)dr = — cos xg(x) + sinxg’(x)+
coszg” () + -+ £ coszg®™ ()

A N-L formuldbdl
(3) [sinzg(z)de = F(r) — F(0) = egész szam (I1d. (1), (2)).
0
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Vildgos: sinzg(x) > 0, ha x € (0,7)

— [sinzg(z)dr > 0 és (3) alapjdn egész szdm

0
Becsiiljiik:
a
sinz <1, a—br<a, < g:ﬂ'.
, s an n
lgy [sinxg(x)dr < o azaz
o !
a"n" (am)™
1<7 =7 — 0, han — oo,
n! n!

ami ellentmondés.
Megjegyzés. ™ ~ e ugyanigy.

24. Legyen egy téglalap "kiparkettazva” olyan "kis” téglalapokkal, amelyeknek legalabb
az egyik oldala egész méroszamiu. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az eredeti téglalapnak
is legalabb az egyik oldala egész szam.

Megoldas. (14 megoldas W. Stantél; Math. Monthly, 1987, aug.—szept., 601-617.)
Mi kettds integrdllal oldjuk meg.

>
X

Tekintsiik az f(x,y) = sin 27z sin 27y fliggvényt. Konnyen beldthatd, hogy tetszéleges
"kis” T téglalapra [ f(x,y)dxdy = 0, mivel legaldbb az egyik oldal egész. Mutassuk be
T

ezt pl. a kovetkezo eseten:
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Ekkor szukcessziv integraldssal
[ [ fpsay -

+m
/ sin 27 sin 27Tyd:c} dy =

/ sin 27T:L‘dx> sin 2rydy =

|
5
Ly

ctm

sin 2nydy =

cos 2w (c+ m) N cos 27c
27

} sin 2mydy =

/ cos 2wccos2mm — sin 2wesin 2mm n cos 27
@ 27 27

x sin 2rydy = 0.

fgy tehat minden "kis” téglalapon az integral:

/ f (e, y)dedy = 0
T

é//f(x,y)dxdy:O
To

bl a
Azaz | {f(sin 21 sin 27Ty)dy} dy =0 (x).
o Lo

Ismét alkalmazzuk a szukcessziv médszert a (%) integral kiszdmitésdra.

b a
/ {/ (sin 27 sin 27Ty)dx} dy=20
o LJo
b Ccos 2T ¢ )
:/ {[— ] stwy}dyzO
0 27 0

a b
cos 2Tx cos 27
= |— - I =o. (%)
27 27
0 0

fgy legalabb az egyik tényezének O-nak kell lennie.
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cos 2ma cos 270
(k%) = | — + X
27 27

cos 27h N cos 270
27 27

1 1
= —(1 — cos2ma)—(1 — cos 27h) = 0.
7 2r

= vagy 1 = cos2ma vagy 1 = cos2wbh

II 14 ﬁ 7
a egeész b egész

Ezzel a bizonyitas kész.

25. Probléma: a, = nsin(2ren!) — 27, ha n — oo

Bizonyitas:
1
o N — o ] i
a, = nsin(2ren!) = nsin [27m. Z k!} =
k=0
in [2 '(1+1+1+ R )]
nsin | 27wn! —F =t .. )] =
" ! Al (nt 1)
O IE
= nsin |27
n+1 (n+1)(n+2) -
27
> nsin — 27
n—+
Maésrészt

1 1 <
n—|—1+(n+1)(n—|—2)+”'>_

an < n27r<

1 1 1
< n2m(——+ ;) =n2mo =
n+1 (n+1) n

Igy a renddrelv szerint a,, — 2.

26.

Ebbél az eredménybdl azonnal jon, hogy az e irraciondlis szam.

Andrés és Béla kdvét és tejszint rendelnek egy eszpresszoban. Andras azonnal beleonti
a tejszint a forrd kavéba, osszekeveri, lefedi egy szalvétaval, és 10 percre elmegy telefo-
nalni. Béla lefedi szalvétaval a csészéjét, és varja Andrédst, majd amikor az visszajon,
akkor onti bele a kavéjdba a tejszint. Ki ivott melegebb kavét, Andrias vagy Béla?
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(Feltesszik, hogy a szalvéta és az asztallap tokéletes hoszigeteld, tovabba a levegs és
a tejszin homérséklete megegyezik.)

Megoldas. Ennek megoldasdhoz ismerniink kell a fizikabdl a h6éatadas torvényét. Ez azt
mondja, hogy a kiilénb6z6 homésékletli anyagok érintkezésénél az atadott hémennyiség
aranyos a homérsékletkiilonbséggel és az eltelt idovel.

Ha a folyadék a hidegebb kornyezetnek hot ad le, csokken a hémérséklete. A mennyiségi
Osszefliggést a hétan egy masik térvénye adja, mely szerint a test altal leadott homennyiség
aranyos a homérsékletcsokkenéssel és a tomeggel.

Ha bevezetjik az x(t) := T'(t) — T, jelolést, akkor kapjuk, hogy

x’:—%x:—kx (kz%)

Tehat Andrés ivott melegebb kévét, hiszen T4 (10) > Tg.
Irodalom: Hatvani-Pintér: Differencidlegyenletes modellek a kézépiskoldban, Polygon,
1997.

27. Anna és Béla egyiitt jarnak, de parosuk elég furcsa. Béla nehéz természeti. Amikor
Anna szereti Bélat, akkor Béla kezdi kevéshé szeretni Annat. Ha Anna utédlja Bélat,
akkor viszont Béla egyre jobban kezdi szeretni Annat. Anna normélis: ha Béla szereti
Annat, akkor Anna is egyre baratsiagosabban néz Bélara, de kezd baratsagtalanabb
lenni, amikor Béla nem szereti 6t. Hogyan lehetne leirni viszonyuk valtozasat?

Tegyiik fel, hogy a t = 0 pillanatban taldlkoztak. A ¢ > 0-n értelmezett a = a(t),b = b(t)
fiiggvények fejezik ki Anna, ill. Béla szeretetét Béla ill. Anna irant.

Az a figgvény valtozasdnak a sebessége legyen aranyos b-vel:
a'(t) = Ab(t),
és a b fliggvény valtozasanak sebessége aranyos a-val:
b (t) = —Ba(t).

Az egyenletrendszerbdl o’/ (t) = V' (t) = —a(t), azaz a”(t) + a(t) = 0. Ez egy mésodrenddi,
linedris egyenlet.

a(t) = Ccost+ Dsint, C,D &llandé
b(t) = Ecost+ Fsint, FE,F allandé
a'(t) = —C'sint + D cost = b(t) = Ecost + Fsint
a(t) = sin (t + %) és b(t) = cos (t + %)
a(t) = e' + 2te' = (1 + 2t)e?,
b(t) = €' —2te’ = (1 — 2t)e’.

t > 0,a(t) — oo monoton néve és b(t) — —oo monoton fogyva, ha t — oo. Mint lathatd,
itt semmi remény.
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