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”Nagy” 16

a) Arkhimédész (i.e. 250) 1ü8'10 
(1m=400 jegy; 8 napig fut m ellette a

feny)
b) (Ókori India: 1023 m ajom
c) Sakk

1 + 2 + 2 2 +  • • ^+263 =  264 — 1 büzaszem 
264 — 1 =  1,844674407 • 1019 «  922000

millió tonna
(1998: 600 millió tonna a vilag evi 

búzatermese; 1500 evi bózaterm es)
d) Minden nap 100.000 F t= 3  millió F t 

1 +  2 +  4 +  8 +  • • • +  229 =  230 — 1 =  
10.73741823 >  10 millió F t

e) Egy 2 km oldalú kockaban elhelyez­
hető a vilóg osszlakossóga. 2 • 103 • 2 • 
103 • 103 ” fülke”

V é g te le n  összegek
a) ”Csoki”
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1 1 1
2 +  F  +  ' “ +  2^
1 1 1 

b) 3 +  2̂ +  • ' '  +  3*

a) TORTA

P )

+----- =  1

+----- = ?

1 1  
3 +  F  +  "

A

1
32 +

>
1
3

2
-A=> A  
3

1
2

c)

1 +  2 +  22 +  • • • =  A 
2 +  22 +  • • • =  2A

A =  1 A =  1

d) 1 — 1 +  1 — 1 +  ••• =  A (Leibniz) 
a ) A =  0
P ) A = 1
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Y) A
1
2

1 — x
á) ------- g =  1 —X +  X3 —X4 + X6

1 — x

1
1 +  x +  x 2

* A = 1 S

(Vessük el a végtelent!)

?
D efin íc ió . a i +  a2 +  • • • +  an +  • • • =A

sn =  a1 +  • • • +  an ^  A, akkor a 
vegtelen sok szám Összegen A-t ertjük.

Pl.:

1) ”CSOKI” :
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1 1 1

S n _ 2 + ?  +  " ' + 2 ^ _

1 1  
2 1 + 2 +

+
1

2n  — 1

1
2

( 0

n

1

1
-  - 1  
2

1 0 
2 * I  

2

1

-  -  1
1.

2) ”TORTA” :

s n
1 G)n

1

3 1
-  -  1 
3

1 0 - 1  
3 2

~  3

1
2

M é r ta n i  so r: 1 +  q +  q2 +  ••• +  qn +
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r o

„n 1

hiszen s

E ? 1 j  _n=0 1 q
qn -  1

ha q <  1

n
q -  1

3) 1 +  2 +  23 +  • • • eseten Sn — 1 +  2 +
2n+1 — 1

+  2
2 1

-> oo.

4) 1 — 1 +  1 — 1. . .  eseten sí — 1, s 2 — 
0,S3 — 1 ,S4 — 0, . . . ,  így Sn nem 
”ta r t” egy szamhoz sem, azaz nincs 
összege ennek a vegtelen sok szám­
nak.

Egy további érdekes összeg:
1

¥
3
¥ + +

n
2n +

ro

E
n=1

n
~»n

2
+  F +

2 (Swi-

neshead; XIV. szazad; fizika, valószínű- 
seg).
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1 i i
2 4 8

Bontsuk fel a sort a következőképpen:

1 1 1 1— 1 0 | Q +  • • • t +-----2 22 23 2n
1 1 1

1 Q +  • 1 ' t +-----22 23 2n
1 1

+  • • • H- +-----23 2n

1

1
2
1

¥

Megjegyzés: ™ lOOOn
n = ö W

?



8
1000 1000 • 2 1000 • 3
1,06 1 ,062 1 ,063

Néhány további érdekes összeg: 
, . , 1 1  1 ~  1 

a) 1 + 2 +  3 + ' " + n  +  ' " “ n5 1 n 
(harmonikus sor)

?

1 1 1
1 + —+ — +  • ■■ • + > 5

2 3 83

1 1 1
1 + — + — +  • ■■ • + > 6

2 3 227

1 1 1
1 + — + — +  • ■■ • + —  > i i

2 3 33617

1 1 1
1 + — + — +  • ■■ • + >  13

2 3 248397

1 1 1
1 + — + — +  • ■■ • + , ,  >  100

2 3 1,5 • 1043



Lassú (példa)
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1 1
1 + 2 " 1 + 2

1 1
— > 2 •

1 1
3 4 4 2
1 1 1 1

>  4 •
1 1

—+  — +  — — — —
5 6 7 8 8 2
1 1

>  8 •
1 1

+  -  +  • • • | — =  —
9 16 16 2
1 1

>  16
1 1. —

17 32 32 2
1 1

>  32
1 1

■f +  • • • . —
33 64 64 2
1 1

>  64
1

H- +  • • * H-
65 128 128

1
2
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OO 1

=* £  -  =  oo
n=1 n /

Belátható:
1

a) V  -  <  80.
g í n  n

Bizonyítsuk be, hogy a £ ^ n ^  sor 
konvergens.

Megoldás. írjuk  fel az új sor nehány 
tag já t részletesen.

E 1
n

1 1 1 1
1 +  — ~\~ — +  • • • +  — +  — +  

2 3 8 10

1 + ̂ +
1

+ 100

+ { W  +

"  +  ^ )  +  
1

+  • • • +

1 1 A
10 88 J

888

+
1

+  ••• +

+8 • 8j • • 8v
(k+i)-szer



Végezzük el a következő felső becslése­
ket:

11

1
TÖ

1
1 + 2 +  

1
——h * 11

1
+  - C 1  +  1H-----1

8 “
1 1

H----- < -------b
88 “  10

+
1

Tö

8 ,

8 • 9
1

Tö

1
10k +  ••• + 1 k 1< 8 • 9k •

8 • 8j • • 8v
(k+i)-szer

10k

/
Igy azt kapjuk, hogy

V l < 8 - 9 ° .  V  +Z—J n
9 0n 100

+  8 1 ^ 1 %
10

=  8 ^ E
9 \ k

k=0 10
=  80.
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tehá t a sor valóban konvergens.

3 ) sn (n > 1) soha sem egesz szám.
Tegyük fel, hogy van olyan n >  1, 

hogy

(*)
1 1 1

H ------1------1------- h -
2 3 n A,

ahol A 6 N + .
Legyen p • 2r a legnagyobb paritasü  tag  
az 1, 2, . . . ,  n  szamok között. Ekkor (*) 
a kovetkező alakban írhato:

(**)
u ( 1

2S ■ v + p ■ 2r
A,

ahol v es p paratlan  es r > s (mivel r  
volt a maximalis paritas).

Szorozzuk be (**) m indket oldalat 2s • 
p • v-vel, akkor az adodik, hogy

v „u • p H-------- =  A  • 2 • p • v.r  2r - s  r  ’
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ami ellentmondás, m ert a bal oldal el­
ső tag ja  egesz, a masodik pedig nem, 
így összegük nem adhatja  ki a jobb ol­
dalon allo egesz szamot. Tehat a rész­
letösszegek nem adhatnak  egesz szamot 
(n >  1) esetben).

1 1 1 1 1
7 ) H ------1------1------1------1------- 1-----J) 2 4 5 8 1 0

2, 5

Mi a helyzet, ha váltakozik az előjel?

1
1 1  
2 +  3

1
4 +

?

1) Az osszeg: A =  loge 2 (ld. könyv; 2 
megoldas)

2) Atrendezes
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0 +  1 +  0

1
0 +  -  +0 

2

1 1 1 1 1
=  A+ --------+  -  - — T  — h

5 6 7 8 9

1 1 1
=  A- + 0 + - + 0 ­

2 3 4 + ° +

1 1 1 A
- + 0 + - + 0 - - + 0 + =  --

4 6 8 2

(1) +  (3) :
1 1 1 1 1 1

1 +  0 +  — — — +  — +  0 +  — — - +  — +
3 2 5 7 4 9

3
- A
2

1 1 1 1 1 1
1 + 3 “ 2 + 5 + 7 ~ 4 + 9 +

3
2

A =  A.

Tetszőleges számhoz átrendezhető. 

Még egy érdekesség:



1
1+2 +

1
3

1 1
4 _  5

1
6

+■

15

löge

sin n
Kérdés: V] ------- konvergens-e? Mi

n=1 n
az összege?

1 1 1 
») 1 + ¥ + w + " - + ^ + - "

OO 1
E An=1 n

Van veges összeg:

1) Sn < 2
Alkalmazzuk az alabbi becslest:

w
1 1 1 

S- - 1 +  ^ 2 + ^ 2 + - - -  +  ^ 2 <
1 1 1<  1 j----------1----------h • • • H--------------

1 . 2 2 - 3  (n -  l )n  ’

m ajd az egyes tagokat bontsuk fel törtek  
kulönbsegere az alabbi mödon:



16
1 _  1 1 _  1 1

V 2  ~  ~  2 ’ 2+3 ~  2 ~  3 ’

1 _  1 1
(n — 1 )n n — 1 n

Igy (*) jobb oldala helyett az írható, 
hogy

1 1 1 1 1
1 +  1----- 1--------- 1--------- 1- '

2 2 3 3 4
1

n 1
1 1

-  =  2-------

n n

hiszen a közbülső tagok kiesnek, ugyanis 
ez egy teleszkópikus összeg. Azt kapjuk, 
hogy

1
sn < 2 -----< 2

n

Versenypélda: —ö +  • • • +
a -L

2) Geometriai megoldas

1

a n
1.
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Mekkora az összeg?

1689 (Jacob Bernoulli) tűzte  ki (Baseli 
probléma)

Euler 1734
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1 +  

1 +  

1 +  

1 +  

1 +

1
22

1
¥
1

22

1
22

1
22

1 1 1
+  ^T +  -TT +  --- +  ^T +  - - - =?2 n32 4

1 1
-I------- 1-. . .  -|-------=

32 100

1 1
H— o +  • • • + --------

32 10000

2

1,54977

1,63498

1
+  +• • •  +32

1
1000000

1,64393

1
+  _  +  . . .  =  1,64493406684822643647

3

n 2

6
> 10 ev

OO 1
T ehát

n=1 n
n 2

6
(elemi bizonyítás a

könyvben: sin m x =  . . . ;  Viete formulák 
n-edfokú egyenletre)
Johann Bernoulli: ”Bárcsak a bátyám
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m egérhette volna.”
Euler memóriája: Vergilius: Aeneasz (580 
oldal)
További összegek (Euler)

1 1
1 +  2? +  3^ +  

1 1
1 +  21 +  34 +  

1 1
1 +  ^6 + ^ 6  +  

1 1
1 +  2  ̂ +  38 +

n , 1 , 1 ,
 ̂ 2ÍÖ 3IÖ

1 1
 ̂ 212 ^  312 ^

1 1
 ̂ 214 ^  314 ^

20 1
-7T2

1 • 2 • 3 1 
22 1

=  — -7T4
5! 3 
24 1

=  — — 7T
7! 3
26 3

=  —r —7T

6

8
9! 5
28 5

-7T10
11! 3 
210 691
13! 105
212 35

n 12

15! 1
■7T'14



20

1 +  

1 +  

1 +  

1 +  

1 +  

1 +

1
216

1
218

1
220

1
222

1
224

1
226

+

+

+

+

+

+

214
17!
216
19!
218
21!
2 20

23!
222
25!
224
27!

3617
15 ^  

43867

16

■7T18
21

1222277
55

854513
--------- 7T

3

■7T20

22

1181820455
273

76977927
1

■7T

■7T

26

24

oo 1
c) E -g- (?) (Apery)

n=1 n

d)
o

E
n=1

1 o

E -
n=1 n

1
3/2 konvergens vagy



divergens?
21

\frfi

1 1 1  1
1 H----H--------- 1= H----1= H- • • • H---- ~\~

V ¥  V 43

2 4 8
<  1 H ~j= H ~j= H ~j= +  • 

a/2^

1 1 1
1 +  w -  +  w -  +  w -  +

2 4 8

. <

1
1 +  + (*)■•(*)

3

+

1

1
1

(geometriai sor)

1 1 1 1 1 1 
e ) 1 + 2 +  3 +  5 +  7 +  I I  +  l 3  +
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— +  ••• =  oo (ld. könyv; oszthatóság; 

harm onikus sor)
Prím szám ok a négyzetszámok kozott. 
M utassuk meg, hogy van két olyan 

szomszédos négyzetszam, amelyek közé 
legaiabb 106 db prímszám esik.

Megoldás. Tegyük fel, hogy az ailítas 
nem igaz, azaz minden n természetes 
szam esetén n 2 és (n + 1 )2 közé kevesebb, 
m int 106 db prímszam esik.

Jelölje pl(n ) pSn  ezeket a prím-
szamokat. Ekkor tehá t sn < 106 teljesül 
minden n esetén. Nyilvanvalo, hogy ek­
kor

106
n 2 >

1
(n)

P i
+

1
(n)

p 2

1
(n)

PsJ



Viszont, ha m indkét oldalt összegezzük, 
adódik, hogy

23

r o 1 r o

lo 6 E ^ > E
n=1 n=1

1
Pn

ahol a jobb oldali összegben az összes 
prímszám reciprok osszege van. Ez nyil­
vánvaló, hogy ellentmondás, m ert a 7^
sor konvergens, a — sor pedig di­
vergens, megpedig ágy, hogy (pozitív ta- 
gá leven) a reszletösszegek ta rtan ak  a 
vegtelenbe. Azaz eredeti állítasunk va- 
loban igaz.

f) y/2 «  1 ,4 1 .. .
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, , n(n  — 1) o
(1 + x )n = 1 + nx H------- x 2 + • • •v í 2!

- - ( n - k + 1 )
ki

1
n -  (NEW TON) 

2

1 1

9 1
(1 + x ) z = 1 + - x  + . ( ■ 0 x 2 +

+ Í ( - í ) - ( 5 " 4 +  1
k!

x k +

x =  1
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1 1  1 -3  1 - 3 - 5

+  2 _  22 • 2 !+ 23 • 3! _  24 • 4! +

(irracionális; Hyppasos)
g) n  «  3 ,1 4 . . .  

i.e. 2000 (B )
(E ) 

250 (A) 
i.sz. 263 : 

480 : 
1429 : 
1610 : 
1719 : 
1847 : 
1874 : 
1973 : 
1987 : 
2002 : 
2010 :

3 ,125 
3 ,16 
3 ,1418
5 tizedesjegy 
7
14
35
112
152
527
1 001 250 
134 217 700 
1 240 000 000 000 
5 000 000 000 000
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F rancois V ie t e  (kb. 1579):

2 / 1 / 1  1 / 1  1 1 / 1  1 / 1
7T V 2 y 2 2 V 2^ 2 2 y 2 2 V 2

J ohn W allis (kb. 1650):

7r 2 - 2 - 4 - 4 - 6 - 6 - 8 - 8 - - ­
2 _  1 - 3 - 3 - 5 - 5 - 7 - 7 - 9 - -  - ’

W illiam  B roü no ker  (kb. 1650)

4
n =

1 +
1

2 +
9

2 +
25

2 +

M adhaya , J ames G r eg o r y , G o t t f -



RIED W lL H E L M  L E IB N IZ  (1450-1671):

n  , 1 1 1
— — 1 — — +  — — — +  • • •.
4 3 5 7

(lassú, de szep; Newton; biz. a könyv­
ben)

I saac N ew to n  (kb. 1666):

27

n =
4

+24
2 1 1 1

3 • 23 5- 25 28 • 27 72 • 29

Srinivasa  R am anüjan  (1914):

1 _  +  / 2 n \ 34 2 n  +  5

n=0 ' 1
212 n+4

1 _  + *  (4n)! [1103 +  26390n
7T _  9801 ^  (n!)4 3964nn=0 ' '
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D ávid C hüdnovsky  és G regory  

C hudnovsky  (1989):

1 A ,  (6n)! 13591409 +  n 545140134
7T ^  } (n!)3(3n)! (6403203)^+1/2

(Minden újabb tag  hozzávételé kb. 15 
újabb pontos jegyét adja n-nek.)

J onáthán  B orw ein  és P e t e r  B o r- 
w ein  (1989):

1 =  (—l ) n (6n)! (A +  n B )
7r (n!)3(3n)! C n+1/ 2 ’n=0 v v '

ahol

A  : 

B  : 

C  :

212175710912v/61 +  1657145277365 

13773980892672v/6 Í  +  107578229802750 

[5280(236674 +  30303V751)13



(Minden újabb tag  hozzávétele kb. 31 
újabb pontos jegyet adja n-nek.)

D ávid B a il e y , P e t e r  B ürw ein  es 
Simon  P lq ü ffe  (1996):

29

n =
w

E
i= 0

1
m

4
8 i +  1

2 1 1 \

8 i +  4 8 i +  5 8 i +  6 /

Megjegyzes: irracionalitas; transzcenden­
cia; 1761 Lambert; 1882 Lindemann

h) e «  2,71 (e d^ f lim ( í r én ^ w  V n

n

folyamatos kamatozas; Eúler-szam.) 
Bizonyítsuk be, hogy

(1)
w

E
n=0

1
n!

=  e.

Megoldás. Jeloljúk a (1) sor n-edik rész



letösszegét sn-nel, azaz
30

(2) Sn
1 1 

1 +  1 +  2! +  3! +  • • • +
1

n\

Be fogjuk latni, hogy sn ^  e, ha n 
oo.

A binomialis tetel alkalmazasával adó­
dik, hogy
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1 \  n 

1 H ) nJ
1 n (n  — 1) 1

■ 1 + n • — I— v 7
n 2! n 2

^  n(n — l ) (n  — 2) 1
3! n 3

+
n(n  — 1) • • • 2 • 1 1

n

=  1 +  1 +

n! n
n(n  — 1) 1

2 !n
n(n  — 1)(n — 2) 1

+  — ---------------^ ' 777 +n 3

+

3!
n (n  — 1) • • • 2 • 1 1

n n n!
11 1

<  1 +  1H-------1-------1------- 1-----
— 2! 3! n\ s n  5

tehá t azt kaptuk, hogy

(3)
1 n

1 H ) +  sn■n
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Most rögzítsünk egy k £ N+ számot. 

Legyen n >  fc, és (1 +  ^ ) n-nek a binomi­
ális kifejtéséből hagyjuk el á (k +  1)-edik 
u tán i tagokat. Ezzel az (1 +  ^ ) n kifeje- 
zest csökkentjük, azaz

-i 1 \ n -i n (n  — 1) 1
1 +  - )  > 1  +  1 +  V o yn

n(n — 1)(n — 2) 1
+  —--------^ ' 777 +n 3 3! +

+
n(n  — 1) • • • (n — k +  1) 1

n k k!

+

+  7 +
- ) [ i

2
n

1
k 1

n

Ha n ^  ro, a bal oldal határérteke e, a
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jobb oldalé pedig (k rögzített)

1
1 +  1 +  2! +

+
1
fc!

Ebbol teha t az adódik, hogy

1 1
(4) e >  1 + 1 + -  + . . .  + -  = Sk.

Mivel (4) minden k-ra igaz, így k helyett 
n-et írva es figyelembe veve (3)-at, azt 
kapjuk, hogy

1 \ n
1 H—  ) ^  sn <  e.

n /

A rendőrelv alapján adódik, hogy limn^ ^  s 
e, azaz (1)-t sikerült belátnunk.

Megjegyzes: irracionalitas; transzcen­
dencia (n • sin(2nen!) ^  2n) n  +  e???

j) sin x =  x
X3 x5
*Áj  *Áj

3Í +  5Í
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