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Mieért van sziikseg kozelito modszerekre?
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Mieért van sziikseg kozelito modszerekre?

mert a pontos formula nehézkes: 2* — z — 8 = 0,

1+v33
2

T =
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Mieért van sziikseg kozelito modszerekre?

mert a pontos formula nehézkes: 2* — z — 8 = 0,
1++/33

T =

2
mert a pontos formulat nem ismerjuk:
3 —x—8=0,

=)V
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Mieért van sziikseg kozelito modszerekre?

mert a pontos formula nehézkes: 2* — z — 8 = 0,
1++/33

T =

2
mert a pontos formulat nem ismerjuk:
> —x—8=0,
=)+ )=

mert nincs pontos formula: z° —z — 8 =0, x =7
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Mieért van sziikseg kozelito modszerekre?

mert a pontos formula nehézkes: 2* — z — 8 = 0,

1+v33
2

mert a pontos formulat nem ismerjuk:
3 —x—8=0,

=)V

mert nincs pontos formula: z° —z — 8 =0, x =7

T =

Egy meglévo kozelitesbol csindlunk egy jobbat
— rekurzio
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A /2 kdzelitése
3

Legyen x1 := 2. Nyilvan z; = 2 > /2, ezért

=2 <2

5131_
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A /2 kdzelitése

Legyen x1 := 2. Nyilvan z; = 2 > /2, ezért
2 _ 4
2 =3<V2
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A /2 kdzelitése

Legyen xy := 2. Nyilvan z; = 3

2 =3<V2
L9 = (ZCl—Fl):

Rekurz

> 1/2, ezért
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A /2 kdzelitése

Legyen xy := 2. Nyilvan z; = 3

2 4
x—1_§<\/§.
X9 _%(5514—3%):%

22 = 2,000006 . .

Rekurz

> 1/2, ezért
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A /5 kozelitése

Legyen z; := 2 €S ;41 := (x,, + )
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A /5 kozelitése
Legyen z; := 2 €S ;41 := (x,, + )
To 1= 2,20
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A /5 kozelitése
Legyen xy :=2€Sx, 1 := %(xn +2)

Lo = 2,25
T3 = 223611111. ..
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A /5 kozelitése
Legyen 1 := 2€éS x,,.1 := %(xn + %)
Lo = 2,25
T4 = 223611111 . ..
xry = 2,236797791580400. ..
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A /5 kozelitése
Legyen L1 .— 2 éS Lptl - — %(ajn + %)
To 1= 2,20
r3 = 2,23011111 ...

Ty = 2,236797791580400. ..
x5 = 2,236797749978969644 . . .
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A /5 kozelitése
Legyen 1 := 2€éS x,,.1 := %(xn + xi)
Lo = 2,25
T4 = 223611111 . ..
xry = 2,236797791580400. ..

x5 = 2,236797749978969644 . . .

r6 := 2,236797749978969640 . . . (16 pontos
Jegy)
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Newton gyokvono modszere

Legyen z1,¢ > 0 &S 41 := 5(z, + <). EKkor az

(x,,) sorozat konvergens és x,, — +/c.

Tnt1 = (T, + <) > Jzns = y/c(szamtani és

mertani kOzepek)
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Newton gyokvono modszere

Legyen @1, c > 0 €S z,41 := 2(x, + ). Ekkor az

(x,,) sorozat konvergens és x,, — +/c.

Tnt1 = 5(xn + <) > Jz,-S = \/c (szamtani és
mertani kOzepek)

Tnrl < Ty < %(xn + é) < x,
xi+c§2x%<:>c§x%
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Newton gyokvono modszere

Legyen z1,¢ > 0 &S 41 := 5(z, + <). EKkor az

(x,,) sorozat konvergens és x,, — +/c.

Tnt1 = (T, + <) > Jzns = y/c(szamtani és

mertani kOzepek)

Tnrl < Ty < %(xn + é) < x,
T2+ ¢ <21 = c < x?
monoton és korlatos —- konvergens, z,, — /.
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Newton gyokvono modszere

Legyen z1,¢ > 0 &S 41 := 5(z, + <). EKkor az

(x,,) sorozat konvergens és x,, — +/c.

Tnt1 = 5(xn + <) > Jz,-S = \/c (szamtani és
mertani kOzepek)

Tnrl < Ty < %(xn + é) < x,
xi+c§2x%<:>c§x%

monoton és korlatos —- konvergens, z,, — /.

an:%(an%—é):>€:%(€+§):>c:€2.
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Milyen gyors a modszer?

0<b<a: .
atb /o7 (Wa=vb)?® _ (a=b)’ (a=b)"
. vab = 2  2(\/a+Vb)? S g
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Milyen gyors a modszer?

0 <b<a: .
atb /7 (Va—vb)? _  (a=b)? (a—b)?
o vVavb = 2  2(\/a+Vb)? < 8b
RN CE NG

’xn_\/a:35n:>‘é_\/a:5n
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Milyen gyors a modszer?

0<b<a: .
a+b _ (Wa=vb)® _ _ (a=b) (a—b)?
2 \/OT — 2  2(\/a+Vb)? < 8b

SN
’xn_\/a:35n:>‘é_\/a:5n

__  C _
b_E’ a = x,
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Milyen gyors a modszer?

0 <b<a: 2
aTH)_\/*_(f;f) (\(;_f\)[) <(ag£9)
xnw\f:> ~ 4 /¢,

20— /el = 20 = £ — i = 2,
b:é,a—ajn

a+b

En+l -— Ln+l — \/_ —

(an)Q ~ 2
Be WA G
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Milyen gyors a modszer?

0 <b<a: .

atb _ (Va—vb)’ (a—b)° (a—b)?
2 Vab = 2 2(Vatvb)? S g
xnw\/_:> \/_

b= "=, a=ux,

T,

a+b

En+l -— Ln+l — \/_ —

(an)Q ~ 2
Be WA G

ens1 ~ K -2 = apontos tizedesjegyek szama
(nagyjabol) megketszerezodlk
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A 7 kOzelitése

Az 1 sugaru korbe és a kor koré irhatd szabalyos
n-sz6gek kertlete k,, és K,,.

oz:%”, k, = 2nsin <, Kn:2ntg%
k, — 2w, K, — 2w
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A 7 kOzelitese
kp=2nsin>, K,=2ntg"

kop = 4nsin o -, Ko, = 4ntg -
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A 1 Kozelitése
kp=2nsin>, K,=2ntg"
kon = 4nsin -, Kgn:4ntg2l
sin 23 = 2sin 3 cos 3, !

stﬁ | tg 203 —

k2n — A
Kgn — CO5 271,

1

tg 3’

Rekurz
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A 7 kozelitése
kp=2nsin>, K,=2ntg"

kop = 4nsin -, Koy = 4ntg21

1 1
sin 23 = QSmﬁcosﬁ Sm% - =
k2n S N
2 1 1 . .
o = 1=t % kan = VKo, (harmonikus, ill.

mértani kozép)
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A 7 kOzelitése

2 =L 4 Lk, = VE, Ko, (harmonikus, ill.

meértani kdzep)

A kozepeket ismerve:
kn S an S KQn < Kn

ks < ke <kpo<--- <K< Kg< Ky
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A 7 kOzelitése

2 =L 4 Lk, = VE, Ko, (harmonikus, ill.

meértani k0zép)

A kozepeket ismerve:

kng an §K2n<Kn

ks < ke <kpo<--- <K< Kg< Ky

A (ks.on) sorozat novo és felilrol korlatos, a

(K(3.9n) Sorozat csokkend és alulrol korlatos —-
konvergensek
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A 7 kOzelitése

2 =L 4 Lk, = VE, Ko, (harmonikus, ill.

meértani k0zép)

A kozepeket ismerve:

kng an §K2n<Kn

ks < ke <kpo<--- <K< Kg< Ky

A (ks.on) sorozat novo és felilrol korlatos, a

(K(3.9n) Sorozat csokkend és alulrol korlatos —-
Konvergensek

Koy, — kon| < 1|K,, — k| = @ hiba 1épésenként
negyedére csokken
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Arkhimédesz eredmeénye

n

3
6
12
24
48
96

kn =

5,196152. .
5,999999 . .
6,211656 . . .
6,265256 . .
6,278699 . .
6,282062 . .

K, —
10,392304 . . .
6,928202.. . .
6,430779 . ..
6,319318. ..
6,292170.. ..
6,285427 . ..

o1 ~ 6,283185 . .
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Egy altalanos modszer
Egy flggveny zerushelyeét keresstik

A

i 7
/ % ! X
h

Az z,, pontban az érint0 egyenlete

y = f(an)(x —2n) + fl2n)
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A Newton—-Raphson rekurzio

Az z,, pontban az erinto egyenlete
y = f'(en)(@ —xn) + f(2n)

A rekurzi6: z, 1 = x, ]{/((:;n))
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A Newton—-Raphson rekurzio

Az z,, pontban az erinto egyenlete
y = f'(en)(@ —xn) + f(2n)

A rekurzi6: z, 1 = x, ]{/((:;n))

f(z) =2° —c= 1 = 1 = = Tyl =
1 cC
§(37n + =)

Ln
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A Newton—-Raphson rekurzio

Az z,, pontban az erinto egyenlete

y = fan)(x —2n) + fl2n)

A rekurzio: z, 11 = x, ]{/((ZM)

2
flz) =2 —c=r1 =2, — 5o = Ty =

3 x2 —c

Ha f(z) :=2° —c= 2,11 = x4 sz =
Tni1 = 5(22, + =) (kdbgytkvonas)
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Az altalanos tetel
Legyen f kétszer differencialhaté |a, b]-n,
fla) <0 < f(b),es f'(x) >0, f"(x) = 0 (x € |a,b]).
Ekkor az xy := b, x,,-1 = x,, f,((fcz)) sorozat a
fllggveny egyetlen zérushelyéhez konvergal.

Bizonyitas-vazlat: f folytonos és szigoruan névo
= pontosan 1 zerushelye ( =: ¢) van.
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Az altalanos tetel
Legyen f kétszer differencialhaté |a, b]-n,
fa) <0< f(b),&s f'(z) >0, f'(x) > 0 (x € [a,b]).
Ekkor az xy := b, x,,-1 = x,, n) sorozat a

f'(zn)
fllggveny egyetlen zérushelyéhez konvergal.

Bizonyitas-vazlat: f folytonos és szigoruan névo
= pontosan 1 zerushelye ( =: ¢) van.

A definiciobol z,,.1 < xz,,. f konvex = ac, z,
kozotti harnal az x,,-beli érintd meredekebb =
C < Tpgl S Ty,
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Az altalanos tetel
Legyen f kétszer differencialhaté |a, b]-n,
fa) <0< f(b),&s f'(z) >0, f'(x) > 0 (x € [a,b]).
Ekkor az xy := b, x,,-1 = x,, n) sorozat a

f'(zn)
fllggveny egyetlen zérushelyéhez konvergal.

Bizonyitas-vazlat: f folytonos és szigoruan névo
= pontosan 1 zerushelye ( =: ¢) van.

A definiciobol z,,.1 < xz,,. f konvex = ac, z,
kozotti harnal az x,,-beli érintd meredekebb =
C < Tpgl S Ty,

A sorozat csokkeno és alulrdl korlatos =

Ty — Ll =L — 53 = f() =0,
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Az altalanos tetel
Legyen f kétszer differencialhaté |a, b]-n,
fla) <0 < f(b),es f'(x) >0, f"(x) = 0 (x € |a,b]).
Ekkor az xy := b, x,,-1 = x,, f,(&)) sorozat a
fllggveny egyetlen zérushelyéhez konvergal.

Bizonyitas-vazlat: f folytonos és szigoruan névo
= pontosan 1 zerushelye ( =: ¢) van.

A definiciobol z,,.1 < xz,,. f konvex = ac, z,
kozotti harnal az x,,-beli érintd meredekebb =

C < Tpgl S Ty,

A sorozat csokkeno és alulrdl korlatos =

Ty — Ll =L — 53 = f() =0,

ha f csokkenod es/vagy konkav = hason@u sy




Egy példa

3

3

ST
05...
1.1...
09...
0,867 . ..
0,865477 . ..

0,865477403311 ...
0,86504774033102. ..
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Még egy pelda

»—-—r+1=0 = Tnil = T

1.5
1,347826 . .
1,325200 . .
1,32471
1,32471
1,32471

x° —x,+1

3x2—1

8. ..
7. ..
7. ..

Rekur
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Ellenpeldak

Az e’ — 2x = 0 egyenletre a sorozat 0, 1, 0, 1,
... 7?7 (Persze ennek az egyenletnek nincs
megoldasa.)
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Ellenpeldak

Az e’ — 2x = 0 egyenletre a sorozat 0, 1, 0, 1,
... 7?7 (Persze ennek az egyenletnek nincs
megoldasa.)

A modszer altalaban nem mukaodik jol, ha a

flggvenynek tbbbszords zerushelye vagy
Inflexids pontja van.
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Ellenpeldak

Az e’ — 2x = 0 egyenletre a sorozat 0, 1, 0, 1,
... 7?7 (Persze ennek az egyenletnek nincs
megoldasa.)

A modszer altalaban nem mukaodik jol, ha a
flggvenynek tbbbszords zerushelye vagy

Inflexids pontja van.

animacio:

http://www.math.umn.edu/ garrett/qy/Newton.html
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Milyen gyors a modszer?

Tegytk fel az eddigiek mellé, hogy
O0<m< fl(z)<M,0< f'(x) <L (z € la,b]).

Bizonyitas-vazlat: Taylor kifejtés:

f(,ilj') — f(xn)+f/(37n)(x_37n)—I_%f”(d)('x_ajn)z

(v, < d < x)
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Milyen gyors a modszer?

Tegytk fel az eddigiek mellé, hogy
O0<m< fl(z)<M,0< f'(x) <L (z € la,b]).

Bizonyitas-vazlat: Taylor kifejtés:

f(,ili‘) — f(xn) +f/(37n)(37 _an) T %f”(d) (CE o ajn)z
(v, < d < x)

X C =

0= f(0) =

f(@n) + f'(2a)(c = z) + 5" (d)(c — @)
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Milyen gyors a modszer?

Tegytk fel az eddigiek mellé, hogy
O0<m< fl(z)<M,0< f'(x) <L (z € la,b]).

Bizonyitas-vazlat: Taylor kifejtes:

f(,ili‘) — f(xn)—l_f/(ajn)(aj_ajn)—I_%f”(d)('x_ajn)z

(v, < d< x)
r=c=
= /(0

Flen) + f'(@) (e — 20) + 1" (d) (e — 2,)?
f

Ln+1 — €= %f (;n)) (C _ wn)Q

Rekurziv sorozatok — p.17/26



Milyen gyors a modszer?

Tegytk fel az eddigiek mellé, hogy
O0<m< fl(z)<M,0< f'(x) <L (z € la,b]).

Bizonyitas-vazlat: Taylor kifejtés:

f(,ili‘) — f(xn)—l_f/(ajn)(aj_ajn)—I_%f”(d)('x_ajn)z

(v, < d< x)
r=c=
= /() =

Rekurziv sorozatok — p.17/26



A buta szamitogep

Negyzetgyok, , harmadfoku egyenlet . ..
Mi van, ha osztani sem tudunk?
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A buta szamitogep

Negyzetgyok, , harmadfoku egyenlet . ..
Mi van, ha osztani sem tudunk?

az 1 szam az + — a = 0 egyenlet megoldasa
a X
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A buta szamitogep

Negyzetgyok, , harmadfoku egyenlet . ..
Mi van, ha osztani sem tudunk?

az 1 szam az + — a = 0 egyenlet megoldasa
a X

_ _ 2
Tntl = Tn = Py = 20, — G+ X

n

Rekurziv sorozatok — p.18/26



A buta szamitogep

Negyzetgyok, , harmadfoku egyenlet . ..
Mi van, ha osztani sem tudunk?

az 1 szam az + — a = 0 egyenlet megoldasa
a X

Tntl = Tn = Py = 21, — a - x%
a =3, rg:=0,D

r1 = 0,25

Lo = 0,3125

7, = 0,333328...
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Egy masik erdekesseg

cosO=1,cos1l =0.5403 ...,
cos0,0483 ... =0,8575... ...
cos0,739... =0,739...

T,4+1 .= COS T, Konvergens sorozat, x,, — ¢,
¢ = cos/
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Egy masik erdekesseg

cosO=1,cos1l =0.5403 ...,
cos0,0483 ... =0,8575... ...
cos0,739... =0,739...

T,4+1 .= COS T, Konvergens sorozat, x,, — ¢,
¢ = cos/
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A modszer

Lntl = f(zn) , , o
Flggolegesen a flggveénygorbére, vizszintesen a
negyedfelezore

&
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A maodszer
Ha a flggvény meredek, sorozatunk nem konvergens

v
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A fixpont-iteracio

Legyenaz f : |a,b] — |a,b] figgvény olyan, hogy
flx)— f(y)] <q-|xr—yl|,ahol 0 < g < 1. Ekkor az
ry € |a,b], z,11 := f(z,) sorozat konvergens,

r, — £, ahol £ = f({).

a flggveny 0sszehlzo6 (kontraktiv); ¢ fixpont
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A bizonyitas vazlata

legfeljebb egy fixpont lehet; a fliggveny
folytonos; ha (x,,) konvergens, hatarértéke csak a
fixpont lehet
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A bizonyitas vazlata

legfeljebb egy fixpont lehet; a fliggveny
folytonos; ha (x,,) konvergens, hatarértéke csak a
fixpont lehet

’xn+1_$n‘ — ’f(xn)_f(xn—l)‘ = q‘wn_xn—ll —
q2‘$n—1 — ajn—Q‘ — = qn‘xl — IO’
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A bizonyitas vazlata

legfeljebb egy fixpont lehet; a fliggveny
folytonos; ha (x,,) konvergens, hatarértéke csak a
fixpont lehet

Tny1—Tp| = | f(20) = f(n1)| = qlrn—20 1| =
q2‘$n—1 — ajn—Q‘ — = qn‘xl — IO’

Tptp — Tnl < |Tptp — Toap-1| + |[Tnap—1 —
xn—l—p—?‘ T T ‘fpn—l—l _ ajn‘

Ln+p — ajn’ S

T — :I:O‘(qn%—p—l 1 qn+p—2 e qn) _

nl=—¢" |
1 — Tolq = 0
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A bizonyitas vazlata

legfeljebb egy fixpont lehet; a fliggveny
folytonos; ha (x,,) konvergens, hatarértéke csak a
fixpont lehet

’xn+1_$n‘ — ’f(xn)_f(xn—l)‘ = q‘wn_xn—ll —
q2‘$n—1 — ajn—Q‘ — = qn‘xl — IO’

’xn+p__1%’f§’xn+p_'mn+p—ﬂ'+‘$n+p—l_'
37n—|—p—2‘ T T ‘fpn—l—l _ ajn‘

Ln+p — xn’ S

T — :I:O‘(qn%—p—l 1 qn+p—2 e qn) _

nl=—¢" |
1 — Tolq = 0

Ha n elég nagy, |z,+, — x,| tetszolegesen Kicsi
lesz = (x,,) konvergens (Cauchy-kritérium)
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Milyen gyors a modszer?
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Milyen gyors a modszer?

tudjuk: f(x+h) = f(x)+ f'(x) - h
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Milyen gyors a modszer?

T, — L =:¢,, Tpni1—L=:¢€,1
tudjuk: f(x+h) = f(x)+ f'(x) - h
Tpi1 = flxy,) = C+ep1 = f(L+¢ep)
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Milyen gyors a modszer?
Ty — =16y, Tpy1 —L=:Epp
tudjuk: f(x+h) = f(x)+ f'(x) - h
Tpi1 = flxy,) = C+ep1 = f(L+¢ep)
O+ et = fO)+ F(0) - &,
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Milyen gyors a modszer?
Ty — € =:6p, Tnt1 — L =111
tudjuk: f(x+h) = f(x)+ f'(x) - h
Tpi1 = flxy,) = C+ep1 = f(L+¢ep)
O+ et = fO)+ F(0) - &,
ener = f'(0) - £n (1f'(6)] < 1, mert f lapos)
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Egyenletek megoldasa

z? — x — 2 = 0 megoldasa:
r =1+ 2 = mikoddik a mddszer
r=122—2 = nem mikodik a mddszer

A/
v \
ey /
ar 7
V4

Animacio: http://www.scottsarra.org/
math/courses/na/nc/FixedPointlteration.html___

v sorozatok — p.25/26



K6szonom a figyelmet!

Rekurziv sorozatok — p.26/26
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