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Bevezetés

A haromdimenzios alakzatokrol késziilo pontos, rekonstrualhato rajzoknak az elkészitése
a klasszikus abrazolé geometria feladata, amely manapsag kiegésziil a szamitogéppel
késziild rajzok — esetenként interaktivan kezelhetd, mozgathaté jelenetek — készitésével.
Ebben az irasban a szemléletes képek készitésének a két modszerét, az axonometrikus és
a perspektiv abrazoldst mutatjuk be elsésorban az eldallitds elvi szempontjait,
matematikai hatterét szem el6tt tartva. Kitériink a korzét, vonalzot igényld szerkesztési
modokra, valamint arra, hogy szamitogéppel miként lehet ilyen rajzokat eldallitani.

Itt nem elsésorban valamely e célra késziilt szoftver kezelési, alkalmazési lehetOségeit
mutatjuk be, hanem azoknak a matematikai hatterét elemezziik.

Célunk az, hogy olvasoéink értsék, tudatosan szemléljék a papiron, vagy képernyon eléjiik
keriild rajzok készitésének a matematikai hatterét, bemutassuk az egyes abrazolasi modok
elényeit, hatranyait. Megadjuk a lehetéségét annak, hogy olvas6ink maguk is készitsenek
ilyen rajzokat, megfeleldé programozoi ismeretek birtokaban 0Onalld szamitoégépi
szoftvereket is.

Az itt bemutatott rajzok majdnem mindegyikéhez csatoltuk a rajzot eldallito f3jlt. Ezzel
»mozgathatova” tessziik az abrazolt geometriai szituacidkat, megteremtve annak a
lehetdségét, hogy felhasznaldink alaposabban, kiilonbozd beallitdsokban tanulmanyozzak
azokat.

Ennek a két dinamikus sik-, ill. térgeometriai szoftvernek a hasznélatdhoz itt talalunk egy-
egy rovid bevezetd leirast: Euklides, Euler3D Ugyanitt talalhatok e szoftverek
telepitésére vonatkozo utasitasok is.

Maguk a fijlok, a képek ald irt szdveghez csatolt hivatkozdsokkal (linkekkel)
aktivizalhatok. Az Euklides f4jlokhoz tartoznak e fajlok tartalmara, kezelésére vonatkozo
leirasok is. amelyek a f4jllal azonos nevii text fajlok. Ezek a képekre kattintva olvashatok
be.

Javasoljuk olvasoinknak, hogy ezt az irast e szoftverek egyidejli interaktiv kezelésével
egylitt tanulmanyozzak.

Mindehhez j6 munkat, az 6nallo felfedezés 6romét kivanjuk.

1. Az abrazoldé geometria eszkozei

Manapsag a valos, vagy csak elképzelt térbeli (harom dimenzids) alakzatokrol
hihetetleniil sz&p kivitelezésti, alkalmasint mozgd, sét: interaktivan mozgathatd rajzokat
tarnak elénk a sokat tudd szamitogépek. A legtobbszor leveszik a vallunkrdl a rajzolés
terhét, bar egyuttal megfosztanak a rajzolas 6rométol is. Semmiképpen nem elégedhetiink
meg a latvany passziv befogadasdval, ha nem is tudunk olyan szép rajzokat késziteni,
mint amik a szemiink elé keriilnek, mindenképpen tudnunk kell, hogy mi is torténik,
mikozben egy térbeli forma, a papirunkra, vagy a képernydre keriil. Ezt a tudatossagot
szeretnénk ki-(vagy tovabb-)fejleszteni olvasdinkban, beleértve nem csak azt, hogy
olvasoink értd szemmel nézzenek meg egy akar kézzel, akar szamitdgéppel késziilt rajzot,
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hanem maguk is képesek legyenek ilyen kézzel rajzolt, vagy szerkesztett, sot alkalmasint
sajat szamitogépes programmal eldallitott rajzok készitésére. Ezért fogjuk most
attekinteni az 4brazolo geometria alapjait, kiilonos tekintettel a ,,latszati kép” eldallitasara.

Az é4brazolé geometria feladata az, hogy a térbeli alakzatokrol egyértelmiien
rekonstrudlhato, szemléletes képet készitsen. Olyat, amelyrdl egyarant leolvashatok mind
az adott geometriai alakzat szerkezetére vonatkozo, mind a metrikus adatok. Mddszere a
vetités: parhuzamos vagy egy pontbol kiindul6 egyenesekkel egy vagy tobb (kép)sikra — a
papir vagy a képernyd sikjara— vetitjiik az abrazolandé geometriai alakzatot.

Ha az egyszeriibb szerkeszthetdség vagy a konnyebb rekonstrualhatosag, az adatok
mérethii leolvashatosiga az abrazolas elsddleges szempontja, akkor a Monge'-féle két
képsikos, mas szoval vetiileti dbrazolas a megfeleld abrazold geometriai eszkdz egy
térgeometriai alakzat egyértelmli meghatarozdsara. Ha a szokdsos moddon csak két
képsikot hasznalunk az alakzat megadasara, akkor pl. egy poliéder (sokszoglapt mértani
test) egyértelmii megadasahoz el kell nevezniink a cstcsokat, kiillon megjelolve minden
csucspont elsé (azaz feliilnézeti, és masodik, azaz eldlnézeti képét. E nélkiil csupan a két
képbdl olykor nem rekonstrualhatdo egyértelmiien a térbeli alakzat. Egy harmadik
(oldalnézeti) kép jelentdsen hozzéjarulhat az alakzat egyértelmi rekonstrukcidjahoz.

-

Egy poliéder feliilnézeti, eléinézeti és (jobboldali’) oldalnézeti képe

Ha az 4bréazolas elsddleges célja a szemléletesség, akkor inkabb az axonometrikus vagy a
perspektiv dbrazolas tlinik megfeleld eszkdznek.

Az elobbi poliéder axonometrikus és perspektiv rajza.

! Gaspard Monge (1746—1818) francia matematikus, a francia forradalom utén tengerészeti miniszter, hadiigyi
szervezo.

% A jobboldali jelz6 arra utal, hogy a jobb keziink iranyabol vetitjiik az alakzatot az alakzat elsé két képétél balra

elhelyezett harmadik képsikra, igy az a képsikok egyesitése (a papirunk sikjaba tortént forgatasa) utan az oldalnézeti

kép a rajz baloldalara kertil.
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Most az axonometrikus €s perspektiv abrazolas alapjainak megismerését tiizzik ki célul.
Nem csak azért, hogy ilyen abrak elkészitésében némi jartassagot szerezzenek olvasoink,
hanem azért is, mert a (tan)konyvekben ¢és a szamitogép képernydjén foként
axonometrikus, illetve perspektiv képekkel talalkozunk. Igy feltétleniil sziikségesnek
tartjuk, hogy ezeket érté modon, olykor kell6 kritikaval szemléljék. Meg fogjuk vizsgalni
egy-egy abrazolasi mod eldnyeit €s hatranyait, ehhez tobbnyire ugyanannak az alakzatnak
a kiilonb6z6 abrazolasi moédokban késziilt képeit allitjuk eld.

2. Axonometria

2.1. Az axonometrikus abrazolas alapjai

Az axonometrikus abrazolds Iényege, hogy egy térbeli derékszogli koordinata-
rendszerben helyezzilk el az abrazolandd térgeometriai alakzatot, majd ezzel a
koordinata-rendszerrel egyiitt parhuzamos vetitéssel vetitjik egyetlen sikra, az
ugynevezett axonometrikus képsikra. Maga az axonometria szé a latin axis=tengely és a
mérés szavakon alapuld szdosszetétellel keletkezett

Legyen adott a térben harom, egy pontra (az origora) illeszkedd egymasra paronként
merdleges, iranyitott egyenes, x, y és z, amelyek ebben a sorrendben un. jobbsodrasu’
rendszert alkotnak. Helyezziink el ebben az un. térbeli derékszogili koordinatarendszerben
egy P pontot. Merblegesen vetitsiik rendre az (x,y), (y,z) és az (x,z) sikokra, majd az igy
kapott P’, P>’ és P’’’ pontot az eredeti P ponttal és a tengelyekkel egyiitt vetitsiik —
parhuzamos vetitéssel — a papirunk (képernydnk) sikjara, az axonometrikus képsikra,
amely nem lehet parhuzamos a vetités irdnyaval. A koordindtatengelyek képét
axonometrikus tengelykeresztnek nevezziik. A pontok axonometrikus képét ugyantgy
jeloljik, mint magat a térbeli pontot. Ha a P, P’, P”, P’ pontok koéziil barmely kettd
megfelel6 moédon adott, akkor a tobbi egyértelmiien szerkeszthetd. A “megfeleld mod”
jelen esetben azt jelenti, hogy a pont megfeleld rendezéinek a megfeleld koordinata
tengelyekkel parhuzamosnak kell lennie. igy pl. a PP'PP'] egy olyan paralelogramma,

amelynek az oldalai parhuzamosak az x ill. z tengellyel. (P, a P-n atmend (x,z) sikkal
parhuzamos siknak az y tengellyel alkotott metszéspontja.) Ez a kovetelmény lényegében
azonos azzal, ahogy a Monge-féle dbrazolasban a pont két képét 6sszekotd rendezdnek
merdlegesnek kellett lennie a képsikok metszésvonalara.

? A "jobbsodrasu” azt jelenti, hogy ha a jobb keziink hiivelyk ujja (durvén) az x, a mutaté ujjunk az y tengely pozitiv
felével egyezd iranyba mutat, akkor a kozépso ujunkat az el6zo kettd sikjara merdlegesen tartva az a z tengely
pozitiv felével lesz egyiranyt. Megjegyezziik, hogy ez épp ugy a matematikan kiviili megallapodas, mint ahogy a
sikban az 6ramutaté jarasaval ellentétes forgasiranyt tekintjiik pozitivnak.
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Egy pont axonometrikus képe

Feladat: Adott egy axononometrikus tengelykereszt, A P és P" pont (ahol P P"
parhuzamos az X tengellyel. Szerkessziik meg a P', P" valamint a Px, Py, Pz pontokat.
(A P" pont megadasat az M pont mozgatasaval éryjiik el.)

A P pontnak a koordinatatengelyekre esé merdleges vetiileteinek, a P, , P, , P. pontoknak
az axonometrikus képeibél ugyancsak egyértelmiien meghatarozhaté a P pont
axonometrikus képe. Ezek a pontok viszont egyértelmiien meghatarozhatok, ha adott a
koordinatatengelyekkel parhuzamos egységnyi szakaszoknak az axonometrikus képe.
Lényegében a P pont koordinatai a térbeli derékszogili koordinatarendszerben (P, Py, P:).
fgy azt mondhatjuk, hogy egy derékszogii koordinataival adott pont axonometrikus képe
egyértelmiien meghatarozott. De vajon rekonstrualhaté is? Erre a kérdésre ad valaszt az
axonometrikus abrdzolas legalapvetObb Osszefiiggése:

POHLKE® TETELE:
Legyen adott a sikban harom, egy pontbol kiindulo kiilonbozo irdanyu, tetszoleges
hosszusagu szakasz. Mindig talalhato a térben harom egymasra paronként merédleges
és egyenlo hosszu szakasz (ilyen példaul egy kocka egy csucsabdl kiindulo hdarom
¢le), amelyeket egy alkalmasan valasztott parhuzamos vetités a sik megadott
szakaszaiba képez le.

A parhuzamos vetités sordn a parhuzamos egyenesek vetiiletei parhuzamosak maradnak
(vagy egybeesnek), ezért barmely olyan rajzrol, amely hdrom — paronként k6zos oldallal
rendelkezd — paralelogrammabol all, azt mondhatjuk, hogy az egy kocka parhuzamos
vetitéssel kapott képe. Ez a vetités persze a legtobbszor nem merdleges az axonometrikus
képsikra (a papirunk sikjara). Eppen itt a probléma. Egy rajzra ugyanis tobbé-kevésbé ra
merdleges iranybol szokas ranézni, mikozben az ilyen rajzot alkalmasint egészen lapos
sz0gbdl és a megfeleld iranybol kellene nézniink ahhoz, hogy ,,onnan nézve” olyannak
tinjon a kép, amely jol megkozeliti a valodi alakzatot.

Az olyan axonometriat, amelyben a vetités irdnya nem merdleges az axonometrikus
képsikra, ferdeszégii  (klinogondlis)  axonometrianak  nevezziikk. Klinogonalis
axonometriaban igen konnyti lerajzolnunk egy poliédert, hiszen arra kell csak iigyelniink,
hogy a parhuzamos szakaszok kozotti parhuzamossag és aranytartas megmaradjon a
képen is. Persze tobbnyire nem lehetlink elégedettek ezekkel a rajzokkal, hiszen nem
konnyl eltaldlnunk, honnan kellene rdnézniink a papirra ahhoz, hogy a valdsagot jol
kozelitonek vélhessiik a képet.

* Karl Pohlke(1810-1876) német gimnaziumi tanar 1853-ban ismerte fel a nevéhez fiiz6d6 osszefiiggést, de csak
1860-ban kozdlte a Darstellende Geometrie cimi tankdnyvében (bizonyitas nélkiil).
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A1.euk

Mondjuk azt, hogy a térbeli derékszogli koordinata-rendszer tengelyei legyenek ennek a
kockanak az él-egyenesei, és legyen egységnyi e kocka ¢€le. A sik taldlomra felvett harom,
kozos kezdépontti szakasza eszerint e koordinatatengelyek irdnyat, és ezeken a
tengelyeken az egységnyi szakasz képét jelentik. Ezeknek a szakaszoknak és a térbeli
kocka élének a hanyadosat az x, y, illetve z tengely menti rovidiiléseknek nevezzik. (Ez a
hanyados alkalmasint 1-nél nagyobb is lehet: gondoljunk arra, hogy estefelé¢ egy letlizott
bot arnyéka nagyobb is lehet, mint maga a bot.)

Egy sikidom ¢és a sikidom parhuzamos vetiilete kozott un. affin kapcsolat all fenn. Példaul
az origobdl kiinduld x, ill.,, y tengelyre illeszkedd egységszakaszok affin képei e
szakaszoknak a (tetsz6legesen megadott) képe lesz. Ezek egyértelmiien meghatarozzak
azt az affinitast, ami a (térbeli) xy sik és axonometrikus képe kozott fennall. Igy a Monge-
abraja alapjan egyértelmiien ¢és rekonstrudlhatd modon szerkeszthetd az alakzat
axonometrikus képe.

Ugyancsak egyértelmiien ¢és rekonstrualhatd moddon 4abrazolhaté minden térbeli
derékszogli koordinataival, tehat egy szamharmassal megadott pont. Ugyanis az
axonometrikus rendszer 1ényegében egy kozos origobol kiinduld harom szamegyenesbdl
all. Az abrazolas elnevezése is erre utal: az axonometria a latin axis = tengely és a mérés
szavakbol képzett szo.

Egy konkav poliéder klinogonalis axonometrikus képei

Feladat: Egy klinogondalis axonometrikus rendszert adunk meg, amelyben a tengelyek
irdnya és a rovidiilések tetszolegesen felvehetok.

Ennek specidlis esete a kavalier axonometria, amelyben az Y és Z tengely merdleges
egymdsra, és ezeken a rovidiilések egységnyiek.

Ezt a tengelykeresztet fogjuk felhasznalni kiilonbézo alakzatok abrazolasara.

Egy konkav poliéder: (4. folia)

2.2. A kavalier-axonometria

Van a klinogonélis axonometrianak egy gyakran — talan tulsdgosan is gyakran — hasznalt
specialis esete, az ugynevezett kavalier-axonometria. Ebben az axonometriaban a térbeli
koordinata-rendszer (y,z) sikja parhuzamos az axonometrikus képsikkal, igy az y és z
tengelyen a rovidiilés 1, az x tengelyen — amely ezekhez képest tetszélegesen allhat —
kisebb és nagyobb is lehet 1-nél. (Tobbnyire 1/2-nek vagy 2/3-nak szokas valasztani, de
ez egyaltalan nem ,,kotelezd™.)


klinog1.euk

Ugyanannak az alakzatnak a két kiilonbozo kavalier axonometrikus képe
Ebben az abrazoldsi modban a vetités iranya sziikségképpen ferde, ha ugyanis merdleges

lenne, akkor pusztdn egy eldlnézeti vetiileti képet kapnank, amely természetesen nem
elegendd az alakzat egyértelmii megadasédhoz, rekonstrualasahoz.

A kavalier-axonometria elénye, hogy az (y,z) sikkal parhuzamos helyzetli sikban —
mondjuk igy: a homloksikban — fekvé részletek egybevagok az axonometrikus képeikkel.
Innen szarmazik az elnevezése is: kivaloan alkalmas épiiletek olyan — némi térhatést
mutatd — abrazolasara, ahol az épiilet elolnézetének — példaul a varak kiugr6d diszes
homlokzatanak, az ugynevezett kavaliereknek — a hangsulyozasa volt a cél.

Ez az 4dbrazolasi mod — bar konnyii benne példaul kockat vagy kockakbol allo alakzatokat
abrdzolni — olyan képet eredményez, amilyennek valdjdban soha nem latunk egy kockat.
Rajzoljuk meg egy kavalier-axonometridban késziilt kocka négyzetlapjainak beirt koreit.
A homloksikba rajzolt kor képe kor, a masik kett6é egy-egy olyan ellipszis, melynek
konjugalt 4tméréi’ a kocka szemkozti éleinek a felezGpontjait Ssszekdtd szakaszok.
Ebben az abrazoldsi moddban késziilt (kockdba irt) egyik hengerrdl sincs olyan
benyomasunk, hogy azok egyenes korhengerek, kiilondsen ha nem latjuk vele egyiitt a
kore irt kockat.

2

Kockaba irt hengerek kavalier axonometriaban

Feladat: Abrdzoljunk klinogondlis axonometridban egy kockdt, a lapjaira rajzolt beirt
koroket, majd a kocka beirt hengereit.
Megoldas: A kocka: 4. folia
A kocka a lapok beirt kéreivel: 4., 5., 6. 7. folia
Hengerek: 5. és 8. folia
vagy: 6. és 9. folia,
vagy: 7.és 10. folia.

’ Egy ellipszis dtmérdje barmely olyan hur, amely illeszkedik az ellipszis kbzéppontjara. Konjugdlt dtmérépar: két
olyan atmérd, amelyek egyike parhuzamos a masik végpontjaiba hiizott érintékkel. Ez a két atmérd kozotti relacid
szimmetrikus.
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klinog2.euk

A kavalier-axonometria tulsagosan elterjedt, a tankonyvek legtobbszér ebben az
abrazolasi modban mutatnak be minden olyan térgeometriai szituaciot, ahol derékszoget
(is) kell abrazolni. Ez pedig rossz irdnyba fejleszti didkjaink térszemléletét. Talan az
abrak készitésekor is érvényesiteni kellene a tudomdnyos ismeretterjesztésnek
(tankonyvirasnak) azt az altalanos elvét, miszerint szabad ugyan elhallgatni azokat a
dolgokat, amelyek megértése mélyebb ismereteket igényelne az elvarhatonal, de
félrevezetni az ismeretterjesztés alanyat (a didkot) nem szabad. Marpedig a kavalier-
axonometria félrevezetd térszemlélet-fejlesztési lehetoség.

Az axonometrikus abrazolasban kevésbé jartas ,,alanyokkal” érdemes elvégeztetni az
alabbi , kisérletet”:

Minden eldzetes bevezetés nélkiill arra kérjiik meg Ooket, hogy rajzoljanak
(szabadkézzel) egy térbeli derékszogli koordinata-rendszert. A legtobben — anélkiil,
hogy ezt tudatosan tennék — kavalier axonometrikus abrat készitenek. Ezutan
megbesz¢Eljiik, hogyan szokds elnevezni a tengelyeket ahhoz, hogy x, y, z
sorrendben jobbsodrasu rendszert alkossanak, és abban allapodunk meg, hogy az
(x,y) sik a ,,vizszintes sik”. Ezt kovetden tlizziik ki azt a feladatot, hogy rajzoljanak
le ebben a ,,vizszintes” sikban egy origd kozépponti kort. A nagyobb nyomaték
kedvéért célszerii rogziteni, hogy a feladat kitlizéje egy térgeometriai szitudciorol
beszél, a papirra viszont ennek a (sikbeli) rajzara keriil. Igy a kisérlet résztvevéiben
tudatosul, hogy ellipszist ,,kell” rajzolniuk.

Gyakran keletkeznek az alabbi abranak megfeleld rajzok.

Egy tipikus rajzolasi hiba

Ezt kovetden tlizziik ki azt a feladatot, hogy htzzanak a korhoz érintét az y tengellyel
alkotott metszéspontjaba. A feladat ismét egy térgeometriai szitudcid, amely az &
rajzukon azt jelenti, hogy egyrészt az x tengely képével parhuzamos egyenest kellene
rajzolniuk, masrészt a rajzon 1évo ellipszis végpontjaba kellene érintét hizni, amelynek
merdlegesnek kell lennie az ellipszis nagytengelyére, jelen esetben az y tengelyre. Hol a
hiba ebben a rajzban? Nyilvanvaldan ott, hogy kavalier axonometridban nem igy ,.kell”
kinéznie egy vizszintes sikban fekvd kornek, mikézben ha ranéziink egy vizszintes sikban
fekvo korre, azt ilyennek ,,szoktuk™ latni.

2.3. Az ortogondlis axonometria

A térgeometriai alakzatok lerajzoldsdra az ortogondlis (merdleges) axonometria tiinik a
legalkalmasabbnak, amely a térbeli tengelykeresztet az abban elhelyezett alakzattal egyiitt
merdlegesen vetiti az axonometrikus képsikra. Ugyanis ebben az abrazolasi modban —
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mint minden axonometridban — a parhuzamos ¢és egyenld szakaszok képei is
parhuzamosak ¢és egyenldk, igy jol szemléltethetik példaul egy poliéder élei kozotti
kapcsolatokat. Ugyanakkor, mivel merdleges vetitéssel késziiltek a rajzok, ha merdleges
iranybol tekintiink a képre, majdnem pontosan olyannak latjuk azt, mint magat a térbeli
alakzatot latnank. Azért ,,majdnem”, mert valdjdban minden targyrdl perspektiv kép
képzddik a szemiinkben, amelyen a valdésagban parhuzamos szakaszok nem latszanak
parhuzamosnak, bar egy nem til nagy targyat kelld tdvolsagbdl nézve ez az ,,0sszetartas”
alig észrevehetd. Masrészt a két szemiink ,,térlatast” biztosit, amit egyetlen rajz soha nem
tud nyujtani. Erre késobb fogunk kitérni. Most ismerkedjiink meg az ortogonalis
axonometriaval. Egyrészt azért, hogy magunk is tudjunk ilyen rajzokat késziteni, masrészt
azért, mert nem art szem elOtt tartanunk, hogy a szamitogépes abrak jorészt ezzel a
modszerrel késziilnek, és j6 dolog ,,érté moédon” szemlélniink egy ilyen rajzot.

Il Ortogonalis axonometrikus kép elballitasa szerkesztéssel

A keletkezd kép szempontjabol mindegy, hogy a térbeli tengelykeresztet és az abban
elhelyezett alakzatot az axonometrikus képsik elé¢ vagy mogé helyezziik. Most gondoljuk
azt, hogy mogotte van, és a koordinatatengelyeket az axonometrikus képsik az 4, B és C
pontokban metszi, melyek az igynevezett nyomharomszog csucsai.

Jelolje x;, v1, zi, Oy a térbeli tengelykeresztet és origdjat, x, y, z és O ezeknek az ABC sikra
esO merdleges vetiileteit. Mivel a vetités iranya merdleges a képsikra (az ABCA sikjara),
ezért OO0 L ABCA. Ebbdl adoédéan COTA L ABCA, ahol T=CONAB. Masrészt,

mivel CO, =z, 1 (xy,)=ABOA, ezért COTA L ABOA. igy mivel a COTA -re
mind az ABCA, mind az ABO,A merbleges, igy ezek metszésvonala is: ezért

COTA L AB . Ez azt jelenti, hogy a COTAminden egyenese merdleges AB-re, igy
CO 1 AB. Hasonl6an lathat6 be az 40 1 BC, valamint az BO | CA 0sszefiiggés is.

Zy

Tengelyek képsikszogei ortogondlis axonometriaban

Feladat: Adjunk meg egy ortogondlis axonometrikus rendszert az ABC
nyomharomszogével. (Ennek hegyesszogiinek kell lennie.)
Szerkessziik meg a tengelyek képsikszogeit, ez alapjan a rovidiiléseket
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Javasoljuk a szerkesztési lépések nyomon kévetését:

Distanc szerkesztése: (1. 3. fola)
Keépsikszogek szerkesztése (1., 3., 4. folia)
Rovidiilések (1., 2., 5. folia)
Egy alakzat rajza: (2., 6. folia).

Eredményiink azt jelenti, hogy az ABCA magassag-egyenesei lesznek a tengelyek
merdleges vetiiletei, magassagpontja az O pont.

Eszerint egy ortogonalis axonometrikus rendszert megadhatunk
e aharom tengely képével,;
e ahegyesszogli ABC nyomharomszoggel;
e atompaszdgli AOB haromszoggel.

Mindharom esetben ugyanahhoz az ABC nyomhiromszoghdz jutunk, amelynek a
magassagpontja O.

Feladatunk az, hogy ezekbdl az adatokbol kiindulva megszerkessziik az ortogonalis
axonometria rovidiiléseit: a térbeli tengelyekre mért egységnyi szakaszok képeit. Ehelyett
a térbeli tengelyeknek a képsikkal bezart szogeit fogjuk megszerkeszteni, mivel ha egy
tetszOleges szakaszt szeretnénk felmérni valamelyik tengelyre, akkor elegendd ezt a
szakaszt felmérniink az adott tengely képsikszdgének az egyik szarara, és ennek a masik
szarra esO merdleges vetiilete maris a keresett — adott rovidiilésti — szakasz lesz.

A z, tengely képsikszoge a COT hadromszog 7TCO; szoge lesz. Ennek a
megszerkesztéséhez elegendd a képsikba (a papirunk sikjaba) forgatni a derékszogl
COTA -et, melynek a CT atfogodja, valamint a befogdjadnak az atfogora esé merdleges
vetiilete, O mar rajta is van a rajzon. A CT Thalész-korének a megszerkesztésével kapott
C(O)T A tartalmazza a keresett (O)COD -et, masrészt ,,melléktermékként” megkaptuk a

d =(O)O=0t0 tavolsagot, melyet az ortogonalis axonometria distancanak szokas

nevezni.

Ugyanezt a szerkesztést elvégezhetnénk a masik két tengely képsikszogének a
meghatarozasdhoz is, de — mivel mar a d distanc ismert, konnyen megszerkeszthetjiik
azokat a derékszogli haromszogeket, melyek egyik befogdja AO, illetve BO, a keresett
képsikszogekkel szemkozti befogdja pedig d.

Mire ezt a szerkesztést elvégeztiik, zavaréan sok vonal keriilt az dbrankra ahhoz, hogy
még ugyanerre a rajzra zsufoljuk valamilyen geometriai alakzat axonometrikus képét is.
Ezért célszerli egy kiilon papirra atmasolnunk a tengelyek axonometrikus képeit, valamint
az imént megszerkesztett képsikszogeket. Igy mar elegendé pusztin a szerkesztendd
alakzatra (poliéderre) figyelniink.
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képsik

Egy alakzat képe ortogonalis axonometriaban

A fenti szerkesztés célja lényegében az volt, hogy megszerkessziikk a koordinata-
tengelyeken képzddo rovidiiléseket. Ezek ismeretében mar ugyanugy kell egy geometriai
alakzatot (poliédert) lerajzolni, mint azt a klinogonalis axonometriaban tettiik, csak az igy
kapott rajz sokkal ,,valosdgosabbnak™ tiinik. Azt, hogy most 1ényegében a koordinata-
tengelyek képsikszogeit szerkesztettiik meg, jol ki tudjuk haszndlni, ha nem csak az
egységnyi, hanem egy tetszéleges szakaszt szeretnénk ,,felmérni” a koordinatarendszer
valamelyik tengelyére.

Az ortogonalis axonometrikus tengelykereszt rovidiiléseit mas uton is megkaphatjuk,
rovidebb szerkesztéssel, de kiss¢ mélyebb meggondolasok &ran. Amellett, hogy
megszerkesztjilk ezeket a szakaszokat, megadunk egy transzformécids képletet is,
amellyel kiszamithatok egy térbeli koordinataival adott pont axonometrikus képének a
(képernyd sikjaban vett) koordinatai, igy barmely poliéder csticsainak megadhatjuk az
axonometrikus képeit, amelyek alapjan a programozasban kiss¢ jartas olvasdink a
képernydn is eld tudjak allitani egy poliéder ortogonalis axonometrikus képét.

B Ortogonalis axonometrikus kép el6allitasa szamitogéppel

A meggondolas 1ényege, hogy alkalmas modon elhelyezziik a képsikhoz képest a térbeli
derékszogli koordinata-rendszer hdrom tengelyén felvett egységnyi szakaszat, az O.X,,
0,Y,, O/, szakaszokat, majd megszerkesztjiik a képsikra es6 merdleges vetiileteiket.
Egyben kiszdmoljuk e szakaszok végpontjainak a képernyd koordinata-rendszerében vett
koordinatait.

Akkor, amikor egy szamitogép képernydjén latunk mozogni egy térgeometriai alakzatot,
vagy éppenséggel mi mozgatjuk azt, arra kell gondolnunk, hogy ,,mihez képest” mozog
ez az alakzat. A szamitogépes rajzokat eldallitd programozok ugy gondolkodnak, hogy
van egy a képerny6hdz — mondjuk inkabb igy: a képsikhoz — képest rogzitett sikbeli
koordinata-rendszer, valamint van egy mozgo6 térbeli koordinata-rendszer, amelyben
leirjuk az adott alakzatot — példaul egy poliédert. Amikor axonometrikus képet allitunk
eld (akar szerkesztéssel, papiron, akar szdmolassal a képernyén) lényegében a ,,mozgd”
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térbeli koordinata-rendszerben megadott pontoknak az 4ll6 koordinata-rendszerben vett
képét kell meghataroznunk.

Legyenek a képsik (4llo, rogzitett) koordinadta-rendszerének a tengelyei u (a vizszintes) és
v (a fiiggdleges). Ideiglenesen tekintsilik ezt a koordinata-rendszert is térbelinek, legyen a
harmadik, a képsikra merdleges tengelye w, amely felénk mutat, ha az (u, v, w) rendszer
jobbsodrasu.

Elészor legyen O,, X, és Y, a papirunk (képernyonk) sikjaban tigy, hogy a két koordinata-
rendszer origdja essen egybe, az Y; pont illeszkedjen az u, X; a v tengelyre. Ekkor —
amennyiben a térbeli koordinata-rendszeriink is jobbsodrast — az O,Z, vektor ugyancsak a
képsikra merdlegesen all, és felénk mutat. Ebben a helyzetben a vizsgalt pontok
koordinatai az (u, v, w) rendszerben:

X,=(0,-1,0)
Y, =( 1, 0,0)
Z,=( 0, 0,1)

Ekkor még az X; pont a képsik C, az Y, pedig a B pontjaval esik egybe, ahol 4, B, C és D
az u, illetve a v tengelynek az origdtol egységnyi tavolsagra 1évo pontjai.

Két forgatassal elérhetd, hogy a térbeli koordinata-rendszer minden olyan tetszéleges
helyzetet felvegyen a képsikhoz képest, amelyben a z tengely képe a képsik fliggdleges
egyenese. Elszor forgassuk el az igy beallitott térbeli koordinata-rendszert a sajat z,=0,Z;
tengelye koril 9=COX|/[! -gel. Térbeli tengely koriili forgasrol 1évén szd, kissé
nehézkesebb meghataroznunk, hogy milyen a forgas iranya. Allapodjunk meg abban,
hogy a forgasirany akkor pozitiv, ha a forgastengely iranyaval — itt az O—Zt irannyal —
ellentétes irdnyba nézve azt pozitivnak latjuk. Ez jelen esetben azt jelenti, hogy — amig a
z; tengelyt nem mozditjuk meg — 3 -t ndvelve azt latjuk a képen, hogy az X; és vele egyiitt
az Y, pont is negativ irdnyban mozdul el. (Azért ezt az irdnyt és szoget rogzitettiik, mert a
legtobb térgeometriai alakzatok szamitégépes abrazolasat végzd program is ezt teszi.)

X, =(-sin9, —cos 9, 0)
Ekkor a térbeli egységvektorok végpontjai: Y, = ( cosd, —sinY, 0)
Z, =( 0, 0, 1)

t

A masik forgatas legyen a képsik u=OB tengelye koriili ¢ szogli forgatas. Egy ilyen
forgatds sordn a Z, pont az u tengelyre, igy a képsikra is merdleges koron mozog,
amelynek az atmérdje CD, az X, pont egy ezzel parhuzamos siki cos 4, az Y, egy sin$
sugaru XX, illetve Y, Y, atmérdjii koron mozog.

Korzdvel-vonalzéval vagy példaul az EUKLIDES dinamikus szerkeszt6programmal
meglepden konnyen megszerkeszthetjiikk a térbeli koordinata-rendszeriink (ortogonalis
axonometrikus) képét. Legyen ¢ =BOM!] , ahol az M pont a k kor tetszéleges pontja. A

Z; pont képe — amely a képsik v tengelyére illeszkedik — az M pont CD-re es® merdleges
vetiilete: Z.

Mivel a z tengellyel egyiitt forog az (xy) sik is, az (xy) sik minden pontjanak a merdleges
vetiilete olyan aranyban keriil kozelebb vagy tavolabb a képsik u tengelyéhez, mint az M
pont u-ra esé merdleges vetiilete, V" az origbhoz:
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XX VY av
XX, Yy, VB

Mindezt taladn vildgosabba teszi egy olyan rajz, amelyen ,,profilbol” mutatjuk a képsikot:

Z tengely,

A

A képernyd sikja és a térbeli derékszogii koordindtarendszer oldalnézeti képe

Ennek megfeleléen a térbeli egységvektorok végpontjai az (u, v, w) koordinata-
rendszerben:

X, =(-sin9, —cos9-cos@, cosI-sin)
Y, :( cosY, —sinJ-coseo, sinS-sin(p)
Z.=( 0, sin @, cos )

Ezek koziil az elsé két koordinata adja az egységvektorok axonometrikus képeinek a
koordinatait. Ha adott térbeli koordinataival egy E(x, v, z) pont, akkor ennek a pontnak

az axonometrikus képét, P(u, v) -t az alabbi képlettel szamithatjuk ki:
u=-x-sin3+y-cos9d
V=—X-CoS3-COSQ—Yy-SinJ-cosp+z-sin@

,»Mellektermékként” megkaptuk azt is, hogy ez a P pont milyen tavolra van a képsiktol:
w=Xx-cos&-sinp+y-sind-sinp+z-cose

Erre az adatra akkor lesz sziikségiink, ha majd perspektiv képet szeretnénk rajzolni a
képernyore.

A fenti képletekben szerepld ¢ és 9 szdgek a foldrajzi helymeghatarozasban is hasznalt
polar-koordinatak.  Tulajdonképpen e polar-koordinatadk irdnyabol nézve képeztiink
ortogonalis axonometrikus képet a koordinata tengelyekbdl és az azokon mért egységnyi
szakaszokbol.
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Rovidiilések szerkesztése a vetitési irany polar-koordinataibol

Feladat: Adjunk meg egy ortogondlis axonometrikus rendszert a z tengely koriili,

valamint a képsik vizszintes tengelye koriili forgatdsokkal.

A megszerkesztett tengelyiranyokat ill. rovidiiléseket a mozgathato F és V pontok

vezérlik.

Mivel ortogonalis axonometrikus rendszer felvételére ez a legrévidebb és

legkénnyebben vezérelheto modszer, az alakzatok (kocka, dodekaéder, ikozaéder)

ortogonalis axonometrikus képnek a megszerkesztésére ezt a rendszert hasznaljuk, a

szerepdtadas modszerét alkalmazva.

Bedallitott animacio: az F pont kérbeforgatasaval a rendszer a z tengely koriil forog.
3. folia: a rovidiilések szerkesztése.

A két valtoztathatd szoget bedllitdé alappontok mozgatasdval rendkiviil konnyen
valtoztathatjuk az abrdzolando poliéder helyzetét abban az — animaciot is tartalmazd —
EUKLIDES programban, amellyel az alabbi abrak késziiltek:

Egy poliéeder ortogonalis axonometrikus képei

Feladat: Abrdizoljuk ortogondlis axonometridban a kordbban klinogondlis
axonometriaban mar eléallitott alakzatot.

Megoldas: A feladathoz azt az ortogonalis axonometrikus rendszert valasztottuk,
amelyben a mozgathato F és V pontokkal, valamint az e egységvektorral adtuk meg az
ortogonalis axonometrikus rendszert.

A az alakzatot a klinogonalis axonometrikus rendszerbdl vettiik at, a fajl beszurdsa
menitiponttal, majd athelyeztiik az ortogonalis axonometrikus rendszerbe a rendszert
meghatarozo pontok szerepatadasaval.

Animacioként beallitottuk a Z tengely koriili forgast.
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A mellékékelt két EUKLIDES fajl felhasznaldi észrevehették, hogy az elébbi fajlban a
kapott alakzatoknak a z tengely kortili ,,forgatasat” az F pont mozgatasaval, az elére-hatra
dontését vagyis a képernyd u tengelye koriili forgatasat a V' pont mozgatasaval értiik el.
Ehhez az F pontnak csak a vizszintes, V-nek csak a fliggdleges irdnyu mozgésat
hasznaltuk ki. E kett6t 6ssze is lehet vonni. Ezt tettiik az utdbbi fajlban, ahol egyetlen M
pont mozgatasaval értiik el ezt a két forgatast.

Ez teszi a legtobb térgeometriai alakzatok abrazolasat végzod program, igy az Euler3D is,
ahol a lenyomott egérgomb pontosan ugyanigy mozgatja a kapott alakzatot.

o N iy

— P

Egy poliéder ortogonalis axonometrikus képe az Euler3D —ben.

A fenti Euler3D rajzot az egérrel mozgatva észrevehetjiik, hogy a képernyd ablak als6
soraban két paraméter érték valtozik. Ezek az értékek e két forgatas szogének (vagyis a
vetitési irdny polarkoordinatainak a fokokban mért értékei.

Rajzoljunk most le egy kockédba irt egyenes korhengert ortogondlis axonometridban.
Figyeljik meg, hogy barhogyan all is egy ortogonalis axonometridban rajzolt egyenes
korhenger, a kapott kép ugynevezett kontir-alkotdja minden esetben az alap-, illetve
fedokor képekeént kapott ellipszist a nagytengely végpontjaiban érinti.

Kockdra rajzolt kordk és kocka beirt hengerei ortogondlis axonometriaban.

Feladat:Abraizoljunk egy kockdt a lapokra rajzolt beirt kérokkel egyiitt ortogondlis
axonometriaban.

Megoldas: Beolvastuk az Ortax?2 fajlt, majd a klinog2-t, amelyen a kivant rajz szerepel
klinogonalis axonometriaban, és szerepatadassal atvittiik a klinogonalis axonometria
rovidiiléseit meghatarozo 4 pontot az ortogonalis axonometria révidiiléseit ado
pontokba. A fajlban beallitott animdcio a Z tengely koriili forgas.

Visszatérve a ,hibas” rajzunkra: vagy az (xy) sikban fekvd kort is kavalier-

axonometriaban kellett volna rajzolnunk, vagy ha vizszintes tengelyti ellipszist szeretnénk

kapni, a vizszintes sikban fekvd kor képeként — legaldbb kozelitéleg — ortogonalis

axonometrikus tengelykeresztet kellett volna felvenniink. (Most deriilt fény a feladat
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kitliz6jének a galadsagéara, hogy elobb a tengelykeresztet rajzoltatta meg, €s csak ezt
kovetden a kor képét.)

—

A hibas rajz és a két javitasi lehetdosége

Olykor sokkal konnyebb a gombhoz megkeresni a megfelelé kabatot. Most is ez a
helyzet. Legyen adott egy tetszéleges — tObbnyire vizszintes nagytengelyi — ellipszis,
amelyet tekintslink egy ortogonalis axonometrikus tengelykereszt (xy) sikjaban felvett
egységnyi sugaru kor képének. Ehhez keressiik meg a tengelyeket, és azokon a megfeleld
rovidiiléseket.

A z tengely természetesen a nagytengelyre merdleges lesz. Mivel a nagytengely fele: a=1,
a kistengely a kordbbi jelolésnek megfeleléen b =cos¢@, a z tengelyen 1évé rovidiilés

pedig g. =singp =+ a’ —b* = c, vagyis éppen fokusztivolsag fele. Az x és y tengelyeken
mért rovidiilések végpontjai az ellipszisre illeszkednek, igy ezek egyikét tetszdlegesen
megadhatjuk az ellipszis egy altalanos helyzetli (azaz a nagy- és kistengely végpontjaitol
kiilonb6z6) pontjaval. A masik tengelyt és ezen a rovidiilést az ehhez konjugalt atmérd
végpontjaként kapjuk. Ezzel az ortogondlis axonometria tengelykeresztjének ¢és
rovidiiléseinek egy Ujabb, talan a legrévidebb szerkesztési lehetdségéhez jutottunk.

«};é,\\\

Az ortogonalis axonometrikus rendszer megadhato két tengellyel és az azon mért rovidiilésekkel.

Feladat: Legyen adott egy ellipszis konjugalt atmeérdivel. Adjuk meg azt az ortogondalis
axonometrikus rendszert, amelyben ez az ellipszis egy kor axonometrikus képe.
Megoldas: Elészor a konjugalt félatmeérckbol szerkessziik meg az ellipszis tengelyeit,
majd  a fitkuszpontjait. Ezt t pl. az un Rytz szerkesztéssel kaphatjuk meg.

1. és 3. folia.
Henger rajza: 1. és 2. folia.
A hengeré és a koré irt kocka :1.2. 4. folia
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Ha a két tengelyen a rovidiilés egy ellipszis két konjugalt fél-atmérdje, akkor az egység a
nagytengely fele, a harmadik tengely irdnya a kistengely irdnya, ezen a rovidiilés az
ellipszis fokusztavolsaganak a fele.

Gomb fokormetszetei ortogonalis axonometriaban

(rovidiiléseket), Szerkessziik meg a harmadik tengelyt és azon a révidiilést.
Megoldas: Lényegeben ellipszist kell szerkeszteniink aegy konjugalt atméroparjabol. A
harmadik tengely a kistengelyiranya, azon a révidiilés az ellipszis fél-fokusztavolsaga.

(1., 2, 3., 4.folia)
Ellendrzésként ugyanezt a szerkesztést elvégezziik a masik két tengelyre, igy harom,
egymdsra paronkent merdleges, egységsugarii, origo kézéppontu kor képét kapjuk. A
harom kor rajzat alkoto ellipszisek nagytengelyei egyenlok, ez az egység. Egy ekkora
sugaru kor a gomb ortogondlis axonometridaban vett konturkore.

4.,5., 6., 7. folia)

Animacio egy korbe forgo kor képérdl: 8. folia.

fgy — pl. a Rytz szerkesztés® felhasznalasaval — igen konnyen készithetiink ortogonalis
axonometrikus képet egy gdmbnek a koordinatasikokkal alkotott fokor-metszeteirdl,
amelyek mind azonos nagytengelyti ellipszisek.

B Azizometrikus (egyméretil) axonometria

Ortogonalis axonometrikus képet szerkesztve majdnem minden bedllitas ,,helyes” rajzot
eredményez. Azonban az ortogonalis axonometrianak is vannak specidlis esetei.
Legkonnyebb ortogonalis axonometrikus képet késziteni az ugynevezett izometrikus
(egyméretil) axonometridban, amelyben a tengelykereszt képei 120°-o0s szdget zarnak be
egymassal, igy a rovidiilés mindhdrom tengelyen ugyanakkora, ezért a rovidiilések
szerkesztésével nem is kell foglalkoznunk. Ebben az &brazolasi modban példaul egy
kocka legkozelebbi és legtavolabbi csucsanak egybeesik a képe, ami ilyen ,lehetetlen
haromszog” készitésére adhat oOtletet, amilyennel Escher miivészetében gyakran
talalkozunk

% A miiszaki gyakorlatban gyakran hasznalt szerkesztési eljaras, az un. Rytz szerkesztés, amely az ellipszis két,
egymashoz konjugalt atmér6jébaol allitja eld az ellipszis tengelyeit.
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M.C. Escher: Relativitas

Escher haromszoge és egy kocka izometrikus axonometriaban

Azt mondhatjuk, hogy az altalanos helyzetbe beallitott ortogonalis axonometrikus kép a
legalkalmasabb térgeometriai alakzatok szemléltetésére. Ezzel a kijelentéssel bizonyara
olvasoink is egyet fognak érteni, ha dsszehasonlitjak a kocka lapjaira rajzolt korok és a
kockaba irt hengerek korabbi kavalier-axonometrikus képeit az ortogonalis
axonometrikus képekkel!

Ilyen rajz készitése elvarhatd attol ,,profi” grafikustol, aki példaul tankonyvi abrak
készitésére vallalkozik, de nem feltétleniil varhato el attol a matematikatanartol, akinek
nap mint nap fel kell skiccelnie egy-egy kockat vagy barmilyen poliédert a tablara.
Lehetne azt tanacsolni, hogy egyszer készitsen el egy ,,j0” ortogonalis axonometrikus
rajzot, és azt ,,sablon”-ként alkalmazza minden olyan alkalommal, amikor igényesebb rajz
készitésére van sziiksége. Egyszerlibb azonban ,miiszaki tdvlatban” rajzolnia. Ez a
klinogonalis axonometrianak egy olyan specidlis esete, amely meglepden jol megkozelit
egy meghatarozott iranyt tengelyekkel megadott ortogonalis axonometrikus képet.

A miszaki tavlatban — amelyet helyesebb lenne inkdbb miiszaki axonometridanak
7 1

nevezniink — az x tengely meredeksége 3’ az y tengelyé 3 Ilyen ,tengelybeallitas”

mellett az ortogonalis axonometridban kapott rovidiilés az y és z tengelyen majdnem
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ugyanannyi, az x tengely rovidiilése ennek kozel a fele. Igy nem kovetiink el nagy hibat,

1 - .
harendre: g, = 5; q, =q. =1-nek tekintjiik az egy-egy tengelyre esd rovidiiléseket.

8

‘ : R
) —_—

Kocka ortogondlis axonometriaban és muszaki taviatban

Példa arra, hogy a kocka ortogonalis axonometrikus képe "bedllithato" ugy (az F és V
pontokkal) , hogy a kaptt kép erésen megkozelitse a miiszaki tavlatban készitett képet.
(5. folia: ortogondalis axonometria)
(6. folia: miiszaki tavlat.)

Az ortogondlis axonometrikus képpel kapcsolatban legfeljebb az a kritika érhet
benniinket, hogy nem ,tartanak Ossze” a valésidgban parhuzamos egyenesek, nincs
»tavlata” a képnek.

Ezt a problémat a perspektiv dbrazolas oldja fel. Ismerkedjiink meg vele, ugyancsak az
elénydk és hatranyok osszevetése céljabol.

3. Perspektiva

3.1. Perspektiv kép szerkesztése

A perspektiv abrazolds ugyancsak egyetlen perspektiv képsiknak nevezett képsikot
hasznalo abrazold geometriai modszer, amelyben a vetitOsugarak a tér egy adott pontjara,
a vetités centrumdra illeszkednek.

h
| —

/// ;

Az abrazolando targyat a képsiknak a centrummal ellentétes félterében helyezziik el
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Tekintstik a 7 perspektiv képsikot fiiggdlegesnek. Az dbrazolando targyat — jelen esetben
egy kockat — helyezziikk el egy erre merdleges ,,vizszintes” sikon, az ugynevezett
alapsikon, a képsiknak a centrummal ellentétes félterébe ugy, hogy a képsikkal ne legyen
parhuzamos lapja. Magat a C centrumot a képsikra es6 merdleges vetiiletével, a foponttal
(F) és a képsiktol mért tavolsagaval, a distanccal (CF=d) , az alapsikot a képsikkal
alkotott metszésvonalaval az a alapvonallal adjuk meg. Az alapsikkal parhuzamos és a
centrumra illeszkeddé sik a horizontsik, ennek a képsikkal alkotott metszésvonala a &
horizontvonal, amely parhuzamos az alapvonallal, és illeszkedik a fOpontra.

Az alapsikban fekvd e egyenesnek az e’ képe a (Ce) siknak a képsikkal alkotott
metszésvonala. A képsik e’ egyenesének van egy nevezetes pontja, az ugynevezett

iranypont (I,), amelyet a C ponton atmend, e-vel parhuzamos e egyenes metsz ki a

képsikbol: I, =enz . A tér Osszes e-vel parhuzamos egyenesének ugyanaz az
iranypontja, vagyis az e-vel parhuzamos egyenesek képei ebben a pontban metszik
egymast. Az alapsikban fekvd, vagy ezzel parhuzamos egyeneseknek az irdnypontjai a 4
horizontvonalra esnek.

Egy kocka ¢lei harom kiilonb6z0 iranyt hataroznak meg, melyek koziil most egy
parhuzamos a perspektiv képsikkal, ezért ehhez az irdnyhoz nem tartozik irdnypont.

A kocka masik két iranyahoz tartoz6 irdnypont, /1, I, és C egy derékszdgili haromszdget
alkot, amelynek az atfogdjadhoz tartozo magassaga a d=CF distanc.

Forgassuk a perspektiv képsikba (a papirunk sikjaba) az alapsikot az alapvonal koriil.
Valamint a C centrumot tartalmazdé horizont sikot egy ugyanilyen irdny forgassal a
horizont koriil. E forgés kozben az alapsik valamely P pontja leirja a T kdzépponti P(P)
korivet, a C centrum pedig az F kézépponti C(C) korivet. Ezeknek a koriveknek a szérai

parhuzamosak: PTCF és (P)TH(C)F igy e két koriv hasonlo helyzetii. A hasonlosagi

pontjuk a P pont perspektiv képe a P' :(CP)mn pont. igy a (C), p’ és (P) pontok egy

egyenesre esnek, azaz kollinearisak.
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Ezt Ggy is fogalmazhatjuk, hogy az alapsik perspektiv képe és az alapvonal koriili
leforgatottja kozott olyan centralis kollineacié’ all fenn, melynek centruma a perspektiv
abrazolas centruméanak a horizont koriili képsikba forgatottja, tengelye az alapvonal,
eltlinési egyenese a horizont vonal.

Megforditva: ha az alapsik képsikba forgatottjabol, ill. egy oda rajzolt alakzat ,,valodi”
képébdl allitjuk eld az alapsik ill. abba rajzolt alakzat perspektiv képét, akkor ennek a
centralis kollineacionak természetesen az irdnyegyenese lesz a horizont vonal.

Ez ad lehetdséget arra, hogy egy alapsikban fekvo négyzet leforgatott képét, valamint a C
pont 4 horizont koriili leforgatottjadt megadva megszerkeszthessiik az ugynevezett
,Mobius®-racsot”, amely az alapsikban fekvé négyzetracs perspektiv képe. Ha ugyanis
ismerjiilk a kocka alapsikban fekvd éleinek a képsikkal alkotott doféspontjait (az
alapvonallal alkotott metszéspontjait), akkor az &ltaluk meghatarozott szakaszokkal
»beskalazva” az alapvonalat, a kapott pontokat a megfeleld irdnyponttal kell csak
Osszekotniink.

" A centralis kollinedcié egy projektiv geometriai transzformacio. Ennek a targyalasara, gyakorlati
alkalmazasi lehetdségeire itt nem tériink ki, amely a végtelen tavoli térelemekkel kibdvitett euklideszi
siknak egy olyan egyenestartd leképezése, amelyben ez egymasnak megfelelé pontokra illeszkedd
egyemesek egy pontra, a kollinedcio centrumara illeszkednek. Belathatd, hogy minden centralis
kollienacionak van fengelye amelyre az egymasnak megfelelé egyenesek metszéspontjai illeszkednek.
A centralis kollineacio eltiinési egyenese az az egyenes, amelynek a képe a projektiv sik végtelen
tavoli egyenese, ¢és iranyegyenese az az egyenes ,amely a végtelen tavoli egyenesnek a képe.

8 August Ferdinand Mébius (1790-1868). Csillagasz, majd a lipcsei egyetem matematikaprofesszora. Neve ma mar
leginkabb a réla elnevezett topologiai konstrukcidrol, az tgynevezett Mobius-szalagrdl ismert.
22



AR A A NN

Perspektiv kép szerkeszése

Feladat: Adjunk meg egy perspektiv rendszert az alapvonallal, az F féponttal és a d

distanccal.

1. Rajzoljunk az alapsik képsikba forgatottiaban egy négyzetet, ennek a
felhasznalasaval egy az alapsikban fekvé négyzetrdacs képét az un.
MGobius- racsot. (1., 2. folia.)

2. Keszitsiik el egy poliéder perspektiv képét a Mobius-racs felhasznalasaval.
(1.,- ideiglenesen 2. és 3., majd ezeket kikapcsova - 4. folia.).

Figyeljiik meg, hogy hogyan fiigg a kapott kép a fopont a distanc, a horizontmagassag

megvdlasztasatol.
3. Szerkessziik meg egy kocka és a kockaba irt henger pespektiv képét.
(1., 6., 8. folia)

A Mobius-racs képét — ezzel egylitt barmilyen térbeli alakzat képét — az aldbbi adatok
hatarozzak meg:

e a fopontnak az alapvonaltol mért tavolsaga, amely azt befolyasolja, hogy mennyire ,latunk
r4” az alapsikra;

e a d=CF distanc, amelyet novelve az irdnypontok tavolabb, csokkentve kozelebb keriilnek
egymashoz;

e az alapsikban fekvo négyzet oldalainak az alapvonallal bezart szdge, amely ugyancsak
befolyasolja a két iranypont tavolsagat. (Gondoljuk végig, hogy a CI,I, haromszdget
tulajdonképpen az atfogdjahoz tartozd d=(C)F magassagabodl, valamint egyik befogodjanak az
iranyabol kell megszerkeszteniink!)

A Mobius-racs elegendden nagy részét megrajzolva konnyen kijeldlhetjiik az abrazolandé

alakzatunk ,,alaprajzat”. A megfeleld racspontokbol kiinduld, az alapvonalra merdleges

egyeneseken kellene megszerkeszteniink a képsikkal péarhuzamos (fliggdleges)
szakaszoknak a meghatdrozott modon rovidiilé képét. E szakaszokat akkor latjuk valodi
nagysagukban, ha éppen benne fekszenek a képsikban. Ezért a masutt 1évd egyeneseket
parhuzamos vetitéssel — amely a képen valamelyik irdnypontbdl torténd vetitést jelent —

,»vigyiik ki a képsikba, ott mérjiik fel a szakaszok valodi hosszat, majd vetitsiik vissza a

Mobius-racs altal meghatarozott helyére. (Az alapsik pontjai egy ilyen vetités soran az

alapvonalra keriilnek, igy egy-egy pont alapsiktél mért tavolsdga a képsikban az

alapvonaltol mért — valddi — tavolsag lesz.)
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I A distanc és a fépont szerepe a perspektiv abrazoldsban

Vizsgaljunk meg néhany perspektiv képet, amely ugyanarrol a mar jol ismert alakzatrol
késziilt. A képrdél konnyen rekonstrualhatod, hogy valdjaban hol van a térben az a C
centrum, ahonnan nézve a rajz késziilt: az F' fopont felett, olyan tavolsagra, ahonnan az
1,1, szakasz derékszog alatt latszik. Ez a rajz méretéhez képest nem tul nagy tavolsag.
Akkor latnank az alakzatot valosaghiinek, ha onnan probalnank ranézni a rajzra. Olyan
kozelrdl viszont mar nem is latunk élesen, egyéb kellemetlenségekrdl nem is beszélve.

Ez tehat a perspektiv dbrazoléas legnagyobb hatranya: a legritkabban sikeriil a vetités
centrumabol nézniink egy perspektiv képet. Mashonnan nézve viszont ,,torz” a
perspektiva

A distanc csokkentésével egyre meglepdbb perspektiv képeket kapunk, amely persze nem
azt jelenti, hogy nem jol szerkesztettilk a képet, csak azt, hogy nem onnan nézziik,
ahonnan az igényelné.




Ha olyan messzire vissziik a centrumot a képsiktol, amilyen messzirdl nézni szoktunk egy
rajzot, akkor viszont a keletkezd rajz méreteihez képest messzire keriilnek egymastol az
iranypontok, igy nem férnek el a papirunkon. A rajztanulds egyik fontos kérdése éppen
ennek a ,tapasztalati tavlattannak™ az elsajatitasa. Itt a mesterségbeli tudast éppen az
jelenti, hogy valaki akkor is jol alkalmazza a perspektiva torvényeit, ha nem korzével-
vonalzoéval — vagy éppenséggel szamitogéppel — szerkeszt ilyen 4abrakat, hanem
szabadkézi rajzot készit, és megtanulja ,,helyesen kezelni” az irdnypontokat anélkiil, hogy
azok a rajzlapjan lennének.

B Egy, két és tobb iranypontos perspektiv képek

A fenti rajzok ugynevezett két iranypontos perspektiv képek: annak a térbeli derékszogh
koordinata-rendszernek, amelyben a lerajzoland6 alakzatot elhelyeztiik, két tengelye
metszi a perspektiv képsikot, a harmadik nem. Tulajdonképpen annyi irdnypontot
kereshetiink egy perspektiv képhez, ahany olyan egyenest tartalmaz az alakzatunk, amely
nem parhuzamos a képsikkal.

Egy irdnypontos abrazolas esetén, amikor példaul egy kocka egy lapja parhuzamos a
perspektiv képsikkal, célszerli a kocka alapsikban fekvd lapjanak az 4tloihoz megkeresni
az iranypontokat, amelyek egyenlé tavol lesznek a fOponttol. A 27. &bran egy, a
horizonttavolsagnal nagyobb kocka egy iranypontos perspektiv képe lathato.

Nem szeretnénk felvallalni a perspektiva képzOmiivészeti, mlivészettdrténeti szerepének,
jelentdségének a taglaldsat, azonban nem allhatjuk meg, hogy ne mutassunk be egy
csodalatos példat az egy iranyponta perspektiva alkalmazésara:
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Raffaello: Athéni iskola

A freskod egyetlen iranypontja a kozépen allo két nagy gordg filozoéfus — Platon és
Arisztotelész — testének érintkezésénél talalhato.

Masik példank a harom irdnypontos perspektivara mutat igen szép példat. Itt érdemes
kissé elgondolkoznunk azon, hogy a ,,Mit 4brazol a kép?” kérdés mellett mennyire fontos
a ,,Milyen abrazolasi médban, honnan nézve latjuk ilyennek?” kérdés is. Escher miivészi
konstrukcioja alapjan, szamitogéppel késziilt az alabbi rajz:

M. C. Escher: Harom egymast metszo sik (fametszet)

és az e konstrukciot eloallito Euler3D fajl

A mialkotas "titka", hogy a miivész igen kozeli, nagy latdszogli perspektivat
alkalmazott..
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3.2. Perspektiv kép készitése szamitogéppel

Vizsgaljuk meg, hogyan készithetnénk szamitogéppel perspektiv képet (amennyiben ezt a
feladatot nem bizhatnank egy kész programra)! Miutdn mar elkészitettiik egy térbeli
derékszogli  koordinata-rendszerbe helyezett pont ortogonalis axonometrikus képét,
pontosabban kiszamitottuk annak a képernyd koordinata-rendszerében vett koordinatait,
nézzilk meg, miként kell ezeket a koordinatakat mddositanunk, hogy perspektiv képet
kapjunk. EgyelOre szoritkozzunk annak az esetnek a vizsgalatara, amelyben a fOpont
éppen a térbeli és sikbeli koordinata-rendszer kozos origdjaba esik.

Nézziink most ra ,,profilb6l” a képsikra! Legyen a C centrum és a képsik tavolsaga (a
distanc) d=CF, ahol F a fépont. A térbeli P pontnak a képsiktdl mért — eldjeles —
tavolsaga legyen ¢, ahol az eldjelet akkor tekintsiik pozitivnak, ha a P pont a képsiknak
ugyanabba a félterébe esik, mint a C pont. A P pont ortogonalis axonometrikus képe a
képsikra es¢ merdleges vetiilete: P, perspektiv képe a C-n 4tmend vetitdsugaranak a
képsikkal alkotott metszéspontja: P,. Ez utobbi természetesen csak akkor létezik, ha 7<d,
vagyis a C kezd6ponta /CP) félegyenes metszi a képsikot. Jeldlje még K a P pontnak a
(CF) egyenesre esO merdleges vetiiletét.

P P,
v P -

ax t

Képsik Képsik

A felsorolt pontok egy sikban, a (CFP) sikban vannak. Mivel P FC ¢és PKC

haromszogek hasonlok, konnyen felirhatjuk a F'P, és FFP,, szakaszai kozotti kapcsolatot:

PF P F
P :PKz ax — PF=PF- d
FC KC KC d—t
Ez az 0Osszefiiggés fliggetlen attdl, hogy a P pont a képsiknak a C-vel egyezd vagy
ellentétes félterében van-e, mivel #-t eldjeles tavolsdgként kezeljik.

Mind a szerkesztésbol, mind a fenti képletbdl leolvashatd, hogy a képsikkal parhuzamos
¢s a centrumra illeszkedd sikra, az ugynevezett eltiinési sikra illeszkedd pontoknak nem
keletkezik (végesben 1év0) képe. Ha pedig egy pont és a képsik tavolsaga nagyobb a
distancnal, akkor a pontrdl tgynevezett virtualis képet kapunk. Ezt az esetet csak gy
kertilhetjiik el, ha a centrumot a képsiktol tavolabb helyezziik el, mint a pontok
koordinatainak a maximuma.
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Felhaszndlva a P(x,y,z) térbeli koordindtdkkal adott pont ortogonalis axonometrikus
vetiiletére vonatkozo képleteinket (és figyelembe véve, hogy =w), ugyanennek a pontnak
a perspektiv képét az

d-(—xsin8+yc058)

u=
d—(x cos Isin @+ ysinSsin(p+zcoscp)

d-(—xcosSCOS(p—ysinScoscerzsin(p)

V=
d—(xcosSsin(er ysin 3sin @ +zc05(p)

képletekkel szamithatjuk ki, ahol a perspektiv abrazolas centruma az origo ,,felett”, attol d
tavolsagra van. Még két paraméterrel, a fOpont (sikbeli) koordinataival boviil a fenti
képlet, ha a fOpontot at szeretnénk helyezni az origobol a képsik F ( s fv) pontjaba. Erre
példaul akkor lehet sziikségiink, ha szeretnénk kissé ,,ralatni” az dbrazoland6 alakzatra.
Ekkor a P(x;y;z) pontot egy OF = ( s fv) vektorral el kell tolnunk a fépontba, majd
miutan ott kiszadmitottuk a pont perspektiv képét, az eldbbi vektor ellentettjével vissza kell
vinniink az eredeti helyére:
d-(—xsin 9+ -1
et 4 ( >'<s1n }'Icos. .)
d—(xcosSsm(p+ysism(p+zcoscp)

d-(—xcos cosp—ysin Ycosp+zsinp—f,)

v=f +

Y d—(xcos 9sin@+ysinIsin@+zcos¢)

Ezekkel az Osszefiiggésekkel barmilyen poliéderrdl konnyedén készithetlink (élvéazas)
ortogonalis axonometrikus vagy perspektiv képet minden olyan programmal, amely
alkalmas egy végpontjaival adott szakasz megrajzolasara.

A térgeometriai alakzatok megjelenitését (is) felvallalé programok — mint példaul a
MAPLE , a MATHEMATICA, vagy az itt hasznalt Euler3D— leveszi a vallunkrol
ezeknek a szamoldsoknak a terhét, s6t a poliéder lapjait is megjeleniti, megoldva a
lathatosadg szerinti dbrazolas kérdését is. Mégsem haszontalan egy olyan program
elkeészitése, amely ezekkel a képletekkel oldja meg a feladatot. Egy ilyen program
ugyanis jo lehetdséget nyujt a kisérletezésre, foként perspektiv képek eldallitasa terén.
Koénnyen készithetiink ,,j6” és ,,kevésbé jo” perspektiv képeket, a fépont €s a distanc
alkalmas vagy éppenséggel ,,vad” megvalasztasaval. Egy-egy ilyen szadndékosan
kellemetlen helyen felvett nézOponti képre konnyedén rafoghatjdk a perspektiv kép
rajzolasaban jartas ismerdseink, hogy ,,ilyen perspektiva nincs, erre a rajzra minden
rajztanar elégtelen osztilyzatot adna”. Pedig van. Az aldbbi perspektiv képeken egy
nagyobb pont jelzi a fopont helyét, és egy abbol kiinduld fliggdleges szakasz a distancot.
Probaljak ki olvasoink, hogy milyennek tlinik a rajz abbdl a pontbdl nézve, amely a
fopont felett van, a papir sikjatdl distancnyi tavolsagban. (A lapokat — a konnyebb
attekinthetdség kedvéért — kiszineztiik, noha ezt a feladatot nem vallalta fel a program.)
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B szereogram: a ,térlattatds” rajz

Mas ,,mellékterméke” is lehet ennek a munkdnak. Ha mar tudunk élvdzas perspektiv
képet késziteni, két egymastol megfeleld tavolsagban elhelyezett centrum
felhasznalasaval konnyen eléallithatunk egy ugynevezett sztereogrammot, amely ,,igazi”
haromdimenzios kép eldallitasat teszi lehetove.
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A téargyakat azért latjuk ,,térben”, megkiilonboztetve a téliink tavolabbi és kozelebbi
pontjait, mert a két szemiinkben mas-mas perspektiv kép keletkezik, hiszen a két centrum
(a két szemiink) mintegy 7-8 cm-re van egymastol. A két kép kozotti eltérést — amely
kozelebbi targyakat szemlélve nagyobb, tavolabbiakat nézve kisebb — az agyunk fel tudja
dolgozni gy, hogy ezzel érzékeljiik a targyak szemeinktdl mért tavolsagat. Ha készitlink
egyetlen képsikra egy kék szinli perspektiv képet az egyik, egy pirosat a tole
meghatarozott tavolsdgban elhelyezett masik centrumbdl, és ezt a rajzot megnézzilk egy
piros-kék szemiiveggel, amely szétvalasztja a két perspektiv képet tigy, hogy a piros
iivegen at csak a kék vonalakat, a kéken at csak a pirosakat latjuk, akkor az agyunk
Osszedllitja szamunkra a térbeli alakzatot.

\-\.

@

Itt jegyezzilk meg, hogy a koznapi szohasznalatban — sajnos — egyre elterjedtebb a
,haromdimenzios grafika” kifejezés, ami legfeljebb arra utalhat, hogy a kép
haromdimenziés (azaz térbeli) alakzatokrol késziilt. De hat tobb ezer év Ota
haromdimenzios dolgokat rajzolnak az emberek. A ,,haromdimenzios grafika” elnevezést
talan helyesebb lenne meghagyni a fenti képek szdmara, amelyek viszont csak valamilyen

eszkdz — jelen esetben a piros-kék szemiiveg — felhasznéalasaval valnak a nézé szamara
valéban haromdimenziosakka.
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Végezetiil bemutatunk egy Pascal-nyelven irt szamitégépi programot, amelyen jol
tanulmanyozhatok az ortogonalis axonometrikus és perspektiv abrazolas sajatossagai. A
program sztereogrammok készitésére is alkalmas: sztereo.exe. Sajnos ez a - tobb mint 15
éves - program a Windows7 operacids rendszerben mar nem futtathato.

4. Az dbrazolasi modok osszehasonlitasa

Térjlink vissza Pohlke tételéhez. A tétel csak azt mondja ki, hogy van olyan kocka, amely
harom, egy csucsbol kiinduld €lének a parhuzamos vetiilete a képsikban megadott harom
egy csucsbol kiindulo tetszdleges szakasz. Természetesen nem csak egy van, a vetitési
irany mentén eltolva minden térbeli tengelykeresztnek (targynak) ugyanaz az
axonometrikus képe. De ettdl eltekintve sem lehet egyértelmiien rekonstruédlni a térbeli
alakzatot az élvazas axonometrikus képe alapjan. Ugyanis kétféleképpen is feltiintethetjiik
az alakzat lathatosagat. Az igy kapott két kép nem ugyanazt az alakzatot abrazolja, hanem
egymasnak egy olyan sikra vonatkoz¢ tiikorképét, amely merdleges a vetités irdnyara. Ez
ortogonalis axonometrianal maga a képsik is lehet. Egy mar megrajzolt (élvazas) rajzon a
lathatosdg megvalasztasaval vagy a tengelyek irdnyanak a megadédsaval tudjuk
egyértelmiien rekonstrualhatévad tenni az dabrazolast. A térgeometriai alakzatok
megjelenitésével foglalkozd programok, mint Pl. az Euler3D a felhasznalé aktiv
beavatkozasa nélkiill megoldjdk a lathatosdg kérdését. Ez komoly matematikai
(konstruktiv geometriai) meggondolasokat igényel.
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sztereo.exe

Két alakzat azonos axonometrikus képe.

Ezzel szemben nem donthetjiik el onkényesen a lathatdsadgot a perspektiv képeknél. A
perspektiv kép mar nyujt némi informacidt arra vonatkozédan, hogy a valdsdgban
parhuzamos ¢és egyenld szakaszok koziil melyik a kozelebbi. Ezt ugyanis nagyobbnak
latjuk. Ennek ellentmondo lathatosag feltiintetése sulyos szakmai hiba.

A lathatosag szempontjabol helyesen ill. hibdasan kihuzott perspektiv rajz.

Egy eléggé ,kozeli” perspektivaban dabrazolt kockat a lapjaiba irt korokkel egyiitt,
valamint a harom kockaba irt hengert is hasonlitsuk 0ssze a hengerrdl késziilt korabbi,
axonometrikus képekkel.


billen.elr
billen.elr
billen.elr

Kockaba irt henger perspektiv képe.

Feladat: Adott egy perspektiv rendszer az alapvonallal, horizonttavolsaggal, foponttal
és a distanccal. Abrazoljunk benne
1. egy kockat (1. 2. és 4. folia) (szerk: 3. folia)
2. a kocka lapjaira rajzolt koréket. (1., 4., 5., 6., 7., folia)
3. a kockaba irt hengereket:
a) z tengellyel parhutamos alkotok: (1., 4. 5. 8. folia)
b) x tengellyel parhutamos alkotok: (1., 4. 6. 9. folia)
¢) y tengellyel parhutamos alkotok: (1., 4. 7. 10. folia)

A kornek nem csak az axonometrikus, hanem a perspektiv képe is ellipszis.
Megjegyezzilkk azonban, hogy axonometrikus &brazoldsnal a keletkezd ellipszis
kozéppontja lesz a (térbeli) kor kozéppontjanak a képe, perspektiv abrazolasban viszont
nem, mivel a kor affin képeként kapott ellipszis kozéppontja a kor kozéppontjanak a képe,
a kor centralis kollineacidval — igy a perspektiv dbrazolas sordn kapott képe is — olyan
ellipszis amelynek a kozéppontja a kollineacid eltlinési egyenese korre vonatkozo
polusanak, tehat nem a kozéppontjanak a képe.

Végiil — ugyancsak az Osszeghasonlitds kedvéért — bemutatjuk egy gdmbnek néhany
axonometrikus ¢€s perspektiv képét. Ha az abrdzol6 geometria eszkoztarara kell
szoritkoznunk, akkor egy gombot — épp ugy mint egy sikot — a ra rajzolt alakzatokkal,
jelen esetben foldrajzi szélességi €s hosszusagi korokkel szemléltetjiik. (Az ,.egyenlitd”
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lényegében egy gombi fokor, a szélességi korok a gdombnek az ezzel parhuzamos
sikmetszetei, a ,,hossztsagi korok™ az erre merdleges fokorok, amelyek két pontra, a
»polusokra” illeszkednek.)

Ha barhonnan ranéziink egy ,,kézbe vehetd” gombre, a kontirjat mindenhonnan kérnek
latjuk. Vajon a rajzokon is?

A gdmb kontlrja kavalier-axonometrikus abrazolasban sziikségképpen ellipszis, mivel a
vetités iranya ferde. (Gondoljunk arra, hogy egy labda arnyéka a vizszintes sikon mindig
ellipszis, legfeljebb a baktéritd és raktérité kozotti gyerekek lathatjak kornek az év egy
bizonyos — pontosabban két — pillanataban, amikor a nap éppen a fejiik felett delel.)

A gomb ortogonalis axonometrikus képe a merdleges vetités miatt minden esetben kor.

A gomb perspektiv képe csak akkor kor, ha az abrazolt gomb kézéppontja a fépontra esik.
(Néha talalkozunk olyan f6ldgombrdl késziilt sematikus rajzzal, amelyben mindkét polus
a rajz kontlrjara esik. Ilyen eset csak ortogonalis axonometridban fordulhat eld. Ekkor
viszont a szélességi korOkre ,nem lathatunk r4” azaz a szélességi korok egy-egy
szakasznak latszanak.
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A gomb perspektiv képe lehet kor és ellipszis is.

Remeéljiik, irasunk végére kidertilt, hogy tankonyvekben, didaktikai szempontb6l fontos
rajzok készitésekor legkevésbé a klinogonalis axonometridt, ezen beliil a kavalier
perspektivat tartjuk helyesnek. Azt azonban, hogy az ortogonalis axonometria, vagy a
perspektiv dbra koziil mikor melyiket célszerii alkalmaznunk, olvasoikra bizzuk.

Nem emlitettiik a térgeometriai alakzatok abrazolasnak a leghatékonyabb eszkozét, a
fény-arny€k hatast, vagy a feliilet tiikr6z6dését bemutatdé miivészi, vagy az azt szimulald
computer-grafikai eszkozoket, csak az abrazoldé geometria eszkoztarara szoritkoztunk.
Reméljiilk azonban, hogy igy hozzajarultunk ahhoz, hogy olvasdink ért6 szemmel
tekintsenek az ilyen alkotdsokra.
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