Geometria 1.

Vigh Viktor

Kivonat

Jelen jegyzet az SZTE osztatlan matematikatanar-képzésében sze-
repl6 Geometria I. tantargyhoz irodott. A kurzus a tanulmanyok elsd
félévében kotelezs. Ezért a targyalasban mindenképpen feladatként je-
lentkezik a hallgatok altal a kozépiskolajukban megszerzett ismeretek
felelevenitése és rendszerezése. A matematikaoktatas szempontjabol
igen heterogén kozoktatési intézményrendszerre tekintettel sziikséges
az el6zGeken til a hallgatok geometriai ismereteinek modszeres felépi-
téssel olyan szintre hozésa, amely az el6rehaladast a jelen és késGbbi
kurzusok sziikségleteinek megfelelGen lehetévé teszi. A jegyzet a ko-
zépszint érettségi kovetelményeivel lefedett témakoroket 1ényegesen
nem haladja meg, ,csupan” a bizonyitasok megjelenésével kap még na-
gyobb hangsulyt az ismeretek egymasra épitése, a fogalmak és allitasok
kapcsolatainak feltardsa, és e kapcsolatok lehetséges demonstralasa. E
jegyzettel tdmogatni kivanjuk a geometriai tanulmanyok folytatasdhoz
sziikséges rutinok kialakitaséat, bizonyos séméak alkalmazasanak kész-
ségszintivé tételét, automatizmusok begyakorlasat. Ezeken tilmenéen
a a kittizott kapcsolodo feladatok és gyakorlatok mér sokkal inkabb
elméleti jellegiiek, lehetséget kinalnak arra, hogy a megfelels szinti
rutinnal a hallgatok tovabb is haladhassanak, és a problémamegoldas
eggyel magasabb szintjére is fel-fellépjenek.

1. Térelemek kolcsonos helyzete, illeszkedés

Célok: ismerkedés a stk és a tér alapvet fogalmaival, a geometriai és tér-
szemlélet formalasa, kevés 1épésbdl allo bizonyitasok gyakorlasa.

1.1. Alapismeretek

A sikon
Barmely két kiilonb6z pont pontosan egy kozos egyenesre illeszkedik. Az
egy kozos egyenesre illeszkedd pontokat kollinedrisnak nevezziik.



Az e és f egyenesek a sikban vagy egybeesnek, vagy egymast pontosan
egy pontban metszik, vagy kozos pont nélkiiliek. Ha e = f, vagy e-nek és
f-nek nincs kozos pontja, akkor e-t és f-t parhuzamosnak nevezziik. A pér-
huzamossag jele e||f. Az e egyenessel barmely P ponton at pontosan egy
parhuzamos egyenes hiizhato.

A térben

A térben barmely hiarom, nem kollinearis pont pontosan egy kozos sikra
illeszkedik. A kozos sikra illeszkedd pontokat komplanarisnak nevezziik.

A térben két e és f egyenes metszd, ha pontosan egy kézos P pontjuk van.
Két nem metsz6 egyenes parhuzamos, ha létezik egy olyan sik, ami mindket-
t6t tartalmazza. (Az egybeess egyeneseket ismét parhuzamosnak tekintjiik.)
Ha két egyenes nem metsz$ és nem is parhuzamos, akkor kitérs. Az e egye-
nessel barmely P ponton at pontosan egy parhuzamos egyenes huzhato.

1. abra. Kitérs élparok a kockan és a tetraéderen
Nézze és mozgassa meg az abrat a GeoGebraTube-on!

Az Sy és Ss sikok a térben lehetnek metsz6k, vagy parhuzamosak. Metszé
stkok metszete minden esetben egy egyenes, a parhuzamos sikoknak vagy
nincs kozos pontjuk, vagy egybeesnek. Az S sikkal barmely P ponton at
pontosan egy parhuzamos sik hiizhato.

Egy e egyenes egy S sikot egy P pontban dof, ha e S = {P}. Ellenkezs
esetben e és S parhuzamosak. Ha e C S, akkor az e sik illeszkedik S-re (és
ekkor is parhuzamosnak tekintjiik 6ket).

Egyenesek szogét a térben a kovetkezSképpen definidljuk.

1. Definici6. Két parhuzamos egyenes szoge 0. Két metszd egyenes hajlds-
szoge az a $z0g, amelyet az eqyenesek az dltaluk meghatdrozott sikban bezdr-


http://tube.geogebra.org/m/1443283

nak. Két kitérd egyenes hajldsszogének nevezziik azt a szoget, amelyet eqy
tetszdleges ponton dtmend, veliik parhuzamos eqyenesek alkotnak.

2. Definicié. Egy egyenes merdleges eqy sikra, ha merdleges annak minden
eqyeneseére.

1.1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy két parhuzamos eqyenesre pontosan eqy
sik illeszkedik.

1.2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy két metszd eqyenesre pontosan eqy sik
lleszkedik.

Az Gsszes egyenes ellenGrzése helyett elegendd a merdlegességet két egye-
nesre igazolni. Errél szol a sikra merdlges egyenes tétele.

1. tétel (Sikra merdleges egyenes tétele). Ha egy egyenes merdleges a
sik két eqgqymdst metszd eqyenesére, akkor merdleges a sik minden egyenesére,
azaz merdleges a sikra.

1.3. feladat. Igazoljuk a Sikra merdleges egyenes tételét!

1.2. kitérds egyenesek

1.4. gyakorlat. Legyenek a és b kitérd egyenesek. Mutassuk meg, hogy ha
a’ a b-t metszd, a-val pdarhuzamos egqyenes, akkor a pdrhuzamos az a’ és b
daltal kifeszitett sikkal, és hasonloképpen ha b’ az a-t metszd, b-vel parhuzamos
egyenes, akkor b pdrhuzamos az a és b’ dltal kifeszitett sikkal.

1.5. gyakorlat. Tegyiik fel, hogy a térben a €s b metszd eqyenesek, akdrcsak
az a' ésb egyenesek, tovabbd a || o', ésb || b'. Mutassuk meg, hogy az a és b
daltal kifeszitett sik pdarhuzamos az o’ és b dltal kifeszitett sikkal!

1.6. gyakorlat. Igazoljuk, hogy ha a és b kitérd egyenesek, akkor létezik két
olyan pdrhuzamos sik, amely kozil az eqyik at-t, a mdsik b-t tartalmazza!

1.7. gyakorlat. Legyen adott két eqyenes: a és b. Tekintsiik az olyan egye-
neseket, amelyek metszik a-t, és parhuzamosak b-vel. Mutassuk meg, hogy az
osszes ilyen eqyenes eqy sikra illeszkedik, amely pdarhuzamos b-vel!

1.8. gyakorlat.

1.9. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy barmely két kitérd eqyenesnek van pon-
tosan egy normdltranszverzalisa !



1.3. Harom térelem kolcsonos helyzete

Héarom térelem kolcsonds helyzetét mar feladatokon keresztiil dolgozzuk fel.

1.10. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha hdrom sik kézil barmely kettd eqy
egyenesben metszi eqymdst, €s a metszeteqyenesek kézil valamely kettd eqy P
pontban metszi eqymdst, akkor a harmadik metszetegyenes is illeszkedik P-re.

Megoldas. Legyenek S7, S, és Sz a vizsgalt sikok, amelyek koziil barmely
ketts egy egyenesben metszi egymast. Az S; NSy , az Sy N S illetve az Sy N
N S3 egyenesek legyenek rendre ey €93 és e13. Tovabba legyen P = ej5 N eys
a metszéspont. Masképpen, P az a pont, amire P € e és P € e3. (Léasd
abra.) Hasonloan,

1. Pe €12 és €12 — Sl ﬂSQ miatt P € SQ,

2. P € eq3és e13 =951 N53 miatt P € S5.

Kovetkezésképpen P € So M Ss is, azaz P € eg3. Tehat a P pont rajta van az
S1, Sy és S5 sikok altal meghatarozott metszetegyenesek mindegyikén. [J

) 1 €13

€12 P

€23 S;

Sz

2. abra. A sikokat egy kocka lapsikjaival szemléltethetjiik

Az [1.10, gyakorlat megoldésat felhasznélva oldjuk meg a kovetkezs gya-
korlatokat ¢nélloan!

1.11. gyakorlat. Adott 3 pdronként egyenesben metszd sik. A hdrom met-
szésvonaluk kozil kettd parhuzamos. Mutassuk meg, hogy ekkor barmely két
metszésvonal parhuzamos!



1.12. gyakorlat. A pdrhuzamos S, és Sy sikokat az S3 sik rendre e; €s ey
egyenesekben metszi. Mutassuk meg, hogy eql|ea!

1.13. gyakorlat. Az e egyenes pdrhuzamos a metszd Sy és Sy sikok mind-
eqyikével. Mutassuk meg, hogy e pdrhuzamos S1 N Sy egyenessel is!

Megoldas (vazlat). Csak azt az esetet targyaljuk, amikor e nem il-
leszkedik az adott s; és Sy sikok egyikére sem. A tobbi eset hasonld, ezek
kidolgozasat az olvasoéra bizzuk.

Legyen P € S1NS, egy tetszbleges pont, és legyen S a P és e altal feszitett
sik. fi1 = S NS illeszkedik P-re, mivel P mindkét sikon rajta van, masrészt
parhuzamos is e-vel, hiszen S sikra f; és e is illeszkedik, de kozos pontjuk
nem lehet e||S; miatt. Igy f, az az egyetlen egyenes, ami P-re illeszkedik, és
parhuzamos e-vel. Hasonloan érvelhetiink fo = S N Sy-re, s igy kapjuk hogy
f1 = f2 = Sl N SQ. Mivel f1H6, igy az allitast belattuk. O

1.4. Kapcsol6doé nevezetes tételek

A kovetkezd egyszerti allitds egy nevezetes tételt készit eld.

1.14. feladat. Adottak a kiilonbozd sikokban fekvd A1 B1C1/\ és AaByCy/\
hdaromszagek. Tudjuk, hogy az A1B1 és AyBy egyenesek My, A1C7 és AxCh
eqyenesek My, végil a B1Cy és BoCy egyenesek Ms pontokban metszik egy-
mdst. Ekkor My, My és Mz pontok kollinedrisak.

Bizonyitasi 6tlet. Az M, M, sé M; pontok mindegyike illeszkedik A B1Ch A
és Ay BoCy/\ sikjainak metszésvonalara. [

Tekintsiik és mozgassuk meg a kapcsolodo dinamikus abrat a GeoGebraTube-
on!

A Desargues-tétel a fenti allitast messzemenden tovvabgondolja. A rész-
letekért olvassuk el a Desargues-tételrdl szo6l6 Wikipédia szocikket!

1.5. Gyakorlatok

1.15. gyakorlat. Adjunk meg a térben
1. hdrom
2. n
3. wvégtelen sok

pdronként kitérd egyenest!

1.16. gyakorlat. Bdrmely harom nem kollinedris pont eqyértelmiien megha-
tdaroz eqy sikot. Legfeljebb hdny sikot hatdroz meg


http://tube.geogebra.org/m/1443447
http://tube.geogebra.org/m/1443447
https://hu.wikipedia.org/wiki/Desargues-t%C3%A9tel

1. négy

2. 6t

3. n
kiilonbozd pont ? Adjunk példdt olyan konfigurdciora, amely a mazimumot
szolgdltatja!

1.17. gyakorlat. Adott négy sik, melyek kézil barmely kettd metszi eqgymdst.
Lehet-e a sikok 6 metszésvonala kéziil

1. pontosan 3

2. pontosan 4
pdrhuzamos ¢

1.18. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy két kitérd eqyenes bdrmelyikén dt fel-
vehetd a mdasikkal pdrhuzamos sik. (GFGY1699)



2. A haromszog

Célok: a haromszog elemi geometridjanak és nevezetes pontjainak ismétlése,
a geometriai szemlélet formalésa, bizonyitasok gyakorlasa

2.1. Alapismeretek
2.1.1. El6zetes ismeretek

Pont, eqyenes, félegyenes, szakasz, szdg, sz0q szdra, szogtartomdny, irdnyi-
tott szdg, mellékszogek, kiegészitd szogek, csiucsszogek, vdltoszogek; szakasz
hosszisaga, szdg nagysdga; csiucsszogek eqyenld nagyok, derékszdg, szogfele-
20; ponthalmazok tdvolsaga, pont tavolsdaga eqyenestdl; téglalap és négyzet,
paralelogramma; terilet, téglalap terilete, haromszog teriilete.

2.1.2. Az ebben a szakaszban felhasznalt ismeretek

Tekintsiink harom nem kollineéaris A, B és C pontot a sikon. Az {A, B,C'}
halmazt hdromszognek nevezziik, jelolése: ABCA. Az A, B és C pontok a
hdromszog csicsai, az ¢ = AB, b= AC és a = BC szakaszok a hdromszig ol-
dalai. A CABZ,ABC/, BCAZ a hdromszdg szégei. Az A csiccsal szemkézti
oldal a BC, a BC oldallal szemkozti csiics az a, és az ezen oldallal szem-
kézti sz09 a BACZ. A BACZ széggel szemkozti oldal a BC oldal, a BAC/
sz6g melletti oldalak AB és BC. A BAC/ szdg a AC és AB oldalak kézti
(vagy dltaluk kozbezdrt) szdg. A haromszog szogeinek mellékszogeit a hdrom-
sz20q kiilsd szogeinek nevezziik. Egy haromszog kiils§ szogének mellékszogét
a hadromszog e kiilsd szog melletti belsd szogének nevezziik.

Ahogy az megszokott, mi is éliink azzal az egyszertisitéssel, hogy AB a
szovegkornyezettdl fliggden jelolheti magat a szakaszt (mint ponthalmazt),
és annak hosszat is. Hasonléan, a haromszogben a egyszerre jeloli az egyik
oldalt (mint szakaszt), és annak hosszat is. A haromszog oldalaira érvényesek
a haromszog-egyenlGtlenségek: a+b > ¢, a+c¢ > b és b+c¢ > a. Azt mondjuk,
hogy egy szakasz nagyobb (kisebb), mint egy masik szakasz, ha hosszusaga
nagyobb (kisebb). b+ ¢ > a. Azt mondjuk, hogy egy szdg nagyobb (kisebb),
mint egy masik szog, ha nagysaga nagyobb (kisebb).

Ha adott egy kolesonosen egyértelmii megfeleltetés két haromszog (csi-
csai) kozott gy, hogy a megfelel6 oldalak egyenld hosszusaguak, akkor azt
mondjuk, hogy a két hdromszog eqybevdgd ; jelolése: ABCA = A'B'C'A. Két
haromszog egybevagosaganak alapesete (bizonyitas nélkiil):

1. Allitas (Oldal—sz6g—oldal-allitas). Ha két haromszig kizott van olyan
megfeleltetés, hogy a két-két megfeleldoldal hosszisdga és az dltaluk kézbezdrt



s2069 nagysdga megegyezik, akkor a harmadik oldalak hosszisdga is megegye-
zik, és a megfeleld szogek nagysdga is megeqyezik.

Ebbdl kovetkezik, hogy egybevdgo haromszogeknek a megfeleld szogei eqyen-
[0 nagyok. Ha egy haromszognek van két egyenls hosszusagu oldala, akkor a
haromszoget egyenld széaru haromszogeknek nevezziik. Azokat a haromszoge-
ket, amelyeknek minden oldaluk (és igy minden szogiik) egyenls, szabalyos
vagy egyenld oldaltt haromszognek hivjuk. Megmutathato, hogy egy harom-
szognek két oldala pontosan akkor egyenld, ha a veliik szemben fekvd szogek
egyenlGek.

A sikon azokat a leképezéseket, amelyek megérzik a pontok téavolsagat, tda-
volsdgtarto leképezéseknek vagy i1zometridknak nevezziik. Két szoget egyenld
nagysagunak tekintiink, ha van a siknak olyan izometridja, amely az egyiket
a méasikba viszi.

Rogzitsiink egy O pontot a sikon, és egy r > 0 valos szamot. Az O-t6l r
tavolsagra 1évé pontok halmazat O kozépponta r sugara korvonalnak (néha
csak kornek) nevezziik. Az O-t6l legfeljebb r tavolsagra 16v6 pontok halmazat
O kozéppontt r sugari korlemeznek (néha csak kérnek) nevezziik.

Az e egyenes P-ben érinti az O kozépponta r sugara kort, ha a kor és az
egyenes egyetlen kozos pontja P. Ismert, hogy ekkor OP L e. Altaldban ha
adott egy k kor, és @@ ¢ k kiils6 pont, akkor k-nak két olyan érintGje létezik,
ami illeszkedik Q-ra. Ha az érintési pontok rendre P és Py, akkor QP, = QP,
szimmetriai okok miatt.

Legyen adott egy ponthalmaz a sikban. Egy olyan gorbét, amelynek min-
den pontja ugyanolyan tavolsagra van a ponthalmaztol, ekvidisztdns gorbének
nevezziik az adott ponthalmazra vonatkozoan.

2.2. Alapveté Osszefiiggések haromszogekre vonatkozéan
2.2.1. Hosszlsag

Alapvet§ kérdéseink:
(1) Hogyan rendeliink egy szakaszhoz hosszusagot ?
(2) Hosszusaguk szerint hogyan hasonlithatjuk ¢ssze a szakaszokat ?
(3) Mikor mondjuk, hogy egy szakasz hosszabb vagy révidebb a masiknal?
[lletve mikor ugyanolyan hosszi?
Alapvet§ valaszok:
(1) Mérniink kell a szakaszokat.
(2) Mértékiik szerint tudjuk 6sszehasonlitani.
Ujabb kérdés:
(1) Mit jelent, hogy megmeérjiik a szakaszt?
(2) Hogyan mérjiik meg a szakasz?



Ujabb valaszok:

(1) Van mérdeszkoziink.

(2) Barmely egyenes mellé odailleszthetjiik a mérészalagot.

(3) Szakaszok hosszanak Gsszehasonlitasakor nem a szakaszokat mozgatjuk,
hanem a mérdészalagot.

Még tjabb kérdések:

(1) Hogyan készithetiink mérgszalagot ?

(2) Hogyan tudunk egyenletes skalat felvinni a skalazott vonalzora?
Véalaszok:

(1) A skalazott vonalzo készitéséhez is sziikség van a szakaszok Osszehason-
litasara.

(2) Tudnunk kell egységet felvenni, majd azt sokszorozni és felosztani.

(3) Az egész sikon mindeniitt egyforman hasznalhato skalazott vonalzo elké-
szithetGségét valahogyan biztositani kell.

(4) Valojaban a végeredmény szamit: barmely két szakasznak meg tudjuk
mondani a hosszusagat. Ez azt jelenti, hogy 6ssze tudjuk vetni a vonalszo
egy szakaszaval, vagyis fedésbe tudjuk hozni 6ket. Eredményiil barmely
két ponthoz egy valds szamot rendeltiink, a pontok tavolsagat.

(5) Létezik tehat egy tavolsagmérés (metrika) a sikon. De nem akarhogyan,
olyan tulajdonsagokat is elvarunk téle, amelyek a fizikai tapasztalataink-
kal 6sszevagva lehet6vé teszik a matematikai absztrakciot.
Kovetkeztetés: Szakaszokat hosszusdg szerint meéréssel dsszehasonlitani

pontosan azt jelenti, hogy a sik eqy tdavolsdgtarto transzformdciojainak seqit-

ségével kapcsolatba hozzuk dket.

A sz6gek 6sszehasonlithatosaga az izomteridkon mulik. Ha két szdget mint
egy-egy haromszog szogét tekintjlik, nagysaguk egyenl@ségét a haromszogek
Osszevetésével tudjuk megvizsgalni. Alapvetd szerepet jatszik az alakzatok
egybevagosaga.

3. Definicid. Azt mondjuk, hogy az A alakzat és a B alakzat egybevigoak
(jelben: A = B), ha van olyan p: A — B bijekcid a két halmaz kézitt,
amelyik megdrzi a pontok tdvolsdgdt.

Meg lehet mutatni, hogy az alakzatok egybevagosaga szoros 6sszhangban
van a sik izometriaival.

2. tétel. Ha p: A — B két alakzat egybevagdsdga, akkor van a siknak olyan
O izometridja, amelynek az A halmazra megszoritdsa éppen ¢ : vagyis ®| 4 =
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adodik a kovetkezs igaz allitas. Valojaban ez azt mutatja, hogy a hdromszo-
gek egybevdgosdganak fogalma az alakzatok egybevagosaganak altalanosabb
fogalmat fejezi ki harom pontbol all6 halmazokra.

3. tétel. Két hdaromszog eqybevdgd, ha csiucsaik kézott van eqy olyan
p: A— A" B— B C— '

bijekcio, amelyre

AB=AB', BC=B/(C", CA=CA,
azaz ha megfeleld oldalaik eqyenld hosszisdguak.

Tekintettel a [2| Tételre, egybeviagd haromszogeknek a megfelel§ szogei is
egyenl6 nagysaguak.

A késébbiekben vizsgalni fogjuk haromszogek egybevigosaganak tovabbi
eseteit.

Y

4. tétel. Az egyenld szari hdromszog alapon fekvd szogei eqyenld nagysdgi-

ak.

Ennek a tételnek a megforditasa is igaz.

2.1. gyakorlat. Eqgy hdromszogben egqyenld nagysdagu szogekkel szemben egyen-
16 hosszusagu oldalak vannak, tehdt az ilyen hdromszdg eqyenld szdri.

2.2. gyakorlat. Fqy derékszogi hdromszog dtfogoja hosszabb a befogoindl.
5. tétel. Azon pontok halmaza a sikban, amelyek eqy szakasz két végpontjatol
eqyenld tdvolsdagban vannak, eqy egyenes, amely a szakaszt a felezdpontjdaban

merdlegesen metszi.

Az AB szakasz szakaszfelezd merdlegese azon pontok halmaza a sikon,
amelyek A-t6l és B-t6l egyenls tavolsagra vannak.

6. tétel. Tegyiik fel, hogy az ABCA és az A'B'C'A olyan, hogy AB = A'B’,
AC = A'C", valamint BAC/Z > B'A'C'/, akkor BC' > B'C".

2.3. gyakorlat. Egy hdromszogben barmelyik kilsd szog magyobb, mint a
nem mellette fekvd belsd szogek barmelyike.
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2.4. gyakorlat. Egy hdromszogben hosszabb oldallal szemben nagyobb szog
van.

2.5. gyakorlat. Egy hdaromszigben nagyobb szdggel szemben hosszabb oldal
van.

7. tétel. Ha két hdaromszog megfeleld oldalainak hosszusdga megegyezik, ak-
kor a két hdaromszog eqybevdgo.

Két metsz§ egyenes négy szoget hataroz meg, amelyek kozott van két
cstcsszogpar, és két mellékszogpar. Két egyenest két kiilonb6z6 A és B pont-
%1 metszd harmadik egyenes egyik oldalan az AB szaru és masik oldaléan a
BA szart szoget belsd alterndld szogpdrnak nevezzik (két ilyen szégpar van).

2.6. feladat. Mutassuk meg, hogy ha hdrom egyenes dltal meghatdrozott eqyik
belsd alterndlo szogpdr eqyenld nagy, akkor a mdsik is az.

2.7. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha két eqgyenest eqy harmadik eqyenld
nagysagu belsd alterndlo szogekben metsz, akkor a két egyenes pdrhuzamos.

A geometriankban minden haromszog szogeinek Osszege megegyezik, ne-
vezetesen:

8. tétel. A hdromsziogek szogeinek dsszege 180°.

2.8. gyakorlat.

2.3. A haromszog nevezetes pontjai
2.3.1. A koriilirt kor kozéppontja

9. tétel. Az ABCA hdromszdg oldalfelezé merdlegesei eqy O pontban met-
szik eqymdst. Ez a pont a hdromszog mindhdrom csiucsatol ugyanakkora td-
volsdgra van. (3 dbra.)

Mozgassuk meg az abrat a GeoGebraTube-on! Mit tapasztalunk, ha a
héromszog egyik szogét elkezdjiik novelni?

Bizonyitas. Jelolje az oldalfelez6 merdSlegeseket rendre e,, e, és e.. Le-
gyen O az e, és az e, egyenesek metszéspontja: O = e, Ney,. Definicié szerint
az O pont egyenld tavolsdgra van B és C' pontoktdl (mivel rajta van e,-n),
valamint O egyenl§ tavolsagra van A és C' csucsoktol (mivel rajta van e,-n).
Igy az O pont egyenld tavolsagra van az A és B csticsoktol is, igy rajta van
az e, oldalfelez6 mer6legesen. Valoban, az e, , e, és e. oldalfelezé merdlegesek
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http://tube.geogebra.org/m/1450865

3. abra. A haromszog koré irt kor kozéppontja

egy pontban metszik egymast, méghozza az O pontban, amely mindharom
csucstol ugyanakkora téavolsagra van. [

Tekintsiik a [9] Tételben szerepls6 ABC'A héaromszoget, és az O pontot,
valamint legyen OA = OB = OC = R. Az O koriili, R sugart koérvonal
tartalmazza az A, B és C' pontok mindegyikét, ezért a haromszog koriilirt
korének nevezziik. A koriilirt kor az egyetlen mindharom cstcsot tartalmazo
korvonal.

2.3.2. A beirt kor kézéppontja

2.9. feladat. Mutassuk meg, hogy egy pont tdvolsaga eqy rajta dt nem mend
egyenestdl a pontbol az eqyenesre bocsdjtott merdleges szakasz hossza.

Tekintsiink két kiillonboz6 e és f egyenest a sikon.

Ha e| f, akkor az e-t6l és f-t6l egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza
egy egyenes, az e és [ kozépparhuzamosa.

Haenf = {M}, akkor az e-t6l és f-t6l egyenls tavolsagra 1évs pontok két
egymasra merdleges egyenesen helyezkednek el, amelyek M pontban metszik
egymést. Ezek az egyenesek felezik az e és f &altal meghatérozott megfelelé
szogeket, ezért Gket az e és f szogfelezGinek nevezzik.

10. tétel. Bdarmely ABC /A hdromszdg belsd szogfelezdi eqy I pontban met-
szik eqymast. Ez a pont a hdromszog minden oldaldtol egyenld tdvolsagra van.

A tétel bizonyitasa nagyon hasonlé a [0 Tétel bizonyitasdhoz, probaljuk
meg 6nalloan! Ellenérzésként megtekinthetjiik a GeoGebraTube-on.
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http://tube.geogebra.org/m/1450989

Tekintsiik a [10, Tételben szerepl6 ABC /A héromszoget, és az [ pontot,
valamint legyen d(I,a) = d(I,b) = d(I,¢) = r. Kénnyt latni, hogy az I
koézépponti, r sugari kor minden oldalt egy bels6 pontban érint, ezért a
haromszog beirt korének nevezziik. A beirt kor az egyetlen olyan kor, ami
a haromszog mindharom oldalat bels§ pontban érinti. Az érintési pontokba
huzott sugarak merdlegesek a megfelel§ oldalakra.

2.3.3. A magassagpont

A haromszog egyik csticsabol a szemkozti oldalegyenesre bocséjtott merdleges
egyenest a haromszog magassagvonaldnak nevezziik. A magassiagvonal és az
oldalegyenes metszéspontja a magassag talppontja. A cstcsot a talpponttal
Osszekots szakaszt a haromszog magassaganak nevezzilk. A magassag szo
gyakran ennek a szakasznak a hosszat is jelenti. Ez mésképp mondva a cstcs
tavolsaga a szemkozti oldalegyenestdl.

A magassig fogalmanak bevezetését a haromszogre érvényes legelss terii-
letformulank motivalhatja. Ha a haromszog A csicséaval szemkozt a hosszu
oldala van, és a hozzajuk tartozé magassag m,, akkor a hdromszdg teriilete

a-mg

TA:2~

11. tétel. A hdromszég magassdgvonalai eqy pontban metszik eqymdst. Ezt
a pontot a hdromszog magassdgpontjanak nevezzik.

Tekintstik meg a GeoGebraTube-on a vonatkozo dinamikus abréat!

A bizonyitas el6tt ismételjiik at a paralelogramarél tanult alapvets isme-
reteinket a Wikipédia alapjan!

Bizonyitas. Tekintsiik a [ abrat. Jelolje a magassdgvonalakat rendre
my, mp és me. Hazzunk parhuzamost a-val A-n keresztiil, b-vel B-n keresz-
till, és c-vel C-n keresztiil. Ezek az egyenesek meghataroznak egy nagyobb
haromszoget, ennek csucsait jelolje A, B’ és C' az &bra szerint. A C'BC A
négyszog paralelogramma, mivel BC' || AC" és BC' || AC. Hasonlb6an kapjuk,
hogy ABC B’ négyszog is paralelogramma. Igy AC" = BC = AB'. Ezért A
pont felezi B'C” szakaszt. Tovabba, m, L BC, valamint C'B’ || CB, igy
ma L C'B'. Kaptuk, hogy ma a B'C’ szakasz felez6 merdGlegese. Hasonlo-
an megmutathatd, hogy me az A'B’ szakasz felez6 merdlegese, mig mp az
A'C" szakasz felez6 merdlegese. Az my, mp és me egyenesek az A'B'C'/A
oldalfelezé merdlegesei, igy valoban egy pontban metszik egymaést. [

2.10. gyakorlat. Legyen ABC/A magassagpontja M. Mi az ABM/A ma-
gassdagpontja ?
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http://tube.geogebra.org/m/1452243
https://hu.wikipedia.org/wiki/Paralelogramma
https://hu.wikipedia.org/wiki/Paralelogramma

4. dbra. A haromszog magassagpontja

2.11. gyakorlat. Vezessiik be az ABCA félkeriletére az s = (a + b+ ¢)/2
jeldlést, tovdbbd legyen r a beirt kor sugara. Mutassuk meg, hogy az ABCA
teriletére T'=s - r.

2.3.4. A silypont

A héromszog egyik csicsat a szemkozti oldal felezGpontjaval 6sszekots sza-
kaszt a haromszog sulyvonalanak nevezziik. A silyvonal névado tulajdonsa-
ga, hogy ha a haromszoglemezt a siilyvonala mentén aldatdmasztjuk, akkor
egyenstulyban marad, és nem ,billen le” az alatamasztéasrol.

2.12. gyakorlat. Készitsiink dinamikus dbrat GeoGebrdval a haromszdg sily-
vonalairol!

12. tétel. A hdromszig siulyvonalai egy pontban metszik eqgymdst. Ez a pont
a hdromszog sulypontja. A siulypont minden siulyvonalat harmadol, mégpedig
gy, hogy a sulypont a sulyvonalak csiucsoktol tdavolabb esd harmadolopontja.

2.13. feladat. Mutassuk meg a hdromszog teriletformuldjanak felhaszndld-
sdaval, hogy a siulyvonalak eqy ponton mennek dt!

Megoldas. El6szor azt vizsgaljuk meg, hogy az ABCA haromszog BD
silyvonala milyen aranyban osztja a AE sulyvonalat.
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Mivel D felezépont, tasgpa = %tABCA, és mivel F is felez6pont, tgppa =
= %tBCDA = itABCA. Ezért e két kozos overline BD alapt hdromszog maga-
sasganak aranya mq : mo = 2 : 1. Igy a kozos DS alapt DSAA és DSEN
haromszogek teriiletének aranya 2 : 1. E haromszogek esetén az AS, illetve
SE alapot véve (a magassiaguk kozos), ezek ardnya is 2 : 1.

Ha most azt vizsgalnank meg, hogy a harmadik stlyvonal milyen arany-
ban osztja az AE sulyvonalat, ugyanezt az aranyt kapnank.

Egy adott szakaszt adott ardanyban pedig pontosan egy pont oszt, és ez
bizonyitja az allitast. [J

A stlypontjaban alatamasztott haromszoglemez egyensilyban marad, nem
billen le. Ugyanezt tudjuk, a stulyvonalakrol. Valojaban tetszéleges, a stuly-
ponton athalado egyenes mentén aldtamasztva a haromszoglemezt, az nem
billen le.

A silypont létezésérsl szolo tétel bizonyitasara a kurzus folyaman vissza-
tériink.

2.14. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a silyvonalak a haromszéget két eqyen-
[0 teriletd hdaromszdgre osztjdk.

2.15. feladat. Melyek azok a siulypontra illeszkedd egyenesek, amelyek a hd-
romszoget két eqyenld teriiletd részre osztjak ?

A 2175 feladat a KoMal, B. 3295. példaja.
A haromszogre vonatkozé alapismeretek rovid 6sszefoglaldja talalhato itt
és itt. (Sok részlet a kurzus folyaman késsbb eldkertil valamilyen formaban.)

2.4. Gyakorlatok

2.16. gyakorlat. M lesz a hdromszog talpponti haromszogébe irhato korének
kézéppontja ¢

2.17. gyakorlat. Adott a stkban hdrom pont. Szerkessziink hdromszéget, mely-
ben ezek a magassdagok talppontjai!

2.18. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy eqy egyenes ekvidisztans gorbéje egye-
nes!

2.19. gyakorlat. Hatdrozzuk meqg eqy eqyenes dsszes ekvidisztins gorbéjét!
2.20. gyakorlat. Hatdrozzuk meg eqy kor ekvidisztdns gorbéit!

2.21. gyakorlat. Hatdrozzuk meqg eqy két parhuzamos eqyenesbdl dallo pont-
halmaz ekvidisztdns gorbéit!
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http://www.komal.hu/verseny/1999-09/B.h.shtml
http://zeus.nyf.hu/~mattan/faliujsag/Haromszoggeometria.pdf
http://www.doksi.hu/get.php?lid=9380

2.22. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy két metszd egyenes ekvidisztdns gorbéi
a szogfelezd egyenesek.

2.23. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy eqy sz6q szogfelezd eqyeneser merdle-
gesek.
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3. Derékszogl haromszog

Célok: a derékszogli hdromszog elemi geometridjanak attekintése, 6nélld bi-
zonyitasok gyakorlasa.

3.1. Alapismeretek

Az ABCA derékszogi, ha valamely két oldala meréleges. A szokasos jelolés
szerint a derékszogi cstucs C', a derékszoget bezar6 a és b oldalakat befogok-
nak, a c oldalt atfogénak nevezziik.

A magassag definicidja miatt vilagos, hogy az a oldalhoz tartoz6 magassag
éppen b (és viszont, a b-hez tartozd magassag a), ezért T' = ab/2.

3.1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a derékszogi haromszdg beirt korének
sugara

ab
a+b+c

Megoldas. A gyakorlat teriiletétképletét a T' = ab/2 formulaval &ssze-
vetve azonnal adodik az allitas. [

3.2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a derékszogd hdaromszég beirt korének
sugara

a+b—c
r=———.
2
B
E
c
a
F\T\O
C D b A

5. abra. A derékszogi haromszog beirt kore

Megoldas. Hasznaljuk az [5| abra jeloléseit. CDOF négyszogben C-nél,
D-nél és F-nél derékszog van, ezért CDOF téglalap. OF = OD = r miatt
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CDOF egy r oldalt négyzet, és igy CF = CD = r. Kiilsé pontbol korhoz
huzott érintGszakaszok egyenlSek, ezért BF' = BE és AE = AD. Valamint
nyilvanvald, hogy BE + AE = c. Ezek alapjan

a+b+c=CF+FB+BE+FEA+AD+DC = 2r+2(BE+ AE) = 2r + 2c.

Az egyenlGségsorozat két végét Gsszevetve azonnal kapjuk az allitast.

3.2. Pitagorasz-tétel

Talan az egész matematika leghiresebb tétele a kdvetkezd.

13. tétel (Pitagorasz-tétel). Derékszdogi haromszogben az dtfogo négyzete
megegyezik a befogok négyzeteinek Osszegével :

a’ + b =2

A tételre (allitolag) tobb mint 200 féle kiilonb6z6 bizonyitas ismert. Mi
az el6késziileteink utan kényelmes helyzetben vagyunk.
Bizonyitas. A B.1] és [3.2] gyakorlatok alapjan felirhatjuk a beirt kor
sugarat kétféleképpen:
ab a+b—c
—_— == —.
a+b+c 2
Felhasznalva, hogy (a+b+c)(a+b—c) = a* +b* — * +2ab, a tétel kovetkezik
a fenti egyenl@ségbdl, ha mindkét oldalt megszorozzuk 2(a + b + ¢)-vel. O
Tekintsiik meg a tétel egy latvanyos szemléltetését a youtube-on.

3.3. gyakorlat. Szamitsuk ki az a oldalhosszisdgi szabdlyos hdromszag te-
riletét!

A tétel megfordithato, a megforditast késsbb igazoljuk:

14. tétel (Pitagorasz-tétel megforditasa). Ha egy hdromsziog két oldal-
hosszanak négyzetosszege eqyenld a harmadik oldal hosszanak négyzetével, ak-
kor a hdaromszog derékszoqgil.
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https://www.youtube.com/watch?v=CAkMUdeB06o

3.3. Nevezetes tételek derékszogii haromszogekre

15. tétel (Thalész-tétel). Ha egy kir dtmérdjének A és B végpontjdt dssze-
kotjik a kériv A-tol és B-tdl kiilonbozd tetszdleges C pontjdval, akkor az
ABCA C-nél lévd szoge derékszog lesz.

Bizonyitas. Tekintsiik [6] abrat. Az AOCA és BOCA haromszogek
egyenlGszaruak, hiszen AO = BO = CO = r a kor sugara. Ezért az ala-
pon fekvd szogek egyenléek o« = CAOZL = ACOZll. = CBOZ = BCO/Z.
Kihasznalva, hogy a haromszog bels6 szogeinek Osszege 180°, kapjuk, hogy
200 + 2 = 180°, s igy ACBZ = o+ 8 = 90° valoban.[J

16. tétel (Thalész-tétel megforditasa). A deréksziogi haromszog koré irt
kor kozéppontja az dtfogo felezdpontja.

A megforditas igazolasat az érdekl6ds olvasora hagyjuk.

17. tétel (Magassagtétel). Az ABCA derékszogi hdaromszogben az dtfo-

gohoz tartozo m magassdg az dtfogot két, x és y hosszi darabra bontja. Ekkor
2

m° = xy.

18. tétel (Befogotétel). Az ABCA derékszigi hdaromszigben az dtfogohoz
tartozo m magassdg talppontja legyen T, AT =y és BT = x. Ekkor a® = cx
és b® = cy.

3.4. gyakorlat. Bizonyitsuk be a[I7 és[18 tételeket a Pitagordsz-tétel se-
gitségével !
A[I7 és[18 tételeket a kurzus folyaman kés6bb més tton is igazoljuk.

3.5. gyakorlat. Bizonyitsuk be a Thalész-tételt a Pitagordsz-tétel és megfor-
ditdsa seqgitségével!

Megoldasi tipp : irjuk fel a Pitagordsz-tételt a[6. dbrdn szerepld deréksziogd
haromszégekre, majd rendezzik a kapottakat.

Kapcsolodo Wikipédia-szocikkek: Pitagorasz-tétel, Thalész-tétel és meg-
forditasa.
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6. dbra. Derékszogii haromszog
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4. Haromszogek egybevagosaga, parhuzamos sze-
16k

Célok : tavolsagtartd és hasonlésagi transzforméciok elGkészitése.

4.1. Alapismeretek

Alakzatok egybevagosidgara mindenkinek van szemléletes fogalma: két sik-
idom egybevagd, ha ket kivagva papirbol, a két papirdarab egymassal toké-
letes fedésbe hozhat6. Pontosabb definiciot a kovetkezd leckében adunk. Az
egybevagosag jele =.

A fenti eljaras szerint barki meggy6z&dhet a kovetkezs tételrdl.

19. tétel (Haromszogek egybevagosaganak alapesetei). Két haromszig
egybevdgo, ha

— oldalaik hossza pdronként eqyenld;

— két-két oldaluk hossza pdaronként egyenld, és az ezek dltal bezdrt szogek
eqyenlok;

— egy-eqy oldaluk hossza €s a rajtuk fekvd két szogik paronként egyenld;

— két-két oldaluk hossza pdronként egyenld, és a két-két oldal kizil a
hosszabbal szemkozti szogek eqyenldk.

Most mar be tudjuk bizonyitani a Pitagorasz-tétel megforditésat is.

20. tétel (Pitagorasz-tétel megforditasa). Ha egy hdromszog két oldal-
hosszanak négyzetisszege eqyenld a harmadik oldal hosszdnak négyzetével, ak-
kor a hdaromszog derékszdgi.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a? + b*> = ¢? teljesiil egy haromszog a,b,c
oldalaira. Tekintsiink egymésra meréleges a ill. b hosszusagu szakaszokat,
amelyeknek az egyik végpontjuk kozos. Ez a két szakasz meghataroz egy
derékszogl hdromszoget, aminek a harmadik oldala a Pitagorasz-tétel miatt
éppen c. Az igy kapott derékszogi haromszog tehat egybevagd az eredeti
héromszoggel - hiszen mindharom oldaluk hossza paronként egyenls -, ami a
tételt igazolja. [

4.1. gyakorlat. Adjunk példdat két olyan hdromszdgre, amelyeknek van két
egyenld oldalpdriuk, és eqy eqyenld szogiik, de a két haromszég nem eqybevdgo.

21



Megoldas. Vegyiink fel egy tetszbleges AB szakaszt, és rajzoljunk A
kozépponttal egy kort r < AB sugéarral. Most hiizzunk egy félegyenest B-
bél, ami a kort két kiilonbozs, C és D pontokban metszi. Az ABC /A-nek és
az ABD/A-nek az AB oldala kozos, a szerkesztés miatt AC = AD, valamint
a B-nél 1év6 szog is kozos, a két haromszog mégsem egybevagd. [

Kisérletezziink a GeoGebraTube-on! Miért fontos, hogy r < AB?

4.2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ABCA egyenld szird hdromszogben

(AC = BC') a C csiicsbdl indulo silyvonal, magassigvonal és szogfelezd egy-
beesik !

4.3. gyakorlat. Legyenek az ABCA oldalfelezé pontjai E, F és G. Mu-
tassuk meg, hogy Tapc = 4Trrc. (Ahol Txyz az XY ZA teriiletét jelili,
értelemszerien. )

4.4. feladat. Igaz-e, hogy ha két hdaromszog magassdgai paronként eqyenldek,
akkor a két hdromszdg eqybevdgo ?

Végiil egy nevezetes tételt tiiziink ki gyakorlatként, ami a Pitagorasz-tétel
koévetkezménye.

21. tétel (Paralelogramma-tétel). Mutassuk meg, hogy a paralelogram-
ma oldalainak négyzetiosszege, megegyezik az dtloinak négyzetosszegével! Az-
az, ha eqy paralelogramma oldalai a €és b, dtloi pedig e és f, akkor

202 + 2% = e + f2.

D C
e

m bm

A T g a B T F

7. abra. Paralelogramma-tétel
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http://tube.geogebra.org/m/1453459

Bizonyitas. Irjuk fel a Pitagorasz-tételt a . abran lathato derékszogi
haromszogekre: BFC A-re kapjuk, hogy 2% +m? = b%. AFCA-re (a +x)? +
+m? = f% mig EBD/A-re (a — x)* + m? = ¢

Utobbi kettét Osszeadva, és a négyzetreemeléseket elvégezve, egyszertisit-
ve adodik, hogy 2a? + 222 4 2m? = e? 4 f2. Végiil ebbe a legelss Pitagorasz-
tételt beirva kapjuk a paralelogramma-tételt: 2a? + 2b% = €2 + f2 [J

Paralelogramma-tétel a GeoGebraTube-on.

4.5. gyakorlat. Egészitsik a paralelgrammatételre adott bizonyitdsunkat, és
mutassuk meg, hogy AE = BF'.

4.2. Parhuzamos szelGk és szelGszakaszok tétele

A kovetkezd tétel kulcsfontossagu elméleti jelent&ség.

22. tétel (Parhuzamos szelSk tétele). Egy O csicsi szg szdrait messék

a pdarhuzamos a €és b eqyenesek rendre A és A, ill. B és B’ pontokban. (Ldsd
8 dbra.) Ekkor

8. abra. A parhuzamos szel6k tétele
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http://tube.geogebra.org/m/1453181

Bizonyitas. Az OA’ AN és az OB’ A/ A-bol indulé magassaga megegye-
zik, jelolje ezt my. Igy

OA’-
TOA’A . % . OA

TOB’A %ﬁmﬁ\ OB’

Hasonléan indokolhatunk OA’AA és OA’ B/ esetén, és igy nyerjiik, hogy

Toaa @
Toas OB

Belatjuk, hogy Toa g = Top a, igy a tétel a fenti két egyenlGséghdl azonnal
kovetkezik. Ehhez vegytiik észre, hogy Tap g = Tp'as, hiszen BB’ alap kozos,
és a hozza tartozé magassag a két haromszogben egyenld al|b miatt. Igy

Toas =Tops —Tppa =Topp —Tppas="Topa-
]

4.6. gyakorlat. Készitsink a parhuzamos szeldk tételét szemléltetd dinami-
kus dbrdt.

A tételt felhasznalva bizonyitsuk a kovetkezd, altalanosabb alakot.

4.7. gyakorlat. Egy O csucsi szdg szdrait messék a pdrhuzamos a, b, ¢ és
d egyenesek rendre A és A’', B és B', C és C', ill. D és D' pontokban. Ekkor

AL AT
Ch 0D

Otlet. A parhuzamos szel6k tételének elsbb igazolt alakja szerint létezik
valamilyen A\ > 0 valés szam, hogy OX = X - OX’, ahol X helyén allhat A,
B, C vagy D. [

Az AA’, BB, stb. szakaszokat szokas szelGszakaszoknak is nevezni. Ezek
hosszaroél is allithatunk hasonlét, mint az elébbi tételekben.

23. tétel (Parhuzamos szelGszakaszok tétele). Egy O csicsi szog szd-
rait messék a pdrhuzamos a és b eqyenesek rendre A és A’, ill. B és B’

pontokban. (Ldsd[§ dbra.) Ekkor

N

Al
B

Sl
SN
Sy
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Bizonyitas. Huzzunk parhuzamost A-n keresztiill O A’-vel, és messe ez b-t
C-ben, lasd [9] dbra. A parhuzamos egyenesparok miatt AA'B'C paralelog-
ramma, ezért AA’ = B'C. Alkalmazzuk a parhuzamos szel6k tételének erd-

sebb alakjat (.7 gyakorlat) a B cstcst OBB'Z szigre, és az AC és OA
egyenesekre:

OA CB AA
OB BB BB’

ahogy allitottuk. [J

9. abra. A parhuzamos szelGszakaszok tétele

A tételek megfordithatoak.

24. tétel (Parhuzamos szelGk tételének megforditasa). Egy O csicsi
s20q szdrait messék az a és b eqyenesek rendre A és A', ill. B és B' pontokban.

(Ldsd[8 dbra.) Tegyiik fel, hogy

S

A/
B

SN
)

Ekkor a és b pdrhuzamosak.

Bizonyitasvazlat. Huzzunk o' parhuzamost A keresztiil b-vel, messe ez az
a’ egyenes OA’ szogszarat A”-ben. Felirva a parhuzamos szel6k tételét a’-re
és b-re, valamint felhasznalva a feltételt, A’ = A” azonnal adodik.[]
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10. abra. A parhuzamos szel6k tételének megforditasaval vigyadzzunk!

Vigyazat! A parhuzamos szel6k tételének erGsebb alakja lényegében nem
fordithato meg. Ehhez tekintsiik a [I0] abrat!

4.8. gyakorlat. Forditsuk meg a pdrhuzamos szeldszakaszok tételét! Igaz-e
a megforditds? Ha nem sikeril vdlaszolni, kutakodjunk a kényvtdarban vagy
az Interneten!

Tipp : Tekintsiik tGjra a [§] abrat. Van-e olyan B” pont az OA’ szdgszaron,
amire BB’ = BB"?

4.3. Gyakorlatok

4.9. gyakorlat. FEgy hdromszog eqyik oldaldnak P pontjabol parhuzamost hi-
zunk a masik két oldallal, és az igy kapott D és E pontokat dsszekitjik (D
az AC, E pedig a BC oldalon fekszik). Igazoljuk, hogy a PDE/ teriilete
mértani kézepe az APDA és a PEBA teriletének! (GFGY1322)

4.10. gyakorlat. Milyen ardnyban metszik eqy trapéz datloi eqymdst ?

4.11. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy eqy trapéz dtloinak metszéspontjan ke-
resztil az alapokkal parhuzamos egyenesnek a trapézba esd szakaszdat az datlok
metszéspontja felezi.
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4.12. gyakorlat. A trapéz dtloinak metszéspontjan keresztil az alapokkal
pdrhuzamos egyenesnek a trapézba esd szakaszdanak hosszdt fejezziik ki az ala-
pok hossziusdagdval!

4.13. gyakorlat. Igazoljuk, hogy tetszdleges négyszdg oldalfelezd pontjai pa-
ralelogrammdt hatdroznak meg!

4.14. gyakorlat. Egy AB szakasz C' pontjiban dllitsunk merdlegest a sza-
kaszra, majd vegyiik fel ezen a merdlegesen a D és E pontokat gy, hogy

CD = CA és CE = CB legyen. Szerkessziik meg az ACDF és a CBGE
négyzeteket! Igazoljuk, hogy AG és FFB a CE oldalon metszik eqgymdst!

4.15. gyakorlat. Egy paralelogramma szemkozti oldalainak felezdpontjait kos-
stik 0ssze a szemkozti oldal végpontjaival ! Hatdrozzuk meg e négy eqyenes dltal
hatdarolt négyszog és a paralelogramma teriletének ardnydt!

4.16. gyakorlat. Egy hdromszég eqy oldaldval hizzunk pdrhuzamost gy,
hogy az a hdromszdget két eqyenld teriiletd sikidomra bontsa!
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5. Tavolsagtarté transzformaciok

Célok : Ismerkedés a sikizometridkkal, sikizometridk osztalyozasa.

5.1. Tengelyes tiikrozés

Rogzitsiink egy e egyenest a sikon, és tekintsiink egy tetszéleges P pontot.
Ekkor pontosan egy olyan P’ pont létezik, hogy e a PP’ szakaszfelez6 merdGle-
gese. (Ha P € e, akkor megéllapodas szerint P’ = P.) A P’ pontot a P pont
e-re vonatkozo tiikkorképének nevezziik. Azt a transzformaciot, amely minden
ponthoz hozzarendeli az e-re vonatkozoz tiikorképét, az e-re vett tengelyes
tiikrézésnek nevezziik.

11. abra. Tengelyes tiikrozés

Dinamikus abra a tengelyes tiikrozésrél a GeoGebraTube-on.
héromszogek egybevagosaganak tanult alapeseteit, és ezek segitségével iga-
zoljuk az aladbbi allitast.

5.1. gyakorlat. Ha a P és QQ pontok e-re vonatkozo tikorképei rendre P és
Q', akkor PQ) = P'(Q)’.

Megoldasvazlat. Tegyiik fel, hogy P(Q egyenes M pontban metszi az
e tengelyt, tovabbé legyen N € e egy M-t6l kiilonb6z6 pont a tengelyen.
Mutassuk meg, hogy PMNA =2 PPMNA és QMNA = Q'MN/A. Ebbdl az
allitas kovetkezik. (Miért?) Mi a helyzet, ha PQlle? O

A fenti allitast ugy is mondjuk réviden, hogy a tengelyes tiikkrozés ta-
volsagtarto, hiszen ha tekintiink két tetszéleges pontot, akkor tiikorképeik
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tavolsdga megegyezik az eredeti pontok (Gspontok) tavolsagaval. A kovetke-
z6 allitasban Osszefoglaljuk a tengelyes tiikrozés legfontosabb tulajdonsagait.

25. tétel (A tengelyes tiikr6zés alaptulajdonsagai). A tengelyes tiik-
T02€5S
1. tdvolsdgtarto;
szogtarto;
terilettarto ;
a tengely pontjait fixen hagyja;
a tengelyhez tartozo két (nyilt) félsikot felcseréli;
inwvolicio, azaz kétszer eqymds utdn végrehajtva minden pont visszakeriil
eredeti helyére;
7. a tengelyre merdleges egyeneseket onmagukba viszi.

S G Co o

5.2. gyakorlat. 1. Piroska a nagymamdhoz készil. Mi a legrévidebd 4it,
ha kdzben még a folyoparton a korsdjdat is meg kell toltenie friss vizzel 7
(Piroska és a nagymama egy-eqy pont, a folyo egy egyenes dltal hatdrolt
félsik, ami nem tartalmazza Piroskdt és a nagymamdt.)

2. Egy hegyesszogtartomdnyban adott eqy P pont. Mi a legrovidebb 1it, ami
a sz0g mindkét szardt érinti, majd visszatér P-be?

3. Egy hegyesszogtartomanyban adottak A és B pontok. Mi a legrovidebb
A-bol B-be vezetd iut, ami a sz6g mindkét szdrdt érinti ?

Megoldas.

a) Jelolje P Piroskat, N a nagymamat, f a folyot. Legyen P f-re vonat-
kozo tiikorképe P’, és messe N P egyenes f-t X-ben. Egy tetsz6leges Y € f
pontra

PY +YN=PY+YN>FPN=PX+XN=PX+XN.

Ez mutatja, hogy a PX és X N szakaszokbol allé (téréttvonal) séta a legro-
videbb.

b) (Vazlat.) Tiikrozziik P-t a szogszarakra, és a kapott pontokat kossiik
Ossze egy egyenessel. Fz az egyenes messe a szogszarakat X-ben és Y-ban.
PXY héromszog alakt séta a megoldas, az indoklas hasonldéan torténhet az
a) részhez.

c) (Vézlat.) Az A pontot az egyik, B-t a masik szogszarra tiikrozziik, majd
a b) résszel analog modon indoklunk. Vigyazat! Ez esetben ketts lehetéséget
kapunk, amik koziil a révidebbet kell majd valasztanunk. (Nem mindegy,
hogy az A-bol induld séta elGszor melyik szogszéarat latogatja meg.) O
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5.2. Alapismeretek

Legyen ¢ a stk transzformacioja, vagyis egy a sik pontjaihoz a sik pontjait kol-
csonosen egyértelmiien rendels leképezés. A ¢ transzformacié tavolsagtarto,
vagy idegen szoéval izometrikus, ha két tetszdleges pont téavolsdga megegyezik
© melletti képeik tavolsagéaval, azaz barmely P és () pontokra, valamint P’
és Q' ¢ melletti képeikre PQ = P'Q)'.

Durvan szoélva az izometridk azok a transzforméciok, amik a sik ,,minden
geometriai tulajdonsagat” megérzik. Epp ezért alapos megértésiik alapvets
fontossagu. Legegyszertibb példa az identités, vagyis az a transzformaécio,
ami minden ponthoz 6nmagét rendeli, valamint a mar megismert tengelyes
tiikrozeés.

Azokat a pontokat, amiket a ¢ izometria helyben hagy, a ¢ fixpontjainak
nevezziik; vagyis a P pont a ¢ fixpontja, ha ¢(P) = P. Az identikus transz-
formacionak minden pont fixpontja. Tengelyes tiikrozés esetén pontosan a
tengely pontjai fixek.

5.3. gyakorlat. Tegyiik fel, hogy @ izometridanak P fixpontja, valamint @)
pont ¢ melletti képe Q'(# Q). Mutassuk meg, hogy P rajta van a QQ' sza-
kaszfelezd merdlegesén.

Megoldas. Mivel ¢ izometria, igy PQ = P'Q’, de P fix, P’ = P, s igy
PQ = PQ)’, vagyis P val6ban egyenl6 tavolsagra van a @) és a Q' pontoktol.[]
A kovetkezd tétel alapvetd fontossagu.

26. tétel. Tegyiik fel, hogy a @ izometridnak van hdrom kiilénbézd, nem kol-
linedris fixpontja. Ekkor ¢ az identitds.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Tegytiik fel, hogy létezik egy () pont, ami
nem fix: Q" # Q. Ekkor az gyakorlat szerint minden fixpont rajta van a
QQ' szakaszfelezé merélegesén, ami ellentmond annak, hogy a harom adott
fixpont nem kollinearis. Igy eredeti feltevésiink hibas, vagyis ¢ minden pontot
fixen hagy, azaz az identitas.[]

A kovetkezd feladatot érdeklsdd hallgatoknak ajanljuk.

5.4. feladat. Ha a ¢ izometridnak van két kiilonbézé P, # P, fixpontja,
akkor ¢ vagy az identitds, vagy a Py Py egyenesre vonatkozo tikrozés.

A feladat megoldasahoz sziikséges Otlet segitségével igazolhato a kévetke-
70 tétel.

27. tétel (Sikizometriak klasszifikacioja). Minden p sikizometria az aldb-
biak valamelyike :
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— identitds;

tengelyes tiikrozés;

pont korili forgatds;

eltolds;

|

csusztatva tikrozés.

Az eddig nem targyalt sikizometridkat a kovetkezs szakaszokban mutat-
juk be.

5.2.1. Eltolas

Szemléletesen ,eltolasnal minden pontot ugyanabba az irdnyba, ugyanannyi-
val mozgatunk el”. Igy elegendd egyetlen P pontot és P’ képét megadni, hogy
leirjuk az eltolast. Precizebben: rogzitsiik P és P’ pontokat. A ¢ eltolast a
kovetkezoképpen definialjuk: o(P) = P’, tovabba barmely @ ¢ PP’ pont ké-
pe az a ', amire PQQ’ P’ négyszog - ebben a sorrendben - paralelogramma
(vagyis PQ|P'Q’ és PP'||QQ’, lasd[12] abra).

pr

12. 4bra. Eltolas

Ha @ rajta van PP’ egyenesen, tobbféleléppen is teljessé tehetjiik a defi-
niciot. Legkényelmesebb azt mondani, hogy tekintstink egy R ¢ PP’ pontot,
és annak (mar definialt) R’ képét. A @ képe az a @), amire RQQ)' R’ négyszog
ebben a sorrendben paralelogramma.

A definici6 igy is némileg koriilményes, és az is meggondolasra szorul,
hogy helyes-e. (Példaul az utolso lépésben nem fiigg-e Q)" az R valasztasatol,
stb..)

A definici6 is erésen motivalja, hogy bevezessiik a vektor fogalmat. Ezt a
kurzusban csak érintélegesen tessziik meg: ha ¢ egy eltolas (az el6bb definialt
értelemben), akkor minden P pontra igaz, hogy a PP’ szakasz ugyanolyan
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hosszt és ugyanolyan iranyt. Ezt a tényt ragadjuk meg a vektor fogalméval, s
matematikai tanulmanyaink soran még tobbszor is vissza fogunk térni.
Tekintsiik meg a GeoGebraTube-on az eltolasrol késziilt dinamikus abrat!

5.5. gyakorlat. Az el6z6 szakaszok, valamint kozépiskolai tanulmdnyaink
alapjdn gyidjtsiik 0ssze az eltolds minél tébb ismert tulajdonsdgdt!

Latogassunk el a vonatkozo Wikipédia oldalra!

5.6. gyakorlat. A sikon végrehajtunk eqgymds utdn két eltoldst vi és vq vek-
torokkal. Egyetlen transzformdcioval hogyan helyettesithetd ez a mdvelet ?

5.7. gyakorlat. Kisérletezziink a GeoGebrdaval! Helyettesithetd-e egy eltolds
ket ill. harom tengelyes tiikrozés eqymdsutdanjdval ?

Tipp : mi torténik, ha két eqgymdssal parhuzamos tengelyre tikrozink eqy-
mds utdn ¢

5.2.2. Pont koriili forgatas

Rogzitstink egy O pontot és egy « szoget. Az O pontot a forgatas fixen hagyja.
Egy P pont képe az a P’ pont, amire OP = OP’, valamint POP'/ = «. Ez az
eljaras még altalaban ketts pontot szolgaltat. Az egyértelmiiséghez sziikséges
a szOg iranyitasdnak fogalma is. Ezt egyel6re csak szemléletesen tessziik meg:
altalaban a megegyezés szerint pozitivnak az éramutato jaraséval ellentétes
iranyt tekintjiik, és ha mast nem mondunk kiilon, akkor ebbe az iranyba
forgatunk.

Tekintstik meg a GeoGebraTube-on a forgatasrol késziilt dinamikus abrat
1s!

Specialisan, a 180°-os forgatasokat kozéppontos tiikrozésnek nevezziik.

5.8. gyakorlat. Az el6z0 szakaszok, valamint kozépiskolai tanulmdnyaink
alapjan gyijtsiik dssze a forgatdas minél tobb ismert tulajdonsdgdt!

Latogassunk el a vonatkozo Wikipédia oldalra!

5.9. gyakorlat. Kisérletezziink a GeoGebrdval! Helyettesithetd-e egy forga-
tds két ill. harom tengelyes tikrézés eqgymdsutdnjdval ¢

Tipp: mi torténik, ha két egymdst O pontban metszd tengelyre tikrozink
eqymds utdn ¢
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13. abra. Pont koriili forgatas pozitiv irdnyba

5.2.3. Csusztatva tiikrozés

Hajtsunk végre egymés utan egy e egyenesre vonatkozo tiikrozést, majd egy
az e-vel parhuzamos v vektorral torténd eltolast. Az igy kapott transzforma-
ciot csusztatva tiikrozésnek nevezziik. Ha egyenesen sétalunk a hoban, akkor
labnyomaink egymas csusztatva tiikrozott képei.

Tekintsiik meg a GeoGebraTube-on a cstsztatva tiikrozésrsl késziilt di-
namikus abrat!

5.10. gyakorlat. Az el6z6 szakaszok, valamint kézépiskolai tanulmdnyaink
alapjdn gyijtsik 6ssze a csusztatva tikrozés minél tébb ismert tulajdonsdgat!

Latogassunk el a vonatkozo Wikipédia oldalra!

5.3. Gyakorlatok

5.11. gyakorlat. Adottak az ABCD trapéz AB, BC,CD, DA oldalhosszi-
sdgai. Szerkessziik meqg a trapézt!

5.12. gyakorlat. A folyo eqy egyenes szakaszdnak két oldaldn lévd A és B
vdros kozott kell utat és hidat épiteni ugy, hogy a kéltség a lehetd legkisebb
legyen. Hogyan kell megtervezni a hid helyét?

5.13. gyakorlat. Eqgy téglalap alaki bilidrdasztalon lévd fehér golyoval kell
eltaldalnunk gy a fehéret, hogy az ttkézés eldtt a szomszédos falakon sorban
legyen eqy-eqy érintés. Milyen iranyban kell ellékni a fehér golyot ?
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5.14. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy eqy hegyesszogi hdromszogbe irhato
hdromszégek kéril a talpponti hdromszdg terilete a minimdlis!
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6. Egybevagbésag és szimmetria
Célok : egybevagosagok és szimmetridk fogalmanak tisztazasa, transzformé-
ciok szorzatanak naiv bevezetése.

6.1. Egybevagosag

Két alakzat egybevagd, ha létezik olyan tévolsagtarté transzformacio, ami
egyiket a masikba viszi, vagyis K és L egybevigo, ha létezik ¢ izometria
ugy, hogy ¢(K) = L. Jele: K = L. Ez indokolja, hogy a tévolsagtartd
transzformaciokat sokszor egybevagosigi transzformacioknak, vagy réviden
egybevagosagoknak is szokas nevezni.

17+

14. abra. Egybevago alakzatok

Haromszogek egybevagosagarol mar korabban szoltunk. A legegyszeritibb
felmertils kérdés a kovetkezs.

6.1. gyakorlat. Igaz-e, hogy két négyszog egybevago, ha oldalaik pdronként
eqyenldek ?

Megoldas. Konnyen konstrudlhatunk ellenpéldat, pl. négyzet és ugyan-
olyan oldalhosszisagu rombusz. [J

Altalanos négyszogek ill. sokszogek egybevagosaganak vizsgalata altala-
ban nehéz probléma. A kovetkezd tétel a haromszogekrdl tanultak egyszerd
kovetkezménye.
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28. tétel. Két sokszog egybevdgd, ha megfeleld oldalaik és megfelels dtloik
egyenld hossziuak.

Hogy mennyire lényeges a fenti tételben a megfeleld sz6, arra a kovetkezs
feladat vilagit ra.

6.2. feladat. Adjunk példdt két olyan (konvex) négyszigre, amik oldalainak
és dtloinak a mérdszama pdronként egyenld (oldalak az oldalakkal, dtlok az
dtlokkal), de a két négyszig mégsem egybevigo!

Otlet. A feladat preciz megoldésa nem is olyan kénnyt. Az alabbi dinami-
kus abra azonban meggy6z6 ereji, ha d oldal hosszat 4,33 koriil valtoztatjuk,
a két jelolt 4tl6 nagysagrendi viszonyai megvaltoznak, tehat valamilyen spe-
cialis (4,33-hoz kozeli) d értékre egyenlGek lesznek, s ekkor a két négyszog
,szemmel ldthatoéan” nem egybevago. [

6.2. Szimmetria

Az izometridkhoz szorosan kapcsolod6é masik nagyon fontos fogalom a szim-
metria. Azt mondjuk, hogy egy K alakzatnak a ¢ nem identikus izometria
szimmetriaja, ha ¢(K) = K. Masképpen mondva ¢ szimmetridja K-nak,
ha K invaridans alakzata p-nek. Példaul ha négyzetet tiikroziink az egyik
atloegyenesére, akkor énmagat kapjuk vissza. Hasonl6an egy kort onmagé-
ba visz barmilyen, a kdzéppontjan atmend egyenesre vonatkozo tiikrozés, ill.
barmely, a kozéppontja koriili forgatés.

15. 4bra. Szimmetriak

6.3. gyakorlat. Hatdrozzuk meg egy e egyenes dsszes szimmetridjdt.
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Megoldas. Nézziik végig az Osszes tanult tipust, és valogassuk ki, ame-
lyek megfelelnek. A tengelyes tiikrozések kozil megfelel6 az e-re vonatkozo
tengelyes tiikrozés, ill. minden e-re meréleges egyenesre vonatkozo tengelyes
tiikkrozés. Az eltolasok koziil pontosan azok hagyjak e-t invariansan, amelyek
vektora parhuzamos e-vel. A forgatasok koziil azok felelnek meg, amelyeknek
a kozéppontja illeszkedik e-re, szogiik pedig 180° (ha forgasszogekkel dolgo-
zunk, akkor 180° + k - 360°). Végezetiil minden olyan cstsztatva tiikrozés is
jo, aminek a tengelye e (hiszen a csusztatva tiikrozés eltolasvektora szitkség-
képpen parhuzamos a tengelyével). [

6.4. gyakorlat. Hatdrozzuk meg egy
1. négyzet
2. szabdalyos hatszog

0sszes szimmetridjat.

6.3. Tengelyes szimmetriak

6.5. feladat. Fgy K korldtos alakzat tengelyesen szimmetrikus az e és f
eqyenesekre vonatkozéan is. Igaz-e, hogy ekkor szimmetrikus az € egyenesre
is, ahol € az e egyenes f-re vett tikiorképe? Indokoljunk részletesen, vagy
adjunk ellenpélddt!

Megoldas. Legyen P pont tetszéleges. Tiikrozziik P-t elGszor f-re, a
kapott pontot tiikrozziik e-re, majd a kapott pontot tjfent tiikrozzik f-re.
Azt allitjuk, hogy az igy kapott pont éppen P €'-re vonatkozo tiikorképe.
Ennek a ténynek az igazolasat az olvaséra bizzuk . abra ill. a vonatkozo
dinamikus &bra)).

Ebbél viszont a kérdésre pozitiv valasz kovetkezik, hiszen az €’-re vonat-
kozo tiikrozés helyettesithetd harom tiikkrozés egymasutéanjaval (rendre f-re,
e-re majd f-re tiikroziink), amelyek kiilon-kiilon mind invaridnsan hagyjak
K-t. K korlatossaga nem lényeges feltevés.[]

6.6. feladat. 1. Egy K korldtos alakzatnak pontosan két szimmetriaten-
gelye van. Igazoljuk, hogy ezek egymdsra merdlegesek!
2. Egy L korlatos alakzatnak pdros sok szimmetriatengelye van. Igazol-
Juk, hogy L kozéppontosan szimmetrikus! (Vagyis van eqy kézéppontos
tikrozés szimmetridja.)

Megoldas. a) Legyen a két szimmetriatengely e # f. Legyen e tiikorképe
f-re €. Al6.5] feladat szerint €’ is szimmetriatengely, igy vagy ¢’ = f, de akkor
e = f, ami ellentmond feltevésiinknek, vagy ¢’ = e, amib6l e L f azonnal
kovetkezik.
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P///

Q///

16. dbra. Tengely tiikrozések konjugalasi szabalya
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b) Részletes megoldast nem adunk, csak a lényeges gondolatokat kozoljiik.
Ismét csak a [6.5 feladatot hasznaljuk. Valasszuk ki f szimmetriatengelyt.
A maradék szimmetriatengelyek f-re szimmetrikus parokba rendez&dnek, de
mivel paratlan sokan vannak, igy valamelyiknek, mondjuk e-nek nem jut péar.
Az a) részhez hasonloan kovetkezik, hogy e L f. Ha van két egymaéasra me-
r6leges szimmetriatengely, akkor az alakzat kézéppontosan is szimmetrikus.
0

A kovetkezd feladatot érdeklédd olvasoink figyelmébe ajanljuk.

6.7. feladat. Fgy K korlatos alakzatnak legaldabb két szimmetriatengelye van.
Igazoljuk, hogy az 0sszes szimmetriatengely eqy kozos ponton halad keresztil!

Otlet. Ha K-nak e szimmetriatengelye, akkor K-nak e mindkét félsikjaba
esik pontja (vagy e tartalmazza K-t). Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, és
a feladat segitségével konstrualjunk olyan szimmetriatengelyt, amire ez
nem teljesiil. Jegyezziik meg, hogy ha K nem korlatos, akkor az allitas nem
igaz, lasd példaul az egyenest.

6.8. feladat. Van-e olyan korldtos alakzat, amelynek 1-nél tobb szimmetria-
centruma van ¢

6.9. feladat. Van-e olyan véges alakzat, amelynek van eqy szimmetriatenge-
lye és eqy arra nem illeszkedd szimmetriacentruma ?

6.10. feladat. Tegyiik fel, hogy eqy alakzatnak C' egy szimmetriacentruma,
t eqy szimmetriatengelye. Igaz-e, hogy ekkor t tikorképe C-re is szimmetria-
tengelye az alakzatnak ?

6.11. feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy alakzatnok E és F kilonbozd
szimmetriacentrumai, akkor Te(E) is szimmetriacentruma!

6.12. feladat. Irjuk fel a téglalap szimmetridinak szorzdtdbldjdt!

6.13. feladat. Irjuk fel a négyzet szimmetridinak szorzotabldjdt!
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7. I. ellen6rzé dolgozat

7.1. feladat. Legyen e eqy adott kocka egyik éle, s tekintsiik a kocka e-hez
kitérd éleit. Hany olyan egyenes van, ami ezen élek mindegyikét metszi ?

7.2. feladat. Eqy derékszogi hdromszog derékszogiu csiucsdbol indulo magas-
sagvonal és sulyvonal a derékszoget hdrom egyenld részre bonntja. Mekkordk
a derékszogi hdromszdg szégei ?

7.3. feladat. Az ABC/A-ben a beirt kor sugara v, a magassagok rendre my,
my €s m.. lgazoljuk, hogy

1 1 1 1

Sl N I

T o my me

7.4. feladat. Eqy egyenldszdri hdromszog oldalai a,a és b. Mennyi a teri-
lete ¢

7.5. feladat. Szdmitsuk ki annak a szabdlyos hdromszognek a teriletét, ami-
nek korilirt korének sugara R!

7.6. feladat. Tegyiik fel, hogy AB és CD szakaszok egyenld hossziak. Mu-
tassuk meg, hogy van olyan tdvolsdgtarto transzformdcio, ami A-t C-be, B-t
pedig D-be képezi!
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8. Hasonl6sagok

Célok: hasonlosagok fogalmanak bevezetése, hasonlé haromszogek alkalma-
zasal.

Talalés kérdés: Mi az, ami nagyiton keresztiil nézve is ugyanakkora
marad?

Valasz: egy szog.

8.1. Kozéppontos hasonlésag

Adott egy O pont (kézéppont), és egy A > 0 valos szam (arany). Az O kozép-
ponti, A ardnya kozéppontos hasonlésagot a kovetkezGképpen definialjuk: O
pont képe 6nmaga, minden méas P pont képe az a P’ pont az O P félegyenesen,

amire OP'/OP = .

17. abra. A centrélis hasonlosag (hasonld haromszogek)

Tekintsiik meg a kozéppontos hasonlosagot szemlélteté dinamikus abrat
a GeoGebraTube-on.

A kovetkezd tételben Gsszegytijtottiik a kozéppontos hasonlésag legfonto-
sabb tulajdonsagait. Ez a tétel lényegében a parhuzamos szel6krsl és szels-
szakaszokrol a [1.2] szakaszban elmondottak kovetkezménye.

29. tétel. A kézéppontos hasonlosdg
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ardnytarto, eqy a hosszisdgu szakasz képe Aa;

szogtarto;

pdrhuzamos eqyenesekpdrokat parhuzamos egyenespdrokba visz;
a kbzéppontra illeszkedd egyeneseket invariansan hagyja.

Lo~

Ha A > 1 (kozéppontos) nagyitasrol, 0 < A < 1 esetén (kozéppontos)
kicsinyitésrdl beszéliink. Szokés értelmezni a kdzéppontos hasonlosagot A <
< 0 arany esetén is, ilyenkor el6szor végrehajtunk egy |\| aranya kézéppontos
hasonlésagot a korabban leirtak szerint, majd tiikroziink kézéppontosan O-
ra.

A keriilet, teriilet és a kozéppontos hasonlésagok kapcsolatat vizsgélja a
kovetkezd feladat.

8.1. gyakorlat. 1. Egy négyzet oldalait kétszeresére noveljik. Hogyan vdl-
tozik a keriilete és a teriilete ¢
2. Egy négyzet oldalait \-szorosdra noveljik. Hogyan vdltozik a kerilete €és
a teriilete ?

Megoldas. a) A keriilet kétszeresére, a teriilet négyszeresére né. b) A ke-
riilet \-szorosara, a teriilet A\2-szeresére valtozik. Tekintsiik meg az illusztrald
dinamikus abrat. [

A fentiek alapjan vilagos, de precizen mar azért nehezebben igazolhat6 a
kovetkezo tétel.

30. tétel. Ha egy K lemezt \-szorosdra nagyitunk/kicsinyitink, kerilete A-
szorosdra, teriilete \2-szeresére vdltozik.

A térbeli analogia is vilagos.

8.2. gyakorlat. 1. Egqy kocka éleit haromszorosdra novelyiik. Hogyan vdl-
tozik a felszine €s a térfogata ?
2. Egy kocka éleit \-szorosdra néveljik. Hogyan vdltozik o felszine és a
térfogata ?
3. Egy testet \-szorosdra nagyitunk/kicsinyitink, hogyan vdltozik a felszi-
ne és térfogata ?

8.2. Alapismeretek

Egy ¢ transzformaciot hasonlosagi transzformacionak, vagy réviden hason-
losagnak neveziink, ha létezik egy A > 0 valos szam, a hasonlosag aranya,
ugy, hogy minden A, B pontparra o(A)p(B) = A+ AB teljesiil, vagyis szakasz
képe egy A-szor olyan hosszi szakasz.
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Példa hasonlosagra az el6z6 szakaszban targyalt kézéppontos hasonlosag.

Vegyiik észre, hogy ha végrehajtunk egymas utdn egy A > 0 aranyu ha-
sonlésagot, majd egy 1/\ aranyu kozéppontos hasonlosagot, az eredmény té-
volsagtarto lesz, hisz minden szakasz hossza A-1/\ = 1-szeresére valtozik. Igy
valojaban ha jol megismerjiik az izometridkat, és a kozéppontos hasonléségo-
kat, akkor az Gsszes hasonlosagot megérthetjiik. Specidlisan, a kozéppontos
hasonlosagok és az izometriak kozos tulajdonségait 6rokli minden hasonlésag.

31. tétel. Minden hasonldsag
1. szogtarto;
2. pdrhuzamos egyenespdrokat pdrhuzamos egyenespdrokba visz.

8.3. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy kor hasonlosag melletti képe kor.

Megoldas. Legyen a k kor kozéppontja O, sugara r > 0. Legyen ¢ tet-
sz6leges A > 0 aranyu hasonlosag és ¢(O) = O'. Tetsz6leges P € k pont P’
képe O’-t6l definicié szerint Ar tavolsagra van, igy k képe az O kézéppont,
Ar sugara kor lesz. [

Két alakzat hasonld, ha létezik olyan hasonlésag, ami egyiket a masikba
viszi. Precizebben K és L hasonld, ha létezik ¢ hasonlosag tgy, hogy p(K) =
= L. Jele: K ~ L.

8.4. gyakorlat. Igazoljuk, hogy barmely két kor hasonlo.

Otlet. Legyen a két kor ky és ko, kézéppontjaim és Oy, sugaraik r;
sé ro. Tekintsiik azt a transzformaciot, amit egy 0105 vektoru eltolds és
egy O, kozéppontu, A\ = ro/r ardnyu kozéppontos hasonlosag egymés utan
alkalmazasaval kapunk. Ez a transzformacié hasonlosag, és a ky kort ko-be
viszi. [J

Haromszogek egybevagosaganak alapeseteinek mintajara kimondhatjuk a
kovetkezd tételt.

32. tétel (Haromszogek hasonlésaganak alapesetei). Két haromszdg ha-
sonld, ha a kovetkezok valamelyike teljesiil :
1. megfeleld oldalaik hosszdnak ardnya egyenld;
2. két-két oldalhosszuk aranya egyenld és az ezek dltal kozrefogott szogek
eqyenlok;
3. szogeik pdronként egyenldek;
4. két-két oldalhosszuk ardanya eqyenld €s e két-két oldal kozil a hosszab-
bikkal szemkozt lévd szdgek eqyenldk.
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8.3. Nevezetes tételek

Néhény korabbi mulasztasunkat potoljuk.

33. tétel. A hdromszdg siulyvonalai egy pontban metszik eqymdst. Ezt a pon-
tot a hdromszog sulypontjanak nevezziik. A sulypont a siulyvonalakat 2 : 1
ardnyban osztja, mégpedig gy, hogy a hosszabb osztdsi szakasz mindig a csics
felé esik..

18. 4bra. A haromszog silypontja

Bizonyitas. Tekintsiik a [I8 abrat. Huzzuk meg az A és B pontbol az
AA; és BB sulyvonalakat. A két stulyvonal metszéspontja legyen S pont.
C' Ay B1/\ haromszog hasonléo ABC'A haromszoghoz az alapesetek b) pontja
szerint, a hasonlosdg aranya A\ = 1/2, ezért A; By szakasz parhuzamos az
AB oldallal, és fele akkora. Az A; B;SA hasonlé az ABS/A-gel, mert szogeik
egyenlek: A1 5B/ = ASBZ (mert csicsszogek) és SA;B1Z = BASZ (mert
valtoszogek), s igy a harmadik szogiik is egyenls. Mivel A;B; szakasz fele
az AB szakasznak, ezért a A1 B1S/A és ABS/A hasonlosagi ardanya szintén
1/2. Ebbél kovetkezik, hogy A,S : SA =1:2¢ BS:SB =1:2 Az
S metszéspont tehat 2 : 1 ardnyban osztja a stulyvonalakat, mégpedig gy,
hogy a hosszabb osztasi szakasz a cstcs felé esik. A fenti gondolatmenetet
AA; és CC sulyvonalakra megismételve kideriil, hogy ezek metszéspontja
AA;-t szintén 2 : 1 ardnyban osztja, mégpedig ugy, hogy a hosszabb osztasi
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19. 4bra. A magassag- és befogotétel

szakasz a csics felé esik. Ebbdl kovetkezik, hogy AA; és C'CY is épp S-ben
metszi egymast. Az eddigiekbdl a tétel allitasai kovetkeznek.[

34. tétel (Magassag- és befogotétel). Az ABCA derékszdgi haromszdg-
ben az dtfogohoz tartozé m magassdg talppontja legyenT’, AT =y és BT = .
Ekkor m? = zy, a®> = cx és b* = cy.

Bizonyitas. Tekintsiik a[19] dbrat, az ABCA hegyesszogeit jelolje « és 3
a szokasoknak megfeleléen. Az ATC A-ben van egy a szog és egy derékszog,
igy ACT/Z = (3, és ATCA ~ ABCA. Hasonl6an kapjuk, hogy BTCA ~
~ ABCA, s igy természetesen ATC/A ~ BTCA is. A harom hasonlésdgban
a megfelel§ oldalak aranyanak egyenl@ségébdl kapjuk rendre, hogy b/c = y/b,
a/c =x/a és y/m = m/zx. Ezeket atrendezve a tétel allitasai kovetkeznek. OJ

A hasonlosagok elemi alkalmazasainak egyik legszebb tétele a kovetkezs.

35. tétel (Feuerbach-kor). Egy (hegyesszogi) hdaromszigben a magassd-
gok talppontjai, az oldalfelezd pontok, és a magassdgpontot a csiucsokkal ossze-
kétd szakaszok felezépontjai mind illeszkednek eqy korre!
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Az érdekl6dé olvasok a hasonlosagokon alapuld bizonyitast megtalalhat-
jak példaul itt.

36. tétel (Euler-egyenes). Egy hdromszog magassagpontja, silypontja és
korulirt korének kézéppontja eqy egyenesen vannak.

8.5. feladat. FEqgy hdromszdégben a sulypont 2 : 1 ardnyban osztja a magas-
sagpontbol a korilirt kor kozépontjaba hiuzott szakaszt.

37. tétel (Heron-képlet). Egy a,b,c oldalakkal rendelkezd hdaromszig te-
rilete \/s(s —a)(s — b)(s — ¢), ahol s a hdromszég keriiletének fele.

8.4. Gyakorlatok

A kovetkezs gyakorlathoz sziikségiink van a mértani hely fogalméra. Mértani
helyen valamilyen adott tulajdonséggal rendelkezé pontok halmazat értjiik.
Figyeljlink oda, hogy nem elég megmutatni, hogy a keresett halmaz valami-
nek a részhalmaza, mindig torekedjiink a halmaz pontos leiraséara, pl.: "A
keresett mértani hely az FF' egyenes, kivéve az X és Y pontokat".

8.6. gyakorlat. Adott egy k kor, és rajta [a korvonalon] eqy A pont. Hatd-
rozzuk meq az A pontra illeszkedd hirok felezéspontjainak mértani helyét!

8.7. feladat (A Feuerbach-korhoz). Mutassuk meg, hogy egy hdromszig
beirt korének kozéppontja fele olyan tdvol van eqy oldaltol, mint a magassdg-
pont az oldallal szemkézti csicstol (segitségil lasd az dbrdt)!

Az alabbi feladatok mindegyikének alapotlete, hogy keressiink hasonld
haromszogeket az abran.

8.8. feladat. Az ABC hdromszdg AD sulyvonaldanak felezépontja F. A CF
egyenes az AB oldalt az M pontban metszi. Hatdrozzuk meq az AM : AB
ardnyt!

8.9. feladat. Az ABCD trapéz dtloi M pontban metszik eqymdst, alapjai a
€s ¢ hosszuak.Az alapokkal parhuzamos, M -re illeszkedd egyenes a szdrakat
X és'Y pontokban metszik. Fejezziik ki a és ¢ segitségével az MX és MY
szakaszok hosszdt!

8.10. feladat. Egqy trapéz két alapja a és c. Az alapokkal parhuzamosan, egy
vac hosszi szakasszal a trapézt két kisebb trapézra vagjuk. Igaz-e, hogy a két
kisebb trapéz hasonld eqgymdshoz ?

8.11. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a trapéz szdregyeneseinek metszéspontjdat
az dtlok metszéspontjaval dsszekdtd eqyenes felezi a trapéz alapjait!
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20. abra. Segédabra a[8.7] feladathoz

9. Kor

Célok: A kor és részeinek megismerése, az alapvets Osszefiiggések meghata-
rozésa.

9.1. Alapismeretek

Héaromszogek, derékszogi haromszogek, Thélesz-tétel, hasonlosag, haromszo-
gek hasonlésaga, szogek szinusza.

9.2. Kor kerilete és tertulete

A kor keriiletének kiszamitéasa. Kertileti szog, kozépponti szog fogalma. Koriv
aranyos a kozépponti szogével. Koriv hossza. Korcikk tertilete.
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9.3. Kozépponti és keriileti szogek

38. tétel. Egy iwhez tartozo keriileti szog nagysdga fele a kozépponti szogé-
nek.

39. tétel. Azonos ien nyugud keriileti szégek eqyenld nagysdguak.
4. Definicié. Eqgy négyszog hiurnégyszog, ha irhato koré kor.

40. tétel. Eqgy négyszog akkor és csak akkor hiurnégyszog, ha a szemkozti
szogeinek 6sszege 180°.

Bizonyitas.

5. Definicié. Kor érintdje egy egyenes, ha eqy kdzds pontja van a korrel.
Eqgy eqyenes a kor szeldje, ha két kézos pontja van a korrel.

9.4. Pont korre vonatkoz6 hatvanya

6. Definicié. Legyen az a eqyenes a k kor szeldje, és rajta legyen P eqy pont.
Haank={A, B}, akkor PA és PB a pontbdl hizott szeldszakaszok.

41. tétel (SzelGszakaszok szorzatéra vonatkozé tétel). Adott egy k kor,
eqy P pont és eqy a tetszdleges szeld, a Nk = {A, B}. Ekkor a h=PA-PB
érték fliggetlen az a szeld megudlasztasatol, csak k-tol és P-t6l figg.

7. Definicié. A P ponthoz és k tartozd szorzatértéket lassuk el eldjellel: h
pozitiv, ha PA és PB azonos irdniyi, €s negativ, ha ellentétes iranyid. A h
értéket a P pont k korre vonatkozo hatvanydnak nevezziik.

42. tétel. Kiilsd pontra a hatvany értéke pozitiv, belsé pontra negativ, a kor
pontjaira 0. A h hatvdny kiilsé pontra egyenld a pontbol a korhéz hiuzhato
érintd hosszdanak négyzetével.

43. tétel. Ha eqy P pont az R sugari kor kozéppontjatol d tdavolsdgra van,
akkor h(P) = d*> — R?

8. Definici6é. Két kor hatvanyvonala azon pontok halmaza, amelyeknek a két
kérre vonatkozo hatvanya megegyezik.

44. tétel. Két nem koncentrikus kor hatvanyvonala egyenes, amely merdle-
ges a két kor centrdlisdra.
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9. Definicié. Ha hdrom wvagy tibb kor esetén van olyan pont, amelynek a
hatvanya mindeqyik korre vonatkozoan ugyanaz, akkor ezt a pontot a kérok
hatvdnypontjdinak nevezziik.

45. tétel. Ha hdrom kor kozéppontjar nem kollinedarisak, akkor létezik pon-
tosan eqy hatvanypontjuk.

9.1. feladat. Szdmitsuk ki a P(2; —3) pontnak a K : 2*+y*—2x+4y—12 =0
kérre vonatkozo hatvanydt!

9.2. feladat. Szdmitsuk ki a P(7;8) pontbol az 2®> +y* — 4z — 6y —1 =0
korhoz hizott érintészakasz hosszdt!

9.3. feladat. Szdmitsuk ki a 2®>+y*>+2x—2y—4 =0 és x> +y*+6x+5=0
korok hatvanyvonaldnak egyenletét!

9.4. feladat. Irjuk fel azon pontok mértani helyének az egyenletét, amely
pontokbdl a 2% +y% +2x — 2y —23 = 0 és 2° +y* — 102 — 8y + 31 = 0 kérokhiz

eqyenld hosszisdgi €érintdszakasz hizhato!

9.5. feladat. Hdrom kor hatvdnypontja melyik kézéppontjihoz van a legko-
zelebb ?

9.6. feladat. Adott két korhoz szerkessziink mindkettét érintd harmadikat
gy, hogy az elsdt eqy eldre adott pontban érintse!
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10. Koordinatageometria

Célok: Megérteni a kapcsolatot a geometriai problémak és algebrai interpre-
taciojuk kozott. Alkalmazni a koordinatageometriai ismereteket geometriai
problémak megoldasara. A vektorok alkalmazasanak gyakorlésa.

10.1. Alapismeretek

Descartes-féle derékszogt koordindta-rendszer felvételével a sikot azonosit-
hatjuk a rendezett valés szampéarok halmazaval. Ezt az eljarast koordinaté-
zasnak nevezziik. A megfeleltetés kolesonosen egyértelmd.

Az alakzatokat ponthalmazoknak gondolva egy pont adott alakzathoz tar-
tozasa egy Osszefliggésnek felel meg a pont koordinatéai kozott. Az alakzatot
megado definicionak (vagy azzal ekvivalens modon az alakzatot egyértelmiien
jellemz6 tulajdonsagnak) igy algebrai Osszefliggeés (Osszefliggések rendszere)
felel meg.

Pontnak szampar, egyenesnek kétismeretlenes linearis egyenlet, félsiknak
kétismeretlenes lineéris egyenl6tlenség, kornek specidlis kétismeretlenes mé-
sodfoku egyenlet felel meg.

A relacioknak algebrai feltételek felelnek meg. Pontok kollinearitasanak
az, hogy a megfelel§ koordinaték kielégitik ugyanazt a linearis masodfoku
egyenletet ; egyenesek metszésének az, hogy egy linearis egyenletrendszernek
van megoldasa; kiilonb6z6 egyenesek parhuzamossaganak az, hogy nincsen
megoldas.

gy az euklideszi geometriat algebrai nyelvre tudjuk leforditani.

A koordinatazasban és az Osszefliggések megéllapitasaban jo szolgalatot
tesznek a vektorok.

A vektorok skaléris szorzata koordinatédkkal is megfogalmazhato.

10.2. Gyakorlatok

10.1. feladat. Szamitsuk ki az egyenesek hajldsszdgét, ha egyenletiik:
1.3z —y—1=0, z+3y—4=0,
2.2 —2y+2=0, 3z—y—7=0.

10.2. feladat. Irjuk fel az A(1;—4) ponton dthaladé és a 2x — 4y +5 = 0
egyenessel parhuzamos eqyenes egyenletét!content...

10.3. feladat. [rjuk fe a 22 +3y —5 =0 és a 4z + 2y — 6 = 0 egyenesck
metszéspontjdan dthalado, és a 3x+4y+12 = 0 egyenessel pdrhuzamos egyenes
egyetnletét!
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10.4. feladat. Mi annak az eqyenesnek az egyenlete, amely dthalad a Py(4; —
—3) ponton, és a 4x +y — 5 = 0 egyenesre merdleges ?

10.5. feladat. Szamitsuk ki a P(7;—7) pontnak a 3x — 4y + 1 egyenesre
vonatkozo tikorképének koordindtdit!

10.6. feladat. Tiikrézzik a 2x — 3y + 6 = 0 egyenest a P(2; —3) pontra, és
irjuk fel a tikorkép egyenletét!

10.7. feladat. Flvdlasztja-e a 20 —4y+5 = 0 egyenes az (0; —2) és B(1; —4)
pontokat ?

10.8. feladat. Az /1 : 152 — 8y — 51 =0 €és Uy : 4x + 3y + 35 = 0 egyenesek
kozil melyik egyeneshez van kozelebb a koordindtarendszer kezddpontja ?

10.9. feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd két parhuzamos egyenes tdvolsdgat:
3r+4y —15=0 és 3z + 4y + 20 = 0.

10.10. feladat. Irjuk fel annak az egyenesnek az eqyenletét, amely dthalad
a P(2;—1) ponton és az ly :2x —3y+3 =0, ly: dx +y — 6 = 0 egyenesek
metszéspontjan!

10.11. feladat. Egy ponton mennek-e dt azx —y+5=0, 20 —2y+ 3 =0,
x — 2y =0 egyenesek ?

10.12. feladat. [rjuk fel az A, B, C pontokon dtmend sik egyenletét, ha
1A(L;2;-1),  B(2;-2;3), C(1;0;-2);
2. A(0;0;—1), B(2;0;1), C(0;0;0).

10.13. feladat. Adott két pont: A(0; —1;3), B(1;3;5). Irjuk fel az A ponton
dthalado és az AB egyenesre merdleges sik egyenletét!

10.14. feladat. Szdmitsuk ki két sik hajldsszogét, ha egyenletiik :
1. 2vr4+y—22—4=0, 3xr+6y—22—-12=0;
2.24y+2—-2=0, z4+2y—2—-1=0.

10.15. feladat. Irjuk fol a P(1;—2;3) pontra illeszkedd és a 3x — 4y + 5z —
— 3 = 0 sikkal parhuzamos sik egyenletét!

10.16. feladat. Hatdrozzuk meg a 2x —y+32—9=0, v+ 2y+22—3 =0,
3x +y—4z+ 6 = 0 sikok kozds pontjat!

10.17. feladat. A X : 2z + 2y — z — 2 = 0 sik elvdlasztja-e az A(2,1,1) és a
B(2,1,3) pontokat ?
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10.18. feladat. Szdmitsuk ki a P(2;1;1) pontnak a ¥ :x+y—2+1=0
siktol mért tavolsdgat!

10.19. feladat. Szamitsuk ki a 31 :x —2y+2—1 =10 és Xy : 20 — 4y +
+ 22 — 1 =0 stkok tavolsagat!

10.20. feladat. [rjuk fel a 22 — 2y — 2 — 3 = 0 siktdl 5 eqységnyi tdvolsdgra
halado sik egyenletét!

10.21. feladat. Irjuk fel a P(2;—3;1) ponton dthaladd és v(1;2;3) irdny-
vektori egyenes paraméteres vektoregyenletét!

10.22. feladat. Irjuk fel a P(1;0;3) ponton dthaladé és v(1;2; —4) irdny-
vektori egyenes paraméteres vektoregyenletét!

10.23. feladat. Irjuk fel a P(2;—3;1) ponton dthaladd és v(1;2;3) irdny-
vektori egyenes egyenletrendszerét!

10.24. feladat. Irjuk fel a P(1;0;3) ponton dthaladé és v(1;2; —4) irdny-
vektori egyenes egyenletrendszerét!

10.25. feladat. Irjuk fel a P(1;4;1) és Q(1;3; —2) pontokra illeszkedd egye-
nes egyenletrendszerét !

10.26. feladat. Irjuk fel a P(1;—3;1) ponton dthaladd és az %‘2 == z'gl

egyenletrendszert egyenesel parhuzamos egyenes egyenletrendszerét!

10.27. feladat. Mutassuk meg, hogy ha a és b kitérd egyenesek, akkor pon-
tosan eqy olyan pdarhuzamos o, B sikpdar létezik, melyek kozil o az a egyenest,
B a b egyenest tartalmazza!

10.28. feladat. I[rjuk fel az % =y +4 = 22 egyeneshez illeszkedd és az

3
z+5 __ y—2 _ z—1 . y .
T = 5= = 5= egyenessel parhuzamos sik egyenletét!

10.29. feladat. Szamitsuk ki aze:x+1= 93;1 =zés f:Hl = —y+1=

= %1 egyenesek normdltranszverzalis-eqyenesének az egyenletrendszerét!
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11. Euklidészi szerkesztések

Célok : euklidészi alapszerkesztések megismerése, begyakorlésa.

11.1. Alapismeretek

Euklidészi szerkesztésnek nevezziik a korzdvel és (egyéli, egyenes) vonalzo-
val elvégezhetd szerkesztéseket. A vonalzé két adott pontot 6sszek6ts egyenes
szerkesztésére alkalmas abra, (1)), a korzével nyilasba vehetjiik két tet-
sz6leges pont tavolsdgat, majd adott kozépponttal rajzolhatunk ilyen sugara
kort abra, (2)). A szerkesztés folyaman keletkezett alakzatok metszés-
pontjai ismertek (21] abra, (3-4-5)), valamint tetszdlegesen kijel6lhetiink to-
vabbi segédpontokat is (21 abra, (6)).

A szerkesztés feladata altalanosan igy fogalmazhaté meg: adva van bizo-
nyos szamu pont és olyan ponto(ka)t kell szerkeszteni, amely(ek) az adott
pontokkal (és egyméssal) meghatarozott viszonyban van(nak).

o
EA——

/

-
f

7

21. abra. Az alapszerkesztési lépések

Természetesen altalaban a feladatokat nem akarjuk az alaplépésekre vissza-
vezetni, ezért ebben a szakaszban megismerkediink néhany alapszerkesztési
feladattal, amik 6sszetettebb problémaknal stirtn felbukkannak. Az itt felso-
rolt gyakorlatokat ajanlot - a sz6 eredeti jelentése szerint -papiron, korzével
és vonalzoval begyakorlni, valamint a szerkesztéseket GeoGebraban 6nélloan
is elvégezni. (Noha néhany esetben a megoldas GeoGebra fajljat ismertetjiik,
ergsen javasoljuk az 6nallo elkészitést is.)
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11.2. Euklidészi alapszerkesztések

11.1. gyakorlat. Szerkessziik meg eqy adott AB szakasz szakaszfelezd me-
rélegesét !

Megoldas. Ismétlésiil idézziik fel a szakaszfelez merdleges fogalmat:
azon pontok halmaza a sikon, amelyek a szakasz két végpontjatol egyenld
tavolsagra vannak. Tudjuk, hogy a keresett alakzat egy egyenes, ezért elég
lenne két pontjat megszerkeszteni. Ilyeneket viszont konnyen talalunk, ha A
és B koriil is rajzolunk egy-egy AB sugaru kort, akkor ezek metszéspontjai
nyilvanvaléan rajta lesznek a keresett szakaszfelez6 merslegesen. Ezek alap-
jan a szerkesztés részletes menete (lasd [22] dbra):

1. szarjuk A-ba a korzét, nyissuk ki AB nyilasra, és rajzoljuk meg az A

koriili AB sugart kort;

2. hasonloan rajzoljuk meg a B koriili AB sugart kort;

3. a két kor metszéspontjait 0sszekotd egyenes a keresett szakaszfelezd

merdleges.
Elemzés: a feladatnak mindig pontosan egy megoldasa van.[]

dn
\l/

22. abra. Szakaszfelz6 merdleges szerkesztése

11.2. gyakorlat. Adott az e egyenes és eqy P pont. Szerkessziik meg azt az
e-re merdleges egyenest, ami illeszkedik P-re!
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Megoldas. Visszavezetjiik a feladatot elGzére. Elég lenne kijelolniink egy
olyan szakaszt e-n, aminek a szakaszfelezé merdlegese atmegy P-n. Ez utobbi
pontosan akkor teljesiil, ha P a szakasz végpontjaitol egyenls tavolsagra van.
Ezek alapjan a szerkesztés menete . abra):

1. jeloljiink meg e-n egy (P-t6l kiilénbo6z6 és tavoli) tetszéleges @ pontot;

2. rajzoljunk P koériil PQ sugart kort;
3. legyen a kor és e egyenes @-n kiviili masodik metszéspontja R;
4. szerkessziink meg QR szakaszfelezd merdlegesét, ez illeszkedik P-re, és
merGleges e-re.
Elemzés: a feladatnak mindig pontosan egy megoldésa van.

23. abra. Merdleges bocsdjtasa pontbol egyenesre

Megjegyzés: el6fordulhat, hogy a rajzolt segédkor csak ()-ban metszi e-t,
ilyenkor éppen P(Q a keresett egyenes. A szerkesztési feladatok megoldasanal
altalaban feltessziik, hogy a véalasztott pont nem speciélis. (Ez egyébként jo-
gos feltevés, hiszen ha véletleniil speciélis pontot valaszottunk, ujrakezdjiik
az eljarast 4j segédpontot hasznélva. Illetve kimutathat6, hogy a nem spe-
cidlis segédpont is szerkeszthetd, de ennek részletezése csak koriilményessé
tenné a leirast, és gyakorlati jelentGsége igazabol nincs.)]

11.3. gyakorlat. Adott az e egyenes és eqy P pont. Szerkessziik meg azt az
e-vel pdrhuzamos eqyenest, ami illeszkedik P-re!

I. megoldas. Kétszer alkalmazva az el6z6eket célba érhetiink. ElGszor
szerkesszlink egy tetszéleges f egyenest, ami merdleges e-re. Majd szerkessziink
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P-re illeszkedd, f-re merdleges egyenest, ez megoldasa a feladatunknak.[J .
II. megoldas. Az 1. megoldasban adott modszer sziikségteleniil hosszadal-
mas - kihasznalva a paralelogrammarol tanultakat, gyorsabban célba érhe-
tiink. Ha sikeriil egy olyan paralelogrammat szerkeszteni, aminek egyik csi-
csa P, és egy P-re nem illeszkedd oldalegyenese e, akkor készen vagyunk. A
szerkesztés menete abra):

1. jeloljiink meg e-n két tetszdleges (@ és R pontokat;

2. rajzoljunk P koériill RQ sugari kort;

3. rajzoljunk R koriil PQ sugari kort;

4. a két kor Q-n kiviili masodik metszéspontja legyen S, PS egyenes meg-

feleld.

P /_\J

24. abra. Parhuzamos egyenes szerkesztése

Elemzés: a két kor két pontban metszi egymaést, de az egyik metszéspont
hamis megoldast ad, feladatnak mindig pontosan egy megoldasa van.[]

11.4. gyakorlat. Szerkessziink haromszdget, ha adott harom oldaldnak hossza.

Megoldas. Keressilk ABC'A héromszoget, ha adottak a,b és ¢ oldalai.
Jeloljiik ki B és C' cstcsokat egymastol a tavolsidgra egymastol. Az A cstcs
B-t6l ¢, C-t6] b tavolsagra van, igy elGallithatd két kor metszéspontjaként. A
szerkesztés menete:

1. a tetszGleges B pont koriil szerkessziink a sugarral kort, majd a korvo-

nalon jeldljonk ki tetszéleges C' pontot;

2. rajzoljunk B koriil ¢ sugaru kort;
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3. rajzoljunk C' koriil b sugara kort;
4. a két kor mésodik metszéspontjai szolgaltatjik a keresett A csicsokat

Elemezés: B pont helyzete és a BC' oldalegyenes tetszés szerint kijel6lhe-
t6. Ezutan a szerkesztés két kiilonboz6 C' csticsot, és mindegyikhez két kiilon-
b6z A cstcsot szolgaltathat. C' cstics mindig szerkeszthetd, vegyiik azonban
észre, hogy A-t ado korok nem feltétlen metszik egymast. Konnyt meggondol-
ni, hogy a metszés feltétele, hogy a haromszog oldalaira az a < b+c¢, b < a+
+ ¢ és ¢ < a + b haromszog-egyenlGtlenségek egyszerre teljesiiljenek. Vilagos
azonban, hogy ha létezik megoldés, akkor a haromszogek egybevagosaganak
alapesetei miatt az 0sszes kapott megoldas egybevagd, ezek kézott nem szokas
kiilonbséget tenni: a feladatnak pontosan egy megoldéasa van, ha az adatok
kielégitik az a < b+c, b < a+c és ¢ < a+b haromszog-egyenlStlenségeket. Ha
valamelyik esetben szigori egyenlétlenség helyett egyenléség teljesiil, akkor
elfajulé megoldasként harom kollinearis pontot kapunk, ezt mi nem tekintjiik
haromszognek. [

11.5. gyakorlat. Adott eqy o nagysagu szdg, eqy O pont, és eqy O kezdd-
pontd e, félegyenes. Szerkessziink O kezddponti f. félegyenest gy, hogy e
€s fy dltal bezart sz6g az adott o szdggel eqyenld legyen.

Megoldas. Valasszunk az adott o nagysagu stog szarain tetszéleges P és
(@ pontokat, cstucsat jelolje R. A PQRA R/ szbge éppen a. Az elébbiek sze-
rint tudunk PQRA-lel egybevagd haromszoget szerkeszteni, amelynek egyik
cstucsa O, erre illeszked§ oldalegyenese e, és O-nal « szoge van. A részleteket
az olvasora bizzuk. []

11.6. gyakorlat. Szerkessziik meg eqy adott szdg (belsd) szogfelezdijét.

Miel6tt a feladat megoldasat megismerjiik, ismételjiik at a rombuszrol
tanultakat!

Megoldas. A szogfelezs értelemszertien illeszkedik a sz0g csucsara, igy
elég lenne még egy pontjat megkeresni. Segitségiil hivjuk a rombuszrél ta-
nultakat: a rombusz atloi felezik a belsé szogeit. Ezek alapjan a szerkesztés
menete (25 abra):

1. legyen az adott szog csicsa O, és jeloljiink ki egy tetszéleges a hosszi-

sagu szakaszt ;

2. szerkessziink O koriil a sugart kort, ez messe a szogszarakat A-ban és

B-ben;

3. szerkessziink A koriili a sugari, és B koriili a sugara kort;

4. a két kor O-t0l kiilonb6z6, masodik metszéspontja illeszkedik a keresett

szogfelezére.

Elemzés: pontosan egy megoldés van. []
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11.3. Tovabbi alapveté euklidészi szerkesztések

25. dbra. Szogfelezd szerkesztése

Ebben a szakaszban néhany tovabbi alapvets fontossagu szerkesztést ismer-
tetiink feladatokon keresztiil. Ezek megoldasat nem, vagy csak vazlatosan
ismertetjik.

11.7. gyakorlat. Adott eqy AB szakasz.
1. Osszuk fel AB-t két olyan darabra, amik hosszai gy ardnylanak eqy-
mdashoz, mint a : b. (Ahol a és b két adott szakasz.)
2. Osszuk fel AB-tn eqyenld részre!

Megoldas. Csak az a) rész megoldasat ismertetjiik. Hazzunk egy tetszéleges
A kezdSponti segédfélegyenest, és ezen vegyiik fel P és () pontokat tigy, hogy
AP = a és PQ = b. Szerkessziink () B-vel parhuzamost P-n keresztiil. Ez
a parhuzamos szel6k tétele miatt AB szakaszt egy olyan X belsé pontban
metszi, amire AX : XB = a : b. A részletek kidolgozasat az olvasora bizzuk,
lasd 26] abra. O

A[I1.7 gyakorlat alapjan oldjuk meg a kovetkezs feladatot :

11.8. gyakorlat. Szerkessziik meg eqy P pont O kézépponti, a/b ardnyi
kézéppontos hasonlosdg melletti képét, ahol a és b adott szakaszok!

11.9. gyakorlat. Szerkessziink hdromszdget, ha adott
1. egy oldala, és rajta fekvd két szdge.
2. két oldala, és a kozbezdrt szogiik.
3. két oldala, és eqy tetszdleges szdge.

Megjegyzés. A feladat megoldéasat az olvasora bizzuk. Felhivjuk azonban
a figyelmet a kovetkezskre: az a) résznek pontosan akkor van megoldésa, ha

58



26. dbra. Szakasz aranyos osztésa

a megadott két szog Gsszege kisebb, mint 180°, és ilyenkor (izometria erejéig)
pontosan egy megoldas van. A b) résznek mindig pontosan egy megoldésa
van (izometria erejéig). A c) résznek lehet egy vagy két megoldasa is!

11.10. gyakorlat. Adott eqy a és eqy 1 hosszusdgu szakasz. Szerkessziink
Va hosszisdgu szakaszt!

Megoldas. Vegyiik fel egy egyenesre egymas utan az adott a hosszisagu,
és 1 hosszusagu szakaszukat gy, hogy AT = a és TB = 1. Az AB szakasz
felezGpontja legyen F, s allitsunk e merdlegest T-ben AB-re. Messe e az AB
atmeérsjd, (14 a)/2 sugara kort M és N pontokban. A Thalész-tétel szerint
AM B/ derékszog, és igy AM B/A-re érvényes a magassag-tétel TM = 1-a,
vagyis TM = /a. O

Megjegyzés. Ha egy derékszogi haromszog atfogdja a + 1/4, egyik be-
fogdja a — 1/4, akkor a Pitagorasz-tétel szerint a masik befogora /a adodik.
A szerkesztés ez alapjan is elvégezhetd.

11.11. gyakorlat. Szerkessziink 90°-o0s, 75°-0s, 60°-0s, 45°-0s és 30°-0s sz0-
geket!

11.12. gyakorlat. Szerkessziik meg eqy P pont, eqy e egyenes és eqy k kor
1. adott t tengelyre vonatkozo tikorképet;
2. adott v vektorral vett eltoltjat;
3. adott O pont kérili, adott o szoggel valo elforgatottjat!

11.13. feladat. Szerkessziink szabdlyos otszoget!
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27. abra. /a hosszi szakasz szerkesztése

Tekintsiik meg a szabalyos 0tszog szerkesztésérdl késziilt videot a youtube-
on!

Megjegyzés. A szabalyos 6tszog belst szogei 108°-osak, ennek és a fenti-
ek segitségével szerkeszthets 3° minden egész szamu tobbszorose. (Hogyan?)
Mély matematikai eszkozokkel kimutathato, hogy méas egész fokos szogek nem
szerkeszthet&ek korzével és vonalzoval.
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12. Szerkesztések és transzformaciok

Célok: a tanult ismeretek alkalmazasa, komplex feladatok.

12.1. Alapfeladatok

12.1. gyakorlat. Szerkessziink trapézt, ha adott a négy oldala!

Megoldas. Induljunk ki a megoldéashol, és tegyiik fel, hogy ABC'D a
keresett trapéz, aminek oldalai rendre a,b,c és d, a 28 &abra szerint. Fel-
tessziik, hogy ¢ < a, az a = ¢ eset vizsgalatat az olvasora bizzuk. Toljuk el
BC szarat CA’ﬁ vektorral: C' pont képe nyilvanvaléan D lesz, B pont képét
jeloljiik B’.vel. A feltevések szerint B'DAA oldalai rendre a — ¢, b és d, ezért
szerkeszthets. Ezutan B pont szerkesztése egyszerti, AB’ egyenesbdl egy B’
kozépponti, ¢ sugari kor metszi ki, végil C' pontot D pont B’B-ral valo
eltoltjaként kapjuk.

28. dbra. Trapéz szerkesztése négy oldalabol

Elemzés: ha B'DAA szerkeszthets, akkor egyértelmd a megoldas. [

12.2. gyakorlat. Adott eqy k kor, eqy | eqyenes és eqy A pont. Szerkessziink
olyan e egyenest A ponton keresztil, hogy a l-lel és k-val vett (egyik) met-
széspontja dltal meghatdrozott szakaszt az A pont felezze.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy e és k (egyik) kozos pontja K, L = eNl,
valamint hogy A felezi KL szakaszt. Vegyiik észre, hogy ez azt jelenti, hogy
K illeszkedik az [ egyenes A-ra vonatkozo ' kozéppontos tiikorképére! Ezek
alapjan a szerkesztés egyszertien elvégezhets: tiikrozziik [-t A-ra, s keressiik
meg az [" tiikorkép k-val valo metszéspontjait. Ezeket A-val 6sszekotve kapjuk
a keresett egyenest vagy egyeneseket.

Elemzés: a k kornek és I’ egyenesnek 0, 1 vagy 2 metszéspontja lehet, e
szerint a feladatnak 0, 1 vagy 2 megoldasa lesz.[]
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12.3. feladat. 1. Irjunk az adott ABC hdromszigbe négyzetet, aminek
két csicsa a hdromszog AB oldaldra, egy-eqy csicsa pedig a hdromszog
AC ill. BC oldaldra illeszkedik!

2. Irjunk az adott ABC' hdromszigbe olyan hdromszoget, aminek oldalai
pdrhuzamosak az adott {1, Uy és U3 egyenesekkel. (Az ABC' hdromszog
minden oldaldra illeszkedik a beirt haromszdgg egy-eqy csicsa.)

3. Irjunk az adott ABC hdromszigbe olyan téglalapot, amely oldalainak
aranya 2 : 3.

Megoldas. Csak az a) pontot részletezziik, a méasik két alfeladat meg-
oldasa anal6g modon torténik. Tekintsiik a 29 abrat. Jeloljiik ki AC' oldal
tetszGleges P pontjat, a P-b&l AB-re bocsajtott merdleges talppontja legyen
Q. Szerkessziik meg R pontot AB-n gy, hogy PQ = QR az abra szerint.
Végiil szerkessziik meg S pontot, hogy PQ RS négyszog négyzet legyen. Ter-
mészetesen S pont altalaban nem illeszkedik BC' oldalra, ezért PQ RS nem
megoldasa a feladatnak.

29. dbra. Négyzet szerkesztése adott haromszogbe

Messe AS egyenes a BC' oldalt S’-ben. Alkalmazzunk PQRS négyszogre
A kdzéppontii, A = AS"/AS ardnyt kézéppontos hasonlosagot ; ez természe-
tesen S-t, S’-be viszi. Legyen PQRS képe P'Q'R'S’. A kozéppontos hasonlo-
sag szogtarto, ezért P'Q)'R'S’ téglalap, valamint aranytarto is, ezért P'Q)'R'S’
minden oldala egyenls. Igy P'Q'R'S’ négyzet. A konstrukcié miatt S’ € BC,
a kozéppontos hasonlosag megadéasa miatt pedig P’ € AC és @', R’ € AB,
ezért P'Q'R'S’ a feladat megoldasa.
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Elemzés: ha ABCA hegyesszogt, akkor pontosan egy megoldas van. (Mi-
ért?) Gondoljuk meg mi torténik, ha ABC'A tompaszog.

Tekintsiik meg a vonatkozo dinamikus abrat!

A b) és c) részeknél hasonloan jarjunk el, szerkessziink egy a keresetthez
hasonl6 alakzatot, ami ,majdnem j6”, vagyis egy kivételével csticsai illeszked-
nek a megfelel§ oldalakra, majd nagyitsuk fel kbzéppontosan. [

12.2. Gyakorlatok

12.4. gyakorlat. Adottak a koncentrikus ki és ky korok. Szerkessziink olyan
0 egyenest ami a két korvonalat A, B, C' és D pontokban metszi (az egyenesen
ebben a sorrendben), és AB = BC = CD.

Vazlat. Vegyiik észre, hogy pl. B pont tetszGlegesen kijelélhets. Ha ki-
indulunk a megoldasbol, akkor A pont B-re vett tiikorképe éppen C. Igy C
illeszkedik k; B-re vett kozéppontos tiikorképére. A szerkesztés [12.2] gya-
korlathoz hasonléan végezhets el. Hany megoldas lesz? Mennyiben térnek el
ezek egymastol? [

12.5. gyakorlat. Adott eqy k kor, és rajta [a kérvonalon] hdrom pont A, B
és C. Szerkessziik meg azt az AX hurt, amelyet a BC' hir felez.

Otlet. Ha BC hirt A pontbol kizéppontosan kétszeresére nagyitjuk, a
nagyitott képnek tartalmazni kell X pontot. 0, 1 vagy 2 megoldés lehet.[]

12.6. gyakorlat. Szerkessziink derékszogi hdromszéget, ha adott az eqyik
hegyesszoge €s befogoinak dsszege!

Vazlat. Legyen az adott hegyesszog «, a befogok adott Osszege s. Szer-
kessziink tetsz6leges derékszogli hdromszoget, aminek egyik hegyesszoge «,
ennek befogdi legyenek a és b. Nagyitsuk ezt a derékszogt haromszoget A =
= s/(a + b) ardnyban. Egy megoldas van.[]

12.7. gyakorlat. Az M N egyenes egyazon partjin adva van az A és B pont.
Szerkessziink az M N egyenesen olyan X pontot, amire az AX és BX egye-
nesek ugyanakkora széget zdrnak be M N egyenessel.

Otlet. Legyen A pont M N egyenesre vett tiikkorképe A’. Az A', B és a
keresett X pontok kollinearisak. Egy megoldas van. [
A leckét néhény nehezebb feladattal zarjuk.
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30. abra. A [12.8 feladat megoldasa

12.8. feladat. Az M N egyenes egyazon partjan adva van az A és B pont.
Szerkessziink az M N egyenesen olyan X pontot, amire az AX egyenes kétszer
akkora szoget zdr be MN egyenessel, mint a BX egyenes.

A megoldas lényegében leolvashaté a abrarol.
Az utolso feladatot csak érdekléds olvasoknak ajanljuk.

12.9. feladat. Adott az {1 egyenesen az A pont, és az {5y eqyenesen a B
pont. Szerkessziink € egyenest, ami olyan X ill. Y pontokban metszi az {1 ill.
Uy egyeneseket, amikre AX = BY és

1. ¢ parhuzamos eqy adott e egyenessel.

2. U dthalad eqy rogzitett M ponton.

3. az XY szakasz adott hosszisdgi.

4. eqy adott f egyenes felezi az XY szakaszt.

Otletek. Minden alrész megoldasa a kovetkezs allitason mulik.

Legyenek AX = BY két eqyenld hosszi, nem pdrhuzamos, egymdssal o
szoget bezdrd szakaszok. (Szakaszok szdgét az dket tarto eqyenesek szogeként
értelmezziik. ) Ekkor létezik egy olyan O pont, hogy az O korili o vagy 180° —«
$20g17 forgatds A-t B-be, X -t pedig Y -ba viszi.
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Ennek igazoldsa nem til nehéz, az O pont az AB szakaszfelez merd-
legesének és XY szakaszfelez merslegesének metszéspontjaban kell legyen.
A feltétel miatt AOXA és BOY A egybevéigoak, hiszen oldalaik paronként
egyenlSek, amibsl AOBZ = XOY £ kovetkezik. (Hogyan?) A forgatas nyil-
vanvaloan AX egyenest BY -ba viszi, ezért a forgatas szoge a vagy 180° — ..

Esetiinkben ismert A és B valamint « is, ezért (minden lehetséges) O
pont megszerkeszthets.

a) Legyen az e egyenes O koriili megfelels elforgatottja e/, és Z =ene’.
OZ egyenes kimetszi (5-bdl Y-t. Miért?

b) Legyen M megfelels elforgatott képe M'. Az MM’ szakasz o (vagy
180° — «v) szogii latokorive kimetszi fo-b6l Y-t. Miért ?

¢) Mivel XY hossza ismert, igy OX hossza szerkeszthetd. Fejezziik be a
gondolatmenetet !

d) S-bsl Y-t egy ismert szOgd és ismert aranyu forgatva nyujtassal kap-
hatjuk. Hogyan? [
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13. Illeszkedés, a sik és a tér feldarabolasa

Célok: bonyolultabb bizonyitasok struktiralasa, indirekt bizonyitas és teljes
indukcié megismerése, izelité a kombinatorikus geometriabol.

13.1. A Sylvester-Gallai tétel

Ebben a szakaszban egy nevezetes illeszkedési tételt ismeriink meg, amely
Erdss Pal egyik kedvenc feladata volt.
Olvassunk utana FErdds Pal életutjanak az interneten!

46. tétel (Sylvester-Gallai tétel). Adott n > 3 pont a sikon. Ekkor vagy
az 0sszes adott pont illeszkedik eqy egyenesre, vagy van eqy olyan egyenes,
amire kozilik pontosan kettd illeszkedik !

A tételt Sylvester ttlizte ki az 11851-es problémaként 1893-ban a The
Educational Times-ban. Sokan a kombinatorikus geometria egyik kiindulo-
pontjanak tekintik. A teljes megoldés meglepGen sokéig varatott magara,
1944 kornyékén oldotta meg Erdds Pal kozeli baratja, Lovasz Laszlo késébbi
témavezetGje, Gallai Tibor. A problémanak a mai napig aktiv utoélete van.
Késtbb a tételre tobb kiilonb6z6 bizonyités sziiletett, az alabbi Kelly nevéhez
fizodik.

Bizonyitas. Legyenek az adott pontok P, ..., P,, és tekintsiik az Gsszes
olyan egyenest, amire az adott pontok koziil legalabb kettd illeszkedik: ey, . . ., €,,.
(Ilyen egyenesbdl valoban csak véges sok van.)

A bizonyitast indirekt végezziik. Az indirekt bizonyitas lényege, hogy
feltessziik a bizonyitandé allitas tagadasat, és ebbdl ellentmondasra jutunk
a kiindulasi feltételekkel.

Olvassuk el a Wikipédia szocikkét az indirekt bizonyitasrol!

Az allitas tagadésa esetiinkben azt mondja, hogy a Py, ..., P, pontok nem
kollineéarisak, és nincs olyan egyenes, amire koziiliikk pontosan kettd illeszke-
dik.

Utobbi feltételt jeloléseinkkel ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az ey, ..., e,
egyenesek mindegyikére legalabb harom pont illeszkedik.

Tekintsiik az Osszes lehetséges (P, e;) part, ahol 1 <i<nés1l < j<m.
Minden ilyen pérra lemérjiik a P, pont és az e; egyenes d(P;, e;) tavolsagat.
Ha P, € e;, akkor természetesen d(FP;,e;) = 0. Mivel azonban a feltevésiink
szerint a Py,..., P, pontok nem kollinearisak, igy létezik olyan par, amire
a tavolsag szigortian pozitiv. Tekintsiik az egyik olyan pért, amire a tavol-
sag pozitiv, de az ilyenek kozott a lehets legkisebb, minimélis. Ilyen par
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31. dbra. Keressiink kisebbet a minimélis P,T" tavolsagnal!

van. (Esetleg tobb is, ilyenkor szabadon valasszunk egyet.) A jelolések eset-
leges Gjraindexelésével elérhetjiik, hogy a valasztott minimélis tavolsaga par
a (P, eq) legyen. Formulaval réviden ez igy irhato:

d(Py,e) = glég d(P;, e;).

Tekintsiik a[31} abrat! Legyen T" a P;-b6l eg-re bocséjtott merdleges talp-
pontja. Az indirekt feltevés szerint az e; egyenesre legalabb hérom adott
pont illeszkedik. Feltehetjiik, hogy P», P3 és Py harom e;-re ebben a sorrend-
ben illeszkedS pont, az abra szerint. Feltehets tovabba az is, hogy T nem
valasztja el Ps-t és Py-t. (Ha elvalasztja, vagyis T a P, P, szakasz bels§ pont-
ja, akkor Py szerepét P, veszi at.) A PP, egyenest felsoroltuk, feltehetjiik,
hogy épp es-gyel jeloltiik. Végiil, legyen S a P5-bol e4-re bocsajtott merdleges
talppontja.

A bizonyitas kovetkezs 1épését az olvasora bizzuk.

13.1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a fenti jelélésekkel P,/T > P3S !

A [I3.3] gyakorlatbol a tétel azonnal kiovetkezik. Kaptuk ugyanis, hogy
d(Ps,eq) < d(Py,e1), ami ellentmond annak, hogy d( P, e1) a lehetd legkisebb.
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Ezzel az indirekt bizonyitast befejztiik, ellentmondéasra jutottunk, az indirekt
feltevéstink sziikségképpen hamis, tehat a tétel allitasa igaz. [J

A Sylvester-Gallai tétel egyik legismertebb kovetkezménye a kévetkezd
feladat.

13.2. feladat. Adott n > 3 nem kollinedris pont a sikon. Mutassuk meg,
hogy legalabb n olyan egyenes van, amire az adott pontok kozil legaldbb kettd
illeszkedik!

Megoldas. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik. A teljes indukcids
bizonyitasokban altalaban egy olyan allitast bizonyitunk, amelyik fiigg az n
természetes szamtol. Lényege, hogy elGszor az n kis értékeire az allitast kiilon
igazoljuk. Majd masodik 1épésként azt mutatjuk meg, hogy ha az allitas
valamilyen n-re igaz, akkor (n + 1)-re is teljesiil.

Olvassuk a teljes indukciorol szolo Wikipédia szocikket!

Visszatérve a feladat megoldésara, az n = 3 esetén az allitas nyilvanvalo.

Tegyiik fel, hogy az allitast méar igazoltuk n = 3,...,k esetén, és most
bizonyitsuk n = k + 1-re.

Tekintsiik a Py, ..., Pyy1 nem kollinearis pontokat. A Sylvester-Gallai té-
tel szerint feltehetjiik, hogy P,Py.1 egyenesre a P, ..., P,_; pontok egyike
sem illeszkedik. Két eset lehetséges.

Ha a Py,..., P, pontok kollinearisak, akkor a feltevés szerint P, erre
az egyenesre nem illeszkedik, igy Py 1-t a P, ..., P, pontok mindegyikével
0sszekotve éppen k kiilonb6z6 egyenest kapunk, a Py P, egyenes pedig ezektdl
is kiilonbozd, igy valoban megvan a k + 1 meghatarozott egyenes.

Ha a Pi,..., P, pontok nem Kkollinearisak, akkor az indukcios feltevés
szerint meghataroznak legalabb k kiillonbo6z6 egyenest. Ezek kozott Py Priq
biztosan nem szerepel, hiszen P, Py, egyenesre a P, ..., P, pontok egyike

sem illeszkedik. Igy az allitas ebben az esetben is teljesiil n = k + 1-re. Ezzel
az indukcios lépést befejeztiik, és a bizonyitas teljes. [

A Sylvester-Gallai tétel dualisa a kovetkezs feladat, amit a téma irdnt
érdekléds hallgatoknak ajanlunk.

13.3. feladat. Adott n egyenes sikon gy, hogy nincsen kéztik két parhuza-
mos, €s nem illeszkednek egyetlen pontra. Ekkor létezik olyan pont, ami az
adott eqyenesek kozil pontosan kettdre illeszkedik.

A feladat megoldasa valamint egészen aktualis kutatasi eredmények ta-
lalhatoak Jonathan Lechner (angol nyelvii) PhD disszertaciojaban.
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13.2. A sepriiegyenes
47. tétel. n dltaldnos helyzeti egyenes a sikot (n*+n+2)/2 darabra bontja.

Bizonyitas. Jelolje az adott egyeneseket e, eo, ..., e,. Mivel az egyene-
sek altalanos helyzettek, igy barmely kett6 metszi egymaést, és semelyik hé-
rom nem illeszkedik kozos pontra. Igy metszéspontjaik szama annyi, ahany
egyenespart kivalaszthatunk az n egyenes koziil. A par elsG tagjara n, ma-
sodik tagjara n — 1 valasztasi lehet&ségiink van, de a kivalasztas sorrendje
lényegtelen, igy a metszéspontok szama k = n(n — 1)/2. Legyenek a met-
széspontok Py, P, ..., P,. Tekinslink egy ¢ egyenest, ami nem parhuzamos
a P, P, ..., P, altal meghatarozott egyenesek egyikével sem, valamint a
Py, Py, ..., P, pontok mind ¢ ugyanazon oldalara esnek. (Egy ponthalmaz
meghataroz egy egyenest, ha a ponthalmaz legalabb két pontja illeszkedik az
egyenesre. )

Azl egyenes az ey, e, . . ., €, egyenesek mindegyikét egy-egy pontban met-
szi. Ha ¢ egyenesen ,yvégigsétalunk”, pontosan akkor 1épiink at egy sikrészbdl
egy mésikba, amikor athaladunk egy ilyen metszésponton, igy az ¢ egyenes
pontosan n + 1 létrejott sikrészt metsz.

Most képzeletben seperjiink végig az ¢ egyenessel a Py, Ps, ..., P, pon-
tokon, vagyis toljuk el parhuzamosan /-t folytonosan addig, mig az Osszes
P, P, ..., P, pont 4 nem keriil ¢ méasik oldalara. Az ¢ specialis valasztasa
miatt a Py, Ps, ..., P, pontokon egyesével ,haladunk at”. Egy dbraval konnyen
meggy6zédhetiink rola, hogy minden egyes ilyen athaladaskor ¢ elhagy egy
korabban metszett sikrészt, és helyette egy 1j sikrészbe metsz bele.

A leirtakbol kovetkezik, hogy a létrejott sikrészek szama megegyezik a
kezdetben metszett sikrészek szaménak és a metszéspontok szaménak Ossze-
gével, vagyis (n+ 1) +n(n —1)/2 = (n®> + n + 2)/2, ahogy allitottuk. OJ

A fenti modszer a térben is miikodik. A gondolatmenetet leméasolva oldjuk
meg a kovetkezd feladatot!

13.4. feladat. Legfeljebb hany részre oszthatja a teret n sik ?

Egy érdekes varianst kapunk a térben, ha feltessziik, hogy a stkok mind
illeszkednek az origoéra.

13.5. feladat. Legfeljebb hdny részre oszthatja a teret m origora illeszkedd
stk ?

A téma irant érdeklédSknek ajanljuk Hatvani Ldszlo: A tér daraboldsa
stkokkal (Polygon XX. évf. 1. szam (2011), 101-106) cimd cikkét, amiben a
fenti két feladat megoldasa is megtalalhato.
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13.3. Gyakorlatok

13.6. gyakorlat. Hany részre osztjak a teret eqy
1. szabdlyos tetraéder
2. kocka

lapsikjai ?

13.7. gyakorlat. Lehet-e eqy kocka sikmetszete
1. szabdlyos 6tsz6g ¢
2. szabdlyos hatszdg ?

13.8. gyakorlat. Adott a térben négy korvonal, amik kozil barmely hdrom
illeszkedik eqy gombfeliletre. Mutassuk meg, hogy mind a négy illeszkedik eqy
gombfeliiletre !
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14. 1I. ellen6rz6 dolgozat

14.1. feladat. Adjunk példdt olyan hdromszogre, ami eqy csiucsdra illeszkedd
egyenessel felbonthato két olyan hdaromszogre, amelyek mindketten hasonloak
az eredeti haromszoghéz!

14.2. feladat. Hatdrozzuk meg eqy szabdlyos 6tszog 0sszes szimmetridjdt!

14.3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a hdromszég sulyvonalai egy pontban
metszik eqymdst!

14.4. feladat. Valaki felrajzol nekiink egy 20°-o0s szoget. Szerkessziink ennek
segitségével eqy 1°-os szoget !

14.5. feladat. Szerkessziink egyenldszdri hdromszoget, ha adott eqyik szdge
és a keriilete! Elemezziik a feladatot!

14.6. feladat. Tekintsink egqy kockdt a korilirt gombjével (azaz azzal a gomb-

bel, ami a kocka mind a 8 csicsdt felszinén tartalmazza). Hdany részre dara-
boljik szét a kocka lapsikjai a korilirt gombjét ?
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15. Nevezetes tételek, egyenl6tlenségek, szélso-
értékfeladatok

Célok: nehezebb tételek 6nallo feldolgozasa; lehetséges témak referalashoz,
kisel6adashoz.

A kurzus zarasaként Osszegytijtottiink néhany kozismert, nevezetes elemi
geometriai feladatot és tételt egyfajta csemegeként. Legtobb esetben az allitas
kimondésa utén csak szakirodalmi referenciat adunk.

15.1. feladat (Izogonalis pont, Fermat-Toricelli pont). Adott ABC he-
qyesszogu hdaromszogben keressiik meg azt pontot, aminek a csiucsoktol mért
tdvolsagdsszege minimdalis! Mutassuk meg, hogy ez a pont egyértelmd, beldle
minden oldal ugyanakkora szog alatt ldtszik!

A feladatra tobb megoldas is ismert, ezeket gytijtotte ossze Szmerka Ger-
gely 2008. aprilisi KéMal-cikkében.

A Fermat-Torricelli pontrél bévebben az alabbi prezentacioban olvasha-
tunk.

15.2. feladat (Fagnano feladata, talpponti haromszog). Adott a hegyes-
sz09i ABC/\ hdromszog, eqy H hdromszoget az ABC/\-ba irtnak mondunk,
ha H egy-eqy csiucsa illeszkedik ABC' egy-eqy oldaldra. Tekintsik az ABC
hdaromszég magassdgvonalainak talppontjar dltal meghatdrozott hdromszoget.
Mutassuk meg, hogy az ABC'-be irt haromszdgek kézil a talpponti hdromszig
keriilete a legkisebb!

A feladat megoldasa megtalalhato példaul itt.

Szintén a talpponti haromszog fenti tulajdonsagéval foglalkozik H. S. M.
Coxeter - S. L. Greitzer: Az tjra felfedezett geometria c. konyvének 4.5.
szakasza.

48. tétel (Euler-féle formula és a sugaregyenlStlenség). Legyen egy (he-
qyesszogl) hdaromszog beirt korének sugara v, koriulirt kérének sugara R, a
beirt és korilirt korok kozéppontjainak tdvolsdaga d. Ekkor

1. d* = R* — 2Rr. (Euler-féle formula)

2. R > 2r. (sugdregyenldtlenség)

Természetesen a sugaregyenlStlenség azonnal kovetkezik az Euler-féle for-
mulabol, hiszen d?> > 0.

Az Euler-féle formula elemi bizonyitasa megtalalhaté a Wikipédian.

Inverziot is hasznalo bizonyitas, illetve némi kitekintés a témaban talal-
haté ebben a prezentaciéban.
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49. tétel (Ptolemaiosz-tétel, Ptolemaiosz-egyenlStlenség). Egy kon-
vex néqyszog oldalai a koriljards szerint a, b, ¢ és d, dtloiv e és f. FEkkor

ac+bd > ef,
egyenldség pontosan hirnégyszogekre teljesiil.

A Ptolemaiosz-tételt sokszor csak egyenléség formajaban mondjak ki hur-
négyszogekre. A vonatkozd Wikipédia szocikk is ezt a forméat bizonyitja. Az
altalanos egyenl6tlenség bizonyitasa megtalalhato pl. Reimann Istvan: Nem-
zetkozi matematikai olimpidk (1959-2003) c. konyv 7. fejezetének [24] szaka-
szaban.

50. tétel (Erdés-Mordell egyenlStlenség)). Legyen P az ABC/A belsd
vagy hatdrpontja, az oldalegyenesktdl mért tavolsdgai rendre x,y és z, mig a
csucsoktol mért tavolsdgai u,w és v. Ekkor

utv+w>2w+y+2),

€s eqyenldség csak akkor teljesiil, ha P az ABC/A szabdlyos hdromszog ko-
zéppontja.

Az FErdés-Mordell egyenlGtlenség az elemi haromszoggeometria egyik leg-
mélyebb eredménye. Sok szép kévetkezménye ismert, példaul a kordbban 14-
tott sugaregyenlGtlenség is kovetkezik bel6le. Szamtalan kapcsolodo szakiro-
dalom létezik, ezek kozil mi melegen ajanljuk Kubatov Antal vonatkozo cik-
két. (Pdf formatumban elérhetd itt.) Szintén olvashatunk az Erdds-Mordell
tételrsl Reimann Istvan: Nemzetkozi matematikai olimpiak (1959-2003) c.
konyv 7. fejezetében.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Ptolemaiosz-t%C3%A9tel
http://matekold.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Kubatov_Antal/ErdMord/ErdMord.html
http://matekold.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Kubatov_Antal/ErdMord/ErdMord.html
http://matekold.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Kubatov_Antal/ErdMord/ErdMord.html
http://matek.fazekas.hu/images/cikkek/20050619_cikkek_kubatovantal_erdosmordell.pdf
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