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1. Tobbdimenzidés normalis eloszlas

1.1. Véletlen vektorvaltozok

Az 1.1 és 1.2 fejezetek nagyrészt a Csorgs jegyzetbdl valok ([2, 33. fejezet]).

Legyen X' = (Xi,...,X}) véletlen vektor az (Q, A, P) valoszintiségi
mezén. Ha E(|X;]) < oo és m; = E(X;), 1 < j < k, akkor az m' =
(mq,...,mg) jeloléssel, a varhato értéket komponensenként véve E(X) = m
az X véletlen vektor wvdrhato érték vektora. Ha a szorasok is végesek, azaz
E(X?) < 00,1 < j <k, akkor a 0;; = Cov(X}, X)) kovariancia definialt
minden 1 < 5,1 < k parra. A kovariancidkbol képzett k x k-as

011 ... O1k
Y=%x=|: . | =E(X-m)(X-m)') = Cov(X)
Okr1 ... Okk
szimmetrikus matrixot X kovarianciamdtrizdnak nevezzik.
A k x k-as A matrix pozitiv szemidefinit, ha a
XTAX = Z Q5 T35 Z 0
i’j

minden x € R¥ esetén, és pozitiv definit, ha az 7 Az kvadratikus alak pozitiv
minden x # 07 = (0,...,0) vektor esetén. Egy nemnegativ definit métrix
pontosan akkor pozitiv definit, ha nemszingularis, azaz det A # 0.

1.1. Allitas. A kovarianciamdtriz szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtriz.

Ha O'J2~ > 0,1 < j < k, akkor definidlhatjuk a ¢; = o(X;, X)) =
oi/(ojo1), 1 <7, I <k korrelaciés egyiitthatokat. Legyen

o1 ... Ok o1 0
Okt --- Okk 0 O
A szimmetrikus nemnegativ definit R = Ry matrix az X korreldciomadtriza.

Most is det(R) > 0, és 011 = -+ = o = 1. A Dy diagonélis matrix a
> = DyRD, azonossag miatt hasznos.

1.2. Definici6é. Legyenek Xi,..., X} olyan véletlen valtozok, melyeknek
Y kovarianciamatrixa létezik. Akkor mondjuk, hogy az X, ..., X, valtozok
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linedrisan figgetlenek, ha a P{ Z?Zl z;(X;—m;) = 0} = 1 egyenlGség esetén
24+ a2 =0, azaz (vq,...,75) = (0,...,0).

Gondoljuk meg, hogy a definicié szemléletesen azt jelenti, hogy X3, ..., Xk
pontosan akkor fiiggéek, ha az X = (X1,..., X;)" véletlen vektor 1 valoszi-
niiséggel egy hipersikra koncentralt, azaz az eloszlas degeneralt.

1.3. Allitas. Legyen X = (X1,..., Xy) véletlen vektor, melyre E(X?) <
00,1 <j<k,EX)=mésCov(X)=2X.

1. A kévetkezd ot dllitds ekvivalens: X pozitiv definit; R pozitiv definit;
det¥ > 0; det R > 0; Xq,..., X linedrisan fiiggetlenek.

2. Hor € N, A € R** és b € R", akkor E(AX +b) = Am + b és
Cov(AX +b) = AXAT.

1.4. Feladat. Bizonyitsuk be az allitast!

1.2. Tobbdimenzidés normalis eloszlas

Legyenek 71, ..., 7 figgetlen standard normaélis eloszléstu véletlen valtozok
egy (9, A, P) valészintiségi mezén. Ekkor Z' = (Z,...,Z;) kovariancia-
matrixa [ = (6]-1);[:1 a k X k-as egységmatrix. Ekkor Z k-dimenzios standard
normdlis eloszldsi véletlen vektorvdltozd, jelben Z ~ Ny (0, I). A fiiggetlenség
miatt Z strtiségfiiggvénye

1 i 1 _

fo,I(X):WeQ = G ¢ o) x eRF,

[NIES

Persze ha egy Z véletlen vektor Z ~ Ny (0, 1) eloszlasa, akkor komponensei
sziikségképpen fliggetlen standard normalisok.

Legyenek A € R¥** ¢s m € R* tetszélegesek, Z ~ Ni(0,I). Tekintsiik az
X = AZ+m k-dimenziés véletlen vektort. Az 1.3. Allitas szerint E(X) = m,
Y= Cov(X) = ATAT = AAT.

Legyen ¥ € R*** szimmetrikus nemnegativ definit matrix, és tekintsiik

\; sajatértékeit és z; € R sajatvektorait, azaz Yz; = Az, j = 1,...,k.
Alapvets eredmény linearis algebrabol, hogy az z1, ..., x; sajatvektorokbol

ortogonalis U métrix képezhetd, és a D = UT XU matrix, ill. ennek Dy négy-
zetgyoke a kovetkezd alaki:

A 0 VvV 0
D = és D():
0 A 0 \/)\_k



Mivel ¥ nemnegativ definit, ezért Ay > 0,..., Ay > 0, azaz D, valéban
definidlhato valos méatrix. Bevezetve az A = U Dy méatrixot latjuk, hogy

AAT =UDy(UDy)" = UDyDJU" = UDyDyU" = UDU?,

azaz AAT = Y. [Emlékeztetiink, hogy egy U = (Ujl)§7l:1 matrix akkor or-
togonalis, ha Z§:1 Wjlm; = O, 1 < I,m < k, vagyis oszlopai (sorai)
merdlegesek egymasra és norméaltak. Ekkor persze U~! = UT ]

Ezzel belattuk, a kovetkezét.

1.5. Allitas. Adott ¥ € R¥* szimmetrikus pozitiv szemidefinit mdtrizhoz
¢s m € R¥ vektorhoz létezik olyan véletlen, melynek ¥ a kovarianciamdtriza,
és m a vdrhato érték vektora.

1.6. Definici6é. A k-dimenziés X véletlen vektor normdlis eloszldsi, ha van
olyan m € R¥, A € R¥** ¢s Z k dimenzios standard normalis vektorvéltozo,

hogy
X = AZ + m.

Ekkor X ~ Nj(m,¥), ahol m € RF és ¥ = AAT szimmetrikus nemnegativ
definit matrix. Ekkor E(X) = m és Cov(X) = X.

Ha ¥ szingularis, azaz detY = 0, akkor az 1.3. Allitas szerint X ~
Ni.(m, X)) koordinatai linearisan fiiggGek, és igy X degeneralt abban az érte-
lemben, hogy majdnem biztosan egy k-nal kisebb dimenziés hipersikra kon-
centralt. Ekkor persze eloszlasa nem lehet folytonos.

A nemdegeneralt esetben az Nj(m,X) eloszlas folytonos és stirtiségét is
meg tudjuk hatarozni.

1.7. Allitas.  Jelolje X véletlen vektor Ni(m,Y) normdlis eloszldsi, ahol
m € RF és ¥ € R¥** szimmetrikus pozitiv definit kovarianciamdtriz. Ekkor
X folytonos és striségfiigguénye

fm’E(X) _ 1 6_%(x—m)T2—1(x—m)’ x € Rk: '

(27)k/2y/det 22

Bizonyitds. Legyen Z ~ N3(0,1). Ekkor AZ +m ~ Ni(m,X), ahol A az a
fent definidlt k& x k-as métrix, melyre ¥ = AAT . Ekkor A is nemszingularis,
hiszen 0 # det(X) = det(A)det(AT). Legyen M : R* — R* az a linedris



transzformécio, melyre M(x) = A~!(x — m), x € R*. Tetsz6leges B Borel-
halmazra

P(x € B) = P{AZ + m € B} = P{Z € M(B)}

e~ AT M et (A1) A (d)

1 1 —1 —1
_ —5(A 7 (x—m), A" (x—m)) \ k
- | ey X de)

6—%<(A*1)TA’1(x—m),x—m> )\k (d.fl?)

/ 1
B (2m)k/2/|det(2)|

:/ 1 6—%(2’1(x—m),x—m>/\k(dx)
B (2m)k/2\/det(X)

ahol felhasznaltuk azt az egyszerd tényt, hogy (A=1)T = (AT)7t. ]

Tekintsiik a ¥ = UDU" spektralfelbontast, ahol D diagonalis, U pedig
ortogonalis. Bevezetve a z = U'(x — m) valtozot (vegyiik észre, hogy ez
a transzformacio egy eltolas majd egy forgatas), a strtiségfiiggvényben az
exponens

(x—m) Y (x—m)=(x—m)' UD'U"(x —m)

=z D 'z"
D)

alakra hozhato6. Innen latjuk, hogy a stirtiségfiiggvény szintvonalai ellipszoi-
dok.

A siirtiségfiiggvény explicit alakjabol azonnal adodik a kdvetkezs allitas.

1.8. Allitas. Az X1, Xo, ..., Xy egyiittesen normdlis eloszldsi véletlen vdl-
tozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha kovarianciamdtrizuk diagondlis.

A kovetkezs allitas szerint a tobbvaltozos normalis eloszlasok osztalya
zart a lineéris transzformaciokra nézve.

1.9. Allitas. Ha X ~ Ny(m,X), b € R, r € N, és A € R™*, akkor
AX +b ~ N, (Am + b, ALAT).



Az 1.9. Allitas szerint az egydimenziés esetben megszokott modon lehet
standardizalni.

1.10. Kévetkezmény. Ha X ~ Nji(m,Y), és X = AA", akkor
1Y = A7Y(X — m) ~ N, (0, I},).

2. (X—m)"S Y X —m) ~ x2(k).

Bizonyitds. Az els6 allitas az 1.9. Allitas kovetkezménye, mig a masodik ko-
vetkezik a y2-eloszlas definiciojabol és az els6bdl. n

Az 1.9. Allitas specialis esete a kovetkezd.

1.11. Kévetkezmény. Ha X ~ Ni(m,Y), akkor minden t € R* esetén
(t, X) ~ N({t,m),t"3t), ha t"St > 0 és (t,X) degenerdlt — majdnem
biztosan (t,m) — ha t"St =0.

A tobbdimenziés normalis eloszlas szamos szép tulajdonsaga ismert. Itt
csak tovabbi kett6t emlitiink: Az 1.7. Allitas megforditasa is igaz, neveze-
tesen ha X ~Ny(m,>) és X eloszlasa abszolut folytonos, akkor ¥ pozitiv
definit. Az utébbi kovetkezmény megforditasa is igaz, azaz a kovetkezmény-
ben megfogalmazott tulajdonsag karakterizalja a normalis eloszlést.

1.3. Paraméterek ML becslése

Itt Johnson, Wichern |3, Chapter 4.3| jegyzetet kovetjiik.

Legyenek Xy, X, ..., X, figgetlen Ni(m, X)) eloszlasa véletlen vektorok.
A kévetkezdkben megadjuk (m,>) maximum likelihood becslését. A fligget-
lenség miatt az egyiittes stirtiségfiiggvény

n 1 L
f(Xl,---,Xn)IHW‘? 2

j=1
1 1 - Ty—1
i=1

Az alabbi jol ismert linearis algebrabol.

x;—m) ' 3~ (x;—m)

1.12. Feladat. Egy négyzetes méatrix nyoma a féatloban 1évé elemeinek

Osszege, azaz tr(A) = Zle ai;. Igazoljuk, hogy

1. tr(BC) = tr(CB), ahol B € R¥*¢, ¢ € R™* (azaz a nyom ciklikus);



2. x"Ax = tr(x" Ax) = tr(Axx"), ahol A € RF** x € R¥;
3. trA = Zle Ai, ahol \;-k az A sajatértékei.

A Steiner-formula magasabb dimenziés megfelelGje az alabbi. A bizonyi-
tas az egydimenzios esethez hasonléan egyszert.

1.13. Feladat. T'6bbdimenzios Steiner-formula. Igazoljuk, hogy tetszéleges
X1,...,%, € R¥ v € R¥ esetén

n n

-V —v) =) i -X)(x—x) +nE-v)E-V),

i=1 i=1
ahol X =n"'>""  x;.

A levezetésnél sziikségiink lesz az alabbi egyszert allitasra.

1.14. Feladat. Legyen X pozitiv definit szimmetrikus matrix. Igazoljuk,
hogy ha ¥x = \x, akkor X7 'x = A\ 7!x, és ¥ 7! pozitiv definit!

A nyom ciklikussagéat és a Steiner-formulat felhasznalva, némi szdmolas
utan kapjuk, hogy

D (xi—m) L7 (x; —m) = tr (z—l > (% —®)(x; — K)T)

i=1 i=1
+n(X—m)' Y7HX —m),

ahol

A formulat beirva a strtségfiiggvényre, és attérve a likelihood fiiggvényre
(ami persze ugyanaz, csak az argumentum valtozott)

1
—X
(27T)nk/2|2|n/2

X exp { — %tr (Z_l Z(x, —X)(x; — i)T) (2)

L(m,Y) =

i=1

—n(X—m)' 'YX~ m)}.

Mivel pozitiv definit matrix inverze is pozitiv definit (lasd 1.14. Feladat),
ezért y' X'y > 0, tehat a L maximuma m-ben

m = X.



Mivel ez nem filigg >-t6l, ezért egyszertien beirhatjuk a formulédba, és ma-
ximalizalhatunk Y-ban, ami érdekesebb feladat, hiszen egy pozitiv definit
maéatrixban keressiik a maximumot. Kapjuk, hogy

L(x,%) = W exp {—%tr (Z_l Z(XZ —X)(x; — K)T> } . (3)

=1

A szélséérték-feladatot a kovetkezd allitas segitségével oldjuk meg.

1.15. Lemma. Legyen B € R¥** szimmetrikus pozitiv definit mdtriz, b > 0.
Tetszdleges ¥ € R¥*F pozitiv definit mdtrizra

1

1 _ 1 _
Wexp{—ﬁtr(E 13)} § W(Qb)kbe bk.

Tovabba pontosan akkor teljesiil eqyenldség, ha > = %B :

Bizonyitds. Tekintsiik a B = UDU" spektralfelbontéast, és legyen B'Y/? =
UDY2UT. Legyenek Ay, ..., \; a BY2S "1 BY/2 pozitiv definit matrix sajatér-
tékei. A tr ciklikussaga miatt

k
r(S7'B) = te(BPS B = Y T\,

=1

Mivel |BY22~1BY?| = []%, A = | B|/|%|, igy

b

k

1 1 _ <Hz‘:1/\i> 1y, 1L 1y,
Wexp{—§tr(2 IB)}_LB—lbe QZ)‘Z:WHA?Q 22)‘7«'

Egyszert szamolas mutatja, hogy a xPe~%/? fliiggvény a maximumat az z = 2b
helyen veszi fel, ahonnan az egyenl6tlenség mar adodik. Egyenléség pontosan

akkor van, ha
A =...= )\, =20,

ami pedig éppen azt jelenti, hogy ¥ = %B. O

A lemmabol kévetkezik, hogy (3) formulaban a maximum a

> = %Z(xi —X)(x; —%)"

helyen vétetik fel. Ezzel belattuk a kovetkezst.
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1.16. Tétel. A tobbdimenzids normdlis eloszldsndl az (m, Y) pdr mazimum
likelihood becslése

1 —
ffl:_ Xl:XTLy
nz:l
i—li(x—i)(x —X)T—ls
_n ! ‘ _n

<.
I
—

A varhatd érték becslése torzitatlan, mig a kovarianciamétrix becslése
csak aszimptotikusan torzitatlan.

1.17. Feladat. Igazoljuk, hogy

1
Ty

_ 1
EX=m, E-S=
n n

A konzisztencia egyszertien kovetkezik a nagy szamok torvényébdl.
1.18. Feladat. Igazoljuk, hogy

1 .
X,—m, é —S5—3 amint n — oo,
n

egy valoszintséggel, és (persze ebbdl mar kovetkezik) gyengeén.
A tovabbiakban a Bolla és Kramli [1, 5.4 fejezet| jegyzetét kovetjiik.

1.19. Definicié. Egy W € R¥** véletlen matrix n szabadsagi foki és X
kovarianciaji Wishart-matrix, jelben W ~ Wj(n,Y), ha W = XX, ahol
X € R¥™ véletlen méatrix oszlopai fiiggetlen N (0, ) eloszlastt normalisok.
Ha > = I}, akkor standard Wishart-eloszlasrol beszéliink.

Az alabbi az 1.9. Allitas egyszeri kovetkezménye.

1.20. Allitas. Legyen ¥ € R¥** pozitiv definit. Ekkor W ~ Wy (n,X) pon-
tosan akkor, ha SYV2WE™Y2 ~ Wi (n, I,).

1.21. Feladat. Lassuk be az allitast!

A kovetkez6 tétel, mely Lukéacs Jend tételének tobbdimenzios valtozata,
a Hotelling-féle T-eloszlas tulajdonsagainal lesz fontos.

1.22. Tétel.  Legyenek Xy, ..., X, figgetlen Ni(m, Y) eloszlasi véletlen
valtozok. Ekkor X ~ Ni(m,X/n), S ~ Wi(n—1,%), és X és S figgetlenek.



Bizonyitds. Legyen V € R™" egy olyan ortogonalis matrix, melynek utolso
sora (1/+/n,...,1/y/n), kiilonben tetsz6leges. Legyen

Yi = Zn:'l}inj € Rk

j=1
AzY = (Yq,...,Y,) € RF" jeloléssel

YI=vX'.
Vilagos, hogy Yq,...,Y, egyiittesen normélisok, és egyszeri szamolas mu-

tatja, hogy

COV(YZ‘,YJ') = §ij2,
azaz Y1,..., Y, figgetlenek kozos ¥ kovarianciaméatrixszal. Mivel U ortogo-
nalis, és az utolsé sor minden komponense egyenld, ezért a tobbi sorosszeg 0,
tehat

Vegyiik észre, hogy
XYY =YY =XVIVX =XTX =) XX/,
=1 i=1
és Y, = /nX. Tehat
S=Y (X -X)(X; - X)"
=1
=3 XX] —nXX'
=1

= i Y.Y -Y,Y,

i=1
n—1
=> Y)Y/,
i=1
amibdl mar adodik az allitas. O

1.4. Hotelling-féle T? eloszlas

Emlékeztetiink, hogy a Fisher-féle F-eloszlas fiiggetlen y? eloszlasi valtozok
hanyadosa. Azaz F ~ F(m,n), ha X ~ x*(m), Y ~ x%(n), X ésY fiiggetle-
nek, és
o X/ m;
Y/n
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informalisan F(m,n) = 257570

1.23. Tétel. [Hotelling] Legyenek W ~ Wi(n,X), & ~ Ni(0,%) fiiggetlenek.
Ekkor T? = € "W € jelléssel

n—k+1

k T ~ F(k,n —k+1).

A bizonyitas a kovetkezs két segédtételen alapszik.

1.24. Lemma. Legyen X € R¥*" fiiggetlen standard normdlisokbol dllo
madtriz, és Q) € R™" eqy X-tdl fiiggetlen véletlen ortogondlis mdtriz. Ekkor
XQ € R¥*" elemei fiiggetlen standard normdlisok, melyek figgetlenek Q-tol.

Bizonyitds. Ez determinisztikus Q-ra vilagos, és mivel () és X fliggetlenek,
ezért ()-ra feltételesen minden miikodik. ]

1.25. Lemma. Legyen X € R¥*" n >k, fiiggetlen standard normdlisokbdl
dllé mdtriz. Legyen S = XX € R¥* 65 S) = (s4)ij<p1 € REDXE=D)
azaz S1 az S utolso sordnak és oszlopanak elhagydsdval kapott mdtrixz. Ekkor

151

~xin —k+1).
A x°( )

Bizonyitds. Legyen () € R™"*" egy olyan véletlen ortogonélis métrix, melynek
els6 oszlopa Q.1 = R™'X7., ahol R = |X1.| = /) ., X%. Ekkor

R 0 ... 0 R Xo ... Xu
S = XXT = xQQTXT = [ e A0 A K
)?m )?kQ )?kn 0 in an
(4)
MaAsrészt
R 0 .0 1 0 0
XQ: : : . : : : ’ (5)
Xa 0 ... 1/ \0 Xp ... Xin



ahol X = ()?ij)lgigkfl;lgjgnfl € RE=Dx(n=1) fijggetlen standard normalisok-
bol allé6 matrix az el6z6 lemma szerint. Ekkor a (4) és (5) formuldk szerint
S| = R2|)N()N(T|. Ugyanezt el lehet jatszani Si-re, hiszen 6t ugy kapjuk X-
b6l mint S-et, csak tordljiik X utolsod sorat. Tehat |Sp| = R2|()~()~(T)i7j§k_2|.
Azaz, s

S| XX

(Sl (XX )i jekal
ami éppen olyan hanyados, mint a definicibban szerepls, csak fiiggetlen stan-
dard normélisokbol all6 X € R*E=Dx(=1) yaletlen matrix (k—1) x (n— 1)-es

Tehét elég k = 2-re igazolni az allitast, utdna mikodik az indukcio. Na

de ekkor, az S, matrix egy szam, és X € R"1, ezért |XXT| ~x}(n—1) igy

S| R}XXT|
15 R

= ’)?)?T’ ~ XQ(n - 1)7

amint allitottuk. O

Az 1.23. tétel bizonyitdsa.. A
T2 — Et0p2_1/2(2_1/2W2_1/2)_12_1/2€

elsallitasban Y71/2€ ~ N(0, I},) és S™V2W Y2 ~ Wi (n, I). Emiatt felte-
hetd, hogy ¥ = I;. Legyen () olyan &-t6] fiiggs ortogonalis matrix, hogy

£'Q=1(0,0,...,0,1&D".
Ezzel a transzformacidval
T*=£'QQ'W'QQ e = (Q"WQ) " ulél,

ahol persze [£]* = Zle &2 ~ x%(k). Vegyiik észre, hogy az egész (QTWQ) ™!
nekiink csak a jobb als6 sarokban levs clem kell a €' Q vektor miatt. A W
definici6 szerint W = X X T alaku, amit beirva

QW) N = (QTXXTQ)

Az inverzmaétrix jobb als6 elem, az inverzmatrix alakjabol kévetkezden, a
(k — 1) x (k — 1)-es bal fels6 aldeterminans és a determinéns hanyadosa.
Az 1.25. Lemma szerint ennek reciproka éppen x%(n — k + 1) eloszlasi, és
az 1.24. Lemma szerint ez fiiggetlen &-t61. Ezzel az allitast igazoltuk. O
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1.5. Varhato érték tesztelése

1.5.1. Ismert kovarianciaméatrix esete

Egymintas eset. Legyenek Xy, ..., X, fiiggetlen Ny (m, X)) eloszlasu vekto-
rok, ahol a ¥ pozitiv definit kovarianciamatrix ismert. A kdvetkezs hipotézist
vizsgaljuk:

Hy: m=m, H,: m # m,.

Ekkor Hj fennalldsa esetén X, ~ Nj(mg,n~'Y), és igy az 1.10. Kévetkez-
mény szerint

ti=n (X —mg) S (X —my) ~ x*(k), (6)

azaz a proba x%(k) eloszlast. Ez az egymintés u-proba tobbdimenzios valto-
zata.

Kétmintas eset. Legyenck X, ..., X, fiiggetlen N (m, X)) eloszlastu vekto-
rok és Yyq,...,Y,, az X-ektdl fiiggetlen Ny(m’, X)) eloszlastu vektorok, ahol
a Y pozitiv definit kovarianciamatrix (kozos!) ismert. A kovetkezd hipotézist
vizsgaljuk:

Hy: m=m’ Hy: m#m'

Ekkor az egymintéas esethez hasonléan H, fennallasa esetén X, — Y,, ~
N0, (n™! + m™HX), és igy az 1.10. Kovetkezmény szerint

_omm o= F \Tyv1l(x _ 2
t2_n+m(Xn Y,) S (X, —Yn) ~ (k)

azaz a proba x?(k) eloszlasi. Ez az kétmintas u-proba tobbdimenzios valto-
zata.

1.5.2. Ismeretlen kovarianciamatrix esete

Egymintas eset. Legyenek X;,..., X, fiiggetlen N;(m,>) eloszlastu vek-
torok, ahol a ¥ pozitiv definit kovarianciamétrix nem ismert. A koévetkezs
hipotézist vizsgaljuk:

H()Il’n:mo HA:m#mO-

A (6) probastatisztikdban most a kovarianciamatrixot a ML becslésével (1.16.
Tétel) helyettesitjiik. Ekkor a X helyére

~ 1 — — 1
Y=Y X X)X -X)T =
2 XXX -X)T =08
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irva - - o
T2 = (X —my)" 57 (X - my) (7)
probastatisztikat kapjuk. Az 1.22. Tétel szerint S és X fiiggetlenek, és ezért

H, fennallasa esetén az 1.23. Tétel szerint (n — k)/k - T? ~ F(k,n — k). Ez
az egymintas t-proba tobbdimenzios véltozata.

Kétmintas eset. Legyenek X, ..., X, fliggetlen NV, (m, X)) eloszlastu vekto-
rok és Yi,...,Y,, az X-ektdl fiiggetlen Ny (m', X)) eloszlasu vektorok, ahol a
Y pozitiv definit kovarianciaméatrix (kézos!) ismeretlen. A kovetkezé hipoté-
zist vizsgéljuk:

Hy: m=m’ Hy: m+#m'
Legyen

n m

S=Y (X —X)X-X)"+> (Y,i-Y)(Y,-Y)".

i=1 i=1

Ekkor S és (X — Y fiiggetlenek, igy az egymintas esethez hasonléan Hj
fennallasa esetén

nMm = T 1~ =
73— (X, - Y,) 57 (K- )

statisztikara, az 1.23. Tétel szerint

n+m-—=k—1
k

T? ~ F(k,n+m—k—1).

1.6. Tobbdimenziés CHT

Egydimenzios esetben is lattuk, hogy a normélis eloszlés azért kiilonosen
fontos, mert fiiggetlen véletlen valtozok Osszegének a normélt és centralt ha-
tareloszlasa. Ez a centralis hatareloszlas-tétel, specialis esetben a de Moivre—
Laplace tétel. Ennek a tobbvaltozos megfelelGje is igaz. ElGszor az eloszlasbeli
konvergencia fogalmat vezetjiik be.

1.26. Definici6é. Az X,, € R* véletlen vektorvaltozok eloszldsban konver-
gdlnak X € R véletlen vektorhoz, ha tetszoleges olyan x = (1, ..., z;) € RF
pontra, ami folytonossagi pontja az

F(x)=F(z1,...,2;) =P(X <x) =P(X; < 21,..., X < 21)
eloszlasfiiggvénynek, teljesiil, hogy

lim P(X,, <x) = F(x).

n—oo
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Mivel a tobbdimenziés normaélis eloszlasfiiggvénye folytonos, ezért a kon-
vergencia minden pontban teljesiil. Ezek utan kimondjuk a tébbdimenzios
CHT-t.

1.27. Tétel. CHT fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen vektorokra Legyenek
X1, X, ... fiiggetlen azonos eloszldsi véletlen vektorok R¥-ban véges ¥ ko-
varianciamdtrizszal és m vdrhato érték vektorral. Ekkor az S, = Z?:l X,
n € N, részletosszegekre

1

% (Sn — nm) = Y, amint n— oo, ahol Y ~Ny(0,%).

Emiatt a tétel miatt a tobbdimenziés normalisra kapott probék érvénye-
sek tetszdleges olyan véletlen vektorra, melynek létezik kovarianciamaéatrixa.
Ekkor persze csak nagy mintaelemszam esetén (n — oo) érvényes a kapott
eredmény.

2. Linearis modszerek

2.1. F6komponensanalizis

Legyen X ~ Ny (m, ). Keressiik X eldallitasat
X=VY +m

alakban, ahol V' € R*** ortogonalis métrix, Y € R* fiiggetlen komponensek-
bél allo k-dimenzios normalis eloszlasa véletlen vektor, 0 varhato érték vek-
torral. Feltessziik tovabbé, hogy Y komponenseinek a szorasnégyzete csok-
kens. Mivel V ortogonalis, igy Y = V(X — m), és

EYY'  =V'UAU'Y,

ahol a ¥ = UAU " spektralfelbontést hasznaltuk. Mivel EYY " diagonalis,
igy V=U,ésaY = U'(X—m) elsallitast kapjuk. Az 'Y vektor komponense-
it X fokomponenseinek nevezziik. Vegyiik észre, hogy Y komponensei X —m
komponenseinek linedris kombinéciéja; pontosabban, az Y = (Yy,...,Yi)"
jeloléssel

Vi=(u;,X—m), i=1,...k,

ahol uy,...,u; a X sajatvektorai.
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A f6komponensfelbontas az alabbi optimalitési tulajdonsag miatt fontos.

2.1. Tétel. Az Y szordsnégyzete mazimdlis az (v,X — m) vdltozdk szo-
rasnégyzetei kézott, ahol |v| = 1, tovdbbd a marimum a v = wy sajdtvekto-
ron vétetik fel, értéke \i. Az Yo szordsnégyzete maximdlis az Y1-t6l fiiggetlen
(v, X —m) vdltozok szordsnégyzetei kozott, ahol |v| = 1, tovabbd a mazimum
a v = uy sajdtvektoron vétetik fel, értéke Ny. Altaldnosan, Yy, £ € {2,... k},
szordsnégyzete mazimdlis az Y1, ..., Yo_q vdltozoktdl figgetlen (v, X —m) vdl-
tozok szordsnégyzetei kozott, ahol |v| = 1, tovdbbd a mazximum a v =
sajatvektoron vétetik fel, értéke \,.

A bizonyitas a sajatvektorok kovetkezd maximumtulajdonsagan mulik.

2.2. Tétel. Legyen A € R¥** szimmetrikus mdtriz, és legyenek Ay > Ay >

.. > A\ az A sajdtértékei, uy, ..., uy pedig a hozzdjuk tartozo sajdtvektorok.
Ekkor
‘m|a>1< vIiAv = )\,
és a mazximum a wy vektoron vétetik fel. Tovibbd, tetszdleges £ € {2,...,k}
esetén
max {VTAV . |v] = 1,vLlspan{uy,... ,Ug_l}} =\,

€s a maximum a Wy sajatvektoron vétetik fel.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért tegyik fel, hogy A\ > Ay > ... > A,
azaz minden sajatérték multiplicitasa egy. A bizonyitasbol vilagos, hogy kii-
lonben az egyértelmiiség nem igaz.

Tekintsiik az A = UAU " spektrélfelbontast. Legyen v € R¥ tetszéleges,
és tekintsiik az uy, ..., u; bazisban valo kifejtését:

k
v = Z a;u;.
i=1
Ekkor, ha |v|> = 3¢ o? = 1, akkor
k
v Av = Z )\Z-ozf <A1,
i=1

és egyenlGség pontosan akkor van, ha v = uy. Ez persze csak akkor igaz, ha
A1 > Ao. Ha vannak egyenld sajatértékek, akkor nincs teljes egyértelmiiség,
a megfelel§ sajataltérben a bazis tetszélegesen valaszthato.
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A v pontosan akkor merdleges az uy,...,u,_; vektorok altal feszitett
altérre, ha a; = ... = ay_; = 0. Ekkor, ha |v| =1,

k
v Av = Z )\ia? < Ay,
i=t

és egyenlGség pontosan akkor van, ha v = uy. Ezzel a tételt igazoltuk. O

A 2.1. Tétel bizonyitdsa. Tetsz6leges v € R* esetén
E((v,X -—m)?) =v'Zv.

Tehét a feladat a 2.2. Tételben targyalt maximumfeladatra egyszertisédott.
Azt kell még észrevenni, hogy az egyiittes normalitas miatt (v, X —m) pon-
tosan akkor fliggetlen a (u;, X —m), ..., (u,_;, X — m) valtozoktol, ha

0=E((u;, X —m) (v,X —m)) = \(v,u).

Azaz a fliggetlenségi megkotés éppen a 2.2. Tételben szereplé merdlegességi
feltételt jelenti. Tehat minden kovetkezik a 2.2. Tételbdl. m

2.2. Merdleges vetités

2.3. Definici6é. Legyen H egy lineéaris vektortér a valds szamtest felett.
Ekkor (-,) : H X H — R belsd szorzat, ha tetszleges x,y,z € H, a € R
esetén

2.4. Feladat. Legyen H = RF k > 1. Igazoljuk, hogy (z,y) = Zle Y

belsé szorzat!

Ekkor (H,()), vagy egyszertien csak H belss szorzattér. Belsd szorzatté-
ren hasznéljuk az euklideszi terekben megszokott terminologiat. Egy x € ‘H
vektor normdja ||x|| = \/{(x,x). Az © merdleges y-ra, ha (z,y) = 0.

2.5. Allitas. Norma tulajdonsdgai.
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(i) Teljesil a hdaromszog-egyenlétlenség: ||z + y|| < ||=|| + ||y|l;
(i) llazl) = lelllall;
(111) ||z|| > 0 és pontosan akkor 0, ha x = 0;
(iv) Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenség: ||(x,y) < ||z ||yl;

(v) Paralelogramma azonossdg: ||z + y||* + ||z — y|* = 2||z||* + 2||y||*.

Az els6 harom tulajdonsag a norma definialo tulajdonsaga.
2.6. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti allitast!

A normabdl szarmazik tévolsag, ami definidl egy konvergenciat. Akkor
mondjuk, hogy x, — z amint n — oo ha ||z, — z|| — 0. Ekkor pedig van
folytonossag.

2.7. Allitas. A norma és a belsé szorzat folytonosak. Azaz, ha ©, — x akkor
|lznll = x|, €s ha x, — © €s y, — y akkor (x,,yn) — (x,y).

2.8. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti allitast!

2.9. Definicié. Az (z,) sorozat Cauchy-sorozat, ha minden ¢ > 0 esetén
megadhato ng, hogy barmely m,n > ng esetén ||z, — z,,|| < €. Akkor mond-
juk, hogy a H belst szorzattér Hilbert-tér, ha benne minden Cauchy-sorozat
konvergens.

Analizisbél tudjuk, hogy R™ Hilbert-tér.

2.10. Példa. Szamunkra a legfontosabb Hilbert-tér a négyzetintegralha-
to véletlen valtozok tere. Legyen (2, A, P) egy valoszintiségi mezs. Legyen
[ ={X:Q— R,EX? < 00}, azaz a véges méasodik momentummal rendel-
kezd véletlen valtozok. Ekkor L? linearis vektortér. Ezt lattuk valoszintség-
szamitasbol, hiszen csak annyi kell, hogy X,Y € L? akkor X +Y € L?. Ez
a Cauchy—Schwarz egyenlGtlenséghdl kovetkezik. Azt is konnyt latni, hogy
(X,Y) = E(XY) bels6 szorzat.

Az mar lényegesen bonyolultabb, hogy L? Hilbert-tér. Ez majd mérték-
elméletbdl lesz.

2.11. Feladat. Tekintsiik az el6z6 példaban latott L? teret. Legyenek X,
Xi, Xo, ... fuggetlen standard normalisok, és legyen (a,) determinisztikus
sorozat. Igazoljuk, hogy S, = " | a;X; pontosan akkor Cauchy-sorozat, ha
So2a? < oc.

=1 "1
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2.12. Definici6é. Az M C H linearis altér zdrt, ha minden torlodési pontjat
tartalmazza. Az M ortogondlis komplementere

Mt ={z: 2 cH,Vye M, (x,y) =0}

Ez az M-re meréleges altér. A belsé szorzat folytonossagabol azonnal adodik,
hogy M+ mindig zart.

2.13. Példa. Nem minden linearis altér zart. Legyen H a [0, 1]-en folytonos
fiiggvények tere. Ez Hilbert-tér a (f,g) = fol f(x)g(x)dz belss szorzattal.
Ekkor a polinomok (szokésos véges fokszamu valds egyiitthatos) altere nem
zart. Hat persze, a Weierstrass-féle approximéacios tétel szerint minden folyto-
nos fiiggvény kozelithetd polinomokkal, azaz a polinomok alterének torlodési
pontjai éppen a folytonos fiiggvények halmaza, azaz az egész tér.

A kovetkez6 tételt nem bizonyitjuk, viszont sokszor hasznaljuk. A lényeg,
hogy harom dimenziéban értsiik, hogy mi torténik.

2.14. Tétel. Merdleges vetités. Legyen M C H zdrt altér, és legyen x € H.
Ekkor létezik egy egyértelmi z € M, hogy ||z —7| = infyenm ||z —y||. Tovdbbd

<§eM,|Ix—§H: in/\f4‘|$_y”> S (TeM, z—TeM).
ye

A maésodik allitas mondja meg, hogy hogyan kell valasztani az T vektort:
a kiilonbség vektor merdéleges az altérre.

Tetszoleges M zart altér esetén legyen Py : H — Mz — T, az M alt-
érre valo merdGleges vetités. A merdéleges vetités néhany fontos tulajdonsagait
tartalmazza az alabbi allitas.

2.15. Allitas. Legyen M zdrt altér, és P = Py. Ekkor

(i) Ploz + By) = aP(x) + BP(y);

(11) Pitagorasz-tétel: ||z||*> = || Pz|* + ||(I — P)z|*;

(i) u € M,v € M+, x =u+wv, ésu= Pz, v= (I — P)x;
(iv) Pz, — Px valahdnyszor x, — x;

(v) Px = x pontosan akkor, ha x € M;

(vi) Px =0 pontosan akkor, ha v € M*.
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2.3. Linearis regresszi6 véletlen regresszorral

Legyenek Y, X1, Xo, ..., X, k > 1, véletlen valtozok. Keressiik az Y fliggetlen
valtozo legjobb linedris kozelitését az X = (X1,..., Xy)" fiiggd valtozokkal.
Pontosabban keressiik az aq, ..., ag, b valos szamokat, melyekre a

E ((Y - aiX; - b)2>

minimalis. Mivel E(Z — b)? minimuma a b = EZ helyen van, ezért b =
EY — > . o;EX,. Vagyis az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, és
fel is tessziik, hogy EY = EX; = 0 minden i-re.

Tekintsiik az L? teret a szokasos E(UV) bels6 szorzattal, és legyen

k
M = {Z OéiXZ' Q€ R} = span(Xl, ... ,Xk>

i=1

Ekkor M zart, hiszen véges dimenzios altér. A meréleges vetités tétele szerint
a legjobban kozelits vektor PY', az Y merdleges vetitése az M altérre. Tehat
a feladatunk a PY meghatarozésa. A merdleges vetités tétele szerint Y —
PY 1 M, ami azt jelenti, hogy

E(Y — PY)X,; =0, minden j=1,2,...,k esetén.
Mivel PY = Zle a;X; valamilyen a’" = (ay,...,a;) vektorra, ezért azt
kapjuk, hogy

k

Y = aX)X;

i=1

0=E =Cov(Y,X;)—a's, j=1,2,... k,

ahol ¥ = Cov(X) az X = (X1,..., X},)" kovarianciamatrix.
A d = (Cov(Y, X;))r, € R jeloléssel azt kapjuk, hogy d = Ya, azaz,
amennyiben > nemszingularis,

a=Y"'d.
Ezzel belattuk a kovetkezdt.

2.16. Tétel. Legkisebb négyzetek mddszere. Az E <(Y — Zle a; X; — b)2>

négyzetes hiba pontosan akkor minimdlis, ha a = ¥"'d ésb=EY —a'EX.
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A vetités miatt a kozelités hibaja, az ((X) = > . a; X; + b jeloléssel

k
e=Y — (ZaiXi—i—b) =Y — (X)),
=1

merdleges az X7, . .., Xy valtozokra, azaz Cov(e, X;) = 0,7 = 1,..., k. Vagyis
az Y = ((X) + ¢ elsallitasban a tagok korrelalatlanok, és igy

D*(Y) = D*(¢(X)) + D?(e).
Ebbél kévetkezik, hogy

Cov(((X),Y) = D*({(X)).

2.17. Definici6. A Y fiiggetlen és az X' = (X1,..., X}) fiiges valtozok
tobbszords korreldcios egyiitthatoja

Cov(Y, (X))
v = P X)) = FeaR TRy

A k =1 esetben ez éppen a két valtozo hagyomanyos korrelacioja.

Némi szédmolassal adodik, hogy
D?*(e) = D*(Y) (1 — r?).

Ez megmagyarazza az r jelentését. Ha r = 1, akkor ¢ = 0, azaz linearis
fiiggvénykapcsolat van Y és X kozott. Ha pedig » = 0, akkor az X semmit
nem magyaraz meg az Y-bdl, a két valtozo kozott nincs kapcsolat. Ekkor
a=(0,...,0).

A kovetkezo allitas szerint a legkisebb négyzetes kozelités maximalizalja
a korrelaciot.

2.18. Allitas. Az Xy,..., X}, vdltozok tetszileges h(X) linedris kombindci-
ojdra

2.4. Determinisztikus valtozdok

Vetités. Gauss-féle normélegyenlet. Gauss—Markov tétel. Hipotézisvizsgélat.
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2.5. Varianciaanalizis

Egyszempontos. Vetités explicit formaban. Kétszempontos, interakcié. Hipo-
tézisvizsgalat.
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