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1. Alapfogalmak, valészintiség kombinatorikus ki-
szamitasa, szita formula

1.1. Események

1. Egy szabalyos érmét tizszer feldobunk. Adjuk meg a kisérlet egy mate-
matikai modelljét! Oldjuk meg a feladatot, ha az érme cinkelt, és a fejdobés
valoszintisége p!

2. Fejezziik ki az A, B, C' halmazokkal az alabbi eseményeket!
(a) Az A, B, C események koziil pontosan k € {1,2, 3} kovetkezik be.
(b) Az A, B, C események koziil legalabb k kovetkezik be.
(c) Az A, B, C események koziil legfeljebb k kovetkezik be.

3. Legyenek A, ..., A, tetszGleges események. Mit jelent az A;o0...0 A,

esemény?
A o a szimmetrikus differenciat jeloli, azaz Ao B = (A — B)U (B — A).
(4] 1.1.7)

4. Tgazoljuk az alabbi formulak helyességét!
(a) AoB=(AUB)—- AN B;
(b) AN(B-C)=ANB-ANC,
(c) A—(A—=(B—-C))=ANBnNCs
)

(d) AUB=AoBo(ANB).

5. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges Ay, Ao, ..., A, események esetén
P(AiNnAyn---NA,) >P(A) +P(Ay) +--- +P(A,) — (n—1).
([4] 1.2.2)
6. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A, B, C' eseményekre
(a) P(AoC) <P(AoB)+P(Bo()
(b) ha P(A o B) =0 akkor P(A) = P(B);
(c) [P(ANB)—P(ANC)| <P(Bo0).



(4] 1.2.3 és 1.2.4)

7. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A és B eseményre

[P(ANB) —P(A)P(B)| <

A~ =

Mikor van egyenl&ség? ([4] 1.2.5)
8. Igazoljuk, hogy tetszéleges A és B eseményre

P?(AN B)+P*(AN B°) + P*A°N B) + P*(A°N B°) >

e

Mikor van egyenl&ség?

9. Igazoljuk, hogy tetsz6leges Ay, ..., A, eseményekre

- (1 - l)n <P(AN.. NA)—P(A).. P(A,) < (1 _ 1) /),

n n

(Viktor, ?Polygon)

1.2. Szita formula

10. Két szabalyos kockat r-szer feldobunk. Legyen p, annak a valoszintisége,
hogy az (1,1),(2,2), ..., (6,6) mindegyike legalabb egyszer el6fordul. Haté-
rozzuk meg p,-et! ([4] 1.2.13)

11. Sorban elhelyezett n dobozba taldlomra berakunk N goly6t tgy, hogy
az Osszes elhelyezés egyformén valoszinti. Mennyi a valdszintsége, hogy az
elsé k doboz egyike sem iires? (4] 1.2.14)

12. Egy urnaban k-féle szint goly6é van, mindegyik szintibsl ugyanannyi
darab. Egyenként hiizunk a golyokbol tgy, hogy minden hiizés utédn vissza-
tessziik a kihtuzott golyot, és minden huzasnal barmelyik golyé ugyanolyan
valoszintiséggel keriilhet kihtizésra.

(a) Mennyi annak a ¢, valosziniisége, hogy legalabb n huzas kellett ahhoz,
hogy minden szin eléforduljon?

(b) Mennyi annak a p, valoszintisége, hogy n hizas soran minden szin
eléfordult, és ez az n-edik huzasnal kovetkezik be elészor (vagyis az
els6 (n — 1) huzas soran csak (k — 1) szin fordult eld) ?



([4] 1.2.15)

13. A Jonas Brothers nevd egyiittes tjra Osszedll és koncertet adnak. A
PepsiCo cég a kovetkezd oOtlettel all els: a kolasiivegeik kupakjaban elrejtik
a banda egy-egy tagjanak a nevét és azok kozott, akik 6sszegytjtik mindhé-
rom nevet kisorsolnak egy VIP belépét. Kevin neve a kupakok felén szerepel,
Joe-val a kupakok egyharmadaban talalkozhatunk és Nick a legritkdbb, ne-
ve atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Mennyi a val6szintisége,
hogy 5 kolat vasarolva sikeriil kigytjteniink a harom testvért? (Segitség: a
kupakokra gondoljunk gy mintha egy zsdkbol hiiznank egy nevet, melyben
Kevin haromszor, Joe kétszer, Nick pedig egyszer szerepel.)

14. Egy kockat addig dobunk, amig mind a 6 szam el nem fordul. Legyen
pn annak a valoszintisége, hogy ez elGszor az n-edik dobas utan kovetkezik
be. Hatarozzuk meg p,-et! (4] 1.2.16)

15. Egy hedge fund harom cégbe fekteti pénzét, melyek rendre 0,19, 0, 25,
illetve 0, 28 valoszintiséggel mennek csédbe az elkdvetkezd 6t évben. Annak
a valoszintisége, hogy az els6 és a masodik cég is cs6dbe megy 0, 05, hogy az
els6 és a harmadik is cs6dbe megy 0, 1, mig hogy a masodik és a harmadik is
becs6dol annak is 0,1. Annak az esélye, hogy mindharom cég becsdol 2%.
Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) az els6 vagy a masodik cég cs6dbe megy?
(b) egyik cég sem megy csédbe?

(Sztics Gabor feladata)

16. A Faluvégi Kurta Kocsma el6tt 5 bicikli all. Zarora el6tt egymas utén
jon ki az 5 tulajdonos, és mindegyikiik véletlenszerten valaszt egy kerékpart.
Mennyi a valoszintisége, hogy senki sem a sajat biciklijén jutott haza?

c stz

nem lesz fixpont? Mekkora a valdszintisége, hogy pontosan k fixpont lesz?

1.3. Kombinatorikus valoszintiség

18. Adjuk meg a lottohuzast leird valoszintiségi mez6t! Mennyi annak a
valoszintisége, hogy pont 3 taldlatunk lesz? Mennyi a valdszintisége, hogy
lesz talalatunk?

19. Harom kockéaval dobva mennyi a valoszintisége, hogy a dobott szamok
Osszege 47 Adjuk meg a kisérletet leiré valoszintiségi mez6t, ha 3 kiilonb6z6
kockaval dobunk, ill. ha 3 egyformaval!

4



20. Egy sakktablan taldlomra elhelyeziink 8 bastyat. Mi a valoszintsége,
hogy egyik sem iiti a mésikat?

21. Egy hallgato 40 tétel kozil 20-at ugy megtanul, hogy abbdl jelesre
tud vizsgazni, a masik 20-bol csak jora. A vizsgatétel kivalasztasakor 40
tétel koziil huz 2 tételt, majd ebbdl valaszt egyet és ebbdl felel. Mennyi a
valoszintisége, hogy jelesre vizsgazik? ([4])

22. Egy dobodkockaval n-szer dobunk. Mi a valészintisége, hogy a dobott
szamok 0Osszege oszthatod

(a) 6-tal?
(b) 5-tel? (IMC, 1999/2/2)

23. Hét torpe koziil Hofehérke leiiltet 6tot egy kor alaka asztalhoz. Te-
gyiik fel, hogy az Osszes lehetséges elrendezés egyforman valoszind. Mennyi
a valoszintsége, hogy Morgé és Kuka nem keriil egymas mellé?

24. Egy urndban csak piros, zold és kék golyok vannak. A piros golyok
szama 18. Egy goly6 kihiizasa esetén annak a valdszintisége, hogy nem piros
golyot htizunk 1/15-del kisebb, mint azé, hogy z6ld vagy piros golyot hizunk.
Annak a valoszintisége viszont, hogy kék vagy piros golyot huzunk 11/10-szer
nagyobb, mint annak a val6szintisége, hogy zold vagy piros golyot huzunk.
Hany zold és hany kék goly6 van az urnaban? (2008-as érettségi feladat)

25. Egy vendéglében az egyik asztalndl 9 vendég iil. Négyen kolat, harman
sort rendeltek, ketten pedig dsvanyvizet rendeltek. A kissé feledékeny pincér
emlékszik, hogy mibdél mennyit rendeltek, de azt méar elfelejtette, hogy ki mit
kért. Ezért véletlenszertien osztja ki az italokat. Mekkora a valoszintsége,
hogy mindenki azt kapja, amit rendelt?

26. 2008-ban a Bajnokok Ligajaban 4 angol (MU, Arsenal, Chelsea, Liver-
pool), egy olasz (Roma), egy spanyol (Barcelona), egy német (Schalke) és
egy torok (Fenerbahce) csapat jutott a 8 kozé. Sorsolassal hatarozzék meg a
negyeddontSk parositasat. Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a
negyeddontében

(a) a Roma elkeriili a MU-t!

(b) az angol csapatok elkeriilik egymaést!

27. A Bajnokok Ligajaban 2017-ben harom spanyol csapat jutott a 8 kozé:
az Atlético Madrid, a Barcelona és a Real Madrid. Sorsolassal hataroztak
meg a negyeddéntSk parositasat (itt mar nincs kiemelés, és azonos nemzet
csapatai is Osszekeriilhetnek). Mennyi volt a sorsoléas el6tt a valoszintisége
annak, hogy a negyeddontében



(a) Barcelona — Real Madrid parharc lesz?

(b) lesz spanyol parharc?

28. Egy unatkoz6 gyakorlatvezets dolgozatiratas sorédn arra lett figyelmes,
hogy a csoportjaban az Osszes lany egy sorban il. A csoportban 10 hallga-
t6 van, koziliik 3 lany. A teremben 4 sor van és minden sorban 4 hely, és
feltessziik, hogy mindenki véletlenszertien valaszt helyet, azaz minden leiilési
konfiguracié egyforma valoszintiségti. Mennyi a kérdéses esemény valoszint-
sége?

29. Egy halastoban M aranyhal és K eziisthal van. Egy horgész addig fogja
ki egyesével a halakat, amig mar csak egyszind hal marad a toban (tehat
vagy csupa aranyhal, vagy csupa eziisthal). Mennyi a valoszintisége, hogy a
Gyuri nevi eziisthal megussza a horgéaszkalandot?

30. Egy n hézasparbol allo tarsasag leiil egy kor alaku asztalhoz gy, hogy
férfiak és ngk felvaltva iilnek, egyébként a sorrend véletlen. Mi a valoszini-
sége, hogy egyetlen feleség sem keriil a férje mellé?

31. Egy vacsorara n feleség érkezik a férjével és egy baratngjével. A 3n em-
bert egy kor alakt asztalhoz kell leiiltetni. Minden feleség a baratngje mellett
akar iilni. Ha ezen feltételt betartva, de egyébként véletlenszertien iiltetnek,
jeldlje p, annak a valoszintiségét, hogy semelyik férj nem iil a felesége mellett.
Hatéarozzuk meg p,-et!

32. Tiz par cip6bdl véletleniil kivalasztunk négy darabot. Mekkora a valo-
szintisége, hogy nem lesz egy par sem?

33. Egy szabalyos kockéval 11-szer dobunk. Mennyi a valoszintisége, hogy
az egymast kovets 1, 2, 3, 4, 5, 6 eredménysorozat nem fordul elg?

34. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztva 6t6t, mi a valoszint-
sége, hogy lesz kozte férges?

35. Mekkora a valoszintisége, hogy az 6toslotton kihtzott szamok kozott
nem lesznek egymaést kovetdk?

36. Egy embernek n egyforma kinézetd kulcsa van, melyek koziil pontosan
egy nyitja az ajtot. Emberiink véletlentil valasztva sorra probalja a kulcsokat
addig, amig a jo kulcs el nem keriil. Valamely & € {1,2,... ,n} esetén
mennyi a valoszintisége, hogy a k-adik probalkozasa sikeres, ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?

(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre?



37. Egy 2n lanybodl és 2n fiubol allo tarsasagot véletlenszertien két egyen-
16 1étszamu csoportra osztunk. Legyen p, annak a valoszintisége, hogy a
csoportokon beliil is megegyezik a lanyok és a fiuk szama.

(a) Hatéarozzuk meg p,-et!

(b) Szamitsuk ki a lim,,_,, p,+/n hatarértéket!

38. Egy n elemt halmaz 0sszes részhalmaza koziil kivalasztunk egyet, majd
Ujra az Osszes koziil kivalasztunk még egyet. Mennyi a valoszintisége, hogy
az egyik halmaz tartalmazza a mésikat? (|10, 3.11])

39. Bergengocidban minden ember egymastol fiiggetlentil p € (0,1) valo-
szintséggel hazudik, csak két kivétel van: az Elnok és a Radioriporter, akik
megbizhatok. Az Elnok elhatérozza, hogy ismét indul a véalasztason, és ezt
kozli egy emberrel, aki tovabbadja a hirt, ..., végiil az n-edik ember elmond-
ja a Radioriporternek. (Az n ember kozt nem szerepel sem a Radioriporter,
sem az Elnok.) Mikor valészintibb, hogy a Radioriporter a valodi dontést
kozvetiti, n = 19 vagy n = 20 esetén? (10, 3.40])

40. Egy n X n-es négyzetréacs bal als6 és jobb felsé sarkaba letesziink egy-egy
pokot. A pokok 2n lépésben helyet cserélnek tgy, hogy egymaéstol fiigget-
leniil minden utvonalat ugyanakkora valoszintiséggel valasztanak. A poékok
egyszerre indulnak, és minden mésodperchen egy 1épést tesznek. Mi a valo-
szintisége, hogy a két pok talalkozik?

41. Mind a 4 par kiilonb6z6 cipémet az elszobaban levs beépitett szekrény-
ben tartom. Az elGszobédban kiégett a villany, igy sttétben keresgélve vélet-
lenszertien kiveszek 4 cip6t. Mennyi a valészintsége, hogy pontosan egy
Osszeill§ part veszek ki? Mekkora ugyanez a valoszintiség, ha 4 par egyforma
cip6m van?

42. FEgy kertész harom juhar-, négy tolgy- és o6t nyirfat iiltet egy sorba
véletlen sorrendben, mindegyik fat egyenld valészintiséggel valasztva. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy nem keriil egymas mellé két nyir?

43. Egyes vidékeken elterjedt a kovetkezd babona: egy lany 6 fiszélat fog
a markaba gy, hogy azok a kezébdl mindkét iranyban kiallnak. Egy masik
lany mindkét oldalon paronként dsszecsomozza a fliszalakat. Ha igy egy zart
lanc keletkezik, akkor arra kdvetkeztetnek, hogy a lany a kovetkezs évben
férjhez megy. Ha a csomozas teljesen véletlenszertien torténik, mennyi a
valoszintisége, hogy zart lancot kapunk. Mi a helyzet 2n flszal esetén? ([4,
1.3.29])



44. Mennyi a valoszintisége, hogy a kor keriiletén adott 2n pontot taldlomra
péarokba szedve és mindegyik par két pontjat hirral 6sszekotve a kapott n
szamu hur koziil egyik sem metszi a masikat? (Schweitzer, 1952, 6)

A kovetkezd feladatok a Boltzmann—Maxwell-, Bose-Einstein- és a Fermi—
Dirac-statisztikdkat targyaljak. Bévebben Feller [9].

45. A Boltzmann—Maxwell-statisztikanal r golyot ugy helyeziink el n doboz-
ba, hogy mind az n" elhelyezés egyforman valoszinti. Hatarozzuk meg annak
a py valoszintségét, hogy pontosan k golyd keriil az els6 dobozba! Szamitsuk
ki ezt a hatarértéket, ha n — oo gy, hogy r/n — Al

46. A Bose—Einstein-statisztika esetén a feltétel az, hogy a lehetséges ("jﬁ;l)

szamu elhelyezés egyforman valoszint. (Ez a modell jol hasznalhato a nuk-
leonok és paros szamu elemi részecskét tartalmazo atomok esetében.) Haté-
rozzuk meg annak a ¢ valdszintiségét, hogy pontosan k golyo keriil az els6
dobozba! Szamitsuk ki ezt a hatarértéket, ha n — oo agy, hogy r/n — Al

47. A Fermi—Dirac-statisztika esetén egy dobozba legfeljebb egy golyo ke-
riilhet, és az Osszes ilyen (:) elhelyezés egyforman valoszini. (Ez a modell
alkalmazhat6 elektronokra, neutronokra és protonokra.) Hatarozzuk meg
annak az r; valosziniiségét, hogy pontosan k golyd keriil az elsé dobozba,
k = 0,1, és szamitsuk ki ezt a hatarértéket, ha n — oo tugy, hogy r/n — Al

1.4. Vegyes

48. Egy szabalyos érmét addig dobunk, amig kétszer egymas utan azonos
oldalara nem esik. Adjuk meg a kisérletet leir6 valoszintiségi mezst! Hata-
rozzuk meg a kovetkezd események valoszintiségét:

(a) { legfeljebb 6-ot kell dobni };
(b) { paros sokat kell dobni }.

49. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihtizzuk a
lapokat. Hanyadik helyen legvalésziniibb a masodik asz?

50. Egy urnaban 101 goly6 van, koziiliik pontosan harom piros. A golyo-
kat visszatevés nélkiil egyesével kihtizzuk. Hanyadik helyen legval6szintibb a
mésodik piros?

51. Szaz gyerek kozt egy nem szabélyos érme tobbszori feldobasaval szeret-
nénk kisorsolni egy ajandékot. Az 6sszes k hossztu dobéassorozathoz meghaté-
rozzuk, hogy ki nyer, majd feldobjuk k-szor az érmét. Bizonyitsuk be, hogy



a fej p valoszintiségét és a k értékét alkalmasan megvalasztva a 2F kimenetelt
fel lehet osztani a gyerekek kozt gy, hogy mindenki azonos valoszintiséggel
nyerjen. (10, 3.41])

52. Vesziink egy elég nagy urnat, és éjfél elstt fél perccel 1-t6l 10-ig sza-
mozott golyokat rakunk bele, majd régtén kivesziink egyet. Ejfél elstt 1/4
perccel az urndba 11-t6l 20-ig szdmozott golyokat tesziink, majd rogton kive-
sziink egyet. Ezt igy folytatjuk éjfélig. Hany goly6 lesz az urnaban pontban
éjfélkor, ha

(a) az i-edik lépésben az i-edik golyot vessziik ki?
(b) az i-edik lépésben a 10 - i-edik golyot vessziik ki?

(c) véletlentl vessziik ki a golyot?

53. Vegyiink két olyan kockat, melyeken annak a valészintisége, hogy i-t
dobunk, p;, ill. ¢;, i = 1,2, ...,6, ahol p;, ¢; > 0 és Z?lei =1¢és Zle q = 1.
Valaszthatok-e a p;, q; valoszintiségek gy, hogy két kockaval dobva minden
Osszeg 2-t6l 12-ig egyforman valészind legyen?

Bolyongéas. Olyan sorozatokat fogunk vizsgélni, melyek véges sok plusz
egybdl és minusz egybdl allnak. Tekintstink az ¢4, ..., €, sorozatot, melyben
p db 1 és g db —1 szerepel, p + q¢ = n. Jeldlje s = €1 4+ -+ + € ezek
részletosszegét. Az (e1,...,¢&,) sorozatot egy tortvonallal dbrazoljuk: a tort-
vonal k-adik lépésének meredeksége ¢, és k-adik szdgpontjanak ordinédtaja
si. Jelolje N, , az origobdl az (n,z) pontba vezets utak szamat.

54. Hatarozzuk meg N,, , értékét!

55. Tiikrozési elv. Legyen A = (a,a), B = (b, ), és A" = (a,—a)
az A pont x-tengelyre vonatkozo tiikorképe. Mutassuk meg, hogy az x-

tengelyt érinté vagy atmetsz6 A — B utak szdma megegyezik az A’ — B
utak szamaval.

56. Ballot—tétel. Legyenek n és x pozitiv egészek. Igazoljuk, hogy az

origobol az (n, x) pontba vezetd olyan (sq, so, . . ., s, = =) utak szdma, melyre
s1>0,82>0,...,8, >0 pontosan £N,, ;.

57. Ballot—tétel’. Tegyiik fel, hogy egy valasztéas soran a P jelolt p szami,
a @ jelolt g szamu szavazatot kap, ahol p > ¢. Annak a valdszintisége, hogy
a szavazatszamlalas soran P végig vezetett (p — q)/(p + q).

A tovabbiakban a fent leirt tortvonalra igy gondolunk, mint egy bolyongo
részecske palyajara. Jelolje X, X,,... az egyes lépéseket és S, = X; +
-+ + Xj. Feltessziik, hogy a részecske n 1épése soran elGforduld 2™ utvonal
egyforman valoszind.



58. Mennyi P(S, = r) valoszintiség? Legyen ug, = P(Sox = 0) és for, =
P(Sy #0,...,S% 2 # 0, Sy = 0). Hatarozzuk meg u,-et, és igazoljuk, hogy

Ugp = follon—o + faton—a + - -+ + fanlUo.

59. Annak a valosziniisége, hogy az origoba valo visszatérés nem kovetkezik
be a (2n)-edik idépillanatig az ugyanannyi, mint annak a valészintsége, hogy
a (2n)-edik id6pillanatban a részecske visszatért az origoba.

60. Bizonyitsuk be, hogy
P
T(p+1) ~ (g) /27
Ennek segitségével igazoljuk, hogy I'(p + h)/T(p) ~ p", amint p — oo.
61. Mutassuk meg, hogy

3 2 (m=D7 " ha n paros
/ sin"z dx = / cos"rdr = ¢ ;" .
0 0 7, ha n pératlan.
n:

2
Ez alapjan igazoljuk a Wallis—formulat: lim,, ., (%) % = 7.

62. De Moivre is tudta, hogy n! ~ (n/e)"y/nc, ahol ¢ valamilyen pozitiv
konstans. A Wallis—formula segitségével igazoljuk, hogy ¢ = +/2x! (Stirling
is igy csinélta 1733-ban.)

63. A béta—fiiggvény (vagy elséfaju EULER—féle integral).
(a) Bizonyitsuk be, hogy B(z,y) = fol t*=1(1—¢)v=1 dt véges minden z > 0,
y > 0 esetén, ¢s B(z,y) = B(y, ).
(b) Mutassuk meg, hogy B(z,y) = % (Vagyis, ha a Gamma-fiiggvényt
a faktorialis folytonos kiterjesztésének tekintjiik, akkor a Béta—fiiggvény
a binomialis egytitthato folytonos kiterjesztése.)

2. Geometria valoszintiség

64. A [0, 1] intervallumot felosztjuk két véletleniil radobott ponttal harom
részre. Mennyi annak a valészintisége, hogy
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65. Valasztunk egy véletlen szdmot 0 és 2 kozott, és egy masikat ettdl
fliggetlentil 1 és 2 kozott. Mennyi a valoszintisége, hogy az 6sszegiik kisebb,
mint 27

66. Valasszuk az X, Y pontokat egymastol fiiggetleniil a (0, 1) intervallum-
ban egyenletes eloszlas szerint. Mennyi a valdsziniisége, hogy az

2+ Xe+Y =0

egyenletnek valos gyokei lesznek?

67. Andrés és Betti munkaideje egyméstol fiiggetleniil egy-egy du. 4 és 6
kozotti egyenletes eloszlast idépontban ér véget. Munkaidejiik végeztével
mindketten elmennek egy, munkahelyiikt6l azonos tavolsagra levé kavézoba,
ahol elfogyasztanak egy csésze kavét. Andrés esetében ez 10 perc, Betti
esetében 20. Mi a valoszintisége, hogy talalkoznak?

68. Matyas vonattal utazik Szegedr6l Debrecenbe, Cegléden kell atszallnia.
A 10:45-kor induld vonat 12:12 és 12:22 kozott érkezik Ceglédre egyenletes
eloszlas szerint, a Budapestrsl Debrecenbe indulé vonat pedig 12:14 és 12:19
kozott egyenletes eloszlas szerint fut be, és var Cegléden 2 percet. Mennyi
a valoszintisége, hogy Matyas eléri a csatlakozast? (A vonatok szomszédos
vaganyra érkeznek, és Matyas nagyon gyors.)

69. Anna és Szabina minden szerdan fodraszhoz mennek. Anna 2 és 3
ora kozott, Szabina pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszert idGpont-
ban, egymastol fliggetleniil. Egymést megvérjak, majd egyiitt indulnak haza.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy adott napon negyed 3 utan indulnak
haza? Mennyi ez a valdszintiség, ha tudjuk, hogy Anna legalabb 10 perccel
korabban végzett, mint Szabina?

70. Tekintslink egy egységnyi keriileti kort, és ennek egy rogzitett pontjat.
Vilasszunk tovabbi két pontot a korvonalon egymastol fiiggetleniil egyenletes
eloszlas szerint. Mennyi a valoszintisége, hogy a harom pont altal meghaté-
rozott haromszog fedi a kor kozéppontjat?

71. Egy egységnégyzet két szemkozti oldalan véletleniil valasztunk egy-egy
pontot. Mi a valoszintisége, hogy tavolsaguk négyzete kisebb, mint 3/27?
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72. Egy egységnyi hosszii szakaszon taldlomra valasztunk kettS pontot.
Mennyi a valészintisége, hogy mindkét pont a szakasz egy el6re adott vég-
pontjahoz van kozelebb, ha tudjuk, hogy a két valasztott pont tavolsiaga
kisebb, mint 1/37

73. A [0,1] intervallumban egyenletes eloszlas szerint véletlenszertien egymas-
tol fiiggetleniil valasztunk két szamot. Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb
az egyik szam kisebb, mint 0,5, és ugyanakkor a tavolsaguk nagyobb, mint
0,257

74. Egy kor keriiletén egymastol fiiggetleniil, egyenletesen valasztunk 4 pon-
tot: A, B,C,D. Mennyi a valoszintisége, hogy az AB és C'D hirok metszik
egymast? (KoMaL 2012)

75. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint véalasztunk egy pon-
tot. Mennyi a valoszintisége, hogy a véalasztott pont kozelebb van valamelyik
oldalhoz, mint 1/47

76. Egy kor keriiletén valasszunk n pontot egymastol fiiggetleniil, egyenletes
eloszlas szerint. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a pontok konvex burka
tartalmazza a kor kozéppontjat? Mennyi ez a valosziniiség, ha a pontokat a
kor belsejében valasztjuk fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint?

3. Fuggetlenség, feltételes valoszintiség

3.1. Feltételes valbszintiség, Bayes tétele

77. Az 52 lapos francia kartyabol kiosztanak 13 lapot. Legyen A az az
esemény, hogy pontosan 2 aszt kaptunk. Hatarozzuk meg a P(A|B;) feltételes
valoszintiségeket, ha

a) B azt jelenti, hogy van legalabb egy aszunk;

(c

(d) By azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az els6 a kér asz.

(a)

(b) By azt jelenti, hogy a kdr asz nalunk van;
) Bs azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az elss asz;
)

78. Magyar kartyabol kapunk 12 lapot, a maéasik két jatékos 10-10 lapot
kap. Mennyi a valészintisége, hogy pontosan 5 pirosat kapunk, kozte a piros
hetest? Feltéve, hogy pontosan 5 pirosat kaptunk koézte a piros hetest, mennyi
a valoszintsége, hogy a masik 3 piros egy kézben van?
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79. Elhelyeziink N goly6t n dobozba tgy, hogy az osszes n¥ elhelyezés
egyforman valoszind. Feltéve, hogy az els6 dobozban van golyé, mennyi a
valoszintisége, hogy K goly6 van benne?

80. Egy kockaval addig dobunk, mig elgszor kapunk hatost. Feltéve, hogy a
sziikséges dobasok szama péaros, mennyi a valoszintisége, hogy kétszer kellett
dobnunk?

81. Tegyiik fel, hogy egy alkatrész meghibasodasanak valoszintsége a (¢,t +
h) intervallumban, feltéve, hogy ¢ ideig miikodott, a(t)h + o(h). Hatarozzuk
meg annak a p(t) valoszintiségét, hogy az alkatrész legalabb ¢ ideig mikodott!

82. Doppingteszt. Kifejlesztenek egy 0j doppingtesztet, mely a doppingolok
99%-4anal pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingolé sportolok 1%-
nal is tévesen pozitiv eredményt ad. Tegytk fol, hogy a sportolok 1%-a
doppingol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasztott
sportolo

(a) doppingtesztje pozitiv?

(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?

83. Két pénzérme koziil az egyik szabalyos, a masik cinkelt, 1/4 val6szini-
séggel ad fejet. Véletlenszertien kivéalasztjuk az egyiket, majd ezzel kétszer
dobunk. Mennyi a valoszintisége, hogy két fejet kapunk? Ha két fejet kapunk,
mennyi a valdszintisége, hogy a szabalyos érmét valasztottuk?

84. Egy hallgaté p valoszintiséggel tudja a valaszt egy kérdésre. Ha nem
tudja, akkor az n lehetséges valasz koziil véletlentil valaszt egyet. Mennyi
legyen a lehetséges valaszok n szama, hogy az oktat6 legalabb 0,9 val6szini-
séggel kovetkeztethessen arra a hallgato jo vilaszabol, hogy a hallgato tudta
a valaszt?

85. Aladar a pénzét harom egyforma boritékban tartja. Az elsGben két
ezerforintos, a masodikban egy ezer- és egy kétezerforintos, a harmadikban
egy ezer és harom kétezerforintos van. Aladar talalomra kivesz egy boritékot,
és onnan egy bankjegyet. Mennyi a valoszintisége, hogy ezerforintost hiizott?

86. Feldobunk n egyforma dobokockat, melyeken a hatos valoszintisége p €
(0,1). Jeldlje p,, annak a valoszintiségét, hogy paratlan sok hatost dobtunk.
Hatarozzuk meg p,,-et!

87. Egy cukraszdaban 3 cukrasz A, B és C siit siiteményt, és a siitemények
2, 3 illetve 5%-at rontjak el. A siitemények 50%-at A, 30 %-at B, 20%-at
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pedig C' késziti. Mennyi a valoszintisége, hogy A siitotte a siiteményt, feltéve,
hogy az rossz?

88. Aladar hétfs reggelenként 7:15-kor indul el otthonrol, hogy 8:00-ra be-
érjien az egyetemre. Gyalog kimegy a buszmegalloba, 20 percet buszozik,
aztan villamosra szall at, amelyen 15 percet utazik, végiil ismét gyalogol az
egyetemig. A buszon 0,5, a villamoson pedig 0,2 valoszintiséggel hallja meg,
ha csorog a mobiltelefonja, mig gyaloglas kdzben biztosan észreveszi, ha hiv-
jak. Ha hétfs reggel 7:15 és 8:00 kozott egy véletlen id6pontban felhivjuk, és
felveszi a telefonjat, akkor mennyi a valészintisége, hogy épp villamoson van?

89. Jokedvében Matyés kirdly kegyelmet ajanl velencei rabjanak, ha a rab
két egyforma urna koziil az egyikbdl kihtuz egy eziistgolyot. Megengedi neki,
hogy 50 eziist- és 50 aranygolyot tgy osszon el a két urnaba, ahogy akarja.
Ezutdn Matyas udvari bolondja taldlomra valaszt egy urnat, a rab pedig
abbdl taldlomra egy golyot. Hogyan ossza el a rab a két urnaba a golyokat,
ha kedves az élete? Ekkor mekkora az esélye a szabadulasra?

90. Véandorlasai kozben Odiisszeusz egyszer egy harmas utelagazéshoz ért.
Tudta, hogy az egyik ut Athénba, a masik Miikénébe, a harmadik pedig
Spartaba vezet. Azt is tudta, hogy az athéniak atlagosan minden harmadik
alkalommal mondanak igazat, a miikénéiek minden mésodik alkalommal, a
spartaiak pedig becsiiletesek, sosem hazudnak. Kockadobéssal déntotte el,
melyik utat vélassza, egyforma esélyt adva mindegyiknek. Ezutan ment,
mendegélt, mig egy varosba nem ért. Itt az elsé szembejov6tsl megkérdezte,
hogy mennyi kett6 meg kettd, és azt a valaszt kapta, hogy négy. Mennyi a
valoszintisége, hogy Athénba érkezett?

91. A szegedi Gabonakutatoban két 4j kukorica vetémagot fejlesztettek ki.
Az A tipust strapabiré vetémag csapadékos, atlagos, és szaraz idGjaras ese-
tén egyarant 0,2 valosziniiséggel hoz prémium termést. A B tipusta vetémag
csapadékos idGjaras estén 0,5, dtlagos idGjaras esetén 0,1 valdszintiséggel hoz
prémium termést, széraz idGben viszont biztosan nem hoz jo termést. A
meteorologusok 0,5 valdszintiséggel atlagos, 0,2 valdszintiséggel sok, 0,3 va-
l6szintiséggel pedig kevés csapadékot josolnak. Melyik vetémagot valasszuk,
ha minél nagyobb valoszintiséggel akarunk prémium termést?

92. Egy konyvels irodaban hidrom alkalmazott van, akik egyenlé aranyban
osztoznak a munkan. Felvesznek egy negyedik embert is az irodéara, hogy
csOkkentsék a terhelést, igy mar négyfelé oszlik a munka egyenld aranyban.
A tapasztalt konyvelSk ritkdn, az eseteknek mindossze 3%-aban hibaznak,
mig az Gjonc, aki csak most tanult bele a konyvelésbe 10%-os hibaratéaval bir.
A konyvelsk fénoke kézbevesz egy addbevallast és azt latja, hogy az hibasan
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van kitoltve, mekkora a valoszindsége, hogy az 1) alkalmazottat terheli a
felelGsség?

93. Egy matematikuscsaladban a fit megfigyelte, hogy mikor hazaér, az
esetek 20%-aban senki nincs otthon, 50%-aban csak az édesanyja, a maradék
esetekben pedig mindkét sziilGje. Tudja, hogy édesanyja az esetek 80%-aban
magara zarja az ajtot; ha mindketten otthon vannak, akkor mar csak 40%-
ban zarjédk be, de ha nincs otthon senki, szoérakozottsaghol akkor is az esetek
5%-aban nyitva marad az ajto. A fia egy délutan hazaér, és zarva talalja az
ajtot. Mekkora a valoszintisége, hogy van otthon valaki?

94. A sztochasztika tanszék egyik oktatoja p valoszintiséggel szokott bejonni
a tanszékre. Ha ismer@seinek azt mondta, hogy aznap bejon, akkor annak a
valoszintisége, hogy pontosan k-an keresik telefonon e #u* /k!, ha pedig azt
mondta, hogy nem, akkor e *M\*/k!, k= 0,1,..., 0 < X\ < u. Feltéve, hogy
k hivas érkezett, mennyi a valdszintisége, hogy aznap bent volt az oktatd?
Vizsgaljuk a k£ — oo esetet. ([4])

95. Legyen (1 — p)p" annak a valoszintsége, hogy egy almafan n virdg van,
n = 0,1,.... Tegyiik fel, hogy minden virdghol a valoszintiséggel lesz érett
gyiimoles. Feltéve, hogy a fan r alma van, mennyi a valészintisége, hogy n
virag volt? ([4])

96. Van n darab urnank, melyek mindegyikében a fehér és b piros goly6 van.
Az els6 urnabol kihuzunk egy golyot, attessziik a méasodikba; majd a méso-
dikbol hiizunk egyet és atrakjuk a harmadikba, ... . Végiil az n-edik urnabol
htizunk egyet. Jeldlje p,, annak a valoszintiségét, hogy az utolsdé urnabol fehér
golyot hizunk, feltéve, hogy az els6bdl fehéret huztunk. Igazoljuk, hogy

a

b
Pn = + b(a+b+ .

a+b a+

97. Egy fiu és egy lany megbeszéli, hogy két utca keresztez6désénél talal-
koznak egy meghatarozott idépontban. Elfelejtik megbeszélni, hogy a négy
sarok koziil melyiknél varnak egymésra. Az utkeresztezddés nagyon forgal-
mas, nem lehet 4tlatni a tobbi sarokra. Mindketten pontosan érkeznek, és
ha a masik nincs ott, akkor 2,5 perc utan atmennek a szomszédos sarkok
valamelyikére, 1/2-1/2 valoszintiséggel. Ez fél percet vesz igénybe, majd ha
megint nem talalkoztak, akkor 2,5 perc utan megint sarkot valtanak. ElG-
szOr mindketten 1/4 valoszintiséggel valasztanak sarkot. Természetesen az is
talalkozasnak szamit, ha egymassal szembe jonnek az tttesten.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy az els6 percen beliil taldlkoznak?
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(b) Mennyi annak a p, valoszintisége, hogy az els6 3n percen beliil talal-
koznak?

(c) Mennyi annak az r, valoszintisége, hogy pontosan a 3n-edik percben
talalkoznak?

(d) Igazoljuk, hogy egy valoszintiséggel véges idén beliil talalkoznak.

(14])

98. Pinokkionak kilenc akadalyon kell sikerrel tuljutnia, hogy fababubdl kis-
fiava valtozhasson. Ha egy akadalyon elbukik, akkor vissza kell mennie az
el6z6hoz, ha az elsén bukik el, 6rokre fababu marad. Pinokkié nem tanul a
kudarcokbol, ezért az egyes akadalyokon a siker valoszintisége 1/10,2/10, . . .,
9/10. Milyen sorrendben helyezze el a Kékhaju Tiindér az akadalyokat, hogy
Pinokki6 a legnagyobb eséllyel lehessen igazi kisfit. Mennyi ekkor a valoszi-
niiség? (KéMaL, 2001, B.3441)

99. Szindbadnak jogédban &ll N haremholgy koziil egyet kivélasztania oly
modon, hogy az el6tte egyenként elvonuldé holgyek valamelyikére ramutat.
Tegyiik fel, hogy egyértelmi szigorian monoton szépségi sorrendet tud felél-
litani, és a haremholgyek barmely elvonulasi sorrendje egyforman valdszint.
Szindbad k holgyet elenged, majd kivilasztja az els6t, aki szebb az Gsszes
el6tte elvonultnal. Mennyi a valoszintisége, hogy a legszebb holgyet vélasztja
ki? Milyen k esetén lesz ez a valoszintiség a legnagyobb, ha N elég nagy?

100. Shanille O’Keal biintetéket dobal egy kosarpéalyan. Az els6t bedob-
ja, a masodikat nem. Ezek utédn annak a val6szintisége, hogy egy biintet&t
bedob, megegyezik az eddig sikeres dobasainak részaranyaval. Mi annak a
valoszintisége, hogy az els§ 100 dobésbol pontosan 50 sikeres?

101. Egy szézszemélyes repiil6gépen szaz ember utazik agy, hogy mindenki-
nek van eldre kiosztott helye. Az els6 utas ezzel nem térédve véletlenszertien
leiil a szaz koziil egy helyre. Ezutdn minden utas a sajat helyére probal leiilni,
vagy ha az foglalt, véletlenszertien valaszt egy masikat. Mennyi a valoszint-
sége annak, hogy a szazadik utas a helyére iil, ha egyszerre csak egy ember
foglal helyet? (KoMaL B4771)

102. A szémegyenesen egy bolha ugral. A 0-bol indul és minden ugrasanak
hossza 1. Minden ugrasnal az el6z6ektdl fiiggetlentil p valoszintiséggel jobbra,
1 — p valoszintiséggel pedig balra ugrik. Mennyi annak a valoszintisége, hogy
eljut az 1-be?

Jelolje ezt a valoszintiséget u. Fejezziik ki igy a —1-bél 1-be jutas valoszintiségét,
majd a kapott egyenletet oldjuk meg u-ra.
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103. A szamegyenesen egy bolha ugral. A 0-bol indul és minden ugrasanak
hossza 1. El6szor az 1-be ugrik, majd a kovetkez6 ugras mindig p valoszi-
niiséggel az el6zével egyezs, 1 — p valoszintséggel pedig ellentétes irdny.
Mennyi annak a valészintisége, hogy visszajut a 0-ba? (KoMaL. B4676)

104. Egy bolha ugrél az ABCD négyzet csticsain, az A cstcsrél indulva. Min-
den egyes ugrasnal 1/2 — 1/2 valoszintséggel valamelyik szomszédos csicsba
ugrik. A bolha akkor all meg, ha az utols6 olyan cstcsot is eléri, amin addig
még nem volt. Hatarozzuk meg, hogy melyik csiics mekkora valdszintiséggel
lesz utolso! (KoMaL B4783)

105. A parti tiizérség 1 km téavolsdgban felfedez egy ellenséges cirkalot, és
elkezd ra tiizelni, percenként egy lovést adva le. A cirkalo az els 1ovés le-
adéasakor menekiilni kezd 60 km/h sebességgel. A taladlat valoszintsége x
km tavolsdg esetén 0,752~ 2. Ha egy 16vés taldlt, akkor még mindig 1/4
valoszintiséggel a cirkdlé nem siillyed el, és tovabb menekiil. Mekkora valo-

szintiséggel menekiil el a cirkal6? (Schweitzer, 1950)

3.2. Fiiggetlenség

106. Legyen A 6nmagatol fliiggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) =0
vagy 1!

107. Valasszunk talalomra az 1, 2, ..., n szamok koziil gy, hogy mindegyiket
1/n valoszintséggel valasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a valasztott
szam p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és p, relativ prim és pips|n, akkor A, és A,
fiiggetlenek.

(b) Igazoljuk, hogy

o) =nI] (1- 7).

ahol p(n) az Eulerféle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ
prim pozitiv egészek szama.

108. Haromszor feldobunk egy szabalyos érmét. Jelentse A azt az eseményt,
hogy a dobasok kozott fej és iras is eldfordul, B pedig azt, hogy legfeljebb
egy iras fordul els. Fiiggetlenek-e A és B.

109. Adjunk példat olyan A, B, C eseményekre, melyek paronként fiiggetle-
nek, de nem filiggetlenek.
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110. Legalabb hany lottoszelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy egy sorsoldsnél
a telitalalat valoszintsége legalabb 1/2 legyen? Legalabb héany hétig kell jat-
szani egyetlen szelvénnyel, hogy annak a valoszintisége, hogy legalabb egyszer
volt telitalalatunk legalabb 1/2 legyen?

111. Egy dobokockaval tizszer dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy az
els6 5 dobéas soran nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes.
Mekkora az A és a B események valoszintisége? Fiiggetlenek-e A és B?

112. Egy dobokockaval n-szer dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy az
els6 m dobéas sordn nincs hatos, B pedig azt, hogy az n dobés koézt nincs

egyes, m < n. Mekkora az A és a B események valoszintisége? Igazoljuk,
hogy P(AN B) < P(A)P(B).

113. Legyenek = € [0,1] és m,n € N. Bizonyitsuk be (lehetéleg valoszintiségi
gondolatmenettel), hogy

l-a""+1-(1-2)™)">1

4. Véletlen valtozok

4.1. Eloszlasfiiggvény, eloszlas, stirtiségfiiggvény
114. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezé fiiggvények?
0, ha z <0,
@ F@={% g

1+4+ax?

0, ha z < 0,
@ F0={{_ e i o
115. Milyen a, b értékek esetén lesz eloszlasfiiggvény
(a) F(z) =a+b arctanz?

bx

(b) F(x)=e"% 77

116. Legyen F'(z) eloszlasfiiggvény. Igazoljuk, hogy

1 x+h 1 x+h
Gila) = 7 / F(1)dt 6 Gor) = 5 / F(t) dt
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is az!

117. Adjunk példat olyan F eloszlasfiiggvényre, mely tiszta ugrofiiggvény,
és barmely a < b esetén F(b) — F(a) > 0!

118. Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valoszintiségeloszlast?
(a) p*¢? ahol p € (0,1), q=1—p, k=1,2,..;

(b) m,k’:l,Q,,

(c) 3¥/kle™3 k=0,1,2,....

119. Strtségfiggvény-e?

(a) f(z) = Loy (x)sinx)/2;

(b) f(z) = Tee) ()™

(c) f(x) = ](0700)@))\6_’\“”, ahol A > 0.
(d) flz)=(r(1+27))7"

4.2. Diszkrét véletlen valtozok

120. Egy embernek n egyforma kinézett kulcsa van, melyek koziil pontosan
egy nyitja az ajtot. Emberiink véletleniil valasztva sorra probalja a kulcsokat
addig, amig a jo kulcs el nem keriil. Valamely & € {1,2,... ,n} esetén
mennyi a valoszintisége, hogy a k-adik probalkozasa sikeres, ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?
(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre?

Véarhatoan hanyadik probalkozésa sikeres?

121. Otoslotton egy szelvénnyel jatszva hatarozzuk meg a taldlataink sza-
manak eloszlasat!

122. Hatéarozzuk meg az 6toslotton kihuzott legkisebb szam eloszlasat, var-
hat6 értékét és szorasat!

123. Mind a 4 péar kiilonboz6 cipémet az elészobaban levé beépitett szek-
rényben tartom. Az elGszobaban kiégett a villany, igy sotétben keresgélve

véletlenszertien kiveszek 4 cip6t. Jelolje X a kivett Gsszeills parok szamat!
Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékét és szorasat!
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124. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztunk 6t6t! Adjuk meg a
férges almak szaménak eloszlasat!

125. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihuzzuk a
lapokat. Adjuk meg a mésodik asz helyének eloszlasét!

126. Egy urnaban 101 goly6 van, koziiliik pontosan héarom piros. A golyokat
visszatevés nélkiil egyesével kihtizzuk. Jelolje X a mésodik piros sorszamét.
Adjuk meg X eloszlasat!

127. Egy fiokban harom par kesztyt van Osszekeveredve: az egyik par fekete,
a masik sziirke, a harmadik piros. (A héarom par kesztyt csak a szinében
kiilonb6z6.) A fiokbol egyesével elkezdjiik kihtizni a kesztyiket tgy, hogy
htizas el6tt nem nézziik meg a kesztyd szinét, és a kihtizott kesztytiket nem
tessziik vissza a fiokba. Addig folytatjuk a hizast, amig lesz két azonos szint
kesztytnk. Hatarozza meg annak a hat eseménynek a valoszintiségét, hogy
ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 kesztyt kihtizasara lesz sziikség, majd szamitsa
ki a hizasok szaméanak varhato értékét!

128. Foldobunk n-szer egy szabalyos pénzérmét. Hatarozzuk meg az F-I,
I-F valtasok szamanak eloszlésat!

129. Legyenek Xi, X, ..., X, véletlen valtozok fiiggetlenek és azonos el-
oszlastiak, melyre P(X; = k) = 1/3, k € {0,1,2}. Adjuk meg az Y =
X1 X5 -+ X, szorzat eloszlasat!

130. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha
van szabad taxi, akkor a kozpont a legkdzelebbit hozzank kiildi. Feltessziik,
hogy a taxik egymaéstol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint helyezkednek
el a varosban, és mindegyik egymastol fliggetleniil 2/3 valoszintiséggel foglalt.
Tovabba egy taxi helyzete a varoson beliil fiiggetlen attol, hogy foglalt-e vagy
sem. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a legkozelebbi szabad taxi 1 km-
es korzetiinkben legyen (mely nem nyulik ki a varosbol), feltéve, hogy van
szabad taxi? A véaros teriilete 28,26 km?. ([4])

131. Egy urnaban egy piros és egy fehér golyd van. Visszatevéssel htzunk az
urnabol, minden hizas utan még egy piros golyot tesziink az urnaba. Jelolje
X annak a kisérletnek a sorszamat, amikor el@szér haztunk fehéret. Adjuk
meg X eloszlasat, varhato értékét!

4.3. Folytonos véletlen valtozok

132. A (0,1) intervallumon talalomra kijel6liink harom pontot. Hataroz-
zuk meg a kozépss nullatol vett tavolsdganak eloszlas- és stirtségfiiggvényét,
varhato értékét és szorasat!
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133. Vilasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Legyen
X a pontnak a négyzet hataratol vett tavolsaga. Adjuk meg X eloszlasfiigg-
vényét, varhato értékét, szorasat!

134. Anna és Szabina minden szerdan fodraszhoz mennek. Anna 2 és 3
ora kozott, Szabina pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszert idGpont-
ban, egymastol fliggetleniil. Egymést megvérjak, majd egyiitt indulnak haza.
Jelolje X azt az id6t amennyit a hamarabb végz6 lany var a masikra! Haté-
rozzuk meg X eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

135. Valasszunk két szamot egymastol fiiggetleniil az egyenletességi hipoté-
zis szerint a (—1,1) intervallumbol! Adjuk meg a két szaim maximumanak
eloszlasfliggvényét! Szamoljuk ki a varhato értéket és a szorast is!

136. Valasszunk 2n+1 pontot egymastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlés sze-
rint a [0, 1] intervallumban. Adjuk meg a kézépss pont Z eloszlasfiiggvényét!
Mutassuk meg, hogy tetszéleges € > 0 esetén

P(|Z—1/2]>¢) =0

amint n — oo.

4.4. Vektorvaltozok

137. Legyen az (X,Y) véletlen valtozo. eloszlasa egyenletes az egységkor-
ben. Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok
strtségfiiggvényeit!

138. Legyen az X és Y véletlen valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye

Hx+ay+vy), ha(z,y) € (0,1)
_ 5 ) ) ) )
i, y) { 0, kiilonben .

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat!

139. Lattuk, hogy abszolut folytonos véletlen vektorvaltozé peremeloszlasai
abszolut folytonosak. Igazoljuk, hogy ez nem megfordithato, azaz mutassunk
X, Y abszolit folytonos véletlen valtozokat, melyek egyiittes eloszlasa nem
abszolut folytonos!

140. Lassuk be, hogy ha az (X,Y") véletlen vektorvaltozo abszolut folytonos,
akkor P(X =Y) = 0. Az egyiittes stirtségfiggvénnyel irjuk fel a P(X <Y)
valoszintséget!

141. Legyenek Xy, X,,..., X, fliggetlen véletlen valtozok Fi, Fs, ..., F, el-
oszlasfiiggvénnyel. Adjuk megm,, = min{Xy,..., X,,}, M,, = max{Xy,..., X,,}
véletlen valtozok eloszlasat és egyiittes eloszlasat!
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142. Legyen f(x,y) = c(x +y), 0 < x,y < 1, egy (X,Y) vektorvaltozo
strtségfiiggvénye. Mennyi c értéke? Adjuk meg a peremeloszlasokat, varhato
érték vektort, kovarianciamatrixot! Szamoljuk ki XeY varhato értékét!

143. Legyen X és Y fliggetlen Poisson eloszlasu véletlen valtozo A illetve
i paraméterrel. Hatédrozzuk meg X + Y és XY varhato értékét és szorasat,
valamint a két valtozo kovariancidjat.

144. Legyen az X és Y valtozok egylittes strtiségfiiggvénye
flz,y) =677 (2,5 >0),

0, kiilonben. Hatérozzuk meg az egyiittes és marginalis eloszlasfiiggvényeket!
Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

145. Legyen X és Y egyiittes stirtisége f, ahol

(a)
(b) flz,y) =

(c) f(x,y) =2zy +z, hax,y € (0,1);
(d) f(z,y)

Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!

146. Legyen az (X,Y) véletlen vektor stirtisége f(z,y) = 3/2° haz >y > 0,
x > 1. Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

f(z,y) = 4xy, ha z,y € (0,1);
- 6.17y27 ha‘ z,y S [07 1]7

= ze ?04Y) ha x,y > 0.

147. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalisok. Hatarozzuk meg az
(X =Y, X +Y) vektor varhatoérték-vektorat és kovarianciamatrixat!

4.5. Nevezetes diszkrét eloszlasok

148. Husvétra dobta piacra a Kinder Meglepetés 1j, matematikusfigurakat
tartalmazo Kinder tojasait. Atlagosan minden 4-edik tojés rejt matematikus-
figurat. Aladar 10 Kinder tojast kapott. Adjuk meg annak a valésziniiségét,
hogy Aladar matematikusfiguranak oriilhet! Adjuk meg Aladar matemati-
kusfigurai szaméanak eloszlasat, varhato értékét!

149. Egy konyvben, az egyes oldalakon levd sajtohubak szama Poisson(2)
eloszlast kovet. Hatarozzuk meg a sajtohubak varhato értékét és szorasat!

150. Egy konyvben az egyes oldalakon levs sajtohubdk szama egyméstol
fiiggetlen, Poisson(2) eloszlast kovetnek. Hatérozzuk meg annak a valoszint-
ségét, hogy a 30. és 31. oldalon sincs hiba! Adjuk meg az ezeken az oldalakon
talalhato sajtohubak varhato értékét és szorasat!
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151. Egy augusztusi éjszakin megfigyelhetd csillaghullasok széma Poisson—
eloszlast kdvet. Annak a valdszintisége, hogy egy éjszaka egyetlen hullocsilla-
got sem latunk 0,1. Varhatoan hany hullocsillag figyelhets meg egy éjszaka?

152. Egy biztositotarsasiag felmérte, hogy egy év soran egy csaladi haz
0,0002 valoszintiséggel gyullad ki. Mennyi a valosziniisége, hogy 2008-ban
egy faluban, ahol 15000 haz van, négynél kevesebb tiiz it ki? (Kozelitsiink
Poisson—eloszlassal!)

153. Egy szdvet 100 méterében atlagosan 5 hiba van. Harom méteres dara-
bokra viagnak 300 m hosszi szovetet. Varhatéan hany hibatlan darab lesz?

154. Legyen X,, ~ Binom(n,p,), ahol np, — A > 0. Hatéarozzuk meg X,
hatéreloszlasat, azaz a lim,,_,., P{X, = k} értékeket!

155. Valamely novényfajta magjaibol a4ll6 mintdban a hibas magok szama
A paramétert Poisson—eloszlast véletlen valtozo. Minden mintat 3 technikus
vizsgéal meg egymas utan, hogy eltavolitsak a hibas magokat. Az i-edik tech-
nikus p; < 1 valoészintiséggel veszi észre a hibds magokat; dontései az egyes
magokra nézve fliggetlenek, és az egyes technikusok is egymastol fiiggetleniil
dontenek. Hatarozzuk meg az el nem tévolitott hibés magok eloszlasat! (]4])

156. Tegylik fel, hogy egy rovar petéinek szédma A-paraméterti Poisson-
eloszlast kovet, és egy petébdl p € (0,1) valoszintiséggel lesz larva, tovabba
a peték egymaéastol fiiggetleniil fejlédnek larvava, vagy sem. Mutassuk meg,
hogy a larvak szama Ap-paraméterti Poisson-eloszlast kovet! (19

157. Egy szabalyos kockaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson()). Jeldlje
X, az egyesek, Xy a kettesek szaméat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!

158. Mutassuk meg, hogy két fliggetlen Poisson—eloszlési véletlen valtozo
Osszege is Poisson—eloszlasi!

159. Legyenek XY, Z fiiggetlen, Geom(p) eloszlasu véletlen valtozok. Adjuk
meg a kovetkez6 valoszintiségeket:

(a) P(X =Y);
(b) P(X > 2Y);
(c) P(X+Y > 2).

160. Egy urndban 3 piros és 5 fehér goly6é van. Visszatevéssel htizunk N-
szer, ahol N Poisson-eloszlastu véletlen valtozo 2 paraméterrel. Hatérozzuk
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meg a kihtzott piros golyok szamanak N-re vett feltételes varhato értékeét!
Adjuk meg a kihtizott piros golyok szaméanak eloszlasat!

161. Legyen U = min{X,Y} és V = X — Y, ahol XY fiiggetlen, Geom(p)
véletlen valtozok. Igazoljuk, hogy U és V fliggetlenek. [Ez jellemzi is a
geometriai eloszlast.]

162. Hipergeometrikus eloszlas. Egy urnaban van f fekete és z zold
goly6. Vegylink egy r elemt véletlen mintéat visszatevés nélkiil, és jeldlje .S,
a fekete golyok szamat! Hatarozzuk meg S, eloszlasat, varhato értékét és
szorasat!

4.6. Nevezetes folytonos eloszlasok

163. Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlasu, atlagosan 2 évig
miikodik. Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb egy évig fog miikodni egy 1j
villanykorte? Es egy mar fél éve miikods? Mennyi id6t él meg a villanykorték
90%-a?

164. A skot bakdk mellkasanak kormérete N(88,10) eloszlast kovet. Mek-
kora hanyaduk fér bele 84-es zubbonyba?

165. Egy munkadarabokat készité gép 40 cm-re van beallitva. A hiba nor-
malis eloszlast kovet 0 varhato értékkel. Annak a valdszintisége, hogy egy
munkadarab nagyobb, mint 40,5 cm, 0,05. Mennyi a szoras?

166. Frankenstein professzor vampir denevéreket tenyészt a laboratériuma-
ban. A denevérek tépdéfogainak a hossza normalis eloszlast kovet p = 28
mm atlaggal és 0 = 4 mm szoérassal. Frankenstein tudja, hogy azoknak az
allatoknak a harapasa halalos, akiknek a tépdéfogmérete a populacio felsg
5%-aba esik. Szamitsuk ki, hogy ez hany mm-es fogméretet jelent!

167. A hazimacskak testsilya jo kozelitéssel normaélis eloszlast kdvet. A
macskak 10%-a konnyebb, mint 1,5 kg, és 20%-a nehezebb, mint 7 kg. Mek-
kora a 6 kg-nal nehezebb macskak aranya?

168. Tegyiik fel, hogy Ausztridban a munkavallalok keresete normalis elosz-
last kovet. Tudjuk, hogy a munkavéllalok fele keres havi 3000 eur6t vagy ke-
vesebbet, mig 5%-uk keres 8000 eurénél tobbet. Egy torvénytervezet szerint
valtozna az addkulcs az 5000 euronal tobbet keresék szamara. A munkaval-
lalok mekkora hanyadat érinti ez a valtoztatas?

169. Egy telefonfiilke elstt allunk, és varjuk, hogy az elSttiink beszéls be-
fejezze a beszélgetést. Az illetd véletlentdl fiiged ideig beszél, az idStartam
stirtiségfiiggvénye (percben mérve) e=(#/3) /3 x> 0.
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(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés 3 percnél tovabb tart?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés t + 3 percnél tovabb tart,
feltéve, hogy t percnél tovabb tart?

170. Anna 30-ik sziiletésnapjara azt a 6 darabos poharkészletet kapja nagy-
maméajatol, mely mar 100 éve a csaldd tulajdona. A poharak élettartamai
egymastol fiiggetlenek, exponencialis eloszlast kovetnek 50 év varhatod érték-
kel. Adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy 50 év mulva Anna sértetleniil
adhatja tovabb unokajanak a csaladi ereklyét (azaz mind a hat poharat)!

171. Szamitsuk ki az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlas ferdeségét és
lapultsagat! Miért nem fiigg az eredmény a-tol és b-t61?

172. Szamitsuk ki a A paraméterd exponenciélis eloszlas ferdeségét és la-
pultsagat!

173. Szamitsuk ki az N(u,0?) paramétert normalis eloszlas ferdeségét és
lapultsagat!

174. Tegyiik fel, hogy az X véletlen valtozo 6rokifji, azaz tetszéleges t, s > 0
esetén
P(X>t+s/X>t)=P(X >s).

Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét!

175. Geometriai eloszlas. Legyen P(A) = p € (0,1). Egy kisérletet addig
ismétliink, mig az A esemény be nem kovetkezik. Jeldlje X a sziikséges
ismétlések szamat. Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékét, szordsat!

176. Legyen X pozitiv egész értéki véletlen valtozo, melyre teljesiil a diszk-
rét orokifja tulajdonsig, azaz

P{X>k+1X >1} =P{X > k}.

Mutassuk meg, hogy X ~ Geom(p)!

177. Diszkrét 6rokifjubol folytonosat. Legyen X,, ~ Geom(A/n). Hataroz-
zuk meg X, /n hatéareloszlasat, azaz adjuk meg a

Xn
lim P (— < a:)
n— 00 n

hatarértéket minden z € R esetén!

178. Folytonos 6rokifjubol diszkrétet. Legyen X ~ Exp()\) eloszlast véletlen
valtozo. Hatéarozzuk meg | X | eloszlasat! (A geometriai eloszlas a diszkrét
orokifja.)
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4.7. Varhato érték, szoras, kovariancia, korrelacio

179. Legyen X nemnegativ egész értékd véletlen valtozo, és tegyiik fel, hogy
E(X) < oo. Bizonyitsuk be, hogy

E(X) = f:P(X > ).

180. Legyen X véletlen valtozo, melyre E(X?) < oo. Mutassuk meg, hogy
az f(z) = E[(X —x)?] az z = EX pontban veszi 6] a minimumat, ami éppen

D?(X).

181. Egy dobokockéval 10-szer dobunk. Hatérozzuk meg az 6sszeg harmadik
momentumét!

182. Egy urndban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot
visszatevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtizott piros golyok szamanak varhato
értékét és szorasnégyzetét!

183. Egy urndban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot
visszatevéssel. Szamoljuk ki a kihtizott piros golyok szamanak varhato értékét
és szoérasnégyzetét!

184. Egy szabélyos érmével 100-szor dobunk. Jeldlje X a kiilonbo6zé F'F'
sorozatok szaméat. Hatarozzuk meg X varhato értékét és szorasat!

185. Hatarozzuk meg a Poisson, a binomidlis, az egyenletes és az exponen-
cialis eloszlas varhato értékét és szorasat!

186. Legyen a X véletlen valtozo stiriségfiiggvénye f(z) = c¢/x?, ha x > 1.

(a) Hatéarozzuk meg c értékét!
(

)
b) Adjuk meg X varhato értékét (ha létezik)!
(¢) Mennyi P(X > 4)?

)

(d) Legyen Y = 1/X. Adjuk meg Y eloszlas—, és stirtiségfiiggvényét!

187. Egy szabalyos kockaval n-szer dobunk. Jeldlje X; az egyesek, X, a
kettesek szamét. Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasukat! Hatarozzuk meg
X1, X, kovarianciajat és korrelaciojat!

188. Egy halastoban N hal van. Kihalaszunk M halat, megjeloljiik Sket,
és visszaeresztjliik a toba. Bizonyos id§ elteltével, miutan jol elkeveredtek,
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kihaldszunk n-et. Ezek kozott legyen a megjeloltek szama X. A teljes halal-
lomany N meghatarozasara az Mn/(X +1) becslést hasznaljuk. Szamitsuk ki
ennek a varhato értékét és szorasat! Miért nem a logikusabb Mn /X becslést
hasznaljuk?

189. A Jonas Brothers nevii egyiittes tjra Osszeall és koncertet adnak. A
PepsiCo cég a kovetkezs otlettel all els: a kolasiivegeik kupakjaban elrejtik a
banda egy-egy tagjanak a nevét és azok kozott, akik osszegytjtik mindharom
nevet kisorsolnak egy VIP belépst. Kevin neve a kupakok felén szerepel,
Joe-val a kupakok egyharmadaban talalkozhatunk és Nick a legritkabb, neve
atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Vesziink 10 kolat. Adjuk
meg a Joe feliratt kupakok szaménak varhato értékét és szorasat! Adjuk
meg a Joe felirati és a Kevin feliratu kupakok szdmanak kovarianciajat és
korrelécids egytitthatojat!

190. Egy permetez szakaszolo szelep napokban mért élettartamanak stiri-
ségfiiggvénye

fz) =

3220, ha = > 10,
0, kiilonben.

Mennyi a valdszintisége, hogy a permetez6 szakaszol6 szelep 20 napot tulél?
Hatarozzuk meg az szelep élettartamanak eloszlasfiiggvényét, varhato értékét
és szorasat!

191. Kupongyitijté probléma. Egy N kiilonb6z6 elembdl allé sokasag-
bol visszatevéses mintat vesziink. Jeldlje S, azt a véletlen szdmot, ahany
elemet kellett huznunk, hogy kapjunk r kiilonb6z6 elemet. Hatarozzuk meg
S, varhato értékét, szoérasat, majd adjunk ezekre kezelhetd aszimptotikus
egyenlGséget.

Utmutatés: Vezessiik be az X = Ski1 — Sk valtozot.

192. Egy urndban N goly6 van, megszamozva 1-t6l N-ig. Visszatevéssel
n elemd mintat vesziink. Jeldlje X a legnagyobb mintaelemet. Adjuk meg
X eloszlasat, varhato értékét, és az utobbira adjunk aszimptotikat. Ha N
értéke ismeretlen, hogyan lehetne becsiilni?

193. Egy gombafajta sporai nyolcelemt lanc alakjaban keletkeznek. A lanc
kiillonb6z6 részekre szakadhat, mind a hét lehetséges helyen egymastol fiig-
getleniil p valoszintiséggel. Hatarozzuk meg az ¢ sporabol allo lancok varhato
értékét!

Egy tényleges kisérlet soran 7251 sporat szamoltak meg, melyek N = 907
lancbol szarmaztak (5 spora elveszett). A sporak 1975 lancra szakadtak szét.
Adjunk becslést p értékére! ([9])

194. Jeldlje S, n elem véletlen permutéicidja sordn a fixpontok szamét.
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Hatéarozzuk meg S, varhato értékét és szorasat!

195. Vérvizsgalatot végeznek N embernél. Egyszerre k ember vérét ossze-
ontik és analizéljdk. Ha az eredmény negativ, akkor egy vizsgalat elég k
embernek, ha pozitiv, akkor a k személyt egyenként is meg kell vizsgalni, és
igy k + 1 vizsgalat kellett. A vizsgalat eredménye egyméastol fiiggetleniil p
valoszintiséggel pozitiv.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy k ember vérét egytitt vizsgalva, az ered-
mény pozitiv?

(b) Jeldlje X a sziikséges vizsgalatok szamat! Mennyi X varhato értéke?

(¢) Minimalizaljuk E(X)-et k fiiggvényeként!

(d) Lassuk be, hogy a kapott k kbzel van 1/,/p-hez, és a varhato érték
2N, /p koriil lesz.

196. Csodaorszag munka torvénykonyve szerint egy cég minden munkasa
fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor legalabb az egyikiiknek
sziiletésnapja van. Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan
mindenkinek dolgoznia kell. Minden munkas 1 TV-késziiléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-keésziilekek szaménak a varhato értéke maximalis legyen?

197. Két szabalyos kockédval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott
szamot és Y a dobott szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egylittes eloszlast
és az Osszeg varhato értékét, szorasat!

198. Hatéarozzuk meg 1/(X + 1) varhato értékét, ha
(a) X ~ Binom(n, p);
(b) X ~ Poisson(\);
(c) X geometriai eloszlast;
)

(d) X hipergeometriai eloszlast.

199. Legyen X ~ E(—1,1) eloszlasu véletlen valtozo. Hatérozzuk meg a
kovetkezs véletlen valtozok strtiségfiiggvényeit:

(a) |XI;
(b) X?;
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(c) e¥.

200. Legyen X ~ Exp(\) eloszlasu véletlen valtozé. Hatarozzuk meg a
kovetkezs véletlen valtozok stirtiségfiiggvényeit:

(a) 2X + 3;
(b) X7
(©) VX.

4.8. Vegyes

A kovetkez6 néhany feladat a kombinatorikaban wvéletlen mddszerként ismert
bizonyitasi modszerre mutat példat. Bovebben, lasd Alon és Spencer [1]
konyvét.

201. Legyen G = (V, E) egy egyszeri graf, és vy, vs,...,v, a csicsok egy
sorrendje. Minden csiicsra feldobunk egy szabalyos érmét, ha az fej akkor a
cstics az A halmazba, kiilonben a B halmazba keriil. Hatarozzuk meg az A
és B halmazok kozt futd élek szaménak varhato értékét!

202. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges hurokélmentes grafbol péaros grafot
kaphatunk legfeljebb az élek felének elhagyasaval!

203. A G = (V, E) graf jo sikra rajzolasa egy olyan lerajzolas, ahogy min-
denki lerajzol egy grafot, azaz két él véges sok pontban metszi egymast és
egy ponton ketténél tobb él nem halad at. Egy graf metszési szama, cr(G), a
lehet legkevesebb metszést ado jo lerajzolasnal keletkezett metszések szdma.

[gazoljuk, hogy
3

CI‘(G) Z @7

ahol e az élek v a cstcsok szama. (Ajtai, Chvatal, Newborn, Szemerédi)
Utmutatas: Tekintsiink egy véletlen G’ részgrafot, melyben minden csii-
csot egymastol fiiggetlentil p € (0, 1) valoszintiséggel tartunk meg. Jeldlje X a
G optimalis lerajzolasdban a G’ metszéseinek szamat.(Nyilvan X > cr(G’).)
Hatéarozzuk meg az E(v(G')),E(e(G")) és E(X) értékeket, alkalmazzuk az
Euler-tételbdl adodo cr(G) > e — 3v + 6 becslést, végiil legyen p = 4v/e.

204. Ramsey tételkor. R(k) a legkisebb olyan N, hogy ha egy N cstucst teljes
graf éleit pirossal és kékkel szinezziik, akkor lesz egyszini k-klikk. Mutassuk
meg, hogy 2¥/2 < R(k) < 22* (Erdss)!
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Segitség. A f6ls6 becslés konstruktiv, nem kell hozza véletlen. Az alsé becsléshez
szinezzik véletlentil az éleket, és szamoljuk ki a k-klikkek szamanak varhato értékét!
(Konstruktiv bizonyités az als6 becslésre nem ismert.)

Megoldas. Szinezziink minden élet egymastol fiiggetleniil 1/2 valoszintiség-
gel pirosra, 1/2 valoszintiséggel kékre. Valasszunk ki k cstcsot az N-bdl.
Annak a valészintisége, hogy ez éppen egy egyszind k-klikk, 91-(3). Tehat az
egyszind k-klikkek varhato értéke 21_@) (]]Z ) Na most, ha ez kisebb, mint 1,
akkor sziikségképpen van olyan konstrukcié, ahol az egyszinid k-klikkek szé-
ma 0, azaz ekkor R(k) > N. Egyszert szamolés adja, hogy N = 2¢/2 esetén
a varhato érték kisebb, mint 1.

205. A [0, 1] intervallumbol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint valasz-

tunk pontokat addig, mig az Osszeg meghaladja t-t. Jelolje a(t) a sziikséges

valasztasok varhato szamat. Hatarozzuk meg o(t)-t, t € [0, 1] esetén.
Bévebben [6].

206. Bergengocidaban feliitotte fejét a madarinfluenza legujabb véltozata, a
HrNe. Egy influenzas bergengoc 1/7 valoszintiséggel pontosan egy, és 4/7
valoszintiséggel pontosan ketté masik bergengdcot fertéz meg; harom, vagy
annal tobb személyt pedig biztosan nem fertéz meg. Mekkora valoszintiséggel
terjeszti el a jarvanyt egyetlen beteg? (Azaz mekkora annak a valdszintisége,
hogy a virus sosem tiinik el a bergengoc tarsadalombol?) Mekkora ugyanez
a valoszintiség, ha kezdetben 3 beteg van?

207. Legyen X € [0,1]. Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy
(XX <a) 24X, minden a € [0, 1] esetén,

azaz feltéve, hogy X < a, X ugyanolyan eloszlast, mint a X .
Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy

(X|X >a) 2 (1 — a)X + a, minden a € [0, 1] esetén.

Mutassuk meg, hogy ha X-re teljesiil mindkét feltétel, akkor X egyenletes
eloszlasu [0, 1]-en!
208. Legyen X € [0,1]. Mi a sziikséges és elegendd feltétele az I(X < 1/2)
és min{ X, 1 — X'} valtozok fiiggetlenségének?
209. Legyen Y véletlen valtozo folytonos F' eloszlasfiiggvénnyel. Mutassuk
meg, hogy F(Y) ~ Uniform(0,1).

Legyen Y véletlen valtozo F' (nem feltétlendil folytonos) eloszlasfiiggvénnyel.
Legyen V' ~ Uniform(0, 1), mely fliggetlen Y-t6l. Legyen

F(x,V)=F(z—)+ V(F(z) — F(z—)).
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Mutassuk meg, hogy F(Y, V) ~ Uniform(0, 1). Bévebben Riischendorf [13].

210. Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzd pq, ill. po valoszint-
séggel ér el talalatot, p; < po. Az ligyetlenebb kezd, majd felvaltva 16nek.
Mennyi a valoszintisége, hogy az iigyesebb nyer? Mennyi a jaték varhato
id6tartama, ha percenként egyet 16nek? ([4])

5. De Moivre—Laplace tétel

211. Egy szabalyos dobokockat feldobunk 200-szor. Jeldlje S,, a dobott
hatosok szaméat. Adjuk meg pontosan, majd a de Moivre— Laplace tétellel
kozelitve a P(30 < .S,, < 40) valoszintiséget!

212. Egy szabalyos érmét n-szer foldobunk. Adjuk meg a
P{g—c\/ﬁ<5n< g+c\/ﬁ}

valoszintiségek kozelits értékét! Mit kapunk a ¢ — 0 ill. ¢ — oo esetben?

213. Egy étteremben kétféle menii kozil lehet valasztani. A vendégek 5/6
valoszintiséggel A meniit, 1/6 valoszintséggel B meniit valasztanak. Egy
adott napon 500 vendég érkezik. A vendéglss 420 A és 100 B meniit készitett
els. Feltételezve, hogy a vendégek egymastol fiiggetlentil valasztanak, mi a
valoszintisége, hogy mindenkinek jut olyan menii, amilyet kér?

214. Egy szerencsejatékon a nyerési esélyed 1/11. Ha nyersz, visszakapod a
feltett tétet és még nyereményként annak kilencszeresét. Elegendd sok kez-
détokével indulva ezer alkalommal felteszel 1-1 petakot. Mi a valoszintisége,
hogy ezer jatszma utan még legalabb annyi pénzed van, mint kezdetben volt?

215. Az utobbi években felmeriilt a mozilatogatokban az igény arra, hogy
eredeti hanggal feliratosan is megnézhessék a filmeket. Egy friss felmérés
szerint az emberek 2/7-e valasztana a feliratos filmet a szinkronizalt valto-
zattal szemben. A szegedi Cinema City vezetGsége minket kért fel arra, hogy
segitsiink donteni Christopher Nolan The Dark Knight Rises cimi filmjé-
nek premierje kapcsan. A premierre 1000 latogatot varnak, és a filmet 9
egyenként 130 f6s teremben vetitik. Hany teremben kell feliratosan vetiteni
a filmet, hogy a lehets legnagyobb valdszintiséggel tudjon minden latogatd
arra a valtozatra beiilni, amire szeretne? Mekkora ez a valdszintiség?

216. Egy altalanos iskolaban egy és két forintosok gytjtését hirdetik meg
a pénzérmék bevonésa el6tti fél évben. Megkérik az oda jaré didkokat és
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sziileiket, hogy az otthoni felesleges aporopénziiket az iskolanak adjak, hogy
az igy befolyt 0sszeghdl jatszoteret épithessenek az iskolaudvaron. A jatszo-
tér megépitéséhez 1,5 milli6 Ft-ra van sziikségiik. A gytijtés soran egymillio
darab pénzérmét adomanyoztak az iskolanak. Ha ezen pénzérmék mindegyi-
ke a tobbitdl fiiggetleniil 1/2 — 1/2 valoszintiséggel egy illetve két forintos,
akkor mennyi a kozelits valoszintisége, hogy az igazgatonak legfeljebb 1000
Ft-tal kell hozzajarulnia a jatszotér megépiiléséhez?

217. Chicago és Los Angeles kozott két vastutvonal van, melyek mindegyi-
kén egy-egy vonat kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, 1ényegében
egyforman kényelmes és k személyes. Tegyiik fel, hogy 1000 utas egymaés-
tol fliggetleniil 1/2—1/2 valoszintiséggel valaszt vonatot. Legalabb mekkora
legyen az iil6helyek k szama, hogy 0,01-nél kisebb legyen annak a val6szini-
sége, hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iilGhely? ([9, 186.0])

218. Budapesten meg akarjak allapitani a dohényosok p aranyat. Ehhez ki-
valasztanak n egyént tgy, hogy minden valasztasnal mindenki ugyanakkora
valoszintiséggel kertil kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a dohanyosok
k szaméat. Legalabb mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n arany leg-
alabb 0,95 valoszintséggel legfeljebb 0,005 hibaval kozelitse a valodi p aranyt,
akarmi is p € (0,1)? (19, 187.0])

219. A héten jelenik meg George R. R. Martin 4j kényve Winds of Winter
cimmel. A konyvesboltunkba rendeltiink a keményboritos kiadasbol 180-et
a puhakotéstibdl pedig 240-et. Tapasztalataink alapjan az emberek 40%-
a valasztja a tartosabb, de valamivel dragabb keményboritasu kiadast. Ha
400 vevére szamitunk, akik egymastol fiiggetlentil dontenek, akkor milyen
valoszintiséggel tudunk mindenkit kiszolgalni?

220. Kéavézot szeretnénk nyitni egy varos forgalmas utcajan. A kozelben van
egy kavézo, ahol naponta 300 ember megfordul. Mi ezen emberek egy részét
szeretnénk elcsabitani, hogy hozzank térjenek be. Az eltéré hangulat, arak
és lzletstratégia alapjan ugy gondoljuk, hogy az emberek 27%-at sikertil erre
ravenniink. Hany férGhelyesre tervezziik a kavézonkat, ha azt szeretnénk,
hogy 90%-os biztonsidggal minden betérének jusson szabad hely?
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