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Tudnivalék a tantargyrol

http: / /www.math.u-szeged.hu/~czedli/ §
elsadasok anyaga (a jelen fajl) és vazlata, vizsgafeladatsor-mintak
(korabbi évekrél), egyéb.
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Tudnivalék a tantargyrol

http: / /www.math.u-szeged.hu/~czedli/ §

elsadasok anyaga (a jelen fajl) és vazlata, vizsgafeladatsor-mintak
(korabbi évekrél), egyéb.

Tétel (Hogyan lehet atmenni a vizsgan?)

4 kredit = 120 munkadra (kbzepes képességekkel kézepes
érdemjegyhez)! Az érak latogatasa ehhez kevés. Az ij fogalmakat,
médszereket meg kell érteni, hasznalatukat be kell gyakorolni, erre
az oérak latogatasan tal, rendszeresen idé6t kell forditani; a

vizsgaidészakban mar késé hozzafogni. A vizsgan nagyrészt
feladatok lesznek.
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Tudnivalék a tantargyrol

http: / /www.math.u-szeged.hu/~czedli/ §

elsadasok anyaga (a jelen fajl) és vazlata, vizsgafeladatsor-mintak
(korabbi évekrél), egyéb.

Tétel (Hogyan lehet atmenni a vizsgan?)

4 kredit = 120 munkadra (kbzepes képességekkel kézepes
érdemjegyhez)! Az érak latogatasa ehhez kevés. Az ij fogalmakat,
modszereket meg kell érteni, hasznalatukat be kell gyakorolni, erre
az oérak latogatasan tal, rendszeresen idé6t kell forditani; a

vizsgaidészakban mar késé hozzafogni. A vizsgan nagyrészt
feladatok lesznek.

A vizsga irasbeli, és maximum 60 pontot lehet szerezni. A
vizsgajegy igy fiigg a pontszamtdl: elégtelen < 30 pont <
elégséges < 38 pont < kdzepes < 46 pont < jé6 < 54 pont < jeles.
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Tudnivalék a tantargyrél /2

A gyakorlaton: félévkozi hianyzas esetén a szorgalmi id6szakon
BELUL pétlasnak helye nincs. (Igazolt betegség vagy mas
méltanyos indok esetén sem!)

A gyakorlati utdvizsga irasban, a vizsgaid6szak elsé hetében,
minden csoport szamara egyazon idépontban lesz; ezzel egyidejiileg
méltanyos indok esetén a gyakorlatvezets engedélyezheti egy
elmaradt zarthelyi dolgozat utélagos pétlasat.
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Tudnivalék a tantargyrél /2

A gyakorlaton: félévkozi hianyzas esetén a szorgalmi id6szakon
BELUL pétlasnak helye nincs. (Igazolt betegség vagy mas
méltanyos indok esetén sem!)

A gyakorlati utdvizsga irasban, a vizsgaid6szak elsé hetében,
minden csoport szamara egyazon idépontban lesz; ezzel egyidejiileg
méltanyos indok esetén a gyakorlatvezets engedélyezheti egy
elmaradt zarthelyi dolgozat utélagos pétlasat.

A gyakorlati utévizsga nem szamit vizsganak, a NEPTUN-ban nem
kell s6t nem is lehetséges jelentkezni ra!
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Tudnivalok a tantargyrdl/3

Harom napon beliil ismételt vizsga nem tehets. A vizsga kezdete
el6tt tobb mint 24 éraval a vizsgara val6 jelenkezés szabadon
tordlhetd, de vigyazat: a NEPTUN gyakran talterhelt, a torlés nem

megy egy perc alatt.
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Tudnivalok a tantargyrdl/3

Harom napon beliil ismételt vizsga nem tehets. A vizsga kezdete
el6tt tobb mint 24 éraval a vizsgara val6 jelenkezés szabadon
tordlhetd, de vigyazat: a NEPTUN gyakran talterhelt, a torlés nem
megy egy perc alatt.

Mindenkire érvényes, hogy sikeres vizsga utan is (ha még van
vizsgalehetGsége) tehet Gjabb vizsgat. A szokasos "javitévizsga"
elnevezés megtéveszts, hiszen ezen rontani s6t megbukni is lehet.
(Nem art tudni, hogy mindig a legutébbi vizsga az érvényes, akkor
is, ha az elégtelen!)
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Javasolt irodalom

Az eléadason kivetitett (elég részletes és a honlapomon elérhetd)
foliak altalaban 6nmagukban is elegendéek a vizsgara
felkésziiléshez. (Az el6adason természetesen nemcsak ezeket
vetitem ki, hanem gyakran kézzel is irok a tablara.) Az el6adas
féként az alabbi kényveken alapul; azokat mint kiegészits, tovabbi
részleteket tartalmazé olvasmanyokat javasolom.
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Javasolt irodalom

Az el6adason kivetitett (elég részletes és a honlapomon elérhetd)
foliak altalaban 6nmagukban is elegendéek a vizsgara
felkésziiléshez. (Az el6adason természetesen nemcsak ezeket
vetitem ki, hanem gyakran kézzel is irok a tablara.) Az el6adas
féként az alabbi kényveken alapul; azokat mint kiegészits, tovabbi
részleteket tartalmazé olvasmanyokat javasolom.

@ Szendrei Agnes: Diszkrét matematika, Polygon, 1994, 1996,
1998, 2000, 2002.
@ Szab¢ Laszl6: Bevezetés a linearis algebraba, Polygon, 2003.

e Kalmarné Németh Marta, Katonané Horvath Eszter, Kdman
Tamas: Diszkrét matematikai feladatok, Polygon, Szeged,
2003.

e D.K. Fagyejev, |.S. Szominszkij: Felsébb algebrai feladatok,
Miiszaki Konyvkiadé, 1973, Typotex, 2000.
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Esetleges tovabbi forrasok

Megjegyzés: Szamos tovabbi konyv és egyetemi jegyzet
foglalkozik —tobb-kevesebb atfedéssel— a jelen tantargy
anyagaval. En a fenti négy kdnyvet javasolom; a NEPTUN-ban
esetenként megjelend tovabbi javaslatok nem télem szarmaznak;
bizonyara azok is hasznosak de azokat nem ismerem.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Esetleges tovabbi forrasok

Megjegyzés: Szamos tovabbi konyv és egyetemi jegyzet
foglalkozik —tobb-kevesebb atfedéssel— a jelen tantargy
anyagaval. En a fenti négy kdnyvet javasolom; a NEPTUN-ban
esetenként megjelend tovabbi javaslatok nem télem szarmaznak;
bizonyara azok is hasznosak de azokat nem ismerem.

Technikai megjegyzés: A jelen félidkban nyilvan szadmos sajtéhiba
van; idénként néhanyat kijavitok. (Az alkalmazott szévegszerkeszts
nem ismeri az elvalasztasi szabalyokat; az ilyen jellegii hibak
tart6san jelen lesznek .. .)

A félév soran az els6 temank a EUEISINEIALETM 74 €Y
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Mirél szél a matematikai logika?

A matematikai logika (mas néven szimbolikus logika) a gondolkodas
formalis szabalyaival foglalkozik. A ,formalis’ azt jelenti, hogy
nem az allitasok tényleges jelentése, hanem a szerkezete,
igazsageértéke, és gondolatmenetiink helyessége érdekel minket. Mas
széval, ha az agyunk ,inputként” elfogad bizonyos igaz allitasokat,
akkor milyen ,sziikségképpen igaz" allitasokat adhat ,,outputként”.
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Mirél szél a matematikai logika?

A matematikai logika (mas néven szimbolikus logika) a gondolkodas
formalis szabalyaival foglalkozik. A ,formalis’ azt jelenti, hogy
nem az allitasok tényleges jelentése, hanem a szerkezete,
igazsageértéke, és gondolatmenetiink helyessége érdekel minket. Mas
széval, ha az agyunk ,inputként” elfogad bizonyos igaz allitasokat,
akkor milyen ,sziikségképpen igaz" allitasokat adhat ,,outputként”.

A matematikai logika ily médon a matematikai megalapozasat
szolgalja. Emellett altalaban a gondolkodas megalapozasat is — pl.
egy-egy rejtvény megfejtése, a gyanusitottak fliggetlen vallomasai
koziil a hamis vallomas kisziirése nehezen elképzelheté matematikai
logika nélkiil.
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Mirél szél a matematikai logika?

A matematikai logika (mas néven szimbolikus logika) a gondolkodas
formalis szabalyaival foglalkozik. A ,formalis’ azt jelenti, hogy
nem az allitasok tényleges jelentése, hanem a szerkezete,
igazsageértéke, és gondolatmenetiink helyessége érdekel minket. Mas
széval, ha az agyunk ,inputként” elfogad bizonyos igaz allitasokat,
akkor milyen ,sziikségképpen igaz" allitasokat adhat ,,outputként”.

A matematikai logika ily médon a matematikai megalapozasat
szolgalja. Emellett altalaban a gondolkodas megalapozasat is — pl.
egy-egy rejtvény megfejtése, a gyanusitottak fliggetlen vallomasai
koziil a hamis vallomas kisziirése nehezen elképzelheté matematikai
logika nélkiil.

(A LILA SZINNEL irt részeket nem kell megtanulni; ezek a
megértést kdnnyitik vagy a témakdr motivaljak.)
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Mire j6 a matematikai logika?

A matematikai logika formalizmusa és tételei éppoly mértékben
megkdnnyitik és tébbre teszik képessé a gondolkodasunkat, mint
amennyire mondjuk a kbzépiskolai algebrai ismeretek segitenek
annak a feladatnak a megoldasaban, hogy hogyan kell egységnyi
szélességli (tetszlegesen hosszi) badoglemezbsl maximalis
drtartalma U alaka valyat késziteni.
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Mire j6 a matematikai logika?

A matematikai logika formalizmusa és tételei éppoly mértékben
megkdnnyitik és tébbre teszik képessé a gondolkodasunkat, mint
amennyire mondjuk a kbzépiskolai algebrai ismeretek segitenek
annak a feladatnak a megoldasaban, hogy hogyan kell egységnyi
szélességli (tetszlegesen hosszi) badoglemezbsl maximalis
drtartalma U alaka valyat késziteni.

Mi csak a kétértékid matematikai logikaval foglalkozunk (és abban
is csak az els6 lépéseket tessziik meg), de a tobbértékii logikaknak
is van létjogosultsaga. Pl. a jogasz szamara a lehetséges logikai
értékek: tilos, megengedett, kotelezd; a matematikusnak: igaz,
hamis, eldonthetetlen, ,nem ismert”.
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A programozas és a logika kapcsolata

A logikai miiveleteket a legtobb programozasi nyelv tartalmazza -
ezek hasznalata nélkiil aligha lehet ligyesen programot irni.

A matematikai logika nélkiil pl. aligha lehetne logikai aramkordket,
chip-eket tervezni. A matematika logika legegyszeriibb fejezete az
itéletkalkulus. (Késébb majd agy fogunk ra emlékezni, hogy a
mat. logikanak az a része, amelyeben nincsen kvantor, azaz nincsen

3, V.)
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A programozas és a logika kapcsolata

A logikai miiveleteket a legtobb programozasi nyelv tartalmazza -
ezek hasznalata nélkiil aligha lehet ligyesen programot irni.

A matematikai logika nélkiil pl. aligha lehetne logikai aramkordket,
chip-eket tervezni. A matematika logika legegyszeriibb fejezete az
itéletkalkulus. (Késébb majd agy fogunk ra emlékezni, hogy a
mat. logikanak az a része, amelyeben nincsen kvantor, azaz nincsen

3, ¥.)
Az olyan allitas (kijelent6 mondat), amelynek

igazsagértéke van.
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[téletkalkulus: mi az itélet?

Tehat az itélet olyan allitas, amelynek igazsagértéke van.
Szamunkra az itélet az atom, a tovabb nem bonthaté épitské
(épplgy mint a kémiaban a kémiai atom vagy a geometriaban a

pont). (Es éppigy nem definialjuk pontosan, ahogy a pontot sem a
geometriaban.)
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[téletkalkulus: mi az itélet?

Tehat az itélet olyan allitas, amelynek igazsagértéke van.
Szamunkra az itélet az atom, a tovabb nem bonthaté épitské
(épplgy mint a kémiaban a kémiai atom vagy a geometriaban a
pont). (Es éppigy nem definialjuk pontosan, ahogy a pontot sem a
geometriaban.) Példak itéletekre:

H2 : 2 — 5”v
Veégtelen sok olyan p primszam van, amelyre p + 2 is primszam”
W2:2=4"
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[téletkalkulus: mi az itélet?

Tehat az itélet olyan allitas, amelynek igazsagértéke van.
Szamunkra az itélet az atom, a tovabb nem bonthaté épitské
(épplgy mint a kémiaban a kémiai atom vagy a geometriaban a
pont). (Es éppigy nem definialjuk pontosan, ahogy a pontot sem a
geometriaban.) Példak itéletekre:

H2 : 2 — 5”v
Veégtelen sok olyan p primszam van, amelyre p + 2 is primszam”
W2:2=4"

A fentiek koziil az elsé itélet hamis, a masodik itélet logikai
értékét (azaz, hogy igaz-e vagy hamis) nem tudjuk, a harmadik
itélet igaz. Az igaz és hamis logikai értékeket a tovabbiakban i és
h jeloli. (Megjegyzés: sok mas helyen és pl. sok programozasi
nyelvben 1, illetve 0 jeldli az igaz, illetve hamis logikai értékeket.)
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Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:
,Siccel”
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Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:
WSiccl” — hiszen ez nem allitas, hanem felszélitas; nincs logikai
értéke.
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Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:

WSiccl” — hiszen ez nem allitas, hanem felszélitas; nincs logikai
értéke.

»Mire j6 a diszkrét matematika?”

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:

WSiccl” — hiszen ez nem allitas, hanem felszélitas; nincs logikai
értéke.
»Mire j6 a diszkrét matematika?’ — hiszen ez egy kérdés és nem

allitas, nincs logikai értéke.
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Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:

WSiccl” — hiszen ez nem allitas, hanem felszélitas; nincs logikai
értéke.
»Mire j6 a diszkrét matematika?’ — hiszen ez egy kérdés és nem

allitas, nincs logikai értéke.
Vajon 2 + 2 = 47"
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Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:

WSiccl” — hiszen ez nem allitas, hanem felszélitas; nincs logikai
értéke.

»Mire j6 a diszkrét matematika?’ — hiszen ez egy kérdés és nem
allitas, nincs logikai értéke.

Vajon 2 + 2 = 47" — ennek ugyan van logikai értéke, de ez nem
allitas, hanem kérdés.
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Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:

WSiccl” — hiszen ez nem allitas, hanem felszélitas; nincs logikai
értéke.

»Mire j6 a diszkrét matematika?’ — hiszen ez egy kérdés és nem
allitas, nincs logikai értéke.

Vajon 2 + 2 = 47" — ennek ugyan van logikai értéke, de ez nem
allitas, hanem kérdés.

,Ez a mondat hamis.”
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Nem minden (révid) mondat itélet!

Nem itéletek az alabbiak:

WSiccl” — hiszen ez nem allitas, hanem felszélitas; nincs logikai
értéke.

»Mire j6 a diszkrét matematika?’ — hiszen ez egy kérdés és nem
allitas, nincs logikai értéke.

Vajon 2 + 2 = 47" — ennek ugyan van logikai értéke, de ez nem
allitas, hanem kérdés.

., Ez a mondat hamis.”

A latszat ellenére ennek az allitasnak nincs logikai értéke. Ez a
mondat énmagaban ellentmondas. Hiszen ha i lenne, akkor — a
mondatnak hitelt adva — h. Ha pedig h, akkor a mondat
tagadasanak hitelt adva i.
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Osszetett itéletek

A matematikai logika val6jaban ott kezdédik, amikor itéletekbdl
logikai miiveletekkel Gjabb itéleteket képeziink. Ezt teszi a
hétkdznapi nyelv is.
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Osszetett itéletek

A matematikai logika val6jaban ott kezdédik, amikor itéletekbdl
logikai miiveletekkel Gjabb itéleteket képeziink. Ezt teszi a
hétkdznapi nyelv is. Pl. [télet az ,Esik az es6” és itélet a ,Lekéstem
a vonatot” is. Ezen két itéletbdl pl. az ,és" kdtészoval
képezhetiink (], 6sszetett itéletet: ,Esik az esd és lekéstem a
vonatot.”
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Osszetett itéletek

A matematikai logika val6jaban ott kezdédik, amikor itéletekbdl
logikai miiveletekkel Gjabb itéleteket képeziink. Ezt teszi a
hétkdznapi nyelv is. Pl. [télet az ,Esik az es6” és itélet a ,Lekéstem
a vonatot” is. Ezen két itéletbdl pl. az ,és" kdtészoval
képezhetiink (], 6sszetett itéletet: ,Esik az esd és lekéstem a
vonatot.” Az ,és" a tovabbiakban szamunkra egy logikai mivelet
lesz, amellyel itéletekbdl ajabb itéletet nyerhetiink.
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Osszetett itéletek

A matematikai logika val6jaban ott kezdédik, amikor itéletekbdl
logikai miiveletekkel Gjabb itéleteket képeziink. Ezt teszi a
hétkdznapi nyelv is. Pl. [télet az ,Esik az es6” és itélet a ,Lekéstem
a vonatot” is. Ezen két itéletbdl pl. az ,és" kdtészoval
képezhetiink (], 6sszetett itéletet: ,Esik az esd és lekéstem a
vonatot.” Az ,és" a tovabbiakban szamunkra egy logikai mivelet
lesz, amellyel itéletekbdl ajabb itéletet nyerhetiink.

Az alabbiakban definialjuk a leggyakrabban hasznalt logikai
miiveleteket, és megvizsgaljuk, hogy a kdznyelvben ezek milyen
nyelvtani szerkezeteknek felelnek meg. Az itéleteket nagybetiikkel
jeloljik.
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Logikai miiveletek

Definicié (Alapvetd logikai miiveletek)

Tetsz6leges A, B itéletekre
o A, B konjunkci6ja az , A [ B" itélet; jele: AN B.
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Logikai miiveletek

Definicié (Alapvetd logikai miiveletek)

Tetsz6leges A, B itéletekre
o A, B konjunkci6ja az , A [ B" itélet; jele: AN B.

o A B diszjunkcidja az ,A NEFRA B' itélet; jele: AV B.
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Logikai miiveletek

Definicié (Alapvetd logikai miiveletek)

Tetsz6leges A, B itéletekre
o A, B konjunkci6ja az , A [ B" itélet; jele: AN B.

o A B diszjunkcidja az ,A NEFRA B' itélet; jele: AV B.

o A, B implikacisja a ,JIE) A B itelet; jele:
A— B.
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Logikai miiveletek

Definicié (Alapvetd logikai miiveletek)

Tetsz6leges A, B itéletekre
o A, B konjunkci6ja az , A [ B" itélet; jele: AN B.

o A B diszjunkcidja az ,A NEFRA B' itélet; jele: AV B.

o A, B implikacisja a ,JIE) A B itelet; jele:
A— B.

o A, B ekvivalencijja az , ELGI SR EELUGI A

B" itélet; jele: A+ B.
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Logikai miiveletek

Definicié (Alapvetd logikai miiveletek)

Tetsz6leges A, B itéletekre
o A, B konjunkcidja az ,, A [ B’ itélet; jele: AN B.
o A B diszjunkcidja az ,A NEFRA B' itélet; jele: AV B.

o A, B implikacisja a ,JIE) A B itelet; jele:

A— B.

e A, B ekvivalenciaja az ,, A
- B" itélet; jele: A+ B.

o A negacidja (mas széval, A negaltja) a ,JiIE A" itélet;
jele —A.
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de ezzel még nem fejeztiik be a definiciot . . .

A fenti definicié utan latszélag mar mindent tudunk, de bizonyos
pontositasokra, kiegészitésre még sziikség van.
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de ezzel még nem fejeztiik be a definiciot . ..

A fenti definicié utan latszélag mar mindent tudunk, de bizonyos
pontositasokra, kiegészitésre még sziikség van.

El6szor is megadjuk az egyes logikai miiveletek
igazsagtablazatat — ezt azért tehetjiik, mert a logikai
miivelet eredményének igazsagértéke csakis a
kiindulasi itéletek igazsagértékétél (és nem azok
konkrét tartalmatdl fiigg). Ha nem igy lenne, akkor nem
beszélhetnénk logikai miiveletrdl.
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Logikai miiveletek igazsagtablazata

AVvB |ANB |A—->B [A<-B

b e | e | e B
by | e | e | by

-._.-.,

el

-OE-O-
_0”_0
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Logikai miiveletek igazsagtablazata

AVB |AANB |A—+B |A<-B

A B \%
h h h
h i i
i h i
i i i

el
Iuulo ’ jmie | jumie
g ’ ’ le

Az alabbiakat fontos megjegyezni: az implikacié akkor és csak
akkor hamis, ha az el6tag igaz és az utétag hamis.

A diszjunkcié akkor és csak akkor hamis, ha mindkét
tag hamis. A negacié esetén (ami nincs a tablazatban): —i = h,
—h =i.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Osszehasonlitas a hétkdznapi széhasznalattal: konjunkcié

A logikai miiveletek jelentése nem mindig egyezik meg a kdznapi
szbhasznalattal, ezért sorra vessziik ezeket.

Konjunkcié: A, matematikai és’, azaz a A konjunkcié hasznalata
a kdznapival azonos. Viszont a kdznapi ,.&s" nem mindig fejez ki
konjunkciét.
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Osszehasonlitas a hétkdznapi széhasznalattal: konjunkcié

A logikai miiveletek jelentése nem mindig egyezik meg a kdznapi
szbhasznalattal, ezért sorra vessziik ezeket.

Konjunkcié: A, matematikai és’, azaz a A konjunkcié hasznalata
a kdznapival azonos. Viszont a kdznapi ,.&s" nem mindig fejez ki
konjunkciét. Példaul ,Péter és Pal szomszédok™: ez nem
konjunkcio, hiszen kiildn-kiilén egyikrél sem mondhatjuk, hogy
szomszéd, mert azzal nem fejeznénk ki, hogy egymas szomszédai.
Viszont
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Osszehasonlitas a hétkdznapi széhasznalattal: konjunkcié

A logikai miiveletek jelentése nem mindig egyezik meg a kdznapi
szbhasznalattal, ezért sorra vessziik ezeket.

Konjunkcié: A, matematikai és’, azaz a A konjunkcié hasznalata
a kdznapival azonos. Viszont a kdznapi ,.&s" nem mindig fejez ki
konjunkciét. Példaul ,Péter és Pal szomszédok™: ez nem
konjunkcio, hiszen kiildn-kiilén egyikrél sem mondhatjuk, hogy
szomszéd, mert azzal nem fejeznénk ki, hogy egymas szomszédai.
Viszont a ,Péter és Pal haragtartd” esetben: ez mar konjunkcio,
hiszen ez csak roviditése a ,Péter haragtart6 és Pal haragtarts”
mondatnak.
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Osszehasonlitas a hétkdznapi széhasznalattal: konjunkcié

A logikai miiveletek jelentése nem mindig egyezik meg a kdznapi
szbhasznalattal, ezért sorra vessziik ezeket.

Konjunkcié: A, matematikai és’, azaz a A konjunkcié hasznalata
a kdznapival azonos. Viszont a kdznapi ,.&s" nem mindig fejez ki
konjunkciét. Példaul ,Péter és Pal szomszédok™: ez nem
konjunkcio, hiszen kiildn-kiilén egyikrél sem mondhatjuk, hogy
szomszéd, mert azzal nem fejeznénk ki, hogy egymas szomszédai.
Viszont a ,Péter és Pal haragtartd” esetben: ez mar konjunkcio,
hiszen ez csak roviditése a ,Péter haragtart6 és Pal haragtarts”
mondatnak. Az ,A lampanal jobbra kanyarodik, elmegy a harmadik
sarokig és balra fordul’ mondatban az ,és" nem tekintendé
konjunkcidnak, hiszen idérendiséget fejez ki.
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Osszehasonlitas a hétkdznapi széhasznalattal: konjunkcié

A logikai miiveletek jelentése nem mindig egyezik meg a kdznapi
szbhasznalattal, ezért sorra vessziik ezeket.

Konjunkcié: A, matematikai és’, azaz a A konjunkcié hasznalata
a kdznapival azonos. Viszont a kdznapi ,.&s" nem mindig fejez ki
konjunkciét. Példaul ,Péter és Pal szomszédok™: ez nem
konjunkcio, hiszen kiildn-kiilén egyikrél sem mondhatjuk, hogy
szomszéd, mert azzal nem fejeznénk ki, hogy egymas szomszédai.
Viszont a ,Péter és Pal haragtartd” esetben: ez mar konjunkcio,
hiszen ez csak roviditése a ,Péter haragtart6 és Pal haragtarts”
mondatnak. Az ,A lampanal jobbra kanyarodik, elmegy a harmadik
sarokig és balra fordul’ mondatban az ,és" nem tekintendé
konjunkcidnak, hiszen idérendiséget fejez ki.

A konjukciét nem csak az ,és”’, hanem gyakran vessz6 vagy mas
kotoszo fejezi ki. Pl. ,Szeretem a csokoladét de utalom a
spendtot”.
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Osszehasonlitas a hétkdznapival: diszjunkcio

Diszjunkcié: A matematikai logikaban és a matematikaban is a
vagy' kot6szot mindig abban az értelemben hasznaljuk, hogy
vagy az egyik, vagy a masik, vagy mindkett6. Ez az an.
~matematikai vagy" vagy mas széval megengedé vagy.
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Osszehasonlitas a hétkdznapival: diszjunkcio

Diszjunkcié: A matematikai logikaban és a matematikaban is a
vagy' kot6szot mindig abban az értelemben hasznaljuk, hogy
vagy az egyik, vagy a masik, vagy mindkett6. Ez az an.
~matematikai vagy" vagy mas széval megengedé vagy.
Ezzel szemben a koznapi ,vagy’ gyakran , kizaré vagy" értelmd,
tehat nem diszjunkcié. Példaul: ,Péter a vizsgan atmegy vagy
megbukik”: itt kizaré vagyrdl van sz6, hiszen mindkét alternativa
nem teljesiilhet. De a ,Péter tanul vagy megbukik” mondat esetén
megengedd vagyrdl van sz6, hiszen mindkét alternativa
bekovetkezhet.
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Osszehasonlitas a hétkdznapival: diszjunkcio

Diszjunkcié: A matematikai logikaban és a matematikaban is a
vagy' kot6szot mindig abban az értelemben hasznaljuk, hogy
vagy az egyik, vagy a masik, vagy mindkett6. Ez az an.
~matematikai vagy" vagy mas széval megengedé vagy.
Ezzel szemben a koznapi ,vagy’ gyakran , kizaré vagy" értelmd,
tehat nem diszjunkcié. Példaul: ,Péter a vizsgan atmegy vagy
megbukik”: itt kizaré vagyrdl van sz6, hiszen mindkét alternativa
nem teljesiilhet. De a ,Péter tanul vagy megbukik” mondat esetén
megengedd vagyrdl van sz6, hiszen mindkét alternativa
bekovetkezhet.

A haromszazan vagy haromszazdtvenen lehettek az el6adason”
mondatban pedig a ,vagy" se nem megengedé, se nem kizaré, hiszen
csak azt akartuk mondani, hogy jelenlevék szama kériilbeliil .. ..
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Osszehasonlitas a hétkdznapival: ekvivalencia

Ekvivalencia: Azt, hogy A <+ B, szavakkal az alabbi médon
szokas kifejezni:

Akkor és csak akkor A, ha B.
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Osszehasonlitas a hétkodznapival: ekvivalencia

Ekvivalencia: Azt, hogy A <+ B, szavakkal az alabbi médon
szokas kifejezni:

Akkor és csak akkor A, ha B.

Pontosan akkor A, ha B.

Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)



Osszehasonlitas a hétkodznapival: ekvivalencia

Ekvivalencia: Azt, hogy A <+ B, szavakkal az alabbi médon
szokas kifejezni:

Akkor és csak akkor A, ha B.

Pontosan akkor A, ha B.

A-nak sziikséges és elegendé feltétele B.
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Osszehasonlitas a hétkodznapival: ekvivalencia

Ekvivalencia: Azt, hogy A <+ B, szavakkal az alabbi médon
szokas kifejezni:

Akkor és csak akkor A, ha B.

Pontosan akkor A, ha B.

A-nak sziikséges és elegendé feltétele B.

Az alabbi két allitas (vagy feltétel) ekvivalens: (1) A; (2) B.
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Osszehasonlitas a hétkodznapival: ekvivalencia

Ekvivalencia: Azt, hogy A <+ B, szavakkal az alabbi médon
szokas kifejezni:

Akkor és csak akkor A, ha B.

Pontosan akkor A, ha B.

A-nak sziikséges és elegendé feltétele B.

Az alabbi két allitas (vagy feltétel) ekvivalens: (1) A; (2) B.
A ekvivalens B-vel.
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Implikacio

Az implikacio kiilén magyarazatot igényel. Pl. Pal ezt igéri: ,Ha
a héten nyerek a lottén, veszek Péternek egy autot”.
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Implikacio

Az implikacio kiilén magyarazatot igényel. Pl. Pal ezt igéri: ,Ha
a héten nyerek a lottén, veszek Péternek egy autét”. Igéretét csak
egyetlen esetben szegheti meg: ha nyer a lotton (el6tag = i) de
nem vesz autét (utétag = h). Ugyanis semmilyen mas esetre nem
igért semmit. Ez magyarazza az implikacié igazsagtablazatat,
amely tehat megegyezik a kdznapi széhasznalattal.
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Implikacio

Az implikacio kiilén magyarazatot igényel. Pl. Pal ezt igéri: ,Ha
a héten nyerek a lottén, veszek Péternek egy autét”. Igéretét csak
egyetlen esetben szegheti meg: ha nyer a lotton (el6tag = i) de
nem vesz autét (utétag = h). Ugyanis semmilyen mas esetre nem
igért semmit. Ez magyarazza az implikacié igazsagtablazatat,
amely tehat megegyezik a kdznapi széhasznalattal.

Vizsgaljuk most a ,Csak akkor dsom fel a kertet, ha siit a nap”
igéretet. Szerkezete: ,Csak akkor A, ha B". Hogyan lehet ezen
igéretet megszegni?
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Implikacio

Az implikacio kiilén magyarazatot igényel. Pl. Pal ezt igéri: ,Ha
a héten nyerek a lottén, veszek Péternek egy autét”. Igéretét csak
egyetlen esetben szegheti meg: ha nyer a lotton (el6tag = i) de
nem vesz autét (utétag = h). Ugyanis semmilyen mas esetre nem
igért semmit. Ez magyarazza az implikacié igazsagtablazatat,
amely tehat megegyezik a kdznapi széhasznalattal.

Vizsgaljuk most a ,Csak akkor dsom fel a kertet, ha siit a nap”
igéretet. Szerkezete: ,Csak akkor A, ha B". Hogyan lehet ezen
igéretet megszegni? Csakis Ggy, hogy mas esetben is felasom a
kertet. Azaz csakis abban az esetben, ha nem siit a nap és felasom
a kertet.
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Implikacio

Az implikacio kiilén magyarazatot igényel. Pl. Pal ezt igéri: ,Ha
a héten nyerek a lottén, veszek Péternek egy autét”. Igéretét csak
egyetlen esetben szegheti meg: ha nyer a lotton (el6tag = i) de
nem vesz autét (utétag = h). Ugyanis semmilyen mas esetre nem
igért semmit. Ez magyarazza az implikacié igazsagtablazatat,
amely tehat megegyezik a kdznapi széhasznalattal.

Vizsgaljuk most a ,Csak akkor dsom fel a kertet, ha siit a nap”
igéretet. Szerkezete: ,Csak akkor A, ha B". Hogyan lehet ezen
igéretet megszegni? Csakis Ggy, hogy mas esetben is felasom a
kertet. Azaz csakis abban az esetben, ha nem siit a nap és felasom
a kertet. Azaz, ha B=hés A=i.

Allitas: A ,,csak akkor A, ha B miivelet igazsagtablazata
megegyezik az A — B implikacié igazsagtablazataval.
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Implikacio

Hasonl6 médon (a hamis eset vizsgalataval) vizsgalhatok mas
nyelvtani szerkezetek. Az eddigiek szerint az A — B implikaciét a
kévetkezé médokon (is) szavakba foglalhatjuk:

Ha A, akkor B.
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Implikacio

Hasonl6 médon (a hamis eset vizsgalataval) vizsgalhatok mas
nyelvtani szerkezetek. Az eddigiek szerint az A — B implikaciét a
kévetkezé médokon (is) szavakba foglalhatjuk:

Ha A, akkor B.

Csak akkor A, ha B
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Implikacio

Hasonl6 médon (a hamis eset vizsgalataval) vizsgalhatok mas
nyelvtani szerkezetek. Az eddigiek szerint az A — B implikaciét a
kévetkezé médokon (is) szavakba foglalhatjuk:

Ha A, akkor B.

Csak akkor A, ha B

A-bél kovetkezik B.
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Implikacio

Hasonl6 médon (a hamis eset vizsgalataval) vizsgalhatok mas
nyelvtani szerkezetek. Az eddigiek szerint az A — B implikaciét a
kévetkezé médokon (is) szavakba foglalhatjuk:

Ha A, akkor B.

Csak akkor A, ha B

A-bél kovetkezik B.

B-nek elegendé feltétele A.
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Implikacio

Hasonl6 médon (a hamis eset vizsgalataval) vizsgalhatok mas
nyelvtani szerkezetek. Az eddigiek szerint az A — B implikaciét a
kévetkezé médokon (is) szavakba foglalhatjuk:

Ha A, akkor B.

Csak akkor A, ha B

A-bél kovetkezik B.

B-nek elegendé feltétele A.
A-nak sziikséges feltétele B.

Tobbnyire csak az els6t és a harmadikat fogjuk hasznalni.
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A itéletkalkulus formulai

Ha formalizalni akarunk egy gondolatmenetet, a benne szerepl
itéleteket an. itéletvaltozdékkal jelsljiik. De nem mindegy, hogy
hogyan. Pl. ha A jeldli a ,ha né az alapjarati fordulatszam, akkor
emelkedik a fogyasztas” itéletet, B pedig a ,ha nem emelkedik a
fogyasztas, akkor nem né az alapjarati fordulatszam” itéletet, akkor
a késsbbiekben nem tudjuk kihasznalni azt a tényt, hogy ezen két
itélet kozott nyilvanval6 kapcsolat van.
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A itéletkalkulus formulai

Ha formalizalni akarunk egy gondolatmenetet, a benne szerepld
itéleteket an. itéletvaltozdékkal jelsljiik. De nem mindegy, hogy
hogyan. Pl. ha A jeldli a ,ha né az alapjarati fordulatszam, akkor
emelkedik a fogyasztas” itéletet, B pedig a ,ha nem emelkedik a
fogyasztas, akkor nem né az alapjarati fordulatszam” itéletet, akkor
a késsbbiekben nem tudjuk kihasznalni azt a tényt, hogy ezen két
itélet kozott nyilvanval6 kapcsolat van.

Ezért agy kell formalizalnunk, hogy csak a felleps primitéletek
helyett vezessiink be valtozékat. Az olyan itéletet nevezziik
primitéletnek, amelyek (logikai miiveletre utald) logikai
kotészavakat nem tartalmaznak (vagy az ilyen kotészavakat
valamilyen okbdl szandékosan nem vessziik figyelembe). A tovabbi
itéleteket pedig a primitéletek és logikai miiveletek segitségével
fejezziik ki.
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Formulak preciz definiciéja

Definicié (Itéletkalkulusbeli formula rekurziv definiciéja)

Legyen n € N és legyenek Aq,..., A, itéletvaltozék, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jeldlnek.
(1) Az itéletvaltozok mindegyike (itéletkalkulusbeli) formula.
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Formulak preciz definiciéja

Definicié (Itéletkalkulusbeli formula rekurziv definiciéja)

Legyen n € N és legyenek Aq,..., A, itéletvaltozék, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jeldlnek.

(1) Az itéletvaltozok mindegyike (itéletkalkulusbeli) formula.
(2) Ha F és G formula, akkor az (—=F), (F A G), (F VvV G),

(F — G), (F + G) jelsorozatok mindegyike formula.
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Formulak preciz definiciéja

Definicié (Itéletkalkulusbeli formula rekurziv definiciéja)

Legyen n € N és legyenek Aq,..., A, itéletvaltozék, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jeldlnek.
(1) Az itéletvaltozok mindegyike (itéletkalkulusbeli) formula.

(2) Ha F és G formula, akkor az (—=F), (F A G), (F VvV G),
(F — G), (F + G) jelsorozatok mindegyike formula.

(3) Az itéletkalkulus minden formulaja megkaphaté az (1) és (2)
szabaly véges szamu alkalmazasaval.
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Formulak preciz definiciéja

Definicié (Itéletkalkulusbeli formula rekurziv definiciéja)

Legyen n € N és legyenek Aq,..., A, itéletvaltozék, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jeldlnek.

(1) Az itéletvaltozok mindegyike (itéletkalkulusbeli) formula.
(2) Ha F és G formula, akkor az (—=F), (F A G), (F VvV G),

(F — G), (F + G) jelsorozatok mindegyike formula.

(3) Az itéletkalkulus minden formulaja megkaphaté az (1) és (2)
szabaly véges szamu alkalmazasaval.

Megjegyzések: A formula legkiilsé zaréjelét tobbnyire elhagyjuk.
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Formulak preciz definiciéja

Definicié (Itéletkalkulusbeli formula rekurziv definiciéja)

Legyen n € N és legyenek Aq,..., A, itéletvaltozék, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jeldlnek.
(1) Az itéletvaltozok mindegyike (itéletkalkulusbeli) formula.

(2) Ha F és G formula, akkor az (—=F), (F A G), (F VvV G),
(F — G), (F + G) jelsorozatok mindegyike formula.

(3) Az itéletkalkulus minden formulaja megkaphaté az (1) és (2)
szabaly véges szamu alkalmazasaval.

Megjegyzések: A formula legkiilsé zaréjelét tobbnyire elhagyjuk.
A fenti definicié egy rekurziv definicié.
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Formulak preciz definiciéja

Definicié (Itéletkalkulusbeli formula rekurziv definiciéja)

Legyen n € N és legyenek Aq,..., A, itéletvaltozék, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jeldlnek.
(1) Az itéletvaltozok mindegyike (itéletkalkulusbeli) formula.

(2) Ha F és G formula, akkor az (—=F), (F A G), (F VvV G),
(F — G), (F + G) jelsorozatok mindegyike formula.

(3) Az itéletkalkulus minden formulaja megkaphaté az (1) és (2)
szabaly véges szamu alkalmazasaval.

Megjegyzések: A formula legkiilsé zaréjelét tobbnyire elhagyjuk.
A fenti definicié egy rekurziv definicié. Hasonlé rekurziéval adhatéd
megtorténik egyes programozasi nyelvek szintaktikaja, pl. ,,
<eljaras> := <eljarasfej> BEGIN <utasitasok> END
<utasitasok>:=<utasitas>; <utasitasok>
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Péeldak formulakra

A formulak definicidjaval az (is) a célunk, hogy megmondjuk, mit
értiink szintaktikusan helyes formulan anélkiil, hogy oldalakon at
kellene magyarazni, hogy nem kezdédhet végzaréjellel, nem lehet
egymas mellett két valtozé, stb. Nem hivatalosan és nem tal
precizen azt is lehet mondani, hogy a formuldk nem masok, mint a
tanult logikai miveletjelekbél, valtozokbdl és zaréjelekbdl felépiilé
szintaktikusan helyes jelsorozatok.
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Péeldak formulakra

A formulak definicidjaval az (is) a célunk, hogy megmondjuk, mit
értiink szintaktikusan helyes formulan anélkiil, hogy oldalakon at
kellene magyarazni, hogy nem kezdédhet végzaréjellel, nem lehet
egymas mellett két valtozé, stb. Nem hivatalosan és nem tal
precizen azt is lehet mondani, hogy a formuldk nem masok, mint a
tanult logikai miveletjelekbél, valtozokbdl és zaréjelekbdl felépiilé
szintaktikusan helyes jelsorozatok.

Természetesen mas betiket is hasznalhatunk az itéletvaltozok
jeloléesére. Példaul formulak: AV B,
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Péeldak formulakra

A formulak definicidjaval az (is) a célunk, hogy megmondjuk, mit
értiink szintaktikusan helyes formulan anélkiil, hogy oldalakon at
kellene magyarazni, hogy nem kezdédhet végzaréjellel, nem lehet
egymas mellett két valtozé, stb. Nem hivatalosan és nem tal
precizen azt is lehet mondani, hogy a formuldk nem masok, mint a
tanult logikai miveletjelekbél, valtozokbdl és zaréjelekbdl felépiilé
szintaktikusan helyes jelsorozatok.

Természetesen mas betiket is hasznalhatunk az itéletvaltozok
jelolesére. Peldaul formulak: AV B, (=(A — B)) — A, stb.
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Péeldak formulakra

A formulak definicidjaval az (is) a célunk, hogy megmondjuk, mit
értiink szintaktikusan helyes formulan anélkiil, hogy oldalakon at
kellene magyarazni, hogy nem kezdédhet végzaréjellel, nem lehet
egymas mellett két valtozé, stb. Nem hivatalosan és nem tal
precizen azt is lehet mondani, hogy a formuldk nem masok, mint a
tanult logikai miveletjelekbél, valtozokbdl és zaréjelekbdl felépiilé
szintaktikusan helyes jelsorozatok.

Természetesen mas betiket is hasznalhatunk az itéletvaltozok
jelolesére. Peldaul formulak: AV B, (=(A — B)) — A, stb.

Csuinya és faraszt6 lenne az elemi szamtan, ha 22 - 3 + 4 helyett
((22) - 3) + 4-et kellene irnunk. Ehelyett un. precedencia
sorrendet allapitunk meg a miiveletekre, amely megmondja, hogy
— zardjelek hijan — melyik miivelet végzendé el elébb.
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Precedencia sorrend

Az itéletkalkulus is rendelkezik precedenciasorrenddel:
- N, V, =, &

Természetesen a precedenciasorrend altal biztositott
zardjelelhagyasi lehetSséggel nem kotelezs élni. (Az irodalom egy
része nem is él vele.)
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Precedencia sorrend

Az itéletkalkulus is rendelkezik precedenciasorrenddel:
) AV O

Természetesen a precedenciasorrend altal biztositott

zardjelelhagyasi lehetSséggel nem kotelezs élni. (Az irodalom egy
része nem is él vele.)

Most, a diszciplina elején, a talzott zardjelelhagyas didaktikailag
nem is lenne helyes. Ezért mi csak a negacié precedenciajara
fogunk esetenként (de nem mindig) épiteni.
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Precedencia sorrend

Az itéletkalkulus is rendelkezik precedenciasorrenddel:
) AV O

Természetesen a precedenciasorrend altal biztositott

zardjelelhagyasi lehetSséggel nem kotelezs élni. (Az irodalom egy
része nem is él vele.)

Most, a diszciplina elején, a talzott zardjelelhagyas didaktikailag
nem is lenne helyes. Ezért mi csak a negacié precedenciajara
fogunk esetenként (de nem mindig) épiteni.

Ha F logikai formula, amely legfeljebb az Ay, ..., A, valtozokat
tartalmazza, akkor ezt a tényt az F(Ay, ..., A,) jelolés fejezi ki.
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)

Példa

(A— B) = (-A — C)-nek részformulaja A — B, részformulaja A,
részformulaja —A. De a latszat ellenére nem részformulaja A — C.

4
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)

Példa

(A— B) = (-A — C)-nek részformulaja A — B, részformulaja A,
részformulaja —A. De a latszat ellenére nem részformulaja A — C.

4

Mert a rekurziv definiciéban a kovetkezék lépnek fel:
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)

Példa

(A— B) = (-A — C)-nek részformulaja A — B, részformulaja A,
részformulaja —A. De a latszat ellenére nem részformulaja A — C.

4

Mert a rekurziv definiciéban a kdvetkezdk lépnek fel: A, B, C;
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)

Példa

(A— B) = (-A — C)-nek részformulaja A — B, részformulaja A,
részformulaja —A. De a latszat ellenére nem részformulaja A — C.

4

Mert a rekurziv definiciéban a kdvetkezdk lépnek fel: A, B, C;
(A— B), (mA);
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)

Példa

(A— B) = (-A — C)-nek részformulaja A — B, részformulaja A,
részformulaja —A. De a latszat ellenére nem részformulaja A — C.

4

Mert a rekurziv definiciéban a kdvetkezdk lépnek fel: A, B, C;
(A= B), (mA);  ((-A)— C);
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)

Példa

(A— B) = (-A — C)-nek részformulaja A — B, részformulaja A,
részformulaja —A. De a latszat ellenére nem részformulaja A — C.

4

Mert a rekurziv definiciéban a kdvetkezdk lépnek fel: A, B, C;
(A= B), (-A), ((A) = C); (A= B)— ((-A) = ().
(Az egyes ,szinteket” pontosvesszével valasztottuk el.).
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Részformulak

Definicié (Részformula)

Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G
részformulaja F-nek, ha G fellep F-nek a rekurziv definicié
szerinti el6allitasa soran. (Természetesen ennek eldéntésekor nem
szabad a precedenciasorrendre hivatkozva zéaréjelet elhagynil)

Példa

(A— B) = (-A — C)-nek részformulaja A — B, részformulaja A,
részformulaja —A. De a latszat ellenére nem részformulaja A — C.

4

Mert a rekurziv definiciéban a kdvetkezdk lépnek fel: A, B, C;
(A= B), (mA);  ((#A) = () (A= B) = ((-A) = Q).
(Az egyes ,szinteket” pontosvesszével valasztottuk el.). A végén
éppen a kérdéses formula all (a legkiilsé zargjel elhagyhato!). Jol
latszik, hogy pl. A — B, azaz (legkiilsé zaréjel!) (A — B) fellépett,
A — C, azaz (A — C) pedig nem!
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Részformulak osszeszamlalasa

A részformulak keresgélésekor nem érdemes a
zardjeleket elhagyni!
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Részformulak osszeszamlalasa

A részformulak keresgélésekor nem érdemes a
zardjeleket elhagyni!

Mint jelsorozat, a részformula az eredeti formula ,8sszefiiggé része”,
de a fenti példa is mutatja, hogy ha egy dsszefiiggd részjelsorozat
(mint az elébb az A — C) 6nmagaban szintaktikusan helyes, attél
még nem biztos, hogy részformula is!
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Részformulak osszeszamlalasa

A részformulak keresgélésekor nem érdemes a
zardjeleket elhagyni!

Mint jelsorozat, a részformula az eredeti formula ,8sszefiiggé része”,
de a fenti példa is mutatja, hogy ha egy dsszefiiggd részjelsorozat
(mint az elébb az A — C) 6nmagaban szintaktikusan helyes, attél
még nem biztos, hogy részformula is!

Feladat (tipikus vizsgafeladat)

Hany részformulaja van az elébbi (A — B) — (-A — C)
formulanak?

Megoldas: 7. (Az elébb soroltuk fel.)
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Szoveg formalizalasa

Feladat

Formalizaljuk az alabbi itéletet:

~Amennyiben saros vagy torott a reflektor és aznap féldrengés volt,

az operatér pontosan akkor kap prémiumot, ha idében érkezik, de
nincs napfogyatkozas.”

Megoldas: Legyen

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Szoveg formalizalasa

Feladat

Formalizaljuk az alabbi itéletet:

~Amennyiben saros vagy torott a reflektor és aznap féldrengés volt,

az operatér pontosan akkor kap prémiumot, ha idében érkezik, de
nincs napfogyatkozas.”

Megoldas: Legyen S: ,saros a reflektor”, T: ,torétt a reflektor”,
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Szoveg formalizalasa

Feladat

Formalizaljuk az alabbi itéletet:
~Amennyiben saros vagy torott a reflektor és aznap féldrengés volt,

az operatér pontosan akkor kap prémiumot, ha idében érkezik, de
nincs napfogyatkozas.”

Megoldas: Legyen S: ,saros a reflektor”, T: ,torétt a reflektor”,
F: ,aznap foldrengés volt”,
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Szoveg formalizalasa

Feladat

Formalizaljuk az alabbi itéletet:
~Amennyiben saros vagy torott a reflektor és aznap féldrengés volt,

az operatér pontosan akkor kap prémiumot, ha idében érkezik, de
nincs napfogyatkozas.”

Megoldas: Legyen S: ,saros a reflektor”, T: ,torétt a reflektor”,
F: ,aznap foldrengés volt”, P: ,az operatér prémiumot kap”,
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Szoveg formalizalasa

Feladat

Formalizaljuk az alabbi itéletet:

~Amennyiben saros vagy torott a reflektor és aznap féldrengés volt,

az operatér pontosan akkor kap prémiumot, ha idében érkezik, de
nincs napfogyatkozas.”

Megoldas: Legyen S: ,saros a reflektor”, T: ,torétt a reflektor”,

F: ,aznap foldrengés volt”, P: ,az operatér prémiumot kap”, E: ,az
operatdr idében érkezik”,
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Szoveg formalizalasa

Feladat

Formalizaljuk az alabbi itéletet:
~Amennyiben saros vagy torott a reflektor és aznap féldrengés volt,

az operatér pontosan akkor kap prémiumot, ha idében érkezik, de
nincs napfogyatkozas.”

Megoldas: Legyen S: ,saros a reflektor”, T: ,torétt a reflektor”,
F: ,aznap foldrengés volt”, P: ,az operatér prémiumot kap”, E: ,az
operatér idében érkezik”, N: ,napfogyatkozas van". Ezek a
primitéletek. Ekkor a keresett formula:
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Szoveg formalizalasa

Feladat

Formalizaljuk az alabbi itéletet:
~Amennyiben saros vagy torott a reflektor és aznap féldrengés volt,

az operatér pontosan akkor kap prémiumot, ha idében érkezik, de
nincs napfogyatkozas.”

Megoldas: Legyen S: ,saros a reflektor”, T: ,torétt a reflektor”,
F: ,aznap foldrengés volt”, P: ,az operatér prémiumot kap”, E: ,az
operatér idében érkezik”, N: ,napfogyatkozas van". Ezek a
primitéletek. Ekkor a keresett formula:

(SVT)AF) = (P (EA-N)).
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Logikailag ekvivalens formulak és tautologiak

Ertelemszer(i rekurziéval definialhatjuk egy formula kiértékelését
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Logikailag ekvivalens formulak és tautologiak

Ertelemszer(i rekurziéval definialhatjuk egy formula kiértékelését
vagy mas széval, a helyettesitési értékének
meghatarozasat, amikor a logikai valtozok helyére
igazsagértékeket, azaz az i és h logikai értékeket helyettesitjiik.
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Logikailag ekvivalens formulak és tautologiak

Ertelemszer(i rekurziéval definialhatjuk egy formula kiértékelését
vagy mas széval, a helyettesitési értékének
meghatarozasat, amikor a logikai valtozok helyére
igazsagértékeket, azaz az i és h logikai értékeket helyettesitjiik.

Definicié (Logikailag ekvivalens formulak)

Az itéletkalkulus F és G formulajat logikailag ekvivalens
formuladknak nevezziik (és ezt a tényt F = G-vel jeldljiik), ha
értékiik barmely kiértékelésnél megegyezik. Azaz barhogy
helyettesitiink konkrét logikai értékeket a fellépé valtozékhoz, a két
formula esetén ugyanazt kapjuk. (Mas széval: a két formula
igazsagtablazata azonos.)
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Logikailag ekvivalens formulak és tautologiak

Ertelemszer(i rekurziéval definialhatjuk egy formula kiértékelését
vagy mas széval, a helyettesitési értékének
meghatarozasat, amikor a logikai valtozok helyére
igazsagértékeket, azaz az i és h logikai értékeket helyettesitjiik.

Definicié (Logikailag ekvivalens formulak)

Az itéletkalkulus F és G formulajat logikailag ekvivalens
formuladknak nevezziik (és ezt a tényt F = G-vel jeldljiik), ha
értékiik barmely kiértékelésnél megegyezik. Azaz barhogy
helyettesitiink konkrét logikai értékeket a fellépé valtozékhoz, a két
formula esetén ugyanazt kapjuk. (Mas széval: a két formula
igazsagtablazata azonos.)

Definicié (Tautolégia)
Ha egy F formula minden kiértékelésnél igaz, akkor

tautolégianak nevezziik. Mas széval, F tautolégia, ha logikailag
ekvivalens egy azonosan igaz formulaval (pl. az AV —A formulaval).
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Példa logikailag ekvivalens formulakra

Az F = (A — B) A (B — A) formula logikailag ekvivalens a a
G = A < B formulaval.

Hogyan lehet err8l meggyéz&dni? Példaul értéktablazattal:

A B |A>B|B+>A|(A~B)A(B~A) | A<B
h h i i i i
h i i h h h
i h h i h h
i i i i i i
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Példa logikailag ekvivalens formulakra

Az F = (A — B) A (B — A) formula logikailag ekvivalens a a
G = A < B formulaval.

Hogyan lehet err8l meggyéz&dni? Példaul értéktablazattal:

A B |A>B|B+>A|(A~B)A(B~A) | A<B
h h i i i i
h i i h h h
i h h i h h
i i i i i i

Megjegyzés: tipikus vizsgafeladat annak eldontése, hogy két
formula ekvivalens-e vagy hogy adott Gy, ..., G, formulak kozil
egy adott F formula melyikkel ekvivalens.

Bizonyos formulak esetén észben kell tartani, hogy azok logikailag

ekvivalensek, ezeket az alabbi tétel foglalja dssze.
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Néhany alapvet6 logikai ekvivalencia

Tétel (Néhany alapvets logikai ekvivalencia)

(1) A "nyilak" kifejezése a tébbi logikai mivelettel:
AcB=(A—>B)A(B—A), A—B=(-A)VB.
(2) A konjunkcié és diszjunkcié alaptulajdonsagai:
ANA=A AVA=A idempotencia,

Ezek barmelyike konnyen igazolhaté a megfelel6 igazsagtablazatok
osszehasonlitasaval.
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Néhany alapvet6 logikai ekvivalencia

Tétel (Néhany alapvets logikai ekvivalencia)

(1) A "nyilak" kifejezése a tébbi logikai mivelettel:
AcB=(A—>B)A(B—A), A—B=(-A)VB.
(2) A konjunkcié és diszjunkcié alaptulajdonsagai:
ANA=A AVA=A idempotencia,
ANB=BAA AVB=BVA kommutativitas;

Ezek barmelyike konnyen igazolhaté a megfelel6 igazsagtablazatok
osszehasonlitasaval.
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Néhany alapvet6 logikai ekvivalencia

Tétel (Néhany alapvets logikai ekvivalencia)

(1) A "nyilak" kifejezése a tébbi logikai mivelettel:

A B=(A-B)A(B—A), A—B=(-A)VB.

(2) A konjunkcié és diszjunkcié alaptulajdonsagai:

ANA=A AVA=A idempotencia,

AANB=BAA AVB=BVA kommutativitas;

(AAB)ANC=AAN(BANC), (AVB)VC=AV(BV ()
asszociativitas;

Ezek barmelyike konnyen igazolhaté a megfelel6 igazsagtablazatok
osszehasonlitasaval.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Néhany alapvet6 logikai ekvivalencia

Tétel (Néhany alapvets logikai ekvivalencia)

(1) A "nyilak" kifejezése a tébbi logikai mivelettel:

A B=(A-B)A(B—A), A—B=(-A)VB.

(2) A konjunkcié és diszjunkcié alaptulajdonsagai:

ANA=A AVA=A idempotencia,

AANB=BAA AVB=BVA kommutativitas;

(AAB)ANC=AAN(BANC), (AVB)VC=AV(BV ()
asszociativitas;

AN(AVB)=A AV (ANB)=A abszorptivitas,

AN(BV ()= (A/\B)v(A/\C)

AV(BANC)=(AVB)A(AV Q)

Ezek barmelyike konnyen igazolhaté a megfelel6 igazsagtablazatok
osszehasonlitasaval.
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Néhany alapvet6 logikai ekvivalencia

Tétel (Néhany alapvets logikai ekvivalencia)

(1) A "nyilak" kifejezése a tébbi logikai mivelettel:

A B=(A-B)A(B—A), A—B=(-A)VB.

(2) A konjunkcié és diszjunkcié alaptulajdonsagai:

ANA=A AVA=A idempotencia,

AANB=BAA AVB=BVA kommutativitas;

(AAB)ANC=AAN(BANC), (AVB)VC=AV(BV ()
asszociativitas;

AN(AVB)=A AV (ANB)=A abszorptivitas,

AAN(BVC)= (A AB)V(ANAC) disztributivitas,

AV(BAC)=(AVB)A(AVC) disztributivitas.

Ezek barmelyike konnyen igazolhaté a megfelel6 igazsagtablazatok
osszehasonlitasaval.
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Tovabbi logikai ekvivalencidkk

Tétel (De Morgan azonossagok)

~(AV B) = (-A)A(=B),  —(AAB)=(-A)V(-B)

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Tovabbi logikai ekvivalencidkk

Tétel (De Morgan azonossagok)

~(AV B) = (-A)A(=B),  —(AAB)=(-A)V(-B)

Tétel (Az <> néhany tulajdonsaga)

A<B=B+ A (kommutativitas),
(A+B)« C=A+« (B+ () (asszociativitas).
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Tovabbi logikai ekvivalencidkk

Tétel (De Morgan azonossagok)

~(AV B) = (-A)A(=B),  —(AAB)=(-A)V(-B)

Tétel (Az <> néhany tulajdonsaga)

A<B=B+ A (kommutativitas),
(A+B)« C=A+« (B+ () (asszociativitas).

Tétel (Kontrapozicio)

A — B=(-B) = (-A) (kontrapozicio).

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Tovabbi logikai ekvivalencidkk

Tétel (De Morgan azonossagok)

~(AV B) = (-A)A(=B),  —(AAB)=(-A)V(-B)

Tétel (Az <> néhany tulajdonsaga)

A<B=B+ A (kommutativitas),
(A+B)« C=A+« (B+ () (asszociativitas).

Tétel (Kontrapozicio)

A — B=(-B) = (-A) (kontrapozicio).

Tétel (Tagadas tagadasa)
—|(—|A) = A.

Ezek is hasonléan konnyen igazolhaték a megfelels
igazsagtablazatok dsszehasonlitasaval.
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Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Megoldas: Elég belatni, hogy a két oldal pontosan
ugyanakkor hamis!
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Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Megoldas: Elég belatni, hogy a két oldal pontosan
ugyanakkor hamis! A bal oldal pontosan akkor hamis, ha A =i
és B — C hamis;
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Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Megoldas: Elég belatni, hogy a két oldal pontosan
ugyanakkor hamis! A bal oldal pontosan akkor hamis, ha A =i
és B — C hamis; azaz pontosan akkor, ha A= igaz, B = és
C=h.
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Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Megoldas: Elég belatni, hogy a két oldal pontosan
ugyanakkor hamis! A bal oldal pontosan akkor hamis, ha A =i
és B — C hamis; azaz pontosan akkor, ha A= igaz, B = és

C =h.

A jobb oldal pontosan akkor hamis, ha AA B igaz és C = h,
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Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Megoldas: Elég belatni, hogy a két oldal pontosan
ugyanakkor hamis! A bal oldal pontosan akkor hamis, ha A =i
és B — C hamis; azaz pontosan akkor, ha A= igaz, B = és

C =h.

A jobb oldal pontosan akkor hamis, ha AA B igaz és C = h, azaz
pontosan akkor ha A=iigaz, B=iés C =h,
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Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Megoldas: Elég belatni, hogy a két oldal pontosan
ugyanakkor hamis! A bal oldal pontosan akkor hamis, ha A =i
és B — C hamis; azaz pontosan akkor, ha A= igaz, B = és

C =h.

A jobb oldal pontosan akkor hamis, ha AA B igaz és C = h, azaz
pontosan akkor ha A =iigaz, B =i és C = h, tehat pontosak
akkor, amikor a bal oldal. Q.e.d.
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Mintafeladat (és megoldasi fogas)

Feladat (Az implikaci6 kezelése)

Bizonyitsuk be, hogy A— (B— C)=(AAB)— C.

Megoldas: Elég belatni, hogy a két oldal pontosan
ugyanakkor hamis! A bal oldal pontosan akkor hamis, ha A =i
és B — C hamis; azaz pontosan akkor, ha A= igaz, B = és

C =h.

A jobb oldal pontosan akkor hamis, ha AA B igaz és C = h, azaz
pontosan akkor ha A =iigaz, B =i és C = h, tehat pontosak
akkor, amikor a bal oldal. Q.e.d.

Megjegyzés

(Az — és a V kezelésérsl) A fenti médszer sikere azon malik, hogy
az implikacié ritkan hamis. (A négy lehetséges kiértékelés esetén
csak az egyiknél.) Ugyanez érvényes a diszjunkcidra is; a fenti
modszer arra is alkalmazhato.
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Néhany tautolégia

Az alabbi allitasok a definicidk evidens kdvetkezményei.
Segitségiikkel tjabb tautoldgiakat és logikailag ekvivalens
formulaparokat gyarthatunk.
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Néhany tautolégia

Az alabbi allitasok a definicidk evidens kdvetkezményei.
Segitségiikkel tjabb tautoldgiakat és logikailag ekvivalens
formulaparokat gyarthatunk.

Allitas (logikai ekvivalenciakbdl tautolégia)

Az itéletkalkulus tetszéleges F és G formulajara érvényes, hogy
F = G pontosak akkor, ha F <+ G tautoldgia.
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Néhany tautolégia

Az alabbi allitasok a definicidk evidens kdvetkezményei.
Segitségiikkel tjabb tautoldgiakat és logikailag ekvivalens
formulaparokat gyarthatunk.

Allitas (logikai ekvivalenciakbdl tautolégia)

Az itéletkalkulus tetszéleges F és G formulajara érvényes, hogy
F = G pontosak akkor, ha F <+ G tautoldgia.

Allitas (valtozok helyére formulak)

Ha egy tautoldgia valtozoi helyére tetszéleges formuldkat
helyettesitiink (természetesen egyazon valtozé minden felléptekor
ugyanazt a formulat), akkor tautolégiat kapunk.
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Néhany tautolégia

Az alabbi allitasok a definicidk evidens kdvetkezményei.
Segitségiikkel tjabb tautoldgiakat és logikailag ekvivalens
formulaparokat gyarthatunk.

Allitas (logikai ekvivalenciakbdl tautolégia)

Az itéletkalkulus tetszéleges F és G formulajara érvényes, hogy
F = G pontosak akkor, ha F <+ G tautoldgia.

Allitas (valtozok helyére formulak)

Ha egy tautoldgia valtozoi helyére tetszéleges formuldkat
helyettesitiink (természetesen egyazon valtozé minden felléptekor
ugyanazt a formulat), akkor tautolégiat kapunk.

A fenti két allitds kombinalhat6 is, amint azt a kdvetkez8 példa
mutatja.
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Példa valtozék helyettesitésére

Feladat

Ekvivalens-e logikailag az alabbi két formula:
F=(AANB)—=C)vD & G=-(-((AAB)— C)A-D)?
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Példa valtozék helyettesitésére

Ekvivalens-e logikailag az alabbi két formula:
F=(AANB)—=C)vD & G=-(-((AAB)— C)A-D)?

Megoldas (Aprolékosan)

A de Morgan azonossag és a "logikai ekvivalenciakbdl tautolégia"

allitasunk szerint (AV B) <> =(—~A A =B) tautoldgia. A helyére az

(AN B) — C, a B helyére pedig a D formulat helyettesitve:
((AAB)=C)Vv D)< (=(=((ANB) = C)A=D))

.

F G

ami az el6z6 allitas szerint tautolégia. Igy a "logikai
ekvivalencidkbdl tautolégia" allitasunk szerint a vélasz: igen.
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Példa valtozék helyettesitésére

Ekvivalens-e logikailag az alabbi két formula:
F=(AANB)—=C)vD & G=-(-((AAB)— C)A-D)?

Megoldas (Aprolékosan)

A de Morgan azonossag és a "logikai ekvivalenciakbdl tautolégia"
allitasunk szerint (AV B) <> =(—~A A =B) tautoldgia. A helyére az
(AN B) — C, a B helyére pedig a D formulat helyettesitve:

((AAB)=C)Vv D)< (=(=((ANB) = C)A=D))

.

F G

ami az el6z6 allitas szerint tautolégia. Igy a "logikai
ekvivalencidkbdl tautolégia" allitasunk szerint a vélasz: igen.

|gazsagtablazattal - ami 2* = 16 sorbél allna) sokkal tébb munkat
igényelne!
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Rovidebb megoldas

Megoldas (Gyorsabban)

Az el6z6 allitas mintajara az is igaz, hogy a mondott helyettesités
logikailag ekvivalens formulakbdl logikailag ekvivalens formulakat
ad. Ez a tény hasonlé de kissé révidebb megoldast tesz lehetéve,
amelynek soran nem kell a "logikai ekvivalencidkbdl tautolégia"
allitasunkra hivatkozni.
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Részformula helyettesitése logikailag ekvivalens formulaval

Ha egy formula valamely részformulaja helyébe vele logikailag
ekvivalens formulat irunk, akkor az eredetivel logikailag ekvivalens
formulat kapunk.

Ez is a definiciok kovetkezménye (nem részletezziik, hogy miért).
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Részformula helyettesitése logikailag ekvivalens formulaval

Ha egy formula valamely részformulaja helyébe vele logikailag
ekvivalens formulat irunk, akkor az eredetivel logikailag ekvivalens
formulat kapunk.

Ez is a definiciok kovetkezménye (nem részletezziik, hogy miért).

Az F =(A— B) — (CA-D) formula logikailag ekvivalens a
F = (BV —=A) — (CA=D) formulaval, hiszen a piros részformula
helyére a vele ekvivalens kék formulat helyettesitve kaptuk G-t.
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Részformula helyettesitése logikailag ekvivalens formulaval

Ha egy formula valamely részformulaja helyébe vele logikailag
ekvivalens formulat irunk, akkor az eredetivel logikailag ekvivalens
formulat kapunk.

Ez is a definiciok kovetkezménye (nem részletezziik, hogy miért).

Az F =(A— B) — (CA-D) formula logikailag ekvivalens a
F = (BV —=A) — (CA=D) formulaval, hiszen a piros részformula
helyére a vele ekvivalens kék formulat helyettesitve kaptuk G-t.

(lgazsagtablazattal sokkal lassabb lenne.)
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Részformula helyettesitése logikailag ekvivalens formulaval

Ha egy formula valamely részformulaja helyébe vele logikailag
ekvivalens formulat irunk, akkor az eredetivel logikailag ekvivalens
formulat kapunk.

Ez is a definiciok kovetkezménye (nem részletezziik, hogy miért).

Az F =(A— B) — (CA-D) formula logikailag ekvivalens a
F = (BV —=A) — (CA=D) formulaval, hiszen a piros részformula
helyére a vele ekvivalens kék formulat helyettesitve kaptuk G-t.

(Igazsagtablazattal sokkal lassabb lenne.) Az alabbi el6késziiletek
célja az, hogy tetszéleges formulahoz egy vele logikailag ekvivalens
jol kezelhetd formulat talaljunk.
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Diszjunktiv normalforma

Definici6 (Diszjunktiv normalforma)

Egy formulat diszjunktiv normalformanak hivunk, ha

Ki V-V Ky, alaka, ahol minden egyes K; (1 < i < m)
valtozéknak és negaltjaiknak a konjunkciéja oly médon, hogy
K;-ben mindegyik valtozé legfeljebb egyszer szerepel, tovabba a
Ki-k paronként lényegesen kiilonbdzsk (azaz nemcsak a konjunkcié
tényezSinek sorrendjében térnek el). A Ki-ket elemi
konjunkciéknak nevezziik.

Ha egy n-valtozés diszjunktiv normalforma esetén minden egyes
K;-ben mind az n valtozé fellép, akkor

teljes diszjunktiv normalformard| P’
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Diszjunktiv normalforma

Definici6 (Diszjunktiv normalforma)

Egy formulat diszjunktiv normalformanak hivunk, ha

Ki V-V Ky, alaka, ahol minden egyes K; (1 < i < m)
valtozéknak és negaltjaiknak a konjunkciéja oly médon, hogy
K;-ben mindegyik valtozé legfeljebb egyszer szerepel, tovabba a
Ki-k paronként lényegesen kiilonbdzsk (azaz nemcsak a konjunkcié
tényezSinek sorrendjében térnek el). A Ki-ket elemi
konjunkciéknak nevezziik.

Ha egy n-valtozés diszjunktiv normalforma esetén minden egyes
K;-ben mind az n valtozé fellép, akkor

teljes diszjunktiv normalformard| P’

A definicié épit a konjunkcié és diszjunkcié asszociativitasara:
ahogy mondjuk a ki + - -+ + k,, Osszeget sem kell zaréjelezni, mert
mindegy, milyen sorrendben adjuk &ssze a szamokat, éppagy a
K1V -V K, diszjunkciét sem zardjelezziik.
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Néhany példa

Példa
Ha n = 3, akkor

[F = (—|A1 A As A —\A3) V (A1 A As A A3) V (A1 A As A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma.
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Néhany példa

Példa

Ha n = 3, akkor

F = (—|A1 A Ax A —\A3) V (A1 A Ax A A3) V (A1 A Ax A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma. Ha n > 3, akkor a fenti F ugyan
diszjunktiv normalforma, de nem teljes.
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Néhany példa

Példa

Ha n = 3, akkor

F = (—|A1 A Ax A —\A3) V (A1 A Ax A A3) V (A1 A Ax A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma. Ha n > 3, akkor a fenti F ugyan
diszjunktiv normalforma, de nem teljes.

Az (A1 A Ax A A3) V (A1 A —Ay) diszjunktiv normalforma, de nem
teljes.
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Néhany példa

Példa

Ha n = 3, akkor

F = (—|A1 A Ax A —\A3) V (A1 A Ax A A3) V (A1 A Ax A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma. Ha n > 3, akkor a fenti F ugyan
diszjunktiv normalforma, de nem teljes.

Az (A1 A Ax A A3) V (A1 A —Ay) diszjunktiv normalforma, de nem
teljes. Ez utébbit nem kiilonboztetjiik meg a

(mA2 A A1) V (A3 A A1 A Ap) diszjunktiv normalformatdél (hiszen
eltérés csak a sorrendben van).
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Néhany példa

Példa

Ha n = 3, akkor

F = (—|A1 A Ax A —\A3) V (A1 A Ax A A3) V (A1 A Ax A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma. Ha n > 3, akkor a fenti F ugyan
diszjunktiv normalforma, de nem teljes.

Az (A1 A Ax A A3) V (A1 A —Ay) diszjunktiv normalforma, de nem
teljes. Ez utébbit nem kiilénbdztetjiik meg a

(mA2 A A1) V (A3 A A1 A Az) diszjunktiv normalformatél (hiszen
eltérés csak a sorrendben van).

Az A; V —A; is diszjunktiv normalforma (megengedjiik az
egytényezds konjunkciot is).
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Néhany példa

Példa

Ha n = 3, akkor

F = (—|A1 A Ax A —\A3) V (A1 A Ax A A3) V (A1 A Ax A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma. Ha n > 3, akkor a fenti F ugyan
diszjunktiv normalforma, de nem teljes.

Az (A1 A Ax A A3) V (A1 A —Ay) diszjunktiv normalforma, de nem
teljes. Ez utébbit nem kiilénbdztetjiik meg a

(mA2 A A1) V (A3 A A1 A Az) diszjunktiv normalformatél (hiszen
eltérés csak a sorrendben van).

Az A; V —A; is diszjunktiv normalforma (megengedjiik az
egytényezds konjunkciét is). Az A; A —Az is d.n.f. (egytagl
diszjunkcio).
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Néhany példa

Példa

Ha n = 3, akkor

F = (—|A1 A Ax A —\A3) V (A1 A Ax A A3) V (A1 A Ax A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma. Ha n > 3, akkor a fenti F ugyan
diszjunktiv normalforma, de nem teljes.

Az (A1 A Ax A A3) V (A1 A —Ay) diszjunktiv normalforma, de nem
teljes. Ez utébbit nem kiilénbdztetjiik meg a

(mA2 A A1) V (A3 A A1 A Az) diszjunktiv normalformatél (hiszen
eltérés csak a sorrendben van).

Az A; V —A; is diszjunktiv normalforma (megengedjiik az
egytényezds konjunkciét is). Az A; A —Az is d.n.f. (egytagl
diszjunkcio).

Megengedjiik
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Néhany példa

Példa

Ha n = 3, akkor

F = (—|A1 A Ax A —\A3) V (A1 A Ax A A3) V (A1 A Ax A —\A3) egy
teljes diszjunktiv normalforma. Ha n > 3, akkor a fenti F ugyan
diszjunktiv normalforma, de nem teljes.

Az (A1 A Ax A A3) V (A1 A —Ay) diszjunktiv normalforma, de nem
teljes. Ez utébbit nem kiilénbdztetjiik meg a

(mA2 A A1) V (A3 A A1 A Az) diszjunktiv normalformatél (hiszen
eltérés csak a sorrendben van).

Az A; V —A; is diszjunktiv normalforma (megengedjiik az
egytényezds konjunkciét is). Az A; A —Az is d.n.f. (egytagl
diszjunkcio).

Megengedjiik az iires (0-tagi) diszjunkciét h, valamint az iires
(0-tényezgjii) konjunkciot i jelentéssel is, ezért a konstans h és a
konstans i is diszjunktiv normalformanak tekintendd. A h teljes
d.n.f. (Ures diszjunkcid), az i viszont nem teljes d.n.f.
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Mire jok a diszjunktiv normalformak?

A diszjunktiv normalformak egyik alkalmazasa a logikai aramkorok
tervezése. Tulajdonképpen minden logikai aramkor egy formula
realizacidjanak tekinthets. A formulat felirjuk diszjunktiv
normalformaban, majd specialis aramkori kapukbél, an.
.és-kapukbol” és ,vagy-kapukbdl” drétok felhasznalasaval
megépitjiik — illetve sziliciumlapra integraljuk.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Mire jok a diszjunktiv normalformak?

A diszjunktiv normalformak egyik alkalmazasa a logikai aramkorok
tervezése. Tulajdonképpen minden logikai aramkor egy formula
realizacidjanak tekinthets. A formulat felirjuk diszjunktiv
normalformaban, majd specialis aramkori kapukbél, an.
.és-kapukbol” és ,vagy-kapukbdl” drétok felhasznalasaval
megépitjiik — illetve sziliciumlapra integraljuk. Célszeri a
diszjunktiv normalformat agy valasztani, hogy a lehet6 legolcsébb
legyen megépiteni. Ez nem trivialis feladat, hiszen pl. egy
tvaltozés formula atlagosan kb. 3,29 - 1093 diszjunktiv
normalformaval ekvivalens logikailag;
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Mire jok a diszjunktiv normalformak?

A diszjunktiv normalformak egyik alkalmazasa a logikai aramkorok
tervezése. Tulajdonképpen minden logikai aramkor egy formula
realizacijanak tekinthets. A formulat felirjuk diszjunktiv
normalformaban, majd specialis aramkori kapukbél, an.
.és-kapukbol” és ,vagy-kapukbdl” drétok felhasznalasaval
megépitjiik — illetve sziliciumlapra integraljuk. Célszeri a
diszjunktiv normalformat agy valasztani, hogy a lehet6 legolcsébb
legyen megépiteni. Ez nem trivialis feladat, hiszen pl. egy
tvaltozés formula atlagosan kb. 3,29 - 1093 diszjunktiv
normalformaval ekvivalens logikailag; hatvaltozés esetben a
megfelels szam 1,53 - 102%0. llyen kérdésekkel pl. a
Boole-fliggvények tantargy foglalkozik. Természetesen amikor
megszamoljuk a diszjunktiv normalformakat, akkor nem
kiilonboztetjiik meg azokat, amelyek csak a diszjunkciés tagok vagy
a konjunkcioés tényezék sorrendjében térnek el.
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Teljes diszjunktiv normalformak

Tétel (A t.d.n.f. egzisztenciaja és unicitasa)

Az itéletkalkulus tetszéleges F  n-véltozés formulijahoz létezik
egy vele logikailag ekvivalens teljes diszjunktiv normalforma, amely

a diszjunkcié tagjainak és (azon beliil) a konjunkcick tényezdinek
sorrendjétél eltekintve egyértelmiien meghatarozott.

Példaul az F = A < B formula esetén az alabbi médon kell eljarni.
(A korabbi igazsagtablazatot idézziik, de abbdl most csak az els
ketts és az utolsé oszlopra van sziikség.)
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Teljes diszjunktiv normalformak

Tétel (A t.d.n.f. egzisztenciaja és unicitasa)

Az itéletkalkulus tetszéleges F  n-véltozés formulijahoz létezik
egy vele logikailag ekvivalens teljes diszjunktiv normalforma, amely
a diszjunkcié tagjainak és (azon beliil) a konjunkcick tényezdinek
sorrendjétél eltekintve egyértelmiien meghatarozott. Ez a
teljes diszjunktiv normalforma az F igazsagtablazatabdl az alabbi
médon hatarozhaté meg: a keresett Ky V - -V Ky, t.d.n.f.-ben m a
tablazat azon sorainak a szama, ahol a formula az i logikai értéket

veszi fel.

Példaul az F = A < B formula esetén az alabbi médon kell eljarni.
(A korabbi igazsagtablazatot idézziik, de abbdl most csak az els
ketts és az utolsé oszlopra van sziikség.)
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Teljes diszjunktiv normalformak

Tétel (A t.d.n.f. egzisztenciaja és unicitasa)

Az itéletkalkulus tetszéleges F  n-véltozés formulijahoz létezik
egy vele logikailag ekvivalens teljes diszjunktiv normalforma, amely
a diszjunkcié tagjainak és (azon beliil) a konjunkcick tényezdinek
sorrendjétél eltekintve egyértelmiien meghatarozott. Ez a
teljes diszjunktiv normalforma az F igazsagtablazatabdl az alabbi
médon hatarozhaté meg: a keresett Ky V - -V Ky, t.d.n.f.-ben m a
tablazat azon sorainak a szama, ahol a formula az i logikai értéket
veszi fel. Minden ilyen sorhoz a megfelelé K-t gy kapjuk, hogy
pontosan azon véltozékat negaljuk, amelyek a h értéket veszik fel,

és ezek utan vessziik az bsszes valtozét tartalmazé konjunkciot.

Példaul az F = A < B formula esetén az alabbi médon kell eljarni.
(A korabbi igazsagtablazatot idézziik, de abbdl most csak az els
ketts és az utolsé oszlopra van sziikség.)
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Teljes diszjunktiv normalformak

Tétel (A t.d.n.f. egzisztenciaja és unicitasa)

Az itéletkalkulus tetszéleges F  n-véltozés formulijahoz létezik
egy vele logikailag ekvivalens teljes diszjunktiv normalforma, amely
a diszjunkcié tagjainak és (azon beliil) a konjunkcick tényezdinek
sorrendjétél eltekintve egyértelmiien meghatarozott. Ez a
teljes diszjunktiv normalforma az F igazsagtablazatabdl az alabbi
médon hatarozhaté meg: a keresett Ky V - -V Ky, t.d.n.f.-ben m a
tablazat azon sorainak a szama, ahol a formula az i logikai értéket
veszi fel. Minden ilyen sorhoz a megfelelé K-t gy kapjuk, hogy
pontosan azon véltozékat negaljuk, amelyek a h értéket veszik fel,

és ezek utan vessziik az bsszes valtozét tartalmazé konjunkciot.

Példaul az F = A < B formula esetén az alabbi médon kell eljarni.
(A korabbi igazsagtablazatot idézziik, de abbdl most csak az els
ketts és az utolsé oszlopra van sziikség.)
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Az A < B teljes diszjunktiv normalformaja

A | B |A>B|B+A|(A+B)A(B—+4)|A<-B
h | b i i i i
HERE h h h
i |n|n | h h
R E i i 1

Innen leolvashaté, hogy az elemi konjunkcidk szama m = 2 (ahany i
van az utolsé oszlopban),
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Az A < B teljes diszjunktiv normalformaja

A | B |A>B|B+A|(A+B)A(B—+4)|A<-B
h | b i i i i
HERE h h h
i |n|n | h h
R E i i 1

Innen leolvashaté, hogy az elemi konjunkcidk szama m = 2 (ahany i
van az utolsé oszlopban), K3 = A A =B,
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Az A < B teljes diszjunktiv normalformaja

A | B |A>B|B+A|(A+B)A(B—+4)|A<-B
h | b i i i i
HERE h h h
i |n|n | h h
R E i i 1

Innen leolvashaté, hogy az elemi konjunkcidk szama m = 2 (ahany i
van az utolsé oszlopban), K1 = “AA =B, K = AA B, tehat a
keresett t.d.n.f.: (FAAN-B)V (AAB).
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/l

Hatarozzuk meg az F = =(A — (B A C)) formulaval logikailag
ekvivalens teljes diszjunktiv normalformat! (Révidebben
fogalmazva, mi a mondott F teljes diszjunktiv normalformaja?)

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/l

Hatarozzuk meg az F = =(A — (B A C)) formulaval logikailag
ekvivalens teljes diszjunktiv normalformat! (Révidebben
fogalmazva, mi a mondott F teljes diszjunktiv normalformaja?)

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

A tétel szerint azt kell vizsgalni, hogy hol (milyen kiértékelésnél,
mas széval milyen helyettesitésnél) lesz F =i (tehat az
igazsagtablahat mely soraiban lesz i.) Azaz mikor lesz A — (B A C)
hamis.
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/l

Hatarozzuk meg az F = =(A — (B A C)) formulaval logikailag
ekvivalens teljes diszjunktiv normalformat! (Révidebben
fogalmazva, mi a mondott F teljes diszjunktiv normalformaja?)

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

A tétel szerint azt kell vizsgalni, hogy hol (milyen kiértékelésnél,
mas széval milyen helyettesitésnél) lesz F =i (tehat az
igazsagtablahat mely soraiban lesz i.) Azaz mikor lesz A — (B A C)
hamis. Tudjuk, hogy pontosan akkor, amikor A =i és B A C hamis.
Ez utébbi pontosan akkor hamis, ha
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/l

Hatarozzuk meg az F = =(A — (B A C)) formulaval logikailag
ekvivalens teljes diszjunktiv normalformat! (Révidebben
fogalmazva, mi a mondott F teljes diszjunktiv normalformaja?)

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

A tétel szerint azt kell vizsgalni, hogy hol (milyen kiértékelésnél,
mas széval milyen helyettesitésnél) lesz F =i (tehat az
igazsagtablahat mely soraiban lesz i.) Azaz mikor lesz A — (B A C)
hamis. Tudjuk, hogy pontosan akkor, amikor A =i és B A C hamis.
Ez utébbi pontosan akkor hamis, ha B hamis vagy C hamis. Tehat
a keresett (A, B, C) helyettesitési értékek:
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/l

Hatarozzuk meg az F = =(A — (B A C)) formulaval logikailag
ekvivalens teljes diszjunktiv normalformat! (Révidebben
fogalmazva, mi a mondott F teljes diszjunktiv normalformaja?)

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

A tétel szerint azt kell vizsgalni, hogy hol (milyen kiértékelésnél,
mas széval milyen helyettesitésnél) lesz F =i (tehat az
igazsagtablahat mely soraiban lesz i.) Azaz mikor lesz A — (B A C)
hamis. Tudjuk, hogy pontosan akkor, amikor A =i és B A C hamis.
Ez utébbi pontosan akkor hamis, ha B hamis vagy C hamis. Tehat
a keresett (A, B, C) helyettesitési értékek: (i, h, h), (i, h,i), (i,i, h).
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/l

Hatarozzuk meg az F = =(A — (B A C)) formulaval logikailag
ekvivalens teljes diszjunktiv normalformat! (Révidebben
fogalmazva, mi a mondott F teljes diszjunktiv normalformaja?)

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

A tétel szerint azt kell vizsgalni, hogy hol (milyen kiértékelésnél,
mas széval milyen helyettesitésnél) lesz F =i (tehat az
igazsagtablahat mely soraiban lesz i.) Azaz mikor lesz A — (B A C)
hamis. Tudjuk, hogy pontosan akkor, amikor A =i és B A C hamis.
Ez utébbi pontosan akkor hamis, ha B hamis vagy C hamis. Tehat
a keresett (A, B, C) helyettesitési értékek: (i, h, h), (i, h,i), (i,i, h).
Az eddigiek szerint a keresett t.d.n.f.:

(AA-BA-C)V(AA-BAC)V(AABA-CQ).

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/2

Megoldas (lgazsagtablazattal)

A|B| C|BAC|A>(BAC)| F=1(A=(BAC))
h|(h | h h i h
h h | i h i h
h|i |h h i h
h|i|i i i h
i h|h h h i
i h|i h h i
i|i | h h h i
i|i|i i i h
Tehat
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/2

Megoldas (lgazsagtablazattal)

A| B| C|BAC|A=(BAC)| F=1U~(BAC)
b h | h| h i h
b|(h|i| n i h
b|i |[b| h i h
h(i 1] 4 i h
ih|nh| h h i
i(h|i| n h i
(i [n| h h i
ili i ] i h
Tehat (AA—BA—-C)V(AA-BAC)V(AABA-C).
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Az F=—=(A— (BAC))td.n. formaja/2

Megoldas (lgazsagtablazattal)

A| B| C|BAC|A~(BAC)| F=1U~BAC)
b h|h| h i h
b/h|i| n i h
b|i |[b| h i h
bhli 1| & i h
i|(h|n| n h i
i h|i| n h i
it |n| n h i
SRR i h
Tehat (AA-BA-C)V(AA-BAC)V(AABA-C).

Tovabbi lehetéség: azonossagok alkalmazasaval addig alakitjuk,
mig teljes diszj. normalformahoz jutunk (Id. el6z8 jegyzet); nem
részletezziik.
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Feladat (Modus ponens)

Mutassuk meg, hogy az (AA (A — B)) — B formula tautoldgia.
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Modus ponens

Feladat (Modus ponens)

Mutassuk meg, hogy az (AA (A — B)) — B formula tautoldgia.

Lehetne igazsagtablazattal is, de

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

Ha a formulank (jeldlje F) hamis, akkor B =h és AA (A — B)
igaz.
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Modus ponens

Feladat (Modus ponens)

Mutassuk meg, hogy az (AA (A — B)) — B formula tautoldgia.

Lehetne igazsagtablazattal is, de

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

Ha a formulank (jeldlje F) hamis, akkor B =h és AA (A — B)
igaz. Mivel ez a konjunckié i, ezért A =i.
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Modus ponens

Feladat (Modus ponens)

Mutassuk meg, hogy az (AA (A — B)) — B formula tautoldgia.

Lehetne igazsagtablazattal is, de

Megoldas (s6t, egy frappans megoldas)

Ha a formulank (jeldlje F) hamis, akkor B =h és AA (A — B)
igaz. Mivel ez a konjunckié i, ezért A =i. De ekkor a konjunkcié
masodik tényez6je, A — B, azaz i — h hamis, és igy a konjunkcié
mégsem lehet igaz. Ezért nem lehetséges olyan kiértékelés, amikor
F hamis. Tehat barmely kiértékelésnél F igaz, és igy F tautoldgia.

Ezt a tautolégiat modus ponens-nek nevezziik; mar
Arisztotelész is ismerte. Fontos szerephez jut a logikaban, de nem a
jelen tananyagban. (B&vebben Id. korabbi jegyzet.)
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A predikatumkalkulus elemei

Az itéletkalkulus nem elegendé olyan bonyolultabb kijelentések
részletes formalizalasara, mint pl. ,,minden egész szamhoz van olyan
racionalis szam, amelynek négyzetgydke nagyobb a kiindulasi egész
szamnal”. Ennek érdekében az itéletkalkulust ki kell béviteni:
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A predikatumkalkulus elemei

Az itéletkalkulus nem elegendé olyan bonyolultabb kijelentések
részletes formalizalasara, mint pl. ,,minden egész szamhoz van olyan
racionalis szam, amelynek négyzetgydke nagyobb a kiindulasi egész
szamnal”. Ennek érdekében az itéletkalkulust ki kell béviteni:

— kvantorokkal: a ,barmely, minden, dsszes, tetszéleges” jelentésii

V univerzalis kvantorral és a ,van olyan, létezik, talalhaté
jelentésii 3 egzisztencialis kvantorral,

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



A predikatumkalkulus elemei

Az itéletkalkulus nem elegendé olyan bonyolultabb kijelentések
részletes formalizalasara, mint pl. ,,minden egész szamhoz van olyan
racionalis szam, amelynek négyzetgydke nagyobb a kiindulasi egész
szamnal”. Ennek érdekében az itéletkalkulust ki kell béviteni:

— kvantorokkal: a ,barmely, minden, dsszes, tetszéleges” jelentésii
V univerzalis kvantorral és a ,van olyan, létezik, talalhats”
jelentésii 3 egzisztencialis kvantorral,

— miiveletek jeldlésére alkalmas an. fliggvényjelekkel (mint

esetiinkben pl. a \/ jellel), és
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A predikatumkalkulus elemei

Az itéletkalkulus nem elegendé olyan bonyolultabb kijelentések
részletes formalizalasara, mint pl. ,,minden egész szamhoz van olyan
racionalis szam, amelynek négyzetgydke nagyobb a kiindulasi egész
szamnal”. Ennek érdekében az itéletkalkulust ki kell béviteni:

— kvantorokkal: a ,barmely, minden, dsszes, tetszéleges” jelentésii
V univerzalis kvantorral és a ,van olyan, létezik, talalhats”
jelentésii 3 egzisztencialis kvantorral,

— miiveletek jeldlésére alkalmas an. fliggvényjelekkel (mint
esetiinkben pl. a \/ jellel), és

— predikatumok jeldlésére szolgalé predikatumjelekkel
(esetiinkben pl. a ,,>" jellel) .
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A predikatumkalkulus elemei

Az itéletkalkulus nem elegendé olyan bonyolultabb kijelentések
részletes formalizalasara, mint pl. ,,minden egész szamhoz van olyan
racionalis szam, amelynek négyzetgydke nagyobb a kiindulasi egész
szamnal”. Ennek érdekében az itéletkalkulust ki kell béviteni:

— kvantorokkal: a ,barmely, minden, dsszes, tetszéleges” jelentésii
V univerzalis kvantorral és a ,van olyan, létezik, talalhats”
jelentésii 3 egzisztencialis kvantorral,

— miiveletek jeldlésére alkalmas an. fliggvényjelekkel (mint
esetiinkben pl. a \/ jellel), és

— predikatumok jeldlésére szolgalé predikatumjelekkel
(esetiinkben pl. a ,,>" jellel) .

Predikatumon egy olyan egy- vagy tdbbvaltozés fiiggényt (azaz
leképezést) értiink, amelynek valtozéi helyére alkalmas
objektumokat helyettesitve logikai értékkel (i, h) biré itélet
keletkezik.
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Formalizalas kvantorokkal

Most mar képesek vagyunk bonyolultabb kijelentéseket formalizalni.
Az egzakt definiciét példak el6zik meg.
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Formalizalas kvantorokkal

Most mar képesek vagyunk bonyolultabb kijelentéseket formalizalni.
Az egzakt definiciét példak el6zik meg.

Formalizaljuk a alabbi itéletet: ,Minden bogar rovar, de nem
minden rovar bogar".
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Formalizalas kvantorokkal

Most mar képesek vagyunk bonyolultabb kijelentéseket formalizalni.
Az egzakt definiciét példak el6zik meg.

Példa

Formalizaljuk a alabbi itéletet: ,Minden bogar rovar, de nem
minden rovar bogar".

v

Megoldas

Két egyvaltozos predikatumra kell jeldlést bevezetniink:
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Formalizalas kvantorokkal

Most mar képesek vagyunk bonyolultabb kijelentéseket formalizalni.
Az egzakt definiciét példak el6zik meg.
Példa

Formalizaljuk a alabbi itéletet: ,Minden bogar rovar, de nem
minden rovar bogar".

| A\

Megoldas

Két egyvaltozos predikatumra kell jeldlést bevezetniink: jeldlje pl.
R(x) azt, hogy , x rovar’, B(x) pedig azt, hogy ,,x bogar". Ekkor a
keresett formula példaul:
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Formalizalas kvantorokkal

Most mar képesek vagyunk bonyolultabb kijelentéseket formalizalni.
Az egzakt definiciét példak el6zik meg.

Példa

Formalizaljuk a alabbi itéletet: ,Minden bogar rovar, de nem
minden rovar bogar".

| A\

Megoldas

Két egyvaltozos predikatumra kell jeldlést bevezetniink: jeldlje pl.
R(x) azt, hogy , x rovar’, B(x) pedig azt, hogy ,,x bogar". Ekkor a
keresett formula példaul:

(Vx)(B(x) = R(x)) A
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Formalizalas kvantorokkal

Most mar képesek vagyunk bonyolultabb kijelentéseket formalizalni.
Az egzakt definiciét példak el6zik meg.

Formalizaljuk a alabbi itéletet: ,Minden bogar rovar, de nem
minden rovar bogar".

| A\

Megoldas

Két egyvaltozos predikatumra kell jeldlést bevezetniink: jeldlje pl.
R(x) azt, hogy , x rovar’, B(x) pedig azt, hogy ,,x bogar". Ekkor a
keresett formula példaul:

(Vx)(B(x) = R(x)) A =(Vy)(R(y) = B(y))
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Formalizalas kvantorokkal

Most mar képesek vagyunk bonyolultabb kijelentéseket formalizalni.
Az egzakt definiciét példak el6zik meg.

Formalizaljuk a alabbi itéletet: ,Minden bogar rovar, de nem
minden rovar bogar".

| \

Megoldas

Két egyvaltozos predikatumra kell jeldlést bevezetniink: jeldlje pl.
R(x) azt, hogy , x rovar’, B(x) pedig azt, hogy ,,x bogar". Ekkor a
keresett formula példaul:

(Vx)(B(x) > R(x)) A ~(W)(R(Y) = B())

A kvantor immar nem gyorsirasi jel, a hasznalatanak szintaktikai
szabalyai vannak: zardjelbe tessziik, és zargjel jeldli ki a hatokorét
(azaz azt a részformulat, amelyre hat). (Késébb a szintaxist
pontositjuk.)
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Mashogy is lehet formalizalni

Egy ilyen formalizalés feladatnak altalaban sok megoldasa van: a
predikatumok jeldlése mashogy is megvalaszthaté, de még azonos
jelolés mellett is lehet mas megoldas; esetiinkben a

»Minden bogar rovar, de nem minden rovar bogar"

itélet igy is formalizalhato:
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Mashogy is lehet formalizalni

Egy ilyen formalizalés feladatnak altalaban sok megoldasa van: a
predikatumok jeldlése mashogy is megvalaszthaté, de még azonos
jelolés mellett is lehet mas megoldas; esetiinkben a

»Minden bogar rovar, de nem minden rovar bogar"

itélet igy is formalizalhato:

(vx)(B(x) = R(x)) A (3x)(R(x) A ~B(x))
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Mashogy is lehet formalizalni

Egy ilyen formalizalés feladatnak altalaban sok megoldasa van: a
predikatumok jeldlése mashogy is megvalaszthaté, de még azonos
jelolés mellett is lehet mas megoldas; esetiinkben a

»Minden bogar rovar, de nem minden rovar bogar"

itélet igy is formalizalhato:

(vx)(B(x) = R(x)) A (3x)(R(x) A ~B(x))

Tipikus vizsgafeladat: adott egy itélet (széveggel) és 6t formula;
valasszuk ki a formulak koziil az itéletet formalizalé(ka)t.
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Masik példa

Formalizaljuk azt a (valés szamokra vonatkozd) itéletet, hogy ,egy
szam akkor és csak akkor all el6 pontosan egy szam négyzeteként,
ha barmely masik szammal szorozva nem valtozik."
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Masik példa

Formalizaljuk azt a (valés szamokra vonatkozd) itéletet, hogy ,egy
szam akkor és csak akkor all el6 pontosan egy szam négyzeteként,
ha barmely masik szammal szorozva nem valtozik."

Megoldas: az egyetlen predikatumjel az ,=" lesz. Fiiggvényjel is
csak egy lesz: - (a szorzas jele). Hiba lenne itt a négyzetreemelésre
fliggvényjelet bevezetni, hiszen az kifejezhet6 a szorzassal. Az ilyen
jellegii feladat agy értends, hogy valamilyen értelemben tovabb
nem bonthat6 formulat akarunk, ezért nem vezethetiink be
feleslegesen sok fliggvény- vagy predikatumjelet. Az mondatban az
.egy’ szo jelen esetben a ,tetszéleges" szinoniméja.
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A példa folyatasa

Az ,egy szam akkor és csak akkor all el6 pontosan egy szam
négyzeteként, ha barmely masik szammal szorozva nem valtozik.”
itéletet formalizalé formula pl.:

(Vx)(
(E)y - y=x)ANu)(VW)((u-u=xAv-v=x)—u=v))

elsall csak egyféleképpen all els
< (Wy)(x=x-y))).
0-ként viselkedik
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A példa folyatasa

Az ,egy szam akkor és csak akkor all el6 pontosan egy szam
négyzeteként, ha barmely masik szammal szorozva nem valtozik.”
itéletet formalizalé formula pl.:

(vx)(
(E)y - y=x)ANu)(VW)((u-u=xAv-v=x)—u=v))
elsall csak egyféleképpen all els
o (Wy)x=x-y))).
0-ként viselkedik

Itt az is megfigyelhets, hogy az y-ra vonatkozé 3 kvantor (azaz az
elsé 3 kvantor) hatokore csak az ,el6all” részformulara terjed ki.
Ezt kdvetSen y , kiszabadult” a kvantor hatasa alél, és ajbol
szabadon felhasznalhaté.
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A példa folyatasa

Az ,egy szam akkor és csak akkor all el6 pontosan egy szam
négyzeteként, ha barmely masik szammal szorozva nem valtozik.”

itéletet formalizalé formula pl.:
(vx)(
(N -y =) A V)W) ((4-u = x Av-v=x) > u=))
elsall csak egyféleképpen all els
o (Wy)x=x-y))).
0-ként viselkedik

Itt az is megfigyelhets, hogy az y-ra vonatkozé 3 kvantor (azaz az
elsé 3 kvantor) hatokore csak az ,el6all” részformulara terjed ki.
Ezt kdvetSen y , kiszabadult” a kvantor hatasa alél, és ajbol
szabadon felhasznalhaté. Természetesen a ,,0-ként viselkedik”
részben y helyett mas bet(t is irhattunk volna.
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Elsérendii nyelv

Definicio

Egy els6rendii predikatumkalkulus (més néven: elsérendii
nyelv) szimbélumai az alabbiak:
— AV, =60 (,), 3,V és a vesszé;
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Elsérendii nyelv

Definicié

Egy els6rendii predikatumkalkulus (més néven: elsérendii
nyelv) szimbélumai az alabbiak:

— AV, =60 (,), 3,V és a vesszé;

— az x1,X2,.--,Xpn, ... (n€N) individuumvaltozdk;
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Elsérendii nyelv

Definicié

Egy els6rendii predikatumkalkulus (més néven: elsérendii
nyelv) szimbélumai az alabbiak:

— AV, =60 (,), 3,V és a vesszé;

— az x1,X2,.--,Xpn, ... (n€N) individuumvaltozdk;

— predikatumjeleknek egy nemiires P halmaza, ahol minden
egyes P € P-re adott P valtozészama: np > 0; a nullavaltozés
predikatumjel nem mas, mint egy itéletvaltozo;
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Elsérendii nyelv

Definicio

Egy els6rendii predikatumkalkulus (més néven: elsérendii
nyelv) szimbélumai az alabbiak:

— AV, =60 (,), 3,V és a vesszé;

— az x1,X2,.--,Xpn, ... (n€N) individuumvaltozdk;

— predikatumjeleknek egy nemiires P halmaza, ahol minden
egyes P € P-re adott P valtozészama: np > 0; a nullavaltozés
predikatumjel nem mas, mint egy itéletvaltozo;

— fliggvényjeleknek egy (esetleg iires) F halmaza, ahol
minden egyes f € F-re adott f véltozészama: ms > 0; a
nullavaltozés fiiggvényjel nem mas, mint egy
individuumkonstans-jel.

A (P, F) part a nyelv tipusanak nevezziik. Ezt a nyelvet a
késsbbiekben L jeldli.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Elsérendii nyelv

Definicio

Egy els6rendii predikatumkalkulus (més néven: elsérendii
nyelv) szimbélumai az alabbiak:

— AV, =60 (,), 3,V és a vesszé;

— az x1,X2,.--,Xpn, ... (n€N) individuumvaltozdk;

— predikatumjeleknek egy nemiires P halmaza, ahol minden
egyes P € P-re adott P valtozészama: np > 0; a nullavaltozés
predikatumjel nem mas, mint egy itéletvaltozo;

— fliggvényjeleknek egy (esetleg iires) F halmaza, ahol
minden egyes f € F-re adott f véltozészama: ms > 0; a
nullavaltozés fiiggvényjel nem mas, mint egy
individuumkonstans-jel.

A (P, F) part a nyelv tipusanak nevezziik. Ezt a nyelvet a
késsbbiekben L jeldli.

Kvantorokat csak individuumvaltozékra alkalmazhatunk, a
fliggvény- és predikatumjelekre nem; ezért hivjak ,elsérendii’-nek.
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Egy predikatumkalkulusbeli formula

Példaul az imént latott

(Vx)(
(B)y - y=x)ANu)(VW)((u-u=xAv-v=x)—u=v))

elgz’all barmely két gyoke egyenld
o ((Wy)(x=x-y))).
0-ként viselkedik

formula esetén lehet P = {,="} és F = {-}, ahol n— =2 és
m. = 2. (Természetesen bévebb P és F halmazok is lehetnek.) Az
X1, X2, . . . individuumvaltozok helyett persze az x,y, u, ... betik is

hasznalhatok.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Egy predikatumkalkulusbeli formula

Példaul az imént latott

(Vx)(
(B)y - y=x)ANu)(VW)((u-u=xAv-v=x)—u=v))

elgz’all barmely két gyoke egyenld
o ((Wy)(x=x-y))).
0-ként viselkedik

formula esetén lehet P = {,="} és F = {-}, ahol n— =2 és
m. = 2. (Természetesen bévebb P és F halmazok is lehetnek.) Az
X1, X2, . . . individuumvaltozok helyett persze az x,y, u, ... betik is

hasznalhatok. Megvan a nyelv; a formulak definialasa soran az elsé
lépés a kifejezések definialasa.
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A predikatumkalkulus formulai

Definicio

A (P,F) tipust L nyelv az alabbi rekurziéval

megadott sorozatok:
— az x; individuumvaltozoék és az individuumkonstansok (azaz F
nullavaltozds elemei) kifejezések;
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A predikatumkalkulus formulai

Definicio

A (P,F) tipust L nyelv az alabbi rekurziéval
megadott sorozatok:

— az x; individuumvaltozoék és az individuumkonstansok (azaz F
nullavaltozds elemei) kifejezések;

—ha t1,...,t, L kifejezései és f € F n-valtozés fiiggvényjel
(n > 1), akkor f(t1,...,t,) is kifejezése L-nek;
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A predikatumkalkulus formulai

Definicio

A (P,F) tipust L nyelv az alabbi rekurziéval

megadott sorozatok:

— az x; individuumvaltozoék és az individuumkonstansok (azaz F
nullavaltozds elemei) kifejezések;

—ha t1,...,t, L kifejezései és f € F n-valtozés fiiggvényjel

(n > 1), akkor f(t1,...,t,) is kifejezése L-nek;

— L minden kifejezése megkaphaté a fenti két szabaly véges szamu
alkalmazasaval.
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A predikatumkalkulus formulai

Definicio

A (P,F) tipust L nyelv az alabbi rekurziéval

megadott sorozatok:

— az x; individuumvaltozoék és az individuumkonstansok (azaz F
nullavaltozds elemei) kifejezések;

—ha t1,...,t, L kifejezései és f € F n-valtozés fiiggvényjel

(n > 1), akkor f(t1,...,t,) is kifejezése L-nek;

— L minden kifejezése megkaphaté a fenti két szabaly véges szamu
alkalmazasaval.

| A\

Példa

Ha F = {f, g, h}, ahol a megadott fiiggvényjelek rendre 2, 1 és
0-valtozésak, akkor
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A predikatumkalkulus formulai

Definicio

A (P,F) tipust L nyelv az alabbi rekurziéval

megadott sorozatok:

— az x; individuumvaltozoék és az individuumkonstansok (azaz F
nullavaltozds elemei) kifejezések;

—ha t1,...,t, L kifejezései és f € F n-valtozés fiiggvényjel

(n > 1), akkor f(t1,...,t,) is kifejezése L-nek;

— L minden kifejezése megkaphaté a fenti két szabaly véges szamu
alkalmazasaval.

Példa

Ha F = {f, g, h}, ahol a megadott fiiggvényjelek rendre 2, 1 és
0-valtozésak, akkor f(f(x1, h),g(f(x3,x1))) kifejezése L-nek.

| \
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Kifejezés ~ ,szintaktikusan helyes jelsorozat”

Nem tal pontosan: arrdl van sz, hogy éppen azon jelsorozatok a
kifejezések, amelyeket az ,értelemszerii’ szintaktikai szabalyokat
betartva irhat unk fel. (Pl. a fiiggvényjelek valtozészamara
tigyeliink.) De hogy mi az ,értelemszerii”’, azt legkdnnyebben a fenti
definiciéra hivatkozva lehet megmondani.
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Kifejezés ~ ,szintaktikusan helyes jelsorozat”

Nem tal pontosan: arrdl van sz, hogy éppen azon jelsorozatok a
kifejezések, amelyeket az ,értelemszerii’ szintaktikai szabalyokat
betartva irhat unk fel. (Pl. a fiiggvényjelek valtozészamara
tigyeliink.) De hogy mi az ,értelemszerii”’, azt legkdnnyebben a fenti
definiciéra hivatkozva lehet megmondani.

A programozasi nyelvek is definialjak a kifejezéseket; hasonlé
rekurziéval.
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Kifejezés ~ ,szintaktikusan helyes jelsorozat”

Nem tal pontosan: arrdl van sz, hogy éppen azon jelsorozatok a
kifejezések, amelyeket az ,értelemszerii’ szintaktikai szabalyokat
betartva irhat unk fel. (Pl. a fiiggvényjelek valtozészamara
tigyeliink.) De hogy mi az ,értelemszerii”’, azt legkdnnyebben a fenti
definiciéra hivatkozva lehet megmondani.

A programozasi nyelvek is definialjak a kifejezéseket; hasonlé
rekurziéval.
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(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).
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(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).

Lengyel jelGlés esetén ehelyett az fxyxo jelsorozotot irjuk (tehat
a flggvényjelet (vagy mas széval miiveletjelet) kovetik az
operanduszok).
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(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).

Lengyel jelGlés esetén ehelyett az fxyxo jelsorozotot irjuk (tehat
a flggvényjelet (vagy mas széval miiveletjelet) kovetik az
operanduszok). Forditott lengyel jel6lés esetén pedig azt irjuk,
hogy x1xof (azaz az operanduszokat kdveti a miiveletjel).
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(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).

Lengyel jelGlés esetén ehelyett az fxyxo jelsorozotot irjuk (tehat
a flggvényjelet (vagy mas széval miiveletjelet) kovetik az
operanduszok). Forditott lengyel jel6lés esetén pedig azt irjuk,
hogy x1xof (azaz az operanduszokat kdveti a miiveletjel).

Bar a lengyel (és a forditott lengyel) jeldlés elss latasra furcsanak
tlinhet, két elénye mégiscsak van:
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(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).

Lengyel jelGlés esetén ehelyett az fxyxo jelsorozotot irjuk (tehat
a flggvényjelet (vagy mas széval miiveletjelet) kovetik az
operanduszok). Forditott lengyel jel6lés esetén pedig azt irjuk,
hogy x1xof (azaz az operanduszokat kdveti a miiveletjel).

Bar a lengyel (és a forditott lengyel) jeldlés elss latasra furcsanak
tinhet, két elénye mégiscsak van: egyrészt sokkal kénnyebb rajuk
forditéprogramot irni, masrészt nincs sziikség zaréjelekre!

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).

Lengyel jelGlés esetén ehelyett az fxyxo jelsorozotot irjuk (tehat
a flggvényjelet (vagy mas széval miiveletjelet) kovetik az
operanduszok). Forditott lengyel jel6lés esetén pedig azt irjuk,
hogy x1xof (azaz az operanduszokat kdveti a miiveletjel).

Bar a lengyel (és a forditott lengyel) jeldlés elss latasra furcsanak
tinhet, két elénye mégiscsak van: egyrészt sokkal kénnyebb rajuk
forditéprogramot irni, masrészt nincs sziikség zaréjelekre!
Természetesen a , klasszikus” miiveletjeleket tébbnyire a
hagyomanyos médon irjuk, pl.
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(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).

Lengyel jelGlés esetén ehelyett az fxyxo jelsorozotot irjuk (tehat
a flggvényjelet (vagy mas széval miiveletjelet) kovetik az
operanduszok). Forditott lengyel jel6lés esetén pedig azt irjuk,
hogy x1xof (azaz az operanduszokat kdveti a miiveletjel).

Bar a lengyel (és a forditott lengyel) jeldlés elss latasra furcsanak
tinhet, két elénye mégiscsak van: egyrészt sokkal kénnyebb rajuk
forditéprogramot irni, masrészt nincs sziikség zaréjelekre!
Természetesen a , klasszikus” miiveletjeleket tébbnyire a
hagyomanyos médon irjuk, pl. 4+(x,y) helyett x + y-t irunk. Ennek
megfelelen, ha
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(Forditott) lengyel jeldlés

Az természetesen csak megallapodas, hogy a fliggvényjelet
(mondjuk f) és az ,argumentumait” (mondjuk x; és x2) ilyen
sorrendben irjuk: f(x1, x2).

Lengyel jelGlés esetén ehelyett az fxyxo jelsorozotot irjuk (tehat
a flggvényjelet (vagy mas széval miiveletjelet) kovetik az
operanduszok). Forditott lengyel jel6lés esetén pedig azt irjuk,
hogy x1xof (azaz az operanduszokat kdveti a miiveletjel).

Bar a lengyel (és a forditott lengyel) jeldlés elss latasra furcsanak
tinhet, két elénye mégiscsak van: egyrészt sokkal kénnyebb rajuk
forditéprogramot irni, masrészt nincs sziikség zaréjelekre!
Természetesen a , klasszikus” miiveletjeleket tébbnyire a
hagyomanyos médon irjuk, pl. 4+(x,y) helyett x + y-t irunk. Ennek
megfeleléen, ha pl. F = {+,-,4/ }, ahol a megadott hagyomanyos
miiveletjelek rendre 2, 2 és 1-valtozésak (a szokott médon), akkor
pl. kifejezés az alabbi:
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Példa lengyel jelolésre
/X (x+VX) - Vy + x.

Irjuk fel lengyel jeldlésben az elsbbi kifejezést!
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Példa lengyel jelolésre

X (x+Vx) -y +

Irjuk fel lengyel jeldlésben az elsbbi kifejezést!

|

Megoldas

Jeldlje K a kifejezést. A kiilsé mivelettel kezdjiik: K = eab alaka.
(A jobb lathatésag miatt a - helyett e-et fogunk irni.)
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Példa lengyel jelolésre

X (x+Vx) -y +

Irjuk fel lengyel jeldlésben az elsbbi kifejezést!

|

Megoldas

Jeldlje K a kifejezést. A kiilsé mivelettel kezdjiik: K = eab alaka.
(A jobb lathatésag miatt a - helyett e-et fogunk irni.) Most a
helyére elébb azt irjuk, hogy v/ ¢, ekkor K = e/ cb.
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Példa lengyel jelolésre

X (x+Vx) -y +

Irjuk fel lengyel jeldlésben az elsbbi kifejezést!

|

Megoldas

Jeldlje K a kifejezést. A kiilsé mivelettel kezdjiik: K = eab alaka.
(A jobb lathatésag miatt a - helyett e-et fogunk irni.) Most a
helyére elébb azt irjuk, hogy v/ ¢, ekkor K = e+/ ch. Majd ¢
helyett exd-t irunk: K = e v, exdb.
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Példa lengyel jelolésre

X (x+Vx) -y +

Irjuk fel lengyel jeldlésben az elsbbi kifejezést!

|

Megoldas

Jeldlje K a kifejezést. A kiilsé mivelettel kezdjiik: K = eab alaka.
(A jobb lathatésag miatt a - helyett e-et fogunk irni.) Most a
helyére elébb azt irjuk, hogy v/ ¢, ekkor K = e+/ ch. Majd ¢
helyett exd-t irunk: K = e+/ e xdb. Es igy tovabb, a
végeredmény:
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Példa lengyel jelolésre
/X (x+VX) - Vy + x.

Irjuk fel lengyel jeldlésben az elsbbi kifejezést!

Megoldas

Jeldlje K a kifejezést. A kiilsé mivelettel kezdjiik: K = eab alaka.
(A jobb lathatésag miatt a - helyett e-et fogunk irni.) Most a
helyére elébb azt irjuk, hogy v/ ¢, ekkor K = e+/ ch. Majd ¢
helyett exd-t irunk: K = e+/ e xdb. Es igy tovabb, a
végeredmény: e vV o oex+xv xvV o+ yX.
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Példa lengyel jelolésre
/X (x+VX) - Vy + x.

Irjuk fel lengyel jeldlésben az elsbbi kifejezést!

Megoldas

Jeldlje K a kifejezést. A kiilsé mivelettel kezdjiik: K = eab alaka.
(A jobb lathatésag miatt a - helyett e-et fogunk irni.) Most a
helyére elébb azt irjuk, hogy v/ ¢, ekkor K = e+/ ch. Majd ¢
helyett exd-t irunk: K = e+/ e xdb. Es igy tovabb, a
végeredmény: e vV o oex+xv xvV o+ yX.

(Kis gyakorlattal egybdl fel lehetett volna irni, az a, b, . ..
segédvaltozdk nélkiil.)
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Atomi formulak

Definicio

A (P, F) tipust L nyelv a Pl .. t0)

alaka jelsorozatok, ahol P € P n-valtozés predikatumjel (n > 0),
ti,...,ty, pedig L kifejezései. (Specialis eset: n = 0, ekkor P egy
itéletvaltozo.)
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Atomi formulak
Definicié

A (P,F) tipust L nyelv aP(ti,...,tn)
alakd jelsorozatok, ahol P € P n-valtozés predikatumjel (n > 0),
ti,...,ty, pedig L kifejezései. (Specialis eset: n = 0, ekkor P egy
itéletvaltozo.)

Ha P ={P,Q} és F = {f, g} és minden jel kétvaltozés, akkor pl.
Q(f(x,x),g(f(x,y),y)) is és P(x,f(y,y)) is atomi formula.
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Atomi formulak

Definicié

A (P,F) tipust L nyelv a P(ty,....,ty)
alaka jelsorozatok, ahol P € P n-valtozés predikatumjel (n > 0),
ti,...,ty, pedig L kifejezései. (Specialis eset: n = 0, ekkor P egy
itéletvaltozo.)

Ha P ={P,Q} és F = {f, g} és minden jel kétvaltozés, akkor pl.
Q(f(x,x),g(f(x,y),y)) is és P(x,f(y,y)) is atomi formula.

Megjegyzés

Azért kotottiik ki, hogy P # (), mert ellenkez6 esetben nem
lennének atomi formulak (és egyéb formulak sem). Viszont az

F = () esetet megengedjiik, hiszen ez nem akadaly: a valtozék
ekkor is kifejezések és P(x,...,xk) (ahol P € P és np = k) egy
atomi formula.
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A predikatumkalkulus formulai

A (P, F) tipusi L nyelv

— L atomi formulai egydttal L formulai;
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A predikatumkalkulus formulai

Definicié

A (P, F) tipusi L nyelv

— L atomi formulai egydttal L formulai;
— ha F, G formulai L-nek és x; tetszéleges individuumvaltozé,

akkor
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A predikatumkalkulus formulai

Definicié
A (P, F) tipusi L nyelv

— L atomi formulai egydttal L formulai;
— ha F, G formulai L-nek és x; tetszéleges individuumvaltozé,

akkor (FV G), (F A G), (F — G), (F ¢ G), (=F),
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A predikatumkalkulus formulai

Definicié

A (P, F) tipusi L nyelv [{oJgasIV1EL

— L atomi formulai egyattal L formulai;

— ha F, G formulai L-nek és x; tetszéleges individuumvaltozé,
akkor (FV G), (FAG), (F— G), (F <+ G), (=F), (Vx;)F) és
((3xi)F) is formulaja L-nek;
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A predikatumkalkulus formulai

Definicié

A (P, F) tipusi L nyelv [{oJgasIV1EL

— L atomi formulai egyattal L formulai;

— ha F, G formulai L-nek és x; tetszéleges individuumvaltozé,
akkor (FV G), (FAG), (F— G), (F <+ G), (=F), (Vx;)F) és
((3xi)F) is formulaja L-nek;

— L minden formulaja megkaphaté a fenti két szabaly véges szamu
alkalmazasaval.
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A predikatumkalkulus formulai

Definicié

A (P, F) tipust L nyelv

— L atomi formulai egyattal L formulai;

— ha F, G formulai L-nek és x; tetszéleges individuumvaltozé,
akkor (FV G), (FAG), (F— G), (F <+ G), (=F), (Vx;)F) és
((3xi)F) is formulaja L-nek;

— L minden formulaja megkaphaté a fenti két szabaly véges szamu
alkalmazasaval.

v

Azaz az atomi formulakbdl az itéletkalkulus eszkdzeivel és
kvantorok hasznalataval nyeriink formulakat.
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A predikatumkalkulus formulai

Definicié

A (P, F) tipust L nyelv

— L atomi formulai egyattal L formulai;

— ha F, G formulai L-nek és x; tetszéleges individuumvaltozé,
akkor (FV G), (FAG), (F— G), (F <+ G), (=F), (Vx;)F) és
((3xi)F) is formulaja L-nek;

— L minden formulaja megkaphaté a fenti két szabaly véges szamu
alkalmazasaval.

v

Azaz az atomi formulakbdl az itéletkalkulus eszkdzeivel és
kvantorok hasznalataval nyeriink formulakat.

Individuumvaltozéként x, y, ... is hasznalhato, és az
itéletkalkulushoz hasonléan a formula legkiilsé zaréjelét szokas
elhagyni.
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik.
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik. Ezért pl. (Vx)A — G jelentése:
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik. Ezért pl. (Vx)A — G jelentése:
((Vx)A) — G, és nem pedig (Vx)(A — G).
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik. Ezért pl. (Vx)A — G jelentése:
((Vx)A) — G, és nem pedig (Vx)(A — G).

Ugyanezen megallapodas teszi lehetévé, hogy ((Vx)((Iy)(F A G)))
helyett csak annyit irjunk,
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik. Ezért pl. (Vx)A — G jelentése:
((Vx)A) — G, és nem pedig (Vx)(A — G).

Ugyanezen megallapodas teszi lehetévé, hogy ((Vx)((Iy)(F A G)))
helyett csak annyit irjunk, hogy (Vx)(3y)(F A G).
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik. Ezért pl. (Vx)A — G jelentése:
((Vx)A) — G, és nem pedig (Vx)(A — G).

Ugyanezen megallapodas teszi lehetévé, hogy ((Vx)((Iy)(F A G)))
helyett csak annyit irjunk, hogy (Vx)(3y)(F A G).

Abban is megallapodunk, hogy a fiiggvény(jel)ek elébb hajtandék
végre, mint a predikatumjelek, a predikatumjelek pedig el6bb, mint
a logikai miiveletek.
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik. Ezért pl. (Vx)A — G jelentése:
((Vx)A) — G, és nem pedig (Vx)(A — G).

Ugyanezen megallapodas teszi lehetévé, hogy ((Vx)((Iy)(F A G)))
helyett csak annyit irjunk, hogy (Vx)(3y)(F A G).

Abban is megallapodunk, hogy a fiiggvény(jel)ek elébb hajtandék
végre, mint a predikatumjelek, a predikatumjelek pedig el6bb, mint
a logikai miiveletek. Mindezen megallapodasok eredménye:
kevesebb zardjel, nagyobb attekinthetéség. (
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Rovidebb irasmédot eredményezé tovabbi konvenciok

Megallapodunk abban is, hogy — zargjel hijan — a kvantor
(azaz a (Vx;) vagy (3x;)) az utana kdvetkezé legrovidebb
részformulara vonatkozik. Ezért pl. (Vx)A — G jelentése:
((Vx)A) — G, és nem pedig (Vx)(A — G).

Ugyanezen megallapodas teszi lehetévé, hogy ((Vx)((Iy)(F A G)))
helyett csak annyit irjunk, hogy (Vx)(3y)(F A G).

Abban is megallapodunk, hogy a fiiggvény(jel)ek elébb hajtandék
végre, mint a predikatumjelek, a predikatumjelek pedig el6bb, mint
a logikai miiveletek. Mindezen megallapodasok eredménye:
kevesebb zardjel, nagyobb attekinthetéség. (Ezen természetes
megallapodas szerint jartunk el egy korabbi példaban is.)
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Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:
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Példak a predikatumkalkulus formulaira

|

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

F: (V%) (3y) ((x=y) Ay < x),

G:  (WE)V(x-y < 2),
He  3))((V2) (v-z=2) —=(x-x=y+y)).
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Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

Foo (M)@Ey)(ox=y)Ay <x),
dy hataskore

G:  (W)@F)(V2)(x -y < 2),
H: (@) (W) ((vVz2) (y-z=2) = (x-x=y+y)).
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Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

Foo (M)@Ey)(ox=y)Ay <x),
dy hataskore

Vx hataskore

G:  (W)@F)(V2)(x -y < 2),
H: (@) (W) ((vVz2) (y-z=2) = (x-x=y+y)).

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
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Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

Foo (M)@Ey)(ox=y)Ay <x),
dy hataskore

Vx hataskore

G:  (W)@Ey)(V2)(x-y < 2),
H: (@) (W) ((V2) (y-z=2) = (x-x=y+y)).

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

Foo (M)@Ey)(ox=y)Ay <x),
dy hataskore

Vx hataskore

G: (Yx)3y)(Vz)(x -y < z),
H: (Fx)(Vy)((V2) (y-z=2) = (x-x=y+Vy)).
Vz hataskore
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Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

Foo (M)@Ey)(ox=y)Ay <x),
dy hataskore

Vx hataskore

G:  (W)@Ey)(V2)(x-y < 2),
H:  (3x)(W)((V2) (y-z=2) = (x-x=y+y)).

Vz hataskore
Yy hatéskére
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Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

Foo (M)@Ey)(ox=y)Ay <x),
dy hataskore

Vx hataskore

G:  (W)@Ey)(V2)(x-y < 2),
H:  (3x)(W)((V2) (y-z=2) = (x-x=y+y)).

Vz hataskore
Yy hatéskére

dx hataskore

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20



Példak a predikatumkalkulus formulaira

Példa

Ha P = {<,=} és F = {+,,v } (a szokasos valtozészamokkal,
a fliggvényjeleket és predikatumjeleket a szokasos médon ,kézépre
irva"), akkor ime néhany formula:

Foo (M)@Ey)(ox=y)Ay <x),
Jy hatéskore

Vx hataskore

G:  (W)@Ey)(V2)(x-y < 2),
H:  (3x)(W)((V2) (y-z=2) = (x-x=y+y)).

Vz hataskore
Yy hatéskére

dx hataskore

Megjegyzés: az egyenl8ség (=) predikatum szinte mindig € P .

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Példak-e formulakra?

Feladat

Formulak-e (alkalmasan valasztott elsérendii nyelvben, mas néven
predikatumkalkulusban) az alabbiak:

(a) F(x) = (Bx)F(F(x))).

(b) U(F(x)) = (%) U(x)

(©) Q) A (W)(P(y) = Qlx,)) ?

(A feladatban nem tételezziik fel a mi jeldlésbeli konvencidinkat a
kis- és nagybetiik hasznalatara, tehat akar x is lehet predikatumjel
és Q is lehet individuumvaltozé.)

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Példak-e formulakra?

Feladat

Formulak-e (alkalmasan valasztott elsérendii nyelvben, mas néven
predikatumkalkulusban) az alabbiak:

(a) F(x) = (Bx)F(F(x))).

(b) U(F(x)) = (%) U(x)

(©) Q) A (W)(P(y) = Qlx,)) ?

(A feladatban nem tételezziik fel a mi jeldlésbeli konvencidinkat a
kis- és nagybetiik hasznalatara, tehat akar x is lehet predikatumjel
és Q is lehet individuumvaltozé.)

Megoldas (Csak (a)-t részletezziik. (b) igen, (c) nem.)

(a) Mivel x-re kvantor hat, x individuumvaltozé.
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Példak-e formulakra?

Feladat

Formulak-e (alkalmasan valasztott elsérendii nyelvben, mas néven
predikatumkalkulusban) az alabbiak:

(a) F(x) = (Bx)F(F(x))).

(b) U(F(x)) = (%) U(x)

(©) Q) A (W)(P(y) = Qlx,)) ?

(A feladatban nem tételezziik fel a mi jeldlésbeli konvencidinkat a
kis- és nagybetiik hasznalatara, tehat akar x is lehet predikatumjel
és Q is lehet individuumvaltozé.)

Megoldas (Csak (a)-t részletezziik. (b) igen, (c) nem.)

(a) Mivel x-re kvantor hat, x individuumvaltozé. Az — premisszaja
formula (és nem kifejezés), ezért F predikatumjel.
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Példak-e formulakra?

Feladat

Formulak-e (alkalmasan valasztott elsérendii nyelvben, mas néven
predikatumkalkulusban) az alabbiak:

(a) F(x) = (Bx)F(F(x))).

(b) U(F(x)) = (%) U(x)

(©) Q) A (W)(P(y) = Qlx,)) ?

(A feladatban nem tételezziik fel a mi jeldlésbeli konvencidinkat a
kis- és nagybetiik hasznalatara, tehat akar x is lehet predikatumjel
és Q is lehet individuumvaltozé.)

Megoldas (Csak (a)-t részletezziik. (b) igen, (c) nem.)

(a) Mivel x-re kvantor hat, x individuumvaltozé. Az — premisszaja
formula (és nem kifejezés), ezért F predikatumjel. Egy
predikatumjel argumentumai csak kifejezések lehetnek, ezért az
F(F(x))-szel baj van: a belsé F(x) formula, tehat ra a kiilsé6 F
predikatumjel nem alkalmazhaté. Az (a) NEM formula.
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Individuumtartomany

Formulakat agy érdemes vizsgalni, hogy rogzitiink egy halmazt
individuumtartomany néven, és arra ,gondolunk”, hogy az
individuumvaltozok és individuumkonstansok az
individuumtartomanybdl veszik fel értékeiket. Ekkor — elég
természetes médon — a formulak igaz vagy hamis logikai értéket
nyernek. Egy formula logikai értéke nagyon sok mindents| fiigg: a
fuggvényjelek és predikatumjelek jelentésétsl, az individuumvaltozék
altal felvett értékektsl és még az individuumtartomanytél is —
részletek a korabbi jegyzetben (is) olvashatdk, DE: a LILA szinnel
irt széveg, mint pl. ez is, nem része a jelen tananyagnak.
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Individuumtartomany

Formulakat agy érdemes vizsgalni, hogy rogzitiink egy halmazt
individuumtartomany néven, és arra ,gondolunk”, hogy az
individuumvaltozok és individuumkonstansok az
individuumtartomanybdl veszik fel értékeiket. Ekkor — elég
természetes médon — a formulak igaz vagy hamis logikai értéket
nyernek. Egy formula logikai értéke nagyon sok mindents| fiigg: a
fuggvényjelek és predikatumjelek jelentésétsl, az individuumvaltozék
altal felvett értékektsl és még az individuumtartomanytél is —
részletek a korabbi jegyzetben (is) olvashatdk, DE: a LILA szinnel
irt széveg, mint pl. ez is, nem része a jelen tananyagnak.

Példa: a (Vx)(3y)(x = y + y) formula (ha a + és az = jelentése a
szokasos) igaz, ha az individuumtartomany R (valés szamok
halmaza), de hamis, ha ez a tartomany Z (egész szamok halmaza).
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Egy feladat

Ha mast nem mondunk, akkor a jélismert fiiggvényjelek
(+,<,=,-,...) a jolismert halmazokon (N, Ny, Z, Q, R) és azok
részhalmazain mindig a szokasos jelentéssel birnak.

Mia G: (Yx)3y)(Vz)(x -y < 2) formula logikai értéke
az Ny, illetve a Z halmazon (azaz interpretaciés tartomanyon)?
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és a megoldasa

Megoldas

Np esetén: igaz. (Hiszen y valaszthaté 0-nak.)
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és a megoldasa

Megoldas

Np esetén: igaz. (Hiszen y valaszthaté 0-nak.)
Z esetén: hamis (hiszen nincs legkisebb egész szam).
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Kontrapozicié (még egyszer) és indirekt bizonyitas

A kontrapoziciérdl szél6 tétel szerint A — B = (=B) — (—A).

Definicié

Kontrapoziciéval torténd bizonyitasrél akkor beszéliink, ha A — B
helyett azt bizonyitjuk, hogy =B — —A.

Indirekt bizonyitasrél pedig akkor beszéliink, ha A — B helyett azt
igazoljuk, hogy A A —B-bél kdvetkezik egy (azonosan) hamis
formula (pl. C A —C), azaz egy ellentmondas.

A fenti ketts egy t6rdl fakad és nem kell a kiilonbséget tudnunk.
Most csak az érdekes szamunkra, hogy tagadni kell egy allitast
(itéletet), a B-t. A siker azon malik, hogy tudunk-e konstruktivan
tagadni.
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Logikai ekvivalencia; példa indirekt bizonyitasra és
konstruktiv tagadasra

Definicié

A predikatumkalkulus két formulajat logikailag ekivalensnek
mondjuk, ha a benne szerepl6 predikatumjeleket és
fliggvényjeleket barhogy interpretalva és az individuumvaltozéknak
és individuumkonstansoknak barhogy értéket adva az egyik formula
pontosan akkor veszi fel az igaz logikai értéket, amikor a masik
felveszi.
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Logikai ekvivalencia; példa indirekt bizonyitasra és
konstruktiv tagadasra

Definicié

A predikatumkalkulus két formulajat logikailag ekivalensnek
mondjuk, ha a benne szerepl6 predikatumjeleket és
fliggvényjeleket barhogy interpretalva és az individuumvaltozéknak
és individuumkonstansoknak barhogy értéket adva az egyik formula
pontosan akkor veszi fel az igaz logikai értéket, amikor a masik
felveszi.

Tekintsiik azt az (egész szamokra vonatkozé) F allitast, hogy
~mindegyiknél van nagyobb". Formalizalva, F: (Vx)(3y)(x < y).
Ekkor =F 1 =(Vx)(3y)(x < y), de ezzel nem tudunk mit kezdeni.
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Logikai ekvivalencia; példa indirekt bizonyitasra és
konstruktiv tagadasra

Definicié

A predikatumkalkulus két formulajat logikailag ekivalensnek
mondjuk, ha a benne szerepl6 predikatumjeleket és
fliggvényjeleket barhogy interpretalva és az individuumvaltozéknak
és individuumkonstansoknak barhogy értéket adva az egyik formula
pontosan akkor veszi fel az igaz logikai értéket, amikor a masik
felveszi.

Tekintsiik azt az (egész szamokra vonatkozé) F allitast, hogy
~mindegyiknél van nagyobb". Formalizalva, F: (Vx)(3y)(x < y).
Ekkor =F 1 =(Vx)(3y)(x < y), de ezzel nem tudunk mit kezdeni.
De ha észrevessziik, hogy —F logikailag ekvivalens a

G: (3x)(Vy)(—(x < y)) formulaval,
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Logikai ekvivalencia; példa indirekt bizonyitasra és
konstruktiv tagadasra

Definicié

A predikatumkalkulus két formulajat logikailag ekivalensnek
mondjuk, ha a benne szerepl6 predikatumjeleket és
fliggvényjeleket barhogy interpretalva és az individuumvaltozéknak
és individuumkonstansoknak barhogy értéket adva az egyik formula
pontosan akkor veszi fel az igaz logikai értéket, amikor a masik
felveszi.

Tekintsiik azt az (egész szamokra vonatkozé) F allitast, hogy
~mindegyiknél van nagyobb". Formalizalva, F: (Vx)(3y)(x < y).
Ekkor =F 1 =(Vx)(3y)(x < y), de ezzel nem tudunk mit kezdeni.
De ha észrevessziik, hogy —F logikailag ekvivalens a

G: (3Ix)(Vy)(—(x < y)) formulaval, akkor mar nyert tigyiink van,
hiszen G nyilvan ellentmondas: nem létezhet ilyen x, hiszen az

y :=x+ 1-re a =(x < y) formula hamis.
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Kvantor tagadasa

Ha F olyan formula, amely fiigghet x-t6l, akkor érvényesek az
alabbi logikai ekvivalenciak:
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Kvantor tagadasa

Tétel

Ha F olyan formula, amely fiigghet x-t6l, akkor érvényesek az
alabbi logikai ekvivalenciak:
—((Vx)F) = (3x)(=F),  ~((3x)F) = (Vx)(=F)
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Kvantor tagadasa

Tétel

Ha F olyan formula, amely fiigghet x-t6l, akkor érvényesek az
alabbi logikai ekvivalenciak:

~(P)F) = (B)(F),  ~((B)F) = (vx)(~F)

azaz (kevesebb zarcjellel)

=(Vx)F = (3x)(—F), =(3Ix)F = (Vx)(=F).
(Személetesen: ha a negacio jelét atvissziik egy kvantor masik
oldalara, akkor a kvantor az ellenkezdjére valt.)
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Kvantor tagadasa

Tétel

Ha F olyan formula, amely fiigghet x-t6l, akkor érvényesek az
alabbi logikai ekvivalenciak:

~(P)F) = (B)(F),  ~((B)F) = (vx)(~F)

azaz (kevesebb zarcjellel)

=(Vx)F = (3x)(—F), =(3Ix)F = (Vx)(=F).
(Személetesen: ha a negacio jelét atvissziik egy kvantor masik
oldalara, akkor a kvantor az ellenkezdjére valt.)

A tétel szinte evidens; erre mondjuk az F: ,x szorgalmas” és
interpretaciés tartomany = emberek egy rogzitett csoportja példa

jol ravilagit. A bal oldali tautolégia szerint ekkor ,,nem igaz, hogy

mindenki szorgalmas" = ,van olyan x, aki nem szorgalmas”. A

jobboldali szerint ,,nincs olyan x, aki szorgalmas" =, minden x nem

szorgalmas”. (Hétkdznapi nyelven egy adott csoportra a ,nincs

koztiik szorgalmas" és a , koziilik mindenki lusta” itéletek logikailag
ekvivalensek.)
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Feladat konstruktiv tagadasra

Megmutathaté (részben az el6z6 tételt felhasznalva), hogy a
predikatumkalkulus minden formulja ekvivalens egy olyannal,
amelyben kvantort mar nem tagadunk.
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Feladat konstruktiv tagadasra

Megmutathaté (részben az el6z6 tételt felhasznalva), hogy a
predikatumkalkulus minden formulja ekvivalens egy olyannal,
amelyben kvantort mar nem tagadunk.

Feladat (Tipikus vizsgafeladat!)

Legyen F : (Vx)(3y)(Vz)(z <y — x - x < y). Az alabbi harom
formula koziil pontosan egy olyan van, amelyik ekvivalens logikailag
a —F formulaval; melyik az?

G: (W)3y)Vz)(y<z—=y<x-x),

H: (3x)(Vy)3z)(z<y— —(x-x<y)),

K: (3x)(Vy)3z)(z<yA-(x-x<y)).
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Feladat konstruktiv tagadasra

Megmutathaté (részben az el6z6 tételt felhasznalva), hogy a
predikatumkalkulus minden formulja ekvivalens egy olyannal,
amelyben kvantort mar nem tagadunk.

Feladat (Tipikus vizsgafeladat!)

Legyen F : (Vx)(3y)(Vz)(z <y — x - x < y). Az alabbi harom
formula koziil pontosan egy olyan van, amelyik ekvivalens logikailag
a —F formulaval; melyik az?

G: (W)3y)Vz)(y<z—=y<x-x),

H: (3x)(Vy)3z)(z<y— —(x-x<y)),

K: (3x)(Vy)3z)(z<yA-(x-x<y)).

Célszerii azzal kezdeni, hogy F-et konstruktivan tagadjuk. (Arra
egyébként sincs algoritmus, hogy eldontsiik, két formula logikailag
ekvivalens-e; ellentétben az itéletkalkulussal, itt nincs véges
igazsagtablazat .. .)
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F: (vx)(Jy)(Vz)(z < y — x - x < y) tagadasa

Megoldas

Nézziik lépésenkeént:
~F :2(Vx)(Fy)(V2)(z <y = x - x <),
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F: (vx)(Jy)(Vz)(z < y — x - x < y) tagadasa

Megoldas

Nézziik lépésenkeént:

—F :o(VX)(Fy)(V2)(z <y = x - x <),
F  (3)-E)(V2)(z <y - xx <),
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F: (vx)(Jy)(Vz)(z < y — x - x < y) tagadasa

Megoldas

Nézziik lépésenkeént:

—F :=(VX)3y)(V2)(z<y = x-x<y),
—F: (3x)-3y)(V2)(z<y = x-x<y),
=F: (3x)(Vy)-(Vz)(z<y = x-x<y),
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F: (vx)(Jy)(Vz)(z < y — x - x < y) tagadasa

|

Megoldas

Nézziik lépésenkeént:

—F:=(Yx)3y)(V2)(z <y = x-x <y),
—F  (3x)-3Fy)(V2)(z <y = x-x <y),
F £ (3(9)~(72)(z < y = xx < y),
—F: (3x)(Vy)(Fz)~(z<y — x-x<y),
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F: (vx)(Jy)(Vz)(z < y — x - x < y) tagadasa

|

Megoldas

Nézziik lépésenkeént:
—F : =(vx)(3y)(Vz)
ﬂF (3x)~(3y)(v2)

z<y—=x-x<y),
z<y = x-x<y),
z<y—=x-x<y),
)
)

A~ o~~~

F: (3x)(Vy)~(Vz2)
F:(@)(Vy)Fz)~(z<y = x-x<y),
F:(3x)(Vy)(3z)(z < y A =(x - x < y)). Vessiik ezt Gssze a

feladattal
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F: (vx)(Jy)(Vz)(z < y — x - x < y) tagadasa

|

Megoldas

Nézziik lépésenkeént:

—F:=(Yx)3y)(V2)(z <y = x-x <y),

—F  (3x)-3Fy)(V2)(z <y = x-x <y),

F (BN ()(¥2)(z <y = x-x < ),

~F (3x)(Vy)(Fz2) (2 <y = x-x <y),

—F : (Ix)(Vy)(Fz)(z < y A =(x - x < y)). Vessiik ezt Gssze a
feladattal:

G: (W)(3y)Vz)(y<z—y<x-x),
H: (3x)(Vy)3z)(z<y— (x-x<y)),
K: (@x)Vy)3z)(z<yA-(x-x<y)).
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F: (vx)(Jy)(Vz)(z < y — x - x < y) tagadasa

|

Megoldas

Nézziik lépésenkeént:

—F :=(VX)3y)(V2)(z<y = x-x<y),

—F: (3x)-3y)(V2)(z<y = x-x<y),

F (BN ()(¥2)(z <y = x-x < ),

~F (3x)(Vy)(Fz2) (2 <y = x-x <y),

—F : (Ix)(Vy)(Fz)(z < y A =(x - x < y)). Vessiik ezt Gssze a
feladattal:

G: (W)(3y)Vz)(y<z—y<x-x),

H: (3W)@2)(z <y = ~(x-x <)),

K: (@x)Vy)3z)(z<yA-(x-x<y)).

Tehat amit kaptunk, az éppen K. Azaz, a valasz: K.
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Feladat formalizalasra a predikatumkalkulusban

Feladat

Egy megfelelGen valasztott elsérendii nyelven formalizaljuk az alabbi
itéletet: ,Bizonyos jogaszok csak birékat és ligyészeket tisztelnek”.
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Feladat formalizalasra a predikatumkalkulusban

Egy megfelelGen valasztott elsérendii nyelven formalizaljuk az alabbi
itéletet: ,Bizonyos jogaszok csak birékat és ligyészeket tisztelnek”.

Megoldas

Egyvaltozos predikatumok: B (bird), J (jogasz), U (ligyész).
Kétvaltozos predikatum: T(x, y): x tiszteli y-t. Ekkor a keresett
formula

| A\
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Feladat formalizalasra a predikatumkalkulusban

Egy megfelelGen valasztott elsérendii nyelven formalizaljuk az alabbi
itéletet: ,Bizonyos jogaszok csak birékat és ligyészeket tisztelnek”.

Megoldas

Egyvaltozos predikatumok: B (bird), J (jogasz), U (ligyész).
Kétvaltozos predikatum: T(x, y): x tiszteli y-t. Ekkor a keresett
formula

| A\

(3x) < J(x) A (
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Feladat formalizalasra a predikatumkalkulusban

Egy megfelelGen valasztott elsérendii nyelven formalizaljuk az alabbi
itéletet: ,Bizonyos jogaszok csak birékat és ligyészeket tisztelnek”.

| A\

Megoldas

Egyvaltozos predikatumok: B (bird), J (jogasz), U (ligyész).
Kétvaltozos predikatum: T(x, y): x tiszteli y-t. Ekkor a keresett
formula

3946 A 99) (T = €
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Feladat formalizalasra a predikatumkalkulusban

Egy megfelelGen valasztott elsérendii nyelven formalizaljuk az alabbi
itéletet: ,Bizonyos jogaszok csak birékat és ligyészeket tisztelnek”.

| A

Megoldas

Egyvaltozos predikatumok: B (bird), J (jogasz), U (ligyész).
Kétvaltozos predikatum: T(x, y): x tiszteli y-t. Ekkor a keresett
formula

3946 A (99) (Tl = () V)
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Feladat formalizalasra a predikatumkalkulusban

Egy megfelelGen valasztott elsérendii nyelven formalizaljuk az alabbi
itéletet: ,Bizonyos jogaszok csak birékat és ligyészeket tisztelnek”.

Megoldas

Egyvaltozos predikatumok: B (bird), J (jogasz), U (ligyész).
Kétvaltozos predikatum: T(x, y): x tiszteli y-t. Ekkor a keresett
formula

3946 A (99) (Tl = () V)

Erdemes megfigyelni, hogy a példabeli ,&s"-bél a formulaban
diszjunkcié lett! Azaz, van olyan eset, amikor az ,&s" nemcsak hogy
nem jelent konjunkciét, hanem diszjunkciét jelent!
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A formalizalas nem mindig egyértelmi

Megjegyzés

A jelolések valasztasatdl eltekintve sem mindig egyértelmii, hogy
egy hétkdznapi allitast (azaz itéletet) hogyan kell formalizalni. Az
el6z6 példaban még kdnnyi dolgunk volt a ,biré” fogalmanak
megragadasara (erre szolgalt a B predikatumjel). De vegyiik pl. a
.tarka tollt szarkat” a kézismert nyelvtéré mondatban. (Bévebben
Id. korabbi jegyzet; de nincs ra tényleges sziikség, elég annyit
tudnunk, hogy a mondas egyéb szarkakat is megenged.)
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A formalizalas nem mindig egyértelmi

Megjegyzés

A jelolések valasztasatdl eltekintve sem mindig egyértelmii, hogy
egy hétkdznapi allitast (azaz itéletet) hogyan kell formalizalni. Az
el6z6 példaban még kdnnyi dolgunk volt a ,biré” fogalmanak
megragadasara (erre szolgalt a B predikatumjel). De vegyiik pl. a
.tarka tollt szarkat” a kézismert nyelvtéré mondatban. (Bévebben
Id. korabbi jegyzet; de nincs ra tényleges sziikség, elég annyit
tudnunk, hogy a mondas egyéb szarkakat is megenged.)

Mit jelent a tarka tolla? Van tarka tolla? Minden tolla tarka? Van
fehér tolla is és fekete tolla is? — A formalizalas fiigg attél, hogy
melyik valaszt fogadjuk el. A formalizalas nem egyértelmii, még
logikai ekvivalencia erejéig sem az.
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A formalizalas nem mindig egyértelmi

Megjegyzés

A jelolések valasztasatdl eltekintve sem mindig egyértelmii, hogy
egy hétkdznapi allitast (azaz itéletet) hogyan kell formalizalni. Az
el6z6 példaban még kdnnyi dolgunk volt a ,biré” fogalmanak
megragadasara (erre szolgalt a B predikatumjel). De vegyiik pl. a
.tarka tollt szarkat” a kézismert nyelvtéré mondatban. (Bévebben
Id. korabbi jegyzet; de nincs ra tényleges sziikség, elég annyit
tudnunk, hogy a mondas egyéb szarkakat is megenged.)

Mit jelent a tarka tolla? Van tarka tolla? Minden tolla tarka? Van
fehér tolla is és fekete tolla is? — A formalizalas fiigg attél, hogy
melyik valaszt fogadjuk el. A formalizalas nem egyértelmii, még
logikai ekvivalencia erejéig sem az. A jelenség hatterében az all,
hogy a hétkéznapi nyelv sem egyértelmii.
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Egy megleps formula

Feladat (llyen nehéz feladat tavolrdl sem lesz a vizsgan)

Legyen F = F(x) a predikatumkalkulus egy olyan formulaja,
amelyben x egy individuumvaltozo, és t egy tetszéleges kifejezés.
Tautolégia-e sziikségképpen az F(t) — (3Ix)F(x) formula?
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Egy megleps formula

Feladat (llyen nehéz feladat tavolrdl sem lesz a vizsgan)

Legyen F = F(x) a predikatumkalkulus egy olyan formulaja,
amelyben x egy individuumvaltozo, és t egy tetszéleges kifejezés.
Tautolégia-e sziikségképpen az F(t) — (3Ix)F(x) formula?

Megoldas

| A

Nem! Pl legyen F(x): (Vy)(x < y) és legyen t = y. Ekkor a
kérdéses F(t) — (3x)F(x) nem mas, mint

G: (W) =y)—= @F)N(Wy)(x<y).

Ez a G nem teljesiil Z-ben, hiszen a premissza igaz, de a konklazié
hamis (ugyanis nincs legnagyobb egész szam).

A\
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Egy megleps formula

Feladat (llyen nehéz feladat tavolrdl sem lesz a vizsgan)

Legyen F = F(x) a predikatumkalkulus egy olyan formulaja,
amelyben x egy individuumvaltozo, és t egy tetszéleges kifejezés.
Tautolégia-e sziikségképpen az F(t) — (3Ix)F(x) formula?

| A

Megoldas

Nem! Pl legyen F(x): (Vy)(x < y) és legyen t = y. Ekkor a
kérdéses F(t) — (3x)F(x) nem mas, mint

G: (W) =y)—= @F)N(Wy)(x<y).

Ez a G nem teljesiil Z-ben, hiszen a premissza igaz, de a konklazié
hamis (ugyanis nincs legnagyobb egész szam).

<

Tanulsag: a predikatumkalkulus ,,nehéz tudomany”; nem mélyediink
el benne. A matematika jelentés része megfoghaté a
predikatumkalkulusban; egy apré példat ad a kovetkezs feladat.
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Haromelemd" formalizalva

Feladat

Az =" jelnek a szokasos jelentést tulajdonitva formalizaljuk a
~haromelem(" tulajdonsagot. Azaz adjunk meg egy olyan F
formulat, amely akkor és csak akkor teljesiil, ha az interpretacios
tartomany haromelemi halmaz.
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Haromelemd" formalizalva

Feladat

Az =" jelnek a szokasos jelentést tulajdonitva formalizaljuk a
~haromelem(" tulajdonsagot. Azaz adjunk meg egy olyan F
formulat, amely akkor és csak akkor teljesiil, ha az interpretacios
tartomany haromelemi halmaz.

Megoldas

(Fx1)(Fx)(3)( (a2 = x) A —(x1 = x3) A =(x2 = x3)A
(W) y=xVy=xVy=xs)).
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A tananyagban vége a mat. logika résznek; mire is volt j67

Megjegyzés (A matematikai logika j6 arra, hogy példaul)

@ Segitse az egyértelmii, szabatos fogalmazast és az ilyen
készség fejlédését. Ellentétben a nem mindig egyértelmii
kdznyelvvel, a matematikaban (és sok mas helyen)
egyértelmiien kell fogalmazni. Egy mondat minden egyes x
objektumardl tudnunk kell (megérteni és kifejezni), hogy (Vx)
vagy (Ix)-e a jelentés. (Salyos és sajnos gyakori hiba —
tanulaskor, vizsgazaskor — hogy ez nem igy van.)
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A tananyagban vége a mat. logika résznek; mire is volt j67

Megjegyzés (A matematikai logika j6 arra, hogy példaul)

@ Segitse az egyértelmii, szabatos fogalmazast és az ilyen
készség fejlédését. Ellentétben a nem mindig egyértelmii
kdznyelvvel, a matematikaban (és sok mas helyen)
egyértelmiien kell fogalmazni. Egy mondat minden egyes x
objektumardl tudnunk kell (megérteni és kifejezni), hogy (Vx)
vagy (Ix)-e a jelentés. (Salyos és sajnos gyakori hiba —
tanulaskor, vizsgazaskor — hogy ez nem igy van.)

@ Megkdnnyiti a konstruktiv tagadast.
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A tananyagban vége a mat. logika résznek; mire is volt j67

Megjegyzés (A matematikai logika j6 arra, hogy példaul)

@ Segitse az egyértelmii, szabatos fogalmazast és az ilyen
készség fejlédését. Ellentétben a nem mindig egyértelmii
kdznyelvvel, a matematikaban (és sok mas helyen)
egyértelmiien kell fogalmazni. Egy mondat minden egyes x
objektumardl tudnunk kell (megérteni és kifejezni), hogy (Vx)
vagy (Ix)-e a jelentés. (Salyos és sajnos gyakori hiba —
tanulaskor, vizsgazaskor — hogy ez nem igy van.)

@ Megkdnnyiti a konstruktiv tagadast.

o Kapcsolodik a programozashoz és a szamitégépekhez is.
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A tananyagban vége a mat. logika résznek; mire is volt j67

Megjegyzés (A matematikai logika j6 arra, hogy példaul)

@ Segitse az egyértelmii, szabatos fogalmazast és az ilyen
készség fejlédését. Ellentétben a nem mindig egyértelmii
kdznyelvvel, a matematikaban (és sok mas helyen)
egyértelmiien kell fogalmazni. Egy mondat minden egyes x
objektumardl tudnunk kell (megérteni és kifejezni), hogy (Vx)
vagy (Ix)-e a jelentés. (Salyos és sajnos gyakori hiba —
tanulaskor, vizsgazaskor — hogy ez nem igy van.)

@ Megkdnnyiti a konstruktiv tagadast.

@ Kapcsolodik a programozashoz és a szamitégépekhez is.

Segiti, hogy logikusan gondolkozzunk, hogy helyes
kovetkeztetéseket vonjunk le. Bonyolult kdovetkeztetések levonasa
nagyon nehéz lehet, ha nem formalizaljuk. Ld. korabbi jegyzet is
(amely heti 3 6ra el6adashoz késziilt).
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak:
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
esetbdl arra kdvetkeztetiink, hogy most mar mindig agy lesz. Ez
azonban
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
esetbdl arra kdvetkeztetiink, hogy most mar mindig agy lesz. Ez
azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!
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azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!

Példaul Pierre Fermat (1601-1665) megvizsgalta az alabbi
szamokat: 22° +1=3,22" +1=522 +1=17, 2% +1 =257,
22" 11 = 65537, és

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
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azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!

Példaul Pierre Fermat (1601-1665) megvizsgalta az alabbi
szamokat: 22° +1=3,22" +1=522 +1=17, 2% +1 =257,
22" 11 = 65537, és ugy talalta, hogy ezek a szamok mind
primszamok.
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
esetbdl arra kdvetkeztetiink, hogy most mar mindig agy lesz. Ez
azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!

Példaul Pierre Fermat (1601-1665) megvizsgalta az alabbi
szamokat: 22° +1=3,22" +1=522 +1=17, 2% +1 =257,
22" 41 = 65537, és ugy talalta, hogy ezek a szamok mind
primszamok. (Azéta is Fermat-primeknek nevezik ezeket.)
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
esetbdl arra kdvetkeztetiink, hogy most mar mindig agy lesz. Ez
azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!

Példaul Pierre Fermat (1601-1665) megvizsgalta az alabbi
szamokat: 22° +1=3,22" +1=522 +1=17, 2% +1 =257,
22" 41 = 65537, és ugy talalta, hogy ezek a szamok mind
primszamok. (Azéta is Fermat-primeknek nevezik ezeket.)
Induktivan gondolkodva tgy vélte, hogy barmely n > 0 egész
kitevére a 22" + 1 szam prim. A helyzet ezzel szemben az, hogy
tévedett, hiszen mar a kovetkezd szdm sem prim:
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
esetbdl arra kdvetkeztetiink, hogy most mar mindig agy lesz. Ez
azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!

Példaul Pierre Fermat (1601-1665) megvizsgalta az alabbi
szamokat: 22° +1=3,22" +1=522 +1=17, 2% +1 =257,
22" 41 = 65537, és ugy talalta, hogy ezek a szamok mind
primszamok. (Azéta is Fermat-primeknek nevezik ezeket.)
Induktivan gondolkodva tgy vélte, hogy barmely n > 0 egész
kitevére a 22" + 1 szam prim. A helyzet ezzel szemben az, hogy
tévedett, hiszen mar a kovetkezd szdm sem prim:

22° 41 = 4204967297 =
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
esetbdl arra kdvetkeztetiink, hogy most mar mindig agy lesz. Ez
azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!

Példaul Pierre Fermat (1601-1665) megvizsgalta az alabbi
szamokat: 22° +1=3,22" +1=522 +1=17, 2% +1 =257,
22" 41 = 65537, és ugy talalta, hogy ezek a szamok mind
primszamok. (Azéta is Fermat-primeknek nevezik ezeket.)
Induktivan gondolkodva tgy vélte, hogy barmely n > 0 egész
kitevére a 22" + 1 szam prim. A helyzet ezzel szemben az, hogy
tévedett, hiszen mar a kovetkezd szdm sem prim:

22° 1 1 = 4294967297 = 641 - 6700417, sét egyetlen olyan n > 5
egész szam sem ismeretes, amelyrél tudnank, hogy 22" + 1 prim.
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Teljes indukcio

Az indukcid alapvetd része a gondolkodasunknak: sok azonos
esetbdl arra kdvetkeztetiink, hogy most mar mindig agy lesz. Ez
azonban még a mindennapi életben sem alja meg a helyét, a
matematikaban pedig még kevésbé!

Példaul Pierre Fermat (1601-1665) megvizsgalta az alabbi
szamokat: 22° +1=3,22" +1=522 +1=17, 2% +1 =257,
22" 41 = 65537, és ugy talalta, hogy ezek a szamok mind
primszamok. (Azéta is Fermat-primeknek nevezik ezeket.)
Induktivan gondolkodva tgy vélte, hogy barmely n > 0 egész
kitevére a 22" + 1 szam prim. A helyzet ezzel szemben az, hogy
tévedett, hiszen mar a kovetkezd szdm sem prim:

22° 1 1 = 4294967297 = 641 - 6700417, sét egyetlen olyan n > 5
egész szam sem ismeretes, amelyrél tudnank, hogy 22" + 1 prim.
Tehat ez a fajta, ,sok esetbdl az 6sszes esetre kdvetkeztets”
indukcié bizonyitasi médszerként nem allja meg a helyét! Arra
viszont kivaléan alkalmas, hogy megsejtsiink valamit, amit
szerencsés esetben valahogy be is lehet bizonyitani.
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A kozismert szamhalmazok allandé jelolése

Definicié (Néhany allandé jeldlés)

N:={1,2,3,4,...} a pozitiv egész szamok halmaza,

Np :=1{0,1,2,3,...} a nemnegativ egész szamok halmaza,
zZ.={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} az egész szamok halmaza,
Q:={a/b:a€Z, be N} aracionalis szamok halmaza,

R a valés szamok halmaza.
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A kozismert szamhalmazok allandé jelolése

Definicié (Néhany allandé jeldlés)

N:={1,2,3,4,...} a pozitiv egész szamok halmaza,

Np :=1{0,1,2,3,...} a nemnegativ egész szamok halmaza,
zZ.={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} az egész szamok halmaza,
Q:={a/b:acZ, be N} aracionalis szamok halmaza,

R a valés szamok halmaza.

A jelolések eredete: ,natural” (természetes), ,Zahl" (szam),
,quotient” (kvéciens, azaz hanyados), ,real” (valés). Mivel a a
hibas iskolai oktatas kétértelmiivé tette a ,természetes szam"
elnevezést, ezt a terminolégiat keriilni fogom (kivéve, ha mindegy,
hogy N vagy Np.). (Személyes allaspontom szerint a nulla nem
természetes szam, hiszen az emberiség csak évezredekkel a pozitiv
tortekkel valé szamolasi rutin utan vezette be a nulla fogalmat, de
vannak masként vélekedék is . ..)
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Mi a teljes indukci6?

A teljes indukcié egy bizonyitasi médszer, amely

.minden n-re H(n)"

szerkezetii allitasok bizonyitasara szolgal, ahol H(n) egy n-tél fiiggs
matematikai allitas.
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Mi a teljes indukci6?

A teljes indukcié egy bizonyitasi médszer, amely

.minden n-re H(n)"

szerkezetii allitasok bizonyitasara szolgal, ahol H(n) egy n-tél fiiggs
matematikai allitas.

Példaul H(n) jeldlheti azt, hogy ,,az elsé n pozitiv egész szam
Osszege n(n+ 1)/2"; ez esetben a feladat a ,minden n pozitiv egész
szamra az els6 n pozitiv egész szam Osszege n(n+1)/2" allitas
bizonyitasa, és ez teljes indukciéval (is) lehetséges.
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Mi a teljes indukci6?

A teljes indukcié egy bizonyitasi médszer, amely

.minden n-re H(n)"

szerkezetii allitasok bizonyitasara szolgal, ahol H(n) egy n-tél fiiggs
matematikai allitas.

Példaul H(n) jeldlheti azt, hogy ,,az elsé n pozitiv egész szam
Osszege n(n+ 1)/2"; ez esetben a feladat a ,minden n pozitiv egész
szamra az els6 n pozitiv egész szam Osszege n(n+1)/2" allitas
bizonyitasa, és ez teljes indukciéval (is) lehetséges.

Még nem mondtuk meg, mi a teljes indukci6 (csak azt, hogy mire
valo), de elérebocsatjuk, hogy az alabbi tételen alapul.
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A teljes indukcié alapjaul szolgalo tétel

Barmely nemiires, természetes szamokbdl allé halmaznak van
legkisebb eleme. (Mindegy, hogy N vagy Ny elemeire gondolunk.)
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A teljes indukcié alapjaul szolgalo tétel

Barmely nemiires, természetes szamokbdl allé halmaznak van
legkisebb eleme. (Mindegy, hogy N vagy Ny elemeire gondolunk.)

Szemléletesen ez a tétel evidens: ha H egy ilyen halmaz, akkor —
mivel nemiires — vehetiink bel6le egy k elemet. Az 1,2,...,k
szamok csak véges sokan vannak, igy lesz koztiik egy legelsd,
amelyik H-ban van. Ez lesz H legkisebb eleme. Igazi ,preciz’
matematikai bizonyitas csak axiomatikus felépités esetén lenne
lehetséges — ez azonban messze meghaladna a jelen kurzus
kereteit.
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A teljes indukcié alapjaul szolgalo tétel

Barmely nemiires, természetes szamokbdl allé halmaznak van
legkisebb eleme. (Mindegy, hogy N vagy Ny elemeire gondolunk.)

Szemléletesen ez a tétel evidens: ha H egy ilyen halmaz, akkor —
mivel nemiires — vehetiink bel6le egy k elemet. Az 1,2,...,k
szamok csak véges sokan vannak, igy lesz koztiik egy legelss,
amelyik H-ban van. Ez lesz H legkisebb eleme. Igazi ,preciz’
matematikai bizonyitas csak axiomatikus felépités esetén lenne
lehetséges — ez azonban messze meghaladna a jelen kurzus
kereteit.

Az alabbi tétel nemcsak egy tétel, hanem egyattal azt is
megmondja, hogyan kell teljes indukciéval bizonyitani.
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A teljes indukci6 tétele (n-rél (n+ 1) -re

Tétel (A teljes indukcié tételének elsé alakja)

Legyen H(n) egy n-tdl fiiggé allitas. Ha
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A teljes indukci6 tétele (n-rél (n+ 1) -re

Tétel (A teljes indukcié tételének elsé alakja)

Legyen H(n) egy n-tdl fiiggé allitas. Ha
egyrészt H(1) igaz,
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A teljes indukci6 tétele (n-rél (n+ 1) -re

Tétel (A teljes indukcié tételének elsé alakja)

Legyen H(n) egy n-tdl fiiggé allitas. Ha

egyrészt H(1) igaz,

masrészt barmely n € N-re H(n) teljesiilésébél kbvetkezik
H(n+ 1) teljesiilése,
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A teljes indukci6 tétele (n-rél (n+ 1) -re

Tétel (A teljes indukcié tételének elsé alakja)

Legyen H(n) egy n-tdl fiiggé allitas. Ha

egyrészt H(1) igaz,

masrészt barmely n € N-re H(n) teljesiilésébél kbvetkezik
H(n+ 1) teljesiilése,
akkor igaz a,¥n € N-re H(n)" allitas.
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A teljes indukci6 tétele (n-rél (n+ 1) -re

Tétel (A teljes indukcié tételének elsé alakja)

Legyen H(n) egy n-tdl fiiggé allitas. Ha

egyrészt H(1) igaz,

masrészt barmely n € N-re H(n) teljesiilésébél kbvetkezik
H(n+ 1) teljesiilése,
akkor igaz a,¥n € N-re H(n)" allitas.

Megjegyzés

N helyett az Ny halmaz vagy akar mondjuk a {7,8,9, ...} halmaz
is szerepelhetett volna a fenti tételben, de ekkor persze H(1)
helyett H(0)-at, illetve H(7)-et (azaz a legkisebb értelmes esetet)
kellett volna mondanunk.
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A teljes indukci6 tétele (n-re az Gsszes el6z6bdl)

Tétel (A teljes indukcié tételének masodik alakja)

Legyen H(n) egy n-t6l fiiggd allitas. Ha barmely n € N esetén
H(1), H(2), ..., H(n — 1) egyiittes teljesiilésébdl kbvetkezik H(n)
teljesiilése,
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A teljes indukci6 tétele (n-re az Gsszes el6z6bdl)

Tétel (A teljes indukcié tételének masodik alakja)

Legyen H(n) egy n-t6l fiiggd allitas. Ha barmely n € N esetén
H(1), H(2), ..., H(n — 1) egyiittes teljesiilésébdl kbvetkezik H(n)
teljesiilése, akkor igaz a ,¥n € N-re H(n)" allitas.
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A teljes indukci6 tétele (n-re az Gsszes el6z6bdl)

Tétel (A teljes indukcié tételének masodik alakja)

Legyen H(n) egy n-t6l fiiggd allitas. Ha barmely n € N esetén
H(1), H(2), ..., H(n — 1) egyiittes teljesiilésébdl kbvetkezik H(n)
teljesiilése, akkor igaz a ,¥n € N-re H(n)" allitas.

N
| \

Megjegyzés

Itt sem marad ki H(n), azaz az n = 1 eset, hiszen akkor
{H(1),...,H(n—1)} allitasok iires halmaza, amelyre a konjunkcié
automatlkusan igaz. (A diszjunktiv normalformaknal is lattuk, hogy
az ires konjunkci6 azonosan igaz .. .)
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Miért mikodik a teljes indukcié?

Csak a teljes indukci6 tételének masodik alakjat vilagitjuk meg; az
elsé is hasonlé (s6t, egyszer(ibb).

Bizonyitas (,Ha Vn € N-re (H(1) A ... A H(n—1)) — H(n), akkor

Vn € N-re H(n)").

Indirekt. T.f.h. (=tegyiik fel, hogy) a feltevés dacara a
B :={k € N: H(k) = h} halmaz nem iires.
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Miért mikodik a teljes indukcié?

Csak a teljes indukci6 tételének masodik alakjat vilagitjuk meg; az
elsé is hasonlé (s6t, egyszer(ibb).

Bizonyitas (,Ha Vn € N-re (H(1) A ... A H(n—1)) — H(n), akkor

Vn € N-re H(n)").

Indirekt. T.f.h. (=tegyiik fel, hogy) a feltevés dacara a

B :={k € N: H(k) = h} halmaz nem iires. Korabbi tételiink
szerint B-nek van legkisebb eleme; jeldlje azt n. Az n valasztasa
folytan 1,...,n—1 ¢ B, tehat H(1) A... A H(n — 1) =i. Ekkor
azonban a feltett implikacié miatt H(n) =i, ami ellentmond annak,
hogy n € B. Q.e.d. Ol

v
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Miért mikodik a teljes indukcié?

Csak a teljes indukci6 tételének masodik alakjat vilagitjuk meg; az
elsé is hasonlé (s6t, egyszer(ibb).

Bizonyitas (,Ha Vn € N-re (H(1) A ... A H(n—1)) — H(n), akkor

Vn € N-re H(n)").

Indirekt. T.f.h. (=tegyiik fel, hogy) a feltevés dacara a

B :={k € N: H(k) = h} halmaz nem iires. Korabbi tételiink
szerint B-nek van legkisebb eleme; jeldlje azt n. Az n valasztasa
folytan 1,...,n—1 ¢ B, tehat H(1) A... A H(n — 1) =i. Ekkor
azonban a feltett implikacié miatt H(n) =i, ami ellentmond annak,
hogy n € B. Q.e.d. Ol

| \

Feladat

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n természetes szamra n3 + 5n
oszthat6 6-tal.
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /1

A feladatbol nem deriil ki, hogy Vn € N-re vagy Vn € Ny-ra
vonatkozik-e a feladat; ezt a javunkra fordithatjuk: az utébbi
verziét tekintjiik, és agy nemcsak tdbbet bizonyitunk, hanem a
bizonyitas is kdnnyebb lesz.
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /1

A feladatbol nem deriil ki, hogy Vn € N-re vagy Vn € Ny-ra
vonatkozik-e a feladat; ezt a javunkra fordithatjuk: az utébbi
verziét tekintjiik, és agy nemcsak tdbbet bizonyitunk, hanem a
bizonyitas is kdnnyebb lesz.

Megoldas (6 | n® + 5n)

Els6 lépés: a legkisebb esetre belatjuk. Ez evidens, hiszen
03 +5-0 =0, ami csakugyan oszthaté 6-tal.
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /1

A feladatbol nem deriil ki, hogy Vn € N-re vagy Vn € Ny-ra
vonatkozik-e a feladat; ezt a javunkra fordithatjuk: az utébbi
verziét tekintjiik, és agy nemcsak tdbbet bizonyitunk, hanem a
bizonyitas is kdnnyebb lesz.

Megoldas (6 | n® + 5n)

Els6 lépés: a legkisebb esetre belatjuk. Ez evidens, hiszen

03 +5-0 =0, ami csakugyan oszthaté 6-tal.

Masodik (az un. indukcids) lépés: Legyen n € Ny tetsz6leges, és
tegyiik fel, hogy n® 4+ 5n oszthaté 6-tal. (Ez az un. indukcios
hipotézis.) Az indukciés hipotézist felhasznalva azt kell
belatnunk, hogy (n + 1) +5(n + 1) oszthaté 6-tal. Szamoljunk:

<
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /2

Megoldas (folytatas))

(n+1)*+5(n+1)
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /2

Megoldas (folytatas))

(n+12+5(n+1)=n+3n°+3n+1+5n+5
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /2

Megoldas (folytatas))

(n+12+5(n+1)=n+3n°+3n+1+5n+5

(n® +5n) + 3n(n+1) + _6
ind. hip.miatt oszthaté 6-tal  mert n(n+ 1) paros  NYilvan
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /2

Megoldas (folytatas))

(n+12+5(n+1)=n+3n°+3n+1+5n+5
(n® +5n) + 3n(n+1) + _6

ind. hip.miatt oszthaté 6-tal  mert n(n+ 1) paros  NYilvan

Azaz, tetszbleges n € Np-ra, ha n-re a mondott kifejezés oszthatd

6-tal, akkor (n + 1)-re is oszthaté. Q.e.d.
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A 6 | n* + 5n feladat megoldasa /2

Megoldas (folytatas))

(n+12+5(n+1)=n+3n°+3n+1+5n+5

(n® +5n) + 3n(n+1) + _6
ind. hip.miatt oszthaté 6-tal  mert n(n+ 1) paros  NYilvan

Azaz, tetszbleges n € Np-ra, ha n-re a mondott kifejezés oszthatd
6-tal, akkor (n + 1)-re is oszthaté. Q.e.d.

Ismeretes, hogy oo sok primszam van.

Feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egész szamra az n-edik
primszam legfeljebb 22"
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i i

Megoldas

Itt a teljes indukcié masodik alakjat alkalmazzuk (az elsével elég
reménytelen lenne). Az i-edik primszamot jeldlje p;. Tehat
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i i

Megoldas

Itt a teljes indukcié masodik alakjat alkalmazzuk (az elsével elég
reménytelen lenne). Az i-edik primszamot jeldlje p;. Tehat p; = 2,
pp=3,p3=05,ps =7, ps = 11, stbh.
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i i

Megoldas

Itt a teljes indukcié masodik alakjat alkalmazzuk (az elsével elég
reménytelen lenne). Az i-edik primszamot jeldlje p;. Tehat p; = 2,
p>o=3,p3=0>5, p» =7, ps = 11, stb. Legyen n € N tetszéleges, és

tegyiik fel, hogy
pl S 221711 p2 S 222711 M ] pnfl S 22('171)71

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



i i

Megoldas
Itt a teljes indukcié masodik alakjat alkalmazzuk (az elsével elég
reménytelen lenne). Az i-edik primszamot jeldlje p;. Tehat p; = 2,
p>o=3,p3=0>5, p» =7, ps = 11, stb. Legyen n € N tetszéleges, és
tegyiik fel, hogy

pr<2¥7 pp <22t L ppg <22V
(most ez az indukciés hipotézis).
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i i

Megoldas
Itt a teljes indukcié masodik alakjat alkalmazzuk (az elsével elég
reménytelen lenne). Az i-edik primszamot jeldlje p;. Tehat p; = 2,
p>o=3,p3=0>5, p» =7, ps = 11, stb. Legyen n € N tetszéleges, és
tegyiik fel, hogy

pr<2¥7 pp <22t L ppg <22V
(most ez az indukcids hipotézis). (Vigyazat és késébb se feledjiik:
ha n = 1, akkor az indukcids hipotézis ,lires’, azaz semmit se mond.
Azaz most sem keriilhetjik el, hogy n = 1-re az allitast igazoljuk.)
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i i

Megoldas

Itt a teljes indukcié masodik alakjat alkalmazzuk (az elsével elég
reménytelen lenne). Az i-edik primszamot jeldlje p;. Tehat p; = 2,
p>o=3,p3=0>5, p» =7, ps = 11, stb. Legyen n € N tetszéleges, és
tegyiik fel, hogy

pr<2¥7 pp <22t L ppg <22V
(most ez az indukcids hipotézis). (Vigyazat és késébb se feledjiik:
ha n = 1, akkor az indukcids hipotézis ,lires’, azaz semmit se mond.
Azaz most sem keriilhetjik el, hogy n = 1-re az allitast igazoljuk.)
Azt kell az indukciés hipotézis felhasznalasaval belatnunk, hogy
pn < 22"t Eddig nem kellett semmiféle Gtlet, de most kelleni fog: )
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Megoldas (folytatas/1)
Tekintsiik az

m:=pipr...pp-1+1
szamot, és jeldlje g az m egyik primosztéjat.
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Megoldas (folytatas/1)
Tekintsiik az

m:=pipr...pp-1+1
szamot, és jeldlje g az m egyik primosztdjat. (A korabbi
tanulmanyok szerint m primtényezék szorzatara bonthato, tehat

van primosztéja.)

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Megoldas (folytatas/1)
Tekintsiik az

m:=pipr...pp-1+1
szamot, és jeldlje g az m egyik primosztdjat. (A korabbi
tanulmanyok szerint m primtényezék szorzatara bonthato, tehat
van primosztéja.) Ha g = p1 lenne, akkor mis és pips...pn—1 is,
tehat ezek kiilonbsége, azaz az 1 = m — p1p> ... p,_1 is oszthatéd
lenne g-val, ami nem lehetséges. Tehat q # p;.
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Megoldas (folytatas/1)
Tekintsiik az

m:=pipr...pp-1+1
szamot, és jeldlje g az m egyik primosztdjat. (A korabbi
tanulmanyok szerint m primtényezék szorzatara bonthato, tehat
van primosztéja.) Ha g = p1 lenne, akkor mis és pips...pn—1 is,
tehat ezek kiilonbsége, azaz az 1 = m — p1p> ... p,_1 is oszthatéd
lenne g-val, ami nem lehetséges. Tehat g # p;. Hasonléan kapjuk,

hogy q # p2, ..., 9 # pn—1. Ezért

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Megoldas (folytatas/1)
Tekintsiik az

m:=pipr...pp-1+1
szamot, és jeldlje g az m egyik primosztdjat. (A korabbi
tanulmanyok szerint m primtényezék szorzatara bonthato, tehat
van primosztéja.) Ha g = p1 lenne, akkor mis és pips...pn—1 is,
tehat ezek kiilonbsége, azaz az 1 = m — p1p> ... p,_1 is oszthatéd
lenne g-val, ami nem lehetséges. Tehat g # p;. Hasonléan kapjuk,

hogy g # p2, ..., 9 # pn—1. Ezért q a pp, pni1, ... tovabbi
primszamok koziil keriil ki, tehat
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Megoldas (folytatas/1)
Tekintsiik az

m:=pipr...pp-1+1
szamot, és jeldlje g az m egyik primosztdjat. (A korabbi
tanulmanyok szerint m primtényezék szorzatara bonthato, tehat
van primosztéja.) Ha g = p1 lenne, akkor mis és pips...pn—1 is,
tehat ezek kiilonbsége, azaz az 1 = m — p1p> ... p,_1 is oszthatéd
lenne g-val, ami nem lehetséges. Tehat g # p;. Hasonléan kapjuk,

hogy g # p2, ..., 9 # pn—1. Ezért q a pp, pni1, ... tovabbi
primszamok koziil keriil ki, tehat

Pn<qg<m.
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Megoldas (folytatas/1)
Tekintsiik az

m:=pipr...pp-1+1
szamot, és jeldlje g az m egyik primosztdjat. (A korabbi
tanulmanyok szerint m primtényezék szorzatara bonthato, tehat
van primosztéja.) Ha g = p1 lenne, akkor mis és pips...pn—1 is,
tehat ezek kiilonbsége, azaz az 1 = m — p1p> ... p,_1 is oszthatéd
lenne g-val, ami nem lehetséges. Tehat g # p;. Hasonléan kapjuk,

hogy g # p2, ..., 9 # pn—1. Ezért q a pp, pni1, ... tovabbi
primszamok koziil keriil ki, tehat

Pn<qg<m.

Az indukciés hipotézist a most kdvetkezé szamolasban fogjuk
hasznalni:
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p1 < 22t py < P P11 < 2D g tudjuk, hogy
pn < m=pi...pp1+1

Megoldas (folytatas/2)
P < m=
pip2 ... pPn—1 + 1 < (tényezénként az ind. hip.-t alkalmazva)
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p1 < 22t py < P P11 < 2D g tudjuk, hogy
pn < m=pi...pp1+1

Megoldas (folytatas/2)
pn<m=
pip2 ... pPn—1 + 1 < (tényezénként az ind. hip.-t alkalmazva)
< 22171 . 22271 o 22(n71)71 + 1 _
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p1 < 22t py < P P11 < 2D g tudjuk, hogy
pn<m=p1...pp-1+1

Megoldas (folytatas/2)
pn<m=
p1p2 ... pn—1+ 1 < (tényezénként az ind. hip.-t alkalmazva)
< 22171 . 22271 o 22(n71)71 + 1 _

22°.22".... 22" 1 1 — (azonos alapi hatvanyok szorzésa:)
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p1 < 22t py < P P11 < 2D g tudjuk, hogy
pn<m=p1...pp-1+1

Megoldas (folytatas/2)
P < m=
p1p2 ... pn—1+ 1 < (tényezénként az ind. hip.-t alkalmazva)
< 22171 . 22271 o 22(n71)71 + 1 _
22°.22".... 22" 1 1 — (azonos alapi hatvanyok szorzésa:)

0 1 —2 L a o
= 222044277 4 1 — (mértani sor dsszege:
g
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p1 < 22t py < P P11 < 2D g tudjuk, hogy
pn<m=p1...pp-1+1

Megoldas (folytatas/2)
P < m=
pip2 ... pPn—1 + 1 < (tényezénként az ind. hip.-t alkalmazva)
< 22171 . 22271 o 22(n71)71 + 1 _
22°.22".... 22" 1 1 — (azonos alapi hatvanyok szorzésa:)
= 2224272 | 1 — (mértani sor dsszege:)
22"7'=1 4 1 < (most az 1-et névelem, Id. (%) lent)
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p1 < 22t py < P P11 < 2D g tudjuk, hogy
pn<m=p1...pp-1+1

Megoldas (folytatas/2)
P < m=
p1p2 ... pn—1+ 1 < (tényezénként az ind. hip.-t alkalmazva)
< 22171 ‘ 22271 o 22(n71)71 11—

22°.22".... 22" 1 1 — (azonos alapi hatvanyok szorzésa:)

= 2224272 | 1 — (mértani sor dsszege:)
22"'~1 1 1 < (most az 1-et névelem, Id. (#) lent)

22"l 4 92 = 9. 22" = 27 Qeed
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p1 < 22t py < P P11 < 2D g tudjuk, hogy
pn < m=pi...pp1+1

Megoldas (folytatas/2)

P < m=
pip2 ... pPn—1 + 1 < (tényezénként az ind. hip.-t alkalmazva)
< 22171 . 22271 o 22(n71)71 + 1 _
22°.22".... 22" 1 1 — (azonos alapi hatvanyok szorzésa:)

= 2224272 | 1 — (mértani sor dsszege:)
22"'~1 1 1 < (most az 1-et névelem, Id. (#) lent)
D21 4 227 -1 5. 027 1 = 22" Qe d
(8): n=1 esetén =", de arra inkabb kiilon ellenérizziik az allitast,
hiszen akkor az indukciés hipotézis semmitmondé.

Megjegyzés
A fentiekbdl az is kdvetkezik, hogy oo sok primszam van.
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lTovébbi indukcios feladatok onallé gyakorlasra _

Feladat

Mutassuk meg teljes indukciéval, hogy

1-442.-7+---+n(3n+1) = n(n+ 1)2

Az ilyen tipush feladatokat agy kell értelmezni, hogy barmely
n € N-rel (Az mas kérdés, hogy kdnnyebb barmely n € Ny-ra
megoldani.)

Feladat

Mutassuk meg teljes indukciéval, hogy ha egy pozitiv egész szam
3" egyforma szamjegybdl all, akkor ez a szam oszthat6 3"-nel.
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Rekurziv definicié: n-rél (n + 1)-re

Gyakran nem bizonyitani, hanem definialni akarunk valamit. A
teljes indukcié parja a rekurziv definicid. Ez a kdvetkezét
jelenti: minden n € N-re szeretnénk egy n-t6l fliggd fogalmat —
jelolje azt F(n) — definialni.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Rekurziv definicié: n-rél (n + 1)-re

Gyakran nem bizonyitani, hanem definialni akarunk valamit. A
teljes indukcié parja a rekurziv definicid. Ez a kdvetkezét
jelenti: minden n € N-re szeretnénk egy n-t6l fliggd fogalmat —

jelolje azt F(n) — definialni.
Ehhez definialjuk a fogalmat n = 1-re, azaz definialjuk F(1)-et,

majd

Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20
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Rekurziv definicié: n-rél (n + 1)-re

Gyakran nem bizonyitani, hanem definialni akarunk valamit. A
teljes indukcié parja a rekurziv definicid. Ez a kdvetkezét
jelenti: minden n € N-re szeretnénk egy n-t6l fliggd fogalmat —
jelolje azt F(n) — definialni.

Ehhez definialjuk a fogalmat n = 1-re, azaz definialjuk F(1)-et,
majd

ezt kdvetéen megadjuk azt, hogy tetszéleges n-re hogyan kapjuk
F(n+ 1)-et F(n)-bsl (és n-bdl).
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Rekurziv definicié: n-rél (n + 1)-re

Gyakran nem bizonyitani, hanem definialni akarunk valamit. A
teljes indukcié parja a rekurziv definicid. Ez a kdvetkezét
jelenti: minden n € N-re szeretnénk egy n-t6l fiiggé fogalmat —
jelolje azt F(n) — definialni.

Ehhez definialjuk a fogalmat n = 1-re, azaz definialjuk F(1)-et,
majd

ezt kdvetéen megadjuk azt, hogy tetszéleges n-re hogyan kapjuk
F(n+ 1)-et F(n)-bsl (és n-bdl).

Megjegyzés

Természetesen N helyett Np-at is mondhattunk volna.

Megmutathatd, hogy a rekurziv definicié egyértelmiien definalja az
F(n) fogalmat minden n-re.
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Rekurziv definicié: az osszes kisebbrsl n-re

A rekurziv definiciénak is megvan a masik alakja, amikor nem az
el6z6 fogalom felhasznalasaval definialjuk a kovetkezét, hanem az
Osszes el6z6 felhasznalasaval.
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Rekurziv definicié: az osszes kisebbrsl n-re

A rekurziv definiciénak is megvan a masik alakja, amikor nem az
el6z6 fogalom felhasznalasaval definialjuk a kovetkezét, hanem az
Osszes el6z6 felhasznalasaval.

Feladat

Hol lattunk példat a rekurziv definicié masodik alakjara?

Megoldas

Az itéletkalkulus formulainak definialasakor. A predikatumkalkulus
kifejezéseinek definialasakor, A predikatumkalkulus formulainak
definialasakor.
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Rekurziv definicié: az osszes kisebbrsl n-re

A rekurziv definiciénak is megvan a masik alakja, amikor nem az
el6z6 fogalom felhasznalasaval definialjuk a kovetkezét, hanem az
Osszes el6z6 felhasznalasaval.

Feladat
Hol lattunk példat a rekurziv definicié masodik alakjara?

Megoldas

Az itéletkalkulus formulainak definialasakor. A predikatumkalkulus
kifejezéseinek definialasakor, A predikatumkalkulus formulainak
definialasakor.

| N

Példa
Legyen 1 =1, b =1, és n > 2 esetén f, = f,_» + f,_1. Ezzel

A
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Rekurziv definicié: az osszes kisebbrsl n-re

A rekurziv definiciénak is megvan a masik alakja, amikor nem az
el6z6 fogalom felhasznalasaval definialjuk a kovetkezét, hanem az
Osszes el6z6 felhasznalasaval.

Feladat

Hol lattunk példat a rekurziv definicié masodik alakjara?

Megoldas

Az itéletkalkulus formulainak definialasakor. A predikatumkalkulus
kifejezéseinek definialasakor, A predikatumkalkulus formulainak
definialasakor.

| A

Példa

Legyen 1 =1, b =1, és n > 2 esetén f, = f,_» + f,_1. Ezzel
rekurziv médon definialtuk f,-et minden n € N-re, azaz rekurziéval
definialtunk egy f1, f2, f3, . . . végtelen szamsorozatot (az an.
hires-nevezetes Fibonacci-sorozat).

N
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Didaktikai megjegyzések

Rekurzié nélkil (trivialis eseteket leszamitva) aligha lehetne

programozni vagy programozasi nyelveket definialni!
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Didaktikai megjegyzések

Rekurzié nélkil (trivialis eseteket leszamitva) aligha lehetne

programozni vagy programozasi nyelveket definialni!

Bizonyitas nélkiil gyakran nem lehet elGre tudni valamit; pl. azt,
hogy hany lépésen at fut egy algoritmus vagy program. (Ha
egymillié évig, akkor hozza se fogjunk.) Az el6zetes becslés és
szamolas egyik kelléke a teljes indukciés bizonyitas.
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Didaktikai megjegyzések

Rekurzié nélkil (trivialis eseteket leszamitva) aligha lehetne

programozni vagy programozasi nyelveket definialni!

Bizonyitas nélkiil gyakran nem lehet elGre tudni valamit; pl. azt,
hogy hany lépésen at fut egy algoritmus vagy program. (Ha
egymillié évig, akkor hozza se fogjunk.) Az el6zetes becslés és
szamolas egyik kelléke a teljes indukciés bizonyitas.

El6adason nem azért bizonyitunk be nagy ritkan egy-két dolgot,
mert kételkediink el6deink eredményeiben, hanem hogy gyakoroljuk
az Gjonnan megismert fogalmakat, tételeket, hogy hozzaszokjunk
azok hasznalatdhoz. Masrészt — ha egyszer megértettilk — a
bizonyitas segit majd a tételeket, definicidkat felidézni, pontosan
felidézni. Es persze a bizonyitasokban megismert fogasok gyakran
kellenek a feladatok megoldasahoz.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Halmazon elemek egyértelmiien meghatarozott és nem
tlsdgosan nagy Osszességeét értjiik.
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Halmazon elemek egyértelmiien meghatarozott és nem
tlsdgosan nagy Osszességeét értjiik.

Azt nem definialjuk — ez az axiomatikus halmazelmélet dolga
lenne — hogy mi szamit talsagosan nagynak. Pl. az Gsszes
halmazbdl all6 dsszesség tulsdgosan nagy. A mi &sszességeink sose
lesznek talsdgosan nagyok, ezért a késbbiekben ezzel a kérdéssel
nem torédiink.
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Halmazon elemek egyértelmiien meghatarozott és nem
tlsdgosan nagy Osszességeét értjiik.

Azt nem definialjuk — ez az axiomatikus halmazelmélet dolga
lenne — hogy mi szamit talsagosan nagynak. Pl. az Gsszes
halmazbdl all6 dsszesség tulsdgosan nagy. A mi &sszességeink sose

lesznek talsdgosan nagyok, ezért a késbbiekben ezzel a kérdéssel
nem torédiink.

Fontos, hogy barmely x-re (

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Halmazon elemek egyértelmiien meghatarozott és nem
tlsdgosan nagy Osszességeét értjiik.

Azt nem definialjuk — ez az axiomatikus halmazelmélet dolga
lenne — hogy mi szamit talsagosan nagynak. Pl. az Gsszes
halmazbdl all6 dsszesség tulsdgosan nagy. A mi &sszességeink sose
lesznek talsdgosan nagyok, ezért a késbbiekben ezzel a kérdéssel
nem torédiink.

Fontos, hogy barmely x-re (a kismacskatél a v/2-ig, a tavalyi
jelesre vizsgazott hallgatoktdl a leghosszabb forditéprogramig, tehat
barmire),
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Halmazon elemek egyértelmiien meghatarozott és nem
tlsdgosan nagy Osszességeét értjiik.

Azt nem definialjuk — ez az axiomatikus halmazelmélet dolga
lenne — hogy mi szamit talsagosan nagynak. Pl. az Gsszes
halmazbdl all6 dsszesség tulsdgosan nagy. A mi &sszességeink sose
lesznek talsdgosan nagyok, ezért a késbbiekben ezzel a kérdéssel
nem torédiink.

Fontos, hogy barmely x-re (a kismacskatél a v/2-ig, a tavalyi
jelesre vizsgazott hallgatoktdl a leghosszabb forditéprogramig, tehat
barmire), objektiven meghatarozott legyen, hogy x eleme-e vagy
nem eleme a kérdéses dsszességnek! Pl. a jelenlevék koziil a
szorgalmas hallgatok Gsszessége nem alkot halmazt, hiszen a
szorgalom megitélése szubjektiv, mindenki mast és mast ért alatta.
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.elemek egyértelmiien meghatarozott osszessége",

.egyértelmien'=7

Az "egyértelmiien meghatarozott" az objektivitasra utal, tehat arra,
hogy mindenki pontosan ugyanazon x-eket tekintse a dsszesség
elemeinek. Ez persze nem jelenti azt, hogy minden egyes x esetén
ténylegesen el tudjuk (most vagy késébb) donteni, hogy x eleme-e
a kérdéses halmaznak.
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.elemek egyértelmiien meghatarozott osszessége",

.egyértelmien'=7

Az "egyértelmiien meghatarozott" az objektivitasra utal, tehat arra,
hogy mindenki pontosan ugyanazon x-eket tekintse a dsszesség
elemeinek. Ez persze nem jelenti azt, hogy minden egyes x esetén
ténylegesen el tudjuk (most vagy késébb) donteni, hogy x eleme-e
a kérdéses halmaznak.

Példaul legyen A azon (i,)) egész koordinataju pontok Osszessége,
amelyekre 1 </ <8, 1 <j <2 és kezdSlépésként az i-edik
oszlopbeli gyaloggal j-t lépve vilagosnak a sakkban nyerd stratégiaja
van. Ekkor A halmaz, de pl. az x = (4,2)-r6l nem tudjuk jelenleg
eldénteni, hogy hozzatartozik-e A-hoz.
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Halmaz megadasa

x € A jeldli azt, hogy x eleme az A halmaznak (azaz x
hozzatartozik A-hoz).
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Halmaz megadasa

x € A jeldli azt, hogy x eleme az A halmaznak (azaz x
hozzatartozik A-hoz). Ahogy korabban is, a halmazt tobbnyire a {,
} zardjelek segitségével adjuk meg. Erre példak:
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Halmaz megadasa

x € A jeldli azt, hogy x eleme az A halmaznak (azaz x
hozzatartozik A-hoz). Ahogy korabban is, a halmazt tobbnyire a {,
} zardjelek segitségével adjuk meg. Erre példak:

{2,3,5,7} az egyjegyii primszamok halmaza.
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Halmaz megadasa

x € A jeldli azt, hogy x eleme az A halmaznak (azaz x
hozzatartozik A-hoz). Ahogy korabban is, a halmazt tobbnyire a {,
} zardjelek segitségével adjuk meg. Erre példak:

{2,3,5,7} az egyjegyii primszamok halmaza.

{2,3,4,5,...} az 1-nél nagyobb egész szamok halmaza.
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Halmaz megadasa

x € A jeldli azt, hogy x eleme az A halmaznak (azaz x
hozzatartozik A-hoz). Ahogy korabban is, a halmazt tobbnyire a {,
} zardjelek segitségével adjuk meg. Erre példak:

{2,3,5,7} az egyjegyii primszamok halmaza.

{2,3,4,5,...} az 1-nél nagyobb egész szamok halmaza.

Legalabb ilyen gyakori, hogy a halmazt an. altalanos elem és
definialé tulajdonsag segitségével adjuk meg. Példak:

{x € N:dy € N, hogy x = 3y} a harommal oszthaté pozitiv
egészek halmaza.
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Halmaz megadasa

x € A jeldli azt, hogy x eleme az A halmaznak (azaz x
hozzatartozik A-hoz). Ahogy korabban is, a halmazt tobbnyire a {,
} zardjelek segitségével adjuk meg. Erre példak:

{2,3,5,7} az egyjegyii primszamok halmaza.

{2,3,4,5,...} az 1-nél nagyobb egész szamok halmaza.

Legalabb ilyen gyakori, hogy a halmazt an. altalanos elem és
definialé tulajdonsag segitségével adjuk meg. Példak:

{x € N:dy € N, hogy x = 3y} a harommal oszthaté pozitiv
egészek halmaza. A : helyett a | is hasznalhato.
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Halmaz megadasa

x € A jeldli azt, hogy x eleme az A halmaznak (azaz x
hozzatartozik A-hoz). Ahogy korabban is, a halmazt tobbnyire a {,
} zardjelek segitségével adjuk meg. Erre példak:

{2,3,5,7} az egyjegyii primszamok halmaza.

{2,3,4,5,...} az 1-nél nagyobb egész szamok halmaza.
Legalabb ilyen gyakori, hogy a halmazt an. altalanos elem és
definialé tulajdonsag segitségével adjuk meg. Példak:

{x € N:dy € N, hogy x = 3y} a harommal oszthaté pozitiv
egészek halmaza. A : helyett a | is hasznalhato.

{(x,y) | x és y valés szam és x> + y? < 1} az origé kdzéppont
egységkdr belsé pontjainak halmaza.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Egyenléség, részhalmaz

Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlGnek, ha
pontosan ugyanazok az elemeik.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Egyenléség, részhalmaz

Definicié

Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlGnek, ha

pontosan ugyanazok az elemeik. Ebben az is benne van, hogy
halmaz esetén minden elem csak egyszer szamit. Peldaul
{1,2,3,1,2,2} és {1,2,3} ugyanazok a halmazok.

Definicio

Legyenek A és B tetszéleges halmazok. Pontosan akkor mondjuk,
hogy B részhalmaza A-nak — ennek jelélése: B C A —, ha
barmely B-beli elem egyattal A-nak is eleme. Ha B C A és emellett
A # B, akkor valédi részhalmazrél beszéliink; ennek jeldlése:
B C A
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Ureshalmaz, nemtrivialis részhalmaz

Definicié

Az tireshalmazt () jelsli. Ennek nincs eleme.

Az iireshalmaz sokféleképpen is felirhato, pl.

) = {x € R:x?= —1}. Az iireshalmazzal kapcsolatban a
hatarozott nével6t azért hasznalhattuk, mert csak egyetlen
tireshalmaz van. Csakugyan, barmelyik két iires halmaznak
ugyanazok az elemei (tudniillik nincsenek), ezért a korabbiak szerint
barmely két iireshalmaz egyenlé.
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Ureshalmaz, nemtrivialis részhalmaz

Definicié

Az tireshalmazt () jelsli. Ennek nincs eleme.

Az iireshalmaz sokféleképpen is felirhato, pl.

) = {x € R:x?= —1}. Az iireshalmazzal kapcsolatban a
hatarozott nével6t azért hasznalhattuk, mert csak egyetlen
tireshalmaz van. Csakugyan, barmelyik két iires halmaznak
ugyanazok az elemei (tudniillik nincsenek), ezért a korabbiak szerint
barmely két iireshalmaz egyenlé.

A, C" definiciéjabsl adédik, hogy barmely B halmazra ) C B és

B C B.
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Ureshalmaz, nemtrivialis részhalmaz

Definicié

Az tireshalmazt () jelsli. Ennek nincs eleme.

Az iireshalmaz sokféleképpen is felirhato, pl.

) = {x € R:x?= —1}. Az iireshalmazzal kapcsolatban a
hatarozott nével6t azért hasznalhattuk, mert csak egyetlen
tireshalmaz van. Csakugyan, barmelyik két iires halmaznak
ugyanazok az elemei (tudniillik nincsenek), ezért a korabbiak szerint
barmely két iireshalmaz egyenlé.

A, C" definiciéjabsl adédik, hogy barmely B halmazra ) C B és

B C B. B-t és az iireshalmazt a B halmaz trivialis
részhalmazainak nevezziik.
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részhalmazainak nevezziik.
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Valédi részhalmaz

Példak nemtrivialis (és egyattal valédi) részhalmazokra: N C Z,
N C R. Természetesen azt is irhatnank, hogy N C Z, N C R.
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Valédi részhalmaz

Példak nemtrivialis (és egyattal valédi) részhalmazokra: N C Z,
N C R. Természetesen azt is irhatnank, hogy N C Z, N C R.

Megjegyzés

Mi a C jelet (a < jelhez analég médon) m csakis a valadi

részhalmaz jeldlésére hasznaljuk, azaz

AcB & (AcBA-(A=B)).

Tehat ha A C B, akkor A # B.
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Valédi részhalmaz

Példak nemtrivialis (és egyattal valédi) részhalmazokra: N C Z,
N C R. Természetesen azt is irhatnank, hogy N C Z, N C R.

Megjegyzés

Mi a C jelet (a < jelhez analég médon) m csakis a valadi

részhalmaz jeldlésére hasznaljuk, azaz

AcB & (AcBA-(A=B)).

Tehat ha A C B, akkor A # B.

A matematika egyes régebbi agaiban (az akkori nyomtatechnikai
okok miatt) ez a megallapodas nem érvényes. A valédi
tartalmazast a matematika minden agaban félreérthetetlen médon
A C B jeldli, de mi azt nem fogjuk hasznalni.
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A részhalmaz viszony tulajdonsagai

Az alabbi tétel a definicidk kdzvetlen kdvetkezménye:
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A részhalmaz viszony tulajdonsagai

Az alabbi tétel a definicidk kdzvetlen kdvetkezménye:
Allitas

Legyen A, B és C tetszéleges halmaz. Ekkor

(1) ha AC B és B C C, akkor AC C. (an. tranzitivitas)
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A részhalmaz viszony tulajdonsagai

Az alabbi tétel a definicidk kdzvetlen kdvetkezménye:

Legyen A, B és C tetszéleges halmaz. Ekkor
(1) ha AC B és B C C, akkor AC C. (an. tranzitivitas)
(2) ha AC B és B C A, akkor A= B. (an. antiszimmetria)
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A részhalmaz viszony tulajdonsagai

Az alabbi tétel a definicidk kdzvetlen kdvetkezménye:

Legyen A, B és C tetszéleges halmaz. Ekkor
(1) ha AC B és B C C, akkor AC C. (an. tranzitivitas)
(2) ha AC B és B C A, akkor A= B. (an. antiszimmetria)

Az allitas masodik része (az antiszimmetria) gyakran hasznos annak
kimutatasara, hogy két halmaz egyenlé.
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Unié és metszet

Definicié (Uni6)

Adott két halmaz aniéjat igy definialjuk:
AUB:={x:x€ A V x € B}. De lehetne igy is:
ALUAy = {x: (3N €{1,2} Ax € A)}.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Unié és metszet

Definicié (Uni6)

Adott két halmaz aniéjat igy definialjuk:
AUB:={x:x€ A V x € B}. De lehetne igy is:
ALUAy = {x: (3N €{1,2} Ax € A)}.

Definici6 (Metszet)

Adott két halmaz metszetét igy definialjuk:
ANB:={x:x€ A A x € B}. De lehetne igy is:
A1 NAy = {X : (VI)(I € {1,2} — X € A,)}

Mindét esetben a masodik verzié kdnnyen kiterjesztheté tébb (akar
oo sok) halmazra is.
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Venn-diagram: unié

Szokas a halmazokat sikbeli tartomanyokkal, azaz an.
Venn-diagrammokkal szemléltetni. (Ez nagyon helyes, csak
tudnunk kell, hogy nem mindegyik halmaz ,fér el a sikon”, és még
ha el is fér, a Venn-diagramm nem mindig szemlélteti az
altalanossagot, tehat Venn-diagrammokkal egzakt bizonyitas nem
adhaté!) Az anié mivelete Venn-diagrammal igy szemléltethet6:

oD,

AUB
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Kiilonbség, szimmetrikus differencia

Definicié (Két halmaz kiilonbsége)

‘ A\B {x:x€ A, x¢B}.

Definicié (Két halmaz szimmetrikus differenciaja)

‘ oAAB (A\ B)U(B\ A)
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA ANB=BNA, AAB =BAA
(kommutativitas);
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA ANnB=BnNA AAB=BAA
(kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=ANn(BN (),
(AAB)AC = AA(BAC) (asszociativitas),
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA ANnB=BnNA AAB=BAA
(kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=ANn(BN (),
(AAB)AC = AA(BAC) (asszociativitas),
AN(BUC)=(AnB)U(ANC),
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA ANnB=BnNA AAB=BAA
(kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=ANn(BN (),
(AAB)AC = AA(BAC) (asszociativitas),
AN(BUC)=(AnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ),
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA ANnB=BnNA AAB=BAA
(kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=ANn(BN (),

(AAB)AC = AA(BAC) (asszociativitas),
AN(BUC)=(AnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ),

AN (BAC) = (AN B)A(AN C) (disztributivitas);
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA ANnB=BnNA AAB=BAA
(kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=ANn(BN (),

(AAB)AC = AA(BAC) (asszociativitas),
AN(BUC)=(AnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ),

AN (BAC) = (AN B)A(AN C) (disztributivitas);
AN(AUB)=A AU(ANB)=A

(abszorptivitas).
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Halmazmoiveletekkel kapcsolatos azonossagok

Tetszéleges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA ANnB=BnNA AAB=BAA
(kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=ANn(BN (),

(AAB)AC = AA(BAC) (asszociativitas),
AN(BUC)=(AnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ),

AN (BAC) = (AN B)A(AN C) (disztributivitas);
AN(AUB)=A AU(ANB)=A

(abszorptivitas).

A fenti azonossagok tobbsége nagyon emlékeztet a tanult alapvetd
logikai ekivalenciakra; ez nem meglepd, hiszen a halmazmiiveleteket
logikai miiveletek segitségével definialtuk.
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Akarhany halmaz metszete és uniéja

A fenti tételben szereplé azonossagok, tovabba egyéb azonossagok
bizonyitasa, érvényességiiknek a eldéntése tantargyi kdvetelmény.
(Hamarosan megoldunk két feladatot.)

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Akarhany halmaz metszete és uniéja

A fenti tételben szereplé azonossagok, tovabba egyéb azonossagok
bizonyitasa, érvényességiiknek a eldéntése tantargyi kdvetelmény.
(Hamarosan megoldunk két feladatot.) Ketténél tobb halmaz
metszetét és unidjat is definialjuk. Legyen | tetszéleges
indexhalmaz (
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Akarhany halmaz metszete és uniéja

A fenti tételben szereplé azonossagok, tovabba egyéb azonossagok
bizonyitasa, érvényességiiknek a eldéntése tantargyi kdvetelmény.
(Hamarosan megoldunk két feladatot.) Ketténél tobb halmaz
metszetét és unidjat is definialjuk. Legyen | tetszéleges
indexhalmaz (tehat tetszéleges nemiires halmaz, amelynek elemeit
indexelésre hasznaljuk), és minden egyes i € /-re legyen adott egy
A; halmaz. Ekkor

ﬂA,- ={x:Viel-rexec A} (metszet),
icl
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Akarhany halmaz metszete és uniéja

A fenti tételben szereplé azonossagok, tovabba egyéb azonossagok
bizonyitasa, érvényességiiknek a eldéntése tantargyi kdvetelmény.
(Hamarosan megoldunk két feladatot.) Ketténél tobb halmaz
metszetét és unidjat is definialjuk. Legyen | tetszéleges
indexhalmaz (tehat tetszéleges nemiires halmaz, amelynek elemeit
indexelésre hasznaljuk), és minden egyes i € /-re legyen adott egy
A; halmaz. Ekkor

ﬂA,- ={x:Viel-rexec A} (metszet),

i€l

UA,- ={x:3ie€l, hogy x € A;} (unid).

i€l
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Akarhany halmaz metszete és uniéja

A fenti tételben szereplé azonossagok, tovabba egyéb azonossagok
bizonyitasa, érvényességiiknek a eldéntése tantargyi kdvetelmény.
(Hamarosan megoldunk két feladatot.) Ketténél tobb halmaz
metszetét és unidjat is definialjuk. Legyen | tetszéleges
indexhalmaz (tehat tetszéleges nemiires halmaz, amelynek elemeit

indexelésre hasznaljuk), és minden egyes i € /-re legyen adott egy
A; halmaz. Ekkor

ﬂA,- ={x:Viel-rexec A} (metszet),

icl

UA,- ={x:3ie€l, hogy x € A;} (unid).

i€l
Ha I ={1,2,...,n}, akkor a fenti helyett az alabbi jeldlések is
szokasosak:

JA,  vagy Au---UA,
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Egy feladat

Mutassuk meg, hogy a (kéttaga) unié (azaz a U) disztributiv az
akarhanytagl metszetre, azaz
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Egy feladat

Mutassuk meg, hogy a (kéttaga) unié (azaz a U) disztributiv az
akarhanytagl metszetre, azaz tetszéleges A és B; halmazok esetén

AU(Bi =((AUB).

iel i€l
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Egy feladat

Mutassuk meg, hogy a (kéttaga) unié (azaz a U) disztributiv az
akarhanytagl metszetre, azaz tetszéleges A és B; halmazok esetén

AU(Bi =((AUB).

iel i€l

Megoldas
Jeldlje L és R a bizonyitandé egyenlGség bal-, illetve jobboldalat.
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Egy feladat

Mutassuk meg, hogy a (kéttaga) unié (azaz a U) disztributiv az
akarhanytagl metszetre, azaz tetszéleges A és B; halmazok esetén

AU(Bi =((AUB).

iel i€l

Megoldas

Jeldlje L és R a bizonyitandé egyenlGség bal-, illetve jobboldalat.
Figyeljik meg, hogy R # R — az utébbi a valés szamok halmaza
és mas betitipus! Elég belatni (és ez a szokasos eljaras), hogy
LCRésRCL.
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AUN

=i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

/GI

Megoldas (folytatas)
Az L C R bizonyitasa: legyen x € L =AU

IEI
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AUN

=i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

/GI

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definiciéja miatt x € A vagy x € [);,, Bi- Ha x € A, akkor

i€l
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AU Nie; Bi =i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € [-re x € AU B;.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



AU Nie; Bi =i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
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AUN

= ();e,(AU B;), a megoldas folytatasa

/GI

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
tehat a metszet definiciéja miatt minden i € /-re x € B;, és innen
megintcsak x € AU B; kdvetkezik. Tehat minden esetben Vi € [-re
x € AU B;, és
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AUN

= ();e,(AU B;), a megoldas folytatasa

/GI

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
tehat a metszet definiciéja miatt minden i € /-re x € B;, és innen
megintcsak x € AU B; kdvetkezik. Tehat minden esetben Vi € [-re
x € AU B;, ésinnen x € (;,(AU B;) = R.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



AUN

= ie;(AU B;), a megoldas folytatasa

/GI

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
tehat a metszet definiciéja miatt minden i € /-re x € B;, és innen
megintcsak x € AU B; kdvetkezik. Tehat minden esetben Vi € [-re
x € AU B;, ésinnen x € ();c;,(AU B;) = R. Megmutattuk, hogy
tetszéleges x € L-re x € R, azaz L C R.

Az R C L bizonyitasa: legyen x egy tetszéleges eleme

R = (ic;(AU B;)-nek. Ekkor
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AU Nie; Bi =i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
tehat a metszet definiciéja miatt minden i € /-re x € B;, és innen
megintcsak x € AU B; kdvetkezik. Tehat minden esetben Vi € [-re
x € AU B;, ésinnen x € ();c;,(AU B;) = R. Megmutattuk, hogy
tetszéleges x € L-re x € R, azaz L C R.

Az R C L bizonyitasa: legyen x egy tetszéleges eleme

R = (ic;(AU B;)-nek. Ekkor minden i € I-re x € AU B;. Ha

x € A, akkor x € AU (¢, Bi = L, és nincs tovabbi tennivalonk.
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AU Nie; Bi =i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
tehat a metszet definiciéja miatt minden i € /-re x € B;, és innen
megintcsak x € AU B; kdvetkezik. Tehat minden esetben Vi € [-re
x € AU B;, ésinnen x € ();c;,(AU B;) = R. Megmutattuk, hogy
tetszéleges x € L-re x € R, azaz L C R.

Az R C L bizonyitasa: legyen x egy tetszéleges eleme

R = (ic;(AU B;)-nek. Ekkor minden i € I-re x € AU B;. Ha

x € A, akkor x € AU (¢, Bi = L, és nincs tovabbi tennivalonk.
Ezen észrevételiink utan feltehetjiik, hogy x ¢ A.
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AU Nie; Bi =i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
tehat a metszet definiciéja miatt minden i € /-re x € B;, és innen
megintcsak x € AU B; kdvetkezik. Tehat minden esetben Vi € [-re
x € AU B;, ésinnen x € ();c;,(AU B;) = R. Megmutattuk, hogy
tetszéleges x € L-re x € R, azaz L C R.

Az R C L bizonyitasa: legyen x egy tetszéleges eleme

R = (ic;(AU B;)-nek. Ekkor minden i € I-re x € AU B;. Ha

x € A, akkor x € AU (¢, Bi = L, és nincs tovabbi tennivalonk.
Ezen észrevételiink utan feltehetjiik, hogy x ¢ A. Ekkor

x € AU B;-bél x € B; kdvetkezik. Mivel i tetszéleges volt,
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AU Nie; Bi =i/ (AU B;), a megoldas folytatasa

Megoldas (folytatas)

Az L C R bizonyitasa: legyen x € L = AU( ;¢ Bi. Az unié
definicidja miatt x € A vagy x € (;; Bi. Ha x € A, akkor minden
egyes i € I-re x € AU B;. Ha pedig x ¢ A, akkor x € (¢, Bj,
tehat a metszet definiciéja miatt minden i € /-re x € B;, és innen
megintcsak x € AU B; kdvetkezik. Tehat minden esetben Vi € [-re
x € AU B;, ésinnen x € ();c;,(AU B;) = R. Megmutattuk, hogy
tetszéleges x € L-re x € R, azaz L C R.

Az R C L bizonyitasa: legyen x egy tetszéleges eleme

R = (ic;(AU B;)-nek. Ekkor minden i € I-re x € AU B;. Ha

x € A, akkor x € AU (¢, Bi = L, és nincs tovabbi tennivalonk.
Ezen észrevételiink utan feltehetjiik, hogy x ¢ A. Ekkor

x € AU B;-bél x € B; kdvetkezik. Mivel i tetszéleges volt,

X € ﬂiel B;, és innen x € L adédik. Ezzel belattuk, hogy R C L.
Q.e.d.
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Technikai megjegyzés

Tulajdonképpen meglettiink volna az L C R és R C L emlitése
nélkiil is, hiszen valéjaban azt mutattuk ki, hogy L-nek és R-nek
ugyanazok az elemei. De kdnnyebben meg tudtuk a bizonyitast
fogalmazni L C R és R C L emlegetésével.
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Technikai megjegyzés

Tulajdonképpen meglettiink volna az L C R és R C L emlitése
nélkiil is, hiszen valéjaban azt mutattuk ki, hogy L-nek és R-nek
ugyanazok az elemei. De kdnnyebben meg tudtuk a bizonyitast
fogalmazni L C R és R C L emlegetésével. A kdvetkezs feladathoz
csak utat (s6t, utakat) mutatunk; a részletek kidolgozasa a
hallgatésagra marad.
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A metszet disztributiv a szimmetrikus differenciara

Feladat

Mutassuk meg tételiink azon allitasat, hogy a metszet disztributiv a
szimmetrikus differenciara.

Megoldas (Els6 megoldas)

Legyenek A, B és C tetsz6leges halmazok, vezessiik be az
L:=AN(BAC) ésaz R:= (AN B)A(AN C) jeldlést. Azt kell
megmutatnunk, hogy tetszéleges x-re x € L pontosan akkor
teljesiil, amikor x € R. Kiilonbdztessiink meg dsszesen nyolc esetet
annak megfelelen, hogy az A, B, C halmazok koéziil az x
melyiknek eleme. Az alabbi tablazatban az €, illetve ¢ gy értends,
hogy x eleme, illetve nem eleme az oszlopfejlécként irt halmaznak.
A gondos kitdltés utan lathaté, hogy x € L pontosan akkor teljesiil,
ha x € R. Tehat L = R.

A
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L:=AN(BAC)ésaz R:=(ANB)A(ANC)
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, g.e.d.
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L:=AN(BAC)ésaz R:=(ANB)A(ANC)

~
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mmmmmmmmg
Q
A M (M AR R R R
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L]
MIAM AR AR R
R M (M [RD|RD| R R |R

, g.e.d.

Megjegyzés

Nagyon emlékeztet az itéletkalkulusnal latott igazsagtablazatokra.
Ez nem véletlen, hiszen a halmazmiiveleteket logikai miveletek
segitségével definialtuk.
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L:=AN(BAC), R:=(ANnB)A(AN C), Venn-diagram

Megoldas (2. megoldas: Venn-diagrammal)
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L:=AN(BAC), R:=(ANnB)A(AN C), Venn-diagram

Megoldas (2. megoldas: Venn-diagrammal)

A Venn-diagram segitségével 77?7 Emlitettiik, hogy a Venn-diagram
nem mindig ad korrekt bizonyitast,
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L:=AN(BAC), R:=(ANnB)A(AN C), Venn-diagram

Megoldas (2. megoldas: Venn-diagrammal)

A Venn-diagram segitségével 77?7 Emlitettiik, hogy a Venn-diagram
nem mindig ad korrekt bizonyitast, de most a bizonyitasunk mégis
korrekt lesz, hiszen lényegében az el6z6 bizonyitasunkat ismételjiik
meg szemléletesebb formaban.
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L:=AN(BAC), R:=(ANnB)A(AN C), Venn-diagram

Megoldas (2. megoldas: Venn-diagrammal)

A Venn-diagram segitségével 77?7 Emlitettiik, hogy a Venn-diagram
nem mindig ad korrekt bizonyitast, de most a bizonyitasunk mégis
korrekt lesz, hiszen lényegében az el6z6 bizonyitasunkat ismételjiik
meg szemléletesebb formaban. A korrektség azon malik, hogy olyan
sikidomokkal reprezentalt halmazokat vegyiink fel az 4bran, hogy az
el6z6 nyolc eset mindegyike fellépjen, azaz (pongyolan fogalmazva)
a harom sikidom metszeteiként el6allé nyolc siktartomany egyike se
legyen iires. Ha erre ligyeliink, akkor esetleg gyorsabban célt ériink,
mint az eléz6 tablazattal. Lassuk a megfontolas [épéseit: zold
szinnel a bal-, pirossal a jobboldalt ,szamoljuk” ki, és lathaté, hogy
a végén ugyanazt kapjuk.
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Ugyanazt kaptuk, de ...
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J6 volt-e a Venn-diagramos abra?

Most mar csak az van hatra, hogy — az el6rebocsatottak szerint
meggy6z&djiink arrdl, hogy a Venn-diagramjaink tényleg nyolc

tartomanyra osztjak a sikot:
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J6 volt-e a Venn-diagramos abra?

Most mar csak az van hatra, hogy — az el6rebocsatottak szerint
meggy6z&djiink arrdl, hogy a Venn-diagramjaink tényleg nyolc

tartomanyra osztjak a sikot:

tényleg ez a helyzet.
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J6 volt-e a Venn-diagramos abra?

Most mar csak az van hatra, hogy — az el6rebocsatottak szerint
meggy6z&djiink arrdl, hogy a Venn-diagramjaink tényleg nyolc
tartomanyra osztjak a sikot:

tényleg ez a helyzet. (Tobb, mondjuk n halmaz esetén a
Venn-diagram problematikus, mert nehéz olyan attekinthetd abrat
rajzolni és hasznalni, amely a sikot 2" részre osztja,)
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Univerzum, komplementer halmaz

Gyakran egy rogzitett U halmaz részhalmazaival foglalkozunk. Ezen
U-t alaphalmaznak vagy univerzumnak nevezziik.
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Univerzum, komplementer halmaz

Gyakran egy rogzitett U halmaz részhalmazaival foglalkozunk. Ezen
U-t alaphalmaznak vagy univerzumnak nevezziik. Pl. a
geométerek gyakran a sik pontjait valasztjak univerzumnak, a
szamelméletben az univerzum lehet pl. Z, a kalkulusban pedig R.
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Univerzum, komplementer halmaz

Gyakran egy rogzitett U halmaz részhalmazaival foglalkozunk. Ezen
U-t alaphalmaznak vagy univerzumnak nevezziik. Pl. a
geométerek gyakran a sik pontjait valasztjak univerzumnak, a
szamelméletben az univerzum lehet pl. Z, a kalkulusban pedig R.

Definicié (komplementer halmaz)

Ha A C U, akkor az U\ A halmazt az A halmaz komplementer
halmazanak nevezziik, és A-sal jeldljiik. (A komplementer
természetesen fiigg az alaphalmaz valasztasatdl, de az rogzitett.)
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Univerzum, komplementer halmaz

Gyakran egy rogzitett U halmaz részhalmazaival foglalkozunk. Ezen
U-t alaphalmaznak vagy univerzumnak nevezziik. Pl. a
geométerek gyakran a sik pontjait valasztjak univerzumnak, a
szamelméletben az univerzum lehet pl. Z, a kalkulusban pedig R.

Definicié (komplementer halmaz)

Ha A C U, akkor az U\ A halmazt az A halmaz komplementer
halmazanak nevezziik, és A-sal jeldljiik. (A komplementer
természetesen fiigg az alaphalmaz valasztasatdl, de az rogzitett.)

Az eddigi halmazmiiveletekkel (U, N, A, \, 7) rengeteg tovabbi
azonossagot lehet felirni — ezek egy része a gyakorlaton és a
vizsgan feladatként tiizhets ki. Mi most csak egy fontos nevezetes
azonossagot emlitiink.
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de Morgan-azonossagok halmazokra

Ha A és B az U univerzum tetszéleges részhalmazai, akkor
érvényesek az in. de Morgan-azonossagok:

AUB=ANB, ANB=AUB.

O
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de Morgan-azonossagok halmazokra

Ha A és B az U univerzum tetszéleges részhalmazai, akkor
érvényesek az in. de Morgan-azonossagok:

AUB=ANB, ANB=AUB.

A masodikhoz (a korabban mondottak mintajara az abra teljes
értékl bizonyitassa tehetd; ez elmarad.)

@b 0
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Descartes-szorzat, Descartes-hatvany

A Descartes-féle koordinatarendszer motivalja az alabbiakat.
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Descartes-szorzat, Descartes-hatvany

A Descartes-féle koordinatarendszer motivalja az alabbiakat.

Definicié (elempar)

Tetsz6leges a és b matematikai objektumra (azaz elemekre)
értelmezziik a beléliik képezett (a, b) elempar fogalmat. Ha
(a1, b1) és (a2, bo) egy-egy (rendezett) elempar, akkor pontosan
akkor tekintjiik 6ket egyenlnek, ha a; = a, és by = by.
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Descartes-szorzat, Descartes-hatvany

A Descartes-féle koordinatarendszer motivalja az alabbiakat.

Definicié (elempar)

Tetsz6leges a és b matematikai objektumra (azaz elemekre)
értelmezziik a beléliik képezett (a, b) elempar fogalmat. Ha
(a1, b1) és (a2, bo) egy-egy (rendezett) elempar, akkor pontosan
akkor tekintjiik 6ket egyenlnek, ha a; = a, és by = by.

Az an. komponensek sorrendje fontos, tehat (az a = b esetet
leszamitva) (a, b) # (b, a). Ezzel szemben halmazok esetében a
sorrend lényegtelen, tehat {a, b} = {b, a}.
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Descartes-szorzat, Descartes-hatvany

A Descartes-féle koordinatarendszer motivalja az alabbiakat.

Definicié (elempar)

Tetsz6leges a és b matematikai objektumra (azaz elemekre)
értelmezziik a beléliik képezett (a, b) elempar fogalmat. Ha
(a1, b1) és (a2, bo) egy-egy (rendezett) elempar, akkor pontosan
akkor tekintjiik 6ket egyenlnek, ha a; = a, és by = by.

Az an. komponensek sorrendje fontos, tehat (az a = b esetet
leszamitva) (a, b) # (b, a). Ezzel szemben halmazok esetében a
sorrend lényegtelen, tehat {a, b} = {b, a}.

Definicié (Descartes-szorzat)

Legyen A és B halmaz. Ekkor Descartes-szorzatukon az
{(a,b) : a € A, be B} halmazt értjik. Az A és B halmaz
Descartes-szorzatat A X B jeldli.
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Descartes-szorzat, Descartes-hatvany

A Descartes-féle koordinatarendszer motivalja az alabbiakat.

Definicié (elempar)

Tetsz6leges a és b matematikai objektumra (azaz elemekre)
értelmezziik a beléliik képezett (a, b) elempar fogalmat. Ha
(a1, b1) és (a2, bo) egy-egy (rendezett) elempar, akkor pontosan
akkor tekintjiik 6ket egyenlnek, ha a; = a, és by = by.

Az an. komponensek sorrendje fontos, tehat (az a = b esetet
leszamitva) (a, b) # (b, a). Ezzel szemben halmazok esetében a
sorrend lényegtelen, tehat {a, b} = {b, a}.

Definicié (Descartes-szorzat)

Legyen A és B halmaz. Ekkor Descartes-szorzatukon az
{(a,b) : a € A, be B} halmazt értjik. Az A és B halmaz
Descartes-szorzatat A X B jeldli. Az azonos tényezék szorzatat
most is hatvanynak nevezziik; A az A x A-t jeldli.
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Hatvanyhalmaz

Van még egy tovabbi méd arra, hogy ismert halmaz(ok)bol
Gjabbakat képezziink.
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Hatvanyhalmaz

Van még egy tovabbi méd arra, hogy ismert halmaz(ok)bol
Gjabbakat képezziink.

Definicié

Legyen B halmaz. A B hatvanyhalmazan a B &sszes
részhalmazabdl all6 halmazt értjiik, és ezt P(B) jeldli. Tehat
P(B) = {X: X C B}.
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Hatvanyhalmaz

Van még egy tovabbi méd arra, hogy ismert halmaz(ok)bol
Gjabbakat képezziink.

Definicié

Legyen B halmaz. A B hatvanyhalmazan a B &sszes
részhalmazabdl all6 halmazt értjiik, és ezt P(B) jeldli. Tehat
P(B) = {X: X C B}.

Feladat

Hany elemi a  P(P(0)) x P(P(P(0))) halmaz? Adjuk meg a
szokasos ,explicit” alakban is!

| A

A\
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Feladat: |P(P(0)) x P(P(P(0)))|="

|

Megoldas

Mivel minden halmaz részhalmaza sajat maganak, ) C (). Az iires
halmaznak mas részhalmaza nincs. Tehat P(0)) = {0}, ami
egyelemd.
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Feladat: |P(P(0)) x P(P(P(0)))|="

|

Megoldas

Mivel minden halmaz részhalmaza sajat maganak, ) C (). Az iires
halmaznak mas részhalmaza nincs. Tehat P(0)) = {0}, ami
egyelemd. Ennek mar két részhalmaza van: az lireshalmaz és
onmaga. Tehat

A= P(P(0)) = {0,{0}}, ami kételem(. Tetsz6leges kételemi
halmaznak négy részhalmaza van: az iireshalmaz, két darab
egyelemii részhalmaz és 6nmaga. Ezek szerint (valtott szinekkel,
hogy kdnnyebb legyen a négy elemet megszamolni):
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Feladat: |P(P(0)) x P(P(P(0)))|="

|

Megoldas

Mivel minden halmaz részhalmaza sajat maganak, ) C (). Az iires
halmaznak mas részhalmaza nincs. Tehat P(0)) = {0}, ami
egyelemd. Ennek mar két részhalmaza van: az lireshalmaz és
onmaga. Tehat

A= P(P(0)) = {0,{0}}, ami kételem(. Tetsz6leges kételemi
halmaznak négy részhalmaza van: az iireshalmaz, két darab
egyelemii részhalmaz és 6nmaga. Ezek szerint (valtott szinekkel,
hogy kdnnyebb legyen a négy elemet megszamolni): B := P(A) =
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Feladat: |P(P(0)) x P(P(P(0)))|="

Megoldas

|

Mivel minden halmaz részhalmaza sajat maganak, ) C (). Az iires
halmaznak mas részhalmaza nincs. Tehat P(0)) = {0}, ami
egyelemd. Ennek mar két részhalmaza van: az lireshalmaz és
onmaga. Tehat

A= P(P(0)) = {0,{0}}, ami kételem(. Tetsz6leges kételemi
halmaznak négy részhalmaza van: az iireshalmaz, két darab
egyelemii részhalmaz és 6nmaga. Ezek szerint (valtott szinekkel,
hogy kdnnyebb legyen a négy elemet megszamolni): B := P(A) =

{0,{0}.{{0}},{0,{0}}}. Ezek utan
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Feladat: |P(P(0)) x P(P(P(0)))|="

|

Megoldas

Mivel minden halmaz részhalmaza sajat maganak, ) C (). Az iires
halmaznak mas részhalmaza nincs. Tehat P(0)) = {0}, ami
egyelemd. Ennek mar két részhalmaza van: az lireshalmaz és
onmaga. Tehat

A= P(P(0)) = {0,{0}}, ami kételem(. Tetsz6leges kételemi
halmaznak négy részhalmaza van: az iireshalmaz, két darab
egyelemii részhalmaz és 6nmaga. Ezek szerint (valtott szinekkel,
hogy kdnnyebb legyen a négy elemet megszamolni): B := P(A) =

{0,{0}.{{0}},{0,{0}}}. Ezek utan

AxB = {(0,0),0,{0}), 0, {{0}}), (,{0,{0}}),
({0}, 0), ({0}, {0}), ({0}, {{0}}), ({0}, {0, {0}}) }.

A keresett halmaz a fenti, és nyolcelemd.
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Megfeleltetés, relacio

"Axiomatikus targyalasban az egész matematika felépitheté a
.semmibél’, azaz az lires halmazbdl kiindulva.
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Megfeleltetés, relacio

"Axiomatikus targyalasban az egész matematika felépitheté a
.semmibél’, azaz az lires halmazbdl kiindulva.

Definicio

Legyen A és B halmaz. Az A x B részhalmazait A-bol B-be torténs
megfeleltetéseknek nevezziik. Egy ilyen megfeleltetésnek A az

indulasi halmaza, B az érkezési halmaza. Ha A = B, akkor
a megfeleltetést relaciénak nevezziik.
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Megfeleltetés, relacio

"Axiomatikus targyalasban az egész matematika felépitheté a
.semmibél’, azaz az lires halmazbdl kiindulva.

Definicio

Legyen A és B halmaz. Az A x B részhalmazait A-bol B-be torténs
megfeleltetéseknek nevezziik. Egy ilyen megfeleltetésnek A az

indulasi halmaza, B az érkezési halmaza. Ha A = B, akkor
a megfeleltetést relaciénak nevezziik.

Megjegyzés

Sokan a relacié sz6t a megfeleltetés helyett hasznaljak, tehat

A # B esetén is, de mi nem. A relacid, illetve a megfeleltetés fenti
definici6ja a matematika szintjén ragadja meg a relacié (pl.
rokonsagi relacié) fogalmat: megadjuk a relaciéban, azaz
viszonyban 4ll6 parok halmazat.
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Kétvaltozos predikatum vagy relacié?

A relaciok lényegében ugyanazok, mint a kétvaltozés
predikatumok, hiszen az egyik a masikat meghatarozza. (Tehat csak
mas felfogasban, mas jellésrendszerben beszéliink ugyanarrdl.)
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Kétvaltozos predikatum vagy relacié?

A relaciok lényegében ugyanazok, mint a kétvaltozés
predikatumok, hiszen az egyik a masikat meghatarozza. (Tehat csak
mas felfogasban, mas jellésrendszerben beszéliink ugyanarrdl.)

Relacioként a ,kisebb” az N halmazon nem mas, mint az
{(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(3,4),...} halmaz.
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Kétvaltozos predikatum vagy relacié?

A relaciok lényegében ugyanazok, mint a kétvaltozés
predikatumok, hiszen az egyik a masikat meghatarozza. (Tehat csak
mas felfogasban, mas jellésrendszerben beszéliink ugyanarrdl.)

Relacioként a ,kisebb” az N halmazon nem mas, mint az
{(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(3,4),...} halmaz.
Predikatumként a ,kisebb” az N halmazonaz az N?> — {i, h}
leképezés, ahol pl. (1,2) — i, (1,3) i, de pl. (4,2) — h, stb.
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Kétvaltozos predikatum vagy relacié?

A relaciok lényegében ugyanazok, mint a kétvaltozés
predikatumok, hiszen az egyik a masikat meghatarozza. (Tehat csak
mas felfogasban, mas jellésrendszerben beszéliink ugyanarrdl.)

Relacioként a ,kisebb” az N halmazon nem mas, mint az
{(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(3,4),...} halmaz.
Predikatumként a ,kisebb” az N halmazonaz az N?> — {i, h}
leképezés, ahol pl. (1,2) — i, (1,3) i, de pl. (4,2) — h, stb.

A predikatum meghatarozza a relaciét, hiszen az pontosan azon
elemparokbdl all, ahol a predikatum az i logikai értéket veszi fel.
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Kétvaltozos predikatum vagy relacié?

A relaciok lényegében ugyanazok, mint a kétvaltozés
predikatumok, hiszen az egyik a masikat meghatarozza. (Tehat csak
mas felfogasban, mas jellésrendszerben beszéliink ugyanarrdl.)

Relacioként a ,kisebb” az N halmazon nem mas, mint az
{(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(3,4),...} halmaz.
Predikatumként a ,kisebb” az N halmazonaz az N?> — {i, h}
leképezés, ahol pl. (1,2) — i, (1,3) i, de pl. (4,2) — h, stb.

A predikatum meghatarozza a relaciét, hiszen az pontosan azon
elemparokbdl all, ahol a predikatum az i logikai értéket veszi fel.
A relacié pedig az altal hatarozza meg a predikatumot, hogy a
predikatum a relacidbeli parokhoz az i, a tébbi parhoz pedig a h
logikai értéket rendeli.
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Példak megfeleltetésekre, relaciokra

Példa (Oszthatésagi relacio)
{(x.y) €Z%: x| y}.
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Példak megfeleltetésekre, relaciokra

Példa (Oszthatésagi relacio)
{(x.y) €Z%: x| y}.

Példa ( megfeleltetésre)

A: a sik haromszdgeinek halmaza.

B: a sik pontjainak halmaza. Ekkor

{(h,p) € A x B:pa hharomszdg sulypontja} egy megfeleltetés
A-bél B-be.
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Megfeleltetések szemléltetése

A megfeleltetéseket pl. nyildiagrammal szemléltethet;jiik,
amelynek az a lényege, hogy az (a, b) part egy a-bdl b-be iranyitott
nyillal abrazoljuk.
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Megfeleltetések szemléltetése

A megfeleltetéseket pl. nyildiagrammal szemléltethet;jiik,
amelynek az a lényege, hogy az (a, b) part egy a-bdl b-be iranyitott
nyillal abrazoljuk.

Egy masik lehet&ség: az A x B Descartes-szorzatot gy abrazoljuk,
mintha , koordinatarendszerben lennénk”, és valamilyen médon
megjeldljiik a részhalmazba tartozé elemeket.
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Megfeleltetések szemléltetése

A megfeleltetéseket pl. nyildiagrammal szemléltethet;jiik,
amelynek az a lényege, hogy az (a, b) part egy a-bdl b-be iranyitott
nyillal abrazoljuk.

Egy masik lehet&ség: az A x B Descartes-szorzatot gy abrazoljuk,
mintha , koordinatarendszerben lennénk”, és valamilyen médon
megjeldljiik a részhalmazba tartozé elemeket.

Az A={1,2,...,n} halmaz feletti" relaciokat (azaz az A x A
részhalmazait) az informatikaban gyakran a bitmatrixukkal
adjuk meg: aszerint irunk 1-et illetve 0-t a matrix (azaz
szamtablazat) i-edik soranak j-edik helyére, hogy (i,/) benne van-e
vagy nincs benne a relaciéban.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Példa megfeleltetés szemléltetésére

Lassunk példat mindharomra: az {1,2,3,4,5} halmaz feletti
{(a,b) € {1,2,3,4,5}% : a+ 1 osztja b-t} relaciét adjuk meg ily

médon.
5 T.7
’ 4 01010
% 00100
, 3 00010
/‘ 2 (5.1) 00001
: 00000
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Példa megfeleltetés szemléltetésére

Lassunk példat mindharomra: az {1,2,3,4,5} halmaz feletti
{(a,b) € {1,2,3,4,5}% : a+ 1 osztja b-t} relaciét adjuk meg ily

médon.
5 T.7
’ 4 01010
% 00100
, 3 00010
/‘ 2 (5.1) 00001
: 00000

1 2 3 4 5

Ha p C A x B egy megfeleltetés, akkor (a, b) € p helyett gyakran
az apb jeldlést alkalmazzuk. Altalaban ez jellemzs a jol ismert
relacidkra: pl. azt irjuk, hogy a < b ahelyett hogy (a, b) €<.
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Leképezés fogalma

A megfeleltetések koziil kiilonésen fontosak az Ggynevezett
leképezések.
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Leképezés fogalma

A megfeleltetések koziil kiilonésen fontosak az Ggynevezett
leképezések.

Definicié

Egy f C A x B megfeleltetést A-bdl B-be torténs

Ieképezésnek neveziink, ha barmely a € A-ra létezik egy és
csakis egy b € B, hogy (a,b) € f.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Leképezés fogalma

A megfeleltetések koziil kiilonésen fontosak az Ggynevezett
leképezések.

Definicié

Egy f C A x B megfeleltetést A-bdl B-be torténs
Ieképezésnek neveziink, ha barmely a € A-ra létezik egy és
csakis egy b € B, hogy (a,b) € f.

A nyildiagrammon ez azt jelenti, hogy az indulasi halmaz minden
pontjabdl indul ki nyil, és csak egy nyil indul ki.
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Leképezés fogalma

A megfeleltetések koziil kiilonésen fontosak az Ggynevezett
leképezések.

Definicié

Egy f C A x B megfeleltetést A-bdl B-be torténs
Ieképezésnek neveziink, ha barmely a € A-ra létezik egy és
csakis egy b € B, hogy (a,b) € f.

A nyildiagrammon ez azt jelenti, hogy az indulasi halmaz minden
pontjabdl indul ki nyil, és csak egy nyil indul ki. Ha mindkét halmaz
szamokbdl all (s6t néha maskor is), akkor a leképezéseket
fliggvényeknek is nevezik.
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Leképezés fogalma

A megfeleltetések koziil kiilonésen fontosak az Ggynevezett
leképezések.

Definicié

Egy f C A x B megfeleltetést A-bdl B-be torténs

Ieképezésnek neveziink, ha barmely a € A-ra létezik egy és
csakis egy b € B, hogy (a,b) € f.

A nyildiagrammon ez azt jelenti, hogy az indulasi halmaz minden
pontjabdl indul ki nyil, és csak egy nyil indul ki. Ha mindkét halmaz
szamokbdl all (s6t néha maskor is), akkor a leképezéseket
fliggvényeknek is nevezik. Ha egy relaciét bitmatrixxal adunk
meg, akkor a kérdéses relacié pontosan akkor leképezés, ha minden
sorban pontosan egy darab 1-es van.
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Leképezéssel kapcsolatos jeldlések

Jelolés

Ha f C A x B egy leképezés A-bdl B-be, akkor ennek a ténynek a

kifejezésére az [ERVARSESNRN jclolést alkalmazzuk.
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Leképezéssel kapcsolatos jeldlések

Jelolés

Ha f C A x B egy leképezés A-bdl B-be, akkor ennek a ténynek a
kifejezésére az jelé')lést alkalmazzuk. Ha (a,b) € f
és f leképezés, akkor azt irjuk, hogy af = b. Ugyanezt talpas
nyillal felirva: f: a~ b, vagy a Sy b, vagy csak a— b. (Lathaté:

leképezés esetén igyeksziink elkeriilni a megfeleltetésekre vonatkozo
jeloléseket.)
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Leképezéssel kapcsolatos jeldlések

Jelolés

Ha f C A x B egy leképezés A-bdl B-be, akkor ennek a ténynek a
kifejezésére az jelé')lést alkalmazzuk. Ha (a,b) € f
és f leképezés, akkor azt irjuk, hogy af = b. Ugyanezt talpas
nyillal felirva: f: a~ b, vagy a Sy b, vagy csak a— b. (Lathaté:
leképezés esetén igyeksziink elkeriilni a megfeleltetésekre vonatkozé
jeloléseket.)

| A\

Figyelem!

Azf:A—B, f:arsb arsb jelslések barmelyike
onmagaban is kifejezi azt, hogy f egy leképezés, nem csak egy
megfeleltetés.
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Leképezéssel kapcsolatos egyéb jeldlések

A matematikaban rengeteg médon jeldlik a leképezéseket; lassunk
néhany peéldat!
sin: R — R, x + sin x. (Nincs zardjel, a leképezés jelét balrdl irjuk.)
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Leképezéssel kapcsolatos egyéb jeldlések

A matematikaban rengeteg médon jeldlik a leképezéseket; lassunk
néhany peéldat!

sin: R — R, x + sin x. (Nincs zardjel, a leképezés jelét balrdl irjuk.)
exp : R =R, x+— e*. (Nincs zaréjel, az elemet a kitevébe irjuk.)

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20



Leképezéssel kapcsolatos egyéb jeldlések

A matematikaban rengeteg médon jeldlik a leképezéseket; lassunk
néhany peéldat!

sin: R — R, x + sin x. (Nincs zardjel, a leképezés jelét balrdl irjuk.)
exp : R =R, x+— e*. (Nincs zaréjel, az elemet a kitevébe irjuk.)
Vi {xeR: x>0} - R, x— /x.
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Leképezéssel kapcsolatos egyéb jeldlések

A matematikaban rengeteg médon jeldlik a leképezéseket; lassunk
néhany peéldat!

sin: R — R, x + sin x. (Nincs zardjel, a leképezés jelét balrdl irjuk.)
exp : R =R, x+— e*. (Nincs zaréjel, az elemet a kitevébe irjuk.)
Vi {xeR: x>0} - R, x— /x.

f:R—R, x— f(x). (Van zardjel, a leképezést balrdl irjuk.)
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Leképezéssel kapcsolatos egyéb jeldlések

A matematikaban rengeteg médon jeldlik a leképezéseket; lassunk
néhany peéldat!

sin: R — R, x + sin x. (Nincs zardjel, a leképezés jelét balrdl irjuk.)
exp : R =R, x+— e*. (Nincs zaréjel, az elemet a kitevébe irjuk.)
Vi {xeR: x>0} - R, x— /x.

f:R—R, x— f(x). (Van zardjel, a leképezést balrdl irjuk.)

g— g, u—u*, xe—1/x (alkalmi vagy egyéb jeldlések)

Definicié
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Leképezéssel kapcsolatos egyéb jeldlések

A matematikaban rengeteg médon jeldlik a leképezéseket; lassunk
néhany peéldat!

sin: R — R, x + sin x. (Nincs zardjel, a leképezés jelét balrdl irjuk.)
exp : R =R, x+— e*. (Nincs zaréjel, az elemet a kitevébe irjuk.)
Vi {xeR: x>0} - R, x— /x.

f:R—R, x— f(x). (Van zardjel, a leképezést balrdl irjuk.)

g— g, u—u*, xe—1/x (alkalmi vagy egyéb jeldlések)

Definicié

f : A — B (tehat egy leképezés) esetén az A indulasi halmazt
értelmezési tartomanynak nevezziik. Az {af : a € A}
halmaz neve értékkészlet: ez részhalmaza az érkezési halmaznak.
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Injektiv leképezés

Egy f : A — B leképezést
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Injektiv leképezés

Definicié

Egy f : A — B leképezést injektivnek neveziink, ha barmely
ai,a» € A esetén ha a1 f = a>f, akkor a; = a5.
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Injektiv leképezés

Definicié

Egy f : A — B leképezést injektivnek neveziink, ha barmely
ai,a» € A esetén ha a1 f = a>f, akkor a; = a5.

Tehat az injektvitas azt jelenti, hogy kiilonbdz6 elemek képe
sziikségképpen kiilonbdzé. Mas széval, ha két elem képe egyenld,
akkor maguk a kiindulasi elemek is egyenl&ek.
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Injektiv leképezés

Definicié

Egy f : A — B leképezést injektivnek neveziink, ha barmely
ai,a» € A esetén ha a1 f = a>f, akkor a; = a5.

Tehat az injektvitas azt jelenti, hogy kiilonbdz6 elemek képe
sziikségképpen kiilonbdzé. Mas széval, ha két elem képe egyenld,
akkor maguk a kiindulasi elemek is egyenl6ek. Nyildiagrammon az
injektiv leképezés onnan ismerhetd fel, hogy leképezés és B minden
elemébe legfeljebb egy nyil érkezik. Bitmatrixos megadas esetén
pedig onnan, hogy leképezés és minden oszlopban legfeljebb egy
darab 1 van.
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Injektiv leképezés

Definicié

Egy f : A — B leképezést injektivnek neveziink, ha barmely
ai,a» € A esetén ha a1 f = a>f, akkor a; = a5.

Tehat az injektvitas azt jelenti, hogy kiilonbdz6 elemek képe
sziikségképpen kiilonbdzé. Mas széval, ha két elem képe egyenld,
akkor maguk a kiindulasi elemek is egyenl6ek. Nyildiagrammon az
injektiv leképezés onnan ismerhetd fel, hogy leképezés és B minden
elemébe legfeljebb egy nyil érkezik. Bitmatrixos megadas esetén
pedig onnan, hogy leképezés és minden oszlopban legfeljebb egy
darab 1 van.

Megjegyzés

Az ,injektiv leképezés' szinonimaja: ,kdlcsdndsen egyértelmii
leképezés” (amelyet viszont egyesek mas értelemben hasznalnak,
ezért kertilni fogom).
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Az f : A — B leképezést
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié6

Az f : A — B leképezést sziirjektiv leképezésnek vagy mas
széval raképezésnek nevezziik, ha barmely b € B elemnek van
,0se", azaz van olyan a € A elem, hogy b = f(a).
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié6

Az f : A — B leképezést sziirjektiv leképezésnek vagy mas
széval raképezésnek nevezziik, ha barmely b € B elemnek van
,0se", azaz van olyan a € A elem, hogy b = f(a). Mas széval, ha
B minden eleme képelem.
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié

Az f : A — B leképezést sziirjektiv leképezésnek vagy mas
széval raképezésnek nevezziik, ha barmely b € B elemnek van
,0se", azaz van olyan a € A elem, hogy b = f(a). Mas széval, ha
B minden eleme képelem. Mas széval, ha az értékkészlete
megegyezik az érkezési halmazaval.
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié

Az f : A — B leképezést sziirjektiv leképezésnek vagy mas
széval raképezésnek nevezziik, ha barmely b € B elemnek van
,0se", azaz van olyan a € A elem, hogy b = f(a). Mas széval, ha
B minden eleme képelem. Mas széval, ha az értékkészlete
megegyezik az érkezési halmazaval.

Megjegyzés
Nyildiagrammon a sziirjektiv leképezés onnan ismerheté fel, hogy
leképezés és B minden elemébe megy nyil.
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié

Az f : A — B leképezést sziirjektiv leképezésnek vagy mas
széval raképezésnek nevezziik, ha barmely b € B elemnek van
,0se", azaz van olyan a € A elem, hogy b = f(a). Mas széval, ha
B minden eleme képelem. Mas széval, ha az értékkészlete
megegyezik az érkezési halmazaval.

Megjegyzés

Nyildiagrammon a sziirjektiv leképezés onnan ismerheté fel, hogy
leképezés és B minden elemébe megy nyil. Bitmatrixos megadas
esetén pedig onnan, hogy leképezés és minden oszlopban van 1.
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié

Egy f : A— B leképezést oI AAVAELG o LVLS LY vagy
bijekciénak neveziink, ha f injektiv és sziirjektiv.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié
Egy f : A— B leképezést oI AAVAELG o LVLS LY vagy
bijekciénak neveziink, ha f injektiv és sziirjektiv.

Szoktak a ,bijektiv leképezés” helyett a ,kdlcsdndsen egyértelmii
raképezés” elnevezést is hasznalni. (Félreérthetség csak egyesek
azon gyakorlatabdl szarmazik, hogy nem kétik ki, hogy a leképezés
raképezés legyen.)
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Sziirjektiv leképezés, bijektiv leképezés

Definicié

Egy f : A— B leképezést oI AAVAELG o LVLS LY vagy
bijekciénak neveziink, ha f injektiv és sziirjektiv.

Szoktak a ,bijektiv leképezés” helyett a ,kdlcsdndsen egyértelmii
raképezés” elnevezést is hasznalni. (Félreérthetség csak egyesek
azon gyakorlatabdl szarmazik, hogy nem kétik ki, hogy a leképezés
raképezés legyen.)

Mi a tovabbiakban csak az injektiv, sziirjektiv és bijektiv jelz&ket
hasznaljuk.
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Egy feladat leképezések tulajdonsagaira

Valogassuk ki az alabbi megfeleltetések koziil a leképezéseket, az
injektiv leképezéseket, a sziirjektiv leképezéseket és a bijekciokat!

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20



Egy feladat leképezések tulajdonsagaira

Feladat

Valogassuk ki az alabbi megfeleltetések koziil a leképezéseket, az
injektiv leképezéseket, a sziirjektiv leképezéseket és a bijekciokat!
(@) f ={(x,6x+1):x €N, és x paros} U {(x,6x —1):x €
N, és x paratlan} C N x N;

(b) f={(xy) 1 y? =x} CR xR

(©) F={(xy) ¥ =x} CRxR;

(d) F={(xy) :x® =y} CRXR

(e) f ={(x,y) : x> +y?2 =1} CR x R;

(f) f ={(xy) : x* +y* =1} € {0,1} x {0, 1}; )
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A feladat megoldasa: (a)

f={(x,6x+1):xeN, és x paros} U {(x,6x —1):x €

N, és x paratlan} C N x N esetén: Legyen (x,y1), (x,y2) € f. Ha
x paros, akkor mindkét par az anié elsé tagjaban van, és igy

y1 = 6x + 1 = y». Hasonléan lathat6 y; = y» az x paratlan esetben
is. Tehat tetszéleges x-nek legfeljebb egy képe van. Ha x € N,
akkor van képe x-nek, hiszen a 6x £ 1 is egész szam és pozitiv
(>5). Tehat f : N — N |eképezés. Ha x; paros és x, paratlan
(azaz kiilonbozé paritastak), akkor x; f 6-tal osztva 1-et, xof
pedig 6-tal osztva 5-6t ad maradékul, tehat ezen esetben a
képelemek kiilonboznek. Ezért ha feltessziik, hogy az y1 := xif és
yo := xof egyenléek, akkor maris tudjuk, hogy x; és x, azonos
paritastak. Ha mindkett6 paros, akkor

6x1 +1=x1f = xof = 6xo + 1-b8l x; = x» adédik. Ha pedig
mindketté paratlan, akkor 6x; — 1 = x1f = xof = 6xo — 1-bdl
szintén kdvetkezik x; = x». Tehat ha a képelemek azonosak, akkor
az 6s0k is. Azaz f injektiv. Nem sziirjektiv és igy nem bijektiv,
hiszen pl. a 3 € N nem képelem.
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(b) fF={(xy):y’=x}CRxR?

Megoldas ((b) £ = {(x,y):y?>=x} CR xR)
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(b) fF={(xy):y’=x}CRxR?

Megoldas ((b) £ = {(x,y):y?>=x} CR xR)

Az els6 kérdés az, hogy tartozik-e minden x-hez y?
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(b) fF={(xy):y’=x}CRxR?

Megoldas ((b) £ = {(x,y):y?>=x} CR xR)
Az elsé kérdés az, hogy tartozik-e minden x-hez y? Nem, hiszen a
negativ x-ek nem allnak el6 négyzet alakban. Tehat f

nem leképezés.

Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20
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(b) fF={(xy):y’=x}CRxR?

Megoldas ((b) £ = {(x,y):y?>=x} CR xR)

Az elsé kérdés az, hogy tartozik-e minden x-hez y? Nem, hiszen a
negativ x-ek nem allnak el6 négyzet alakban. Tehat f

nem leképezés.

De az is lehet az els kérdés (hiszen mindenki masként
gondolkodik), hogy igaz-e, hogy tetszéleges x-hez csak egy y
tartozik? Ez sem igaz, hiszen pl. (1,—1) € f és (1,1) € f. Innen is
az adédik, hogy f nem leképezés.
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(b) fF={(xy):y’=x}CRxR?

Megoldas ((b) £ = {(x,y):y?>=x} CR xR)

Az elsé kérdés az, hogy tartozik-e minden x-hez y? Nem, hiszen a
negativ x-ek nem allnak el6 négyzet alakban. Tehat f

nem leképezés.

De az is lehet az els kérdés (hiszen mindenki masként
gondolkodik), hogy igaz-e, hogy tetszéleges x-hez csak egy y
tartozik? Ez sem igaz, hiszen pl. (1,—1) € f és (1,1) € f. Innen is
az adédik, hogy f nem leképezés.

A tobbi kérdés nem relevans, hiszen azok leképezéstulajdonsagokra
vonatkoztak. )
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(c) f={(x,y):y =x}CRxR?

Megoldas ((c) f={(x,y):y3=x} CRxR?)
Mivel az a kérdés, hogy vajon egy tetszéleges x meghataroz-e egy
y-t és azt egyértelmiien teszi-e,
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(c) f={(x,y):y =x}CRxR?

Megoldas ((c) f={(x,y):y3=x} CRxR?)

Mivel az a kérdés, hogy vajon egy tetszéleges x meghataroz-e egy
y-t és azt egyértelmien teszi-e, fejezziik ki y-t: y = ¥/x. Minden
x-hez pontosan egy y létezik, tehat leképezésrsl van sz6. Minden
valos értéket felvesz igy sziirjektiv, és (a monotonitas miatt)
mindegyiket csak egyszer, igy injektiv. Tehat bijektiv.
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(d) f ={(x,y): x*=y} CR x R?

Megoldas ((d) f = {(x,y) : x> =y} CR xR? )

Ez leképezés, hiszen minden egyes x valés szamhoz pontosan egy y
tartozik: az x négyzete.
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(d) f ={(x,y): x*=y} CR x R?

Megoldas ((d) f = {(x,y) : x> =y} CR xR? )
Ez leképezés, hiszen minden egyes x valés szamhoz pontosan egy y

tartozik: az x négyzete. A fliggvény nem sziirjektiv (mert negativ
val6s szamokat nem vesz fel értékként), és
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(d) f ={(x,y): x*=y} CR x R?

Megoldas ((d) f = {(x,y) : x> =y} CR xR? )

Ez leképezés, hiszen minden egyes x valés szamhoz pontosan egy y
tartozik: az x négyzete. A fliggvény nem sziirjektiv (mert negativ
valés szamokat nem vesz fel értékként), és nem injektiv (mert pl. a
—1 és az 1 helyen azonos értékeket vesz fel). Mindez egy pillanat
alatt leolvashaté a grafikonrél:
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Meglepetés: f = {(x,y): x>+ y> =1} C {0,1} x {0,1}7?

Megoldas ((f) £ ={(x,y): x> +y?=1} C{0,1} x {0,1}7)
Most A= B = {0, 1}, és kdnnyen latszik, hogy f = {(0, 1), (1,0)},
ami egy bijektiv leképezés; tehat sziirjektiv is és injektiv is.
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Meglepetés: f = {(x,y): x>+ y> =1} C {0,1} x {0,1}7?

Megoldas ((f) £ ={(x,y): x> +y?=1} C{0,1} x {0,1}7)

Most A= B = {0, 1}, és kdnnyen latszik, hogy f = {(0, 1), (1,0)},
ami egy bijektiv leképezés; tehat sziirjektiv is és injektiv is.

A feladat (d) részében ugyanez a képlet adta meg az
{(x,y) : x> =y} C R x R, fiiggvényt, ami nem volt sziirjektiv.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Meglepetés: f = {(x,y): x>+ y> =1} C {0,1} x {0,1}7?

Megoldas ((f) £ ={(x,y): x> +y?=1} C{0,1} x {0,1}7)

Most A= B = {0, 1}, és kdnnyen latszik, hogy f = {(0, 1), (1,0)},
ami egy bijektiv leképezés; tehat sziirjektiv is és injektiv is.

A feladat (d) részében ugyanez a képlet adta meg az

{(x,y) : x> =y} C R x R, fiiggvényt, ami nem volt sziirjektiv.
Egy leképezés megadasa nemcsak egy egyenlGség
(formula, képlet) megadasat jelenti, hanem meg L&l
adni az értelmezési tartomanyt és az érkezési halmazt
is! (Kivéve ha a szovegkdrnyezetbdl ez kideriil.)
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Meglepetés: f = {(x,y): x>+ y> =1} C {0,1} x {0,1}7?

Megoldas ((f) £ ={(x,y): x> +y?=1} C{0,1} x {0,1}7)
Most A= B = {0, 1}, és kdnnyen latszik, hogy f = {(0, 1), (1,0)},
ami egy bijektiv leképezés; tehat sziirjektiv is és injektiv is.

A feladat (d) részében ugyanez a képlet adta meg az

{(x,y) : x> =y} C R x R, fiiggvényt, ami nem volt sziirjektiv.
Egy leképezés megadasa nemcsak egy egyenlGség
(formula, képlet) megadasat jelenti, hanem meg L&l
adni az értelmezési tartomanyt és az érkezési halmazt
is! (Kivéve ha a szovegkdrnyezetbdl ez kideriil.)

Példa (Az érkezési halmaztdl is fiigg a sziirjektivitas)

Az {x e R:x >0} = {x € R:x >0}, x> x? leképezés bijektiv.
Az {x e R:x >0} = R, x — x? leképezés nem bijektiv.
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Meglepetés: f = {(x,y): x>+ y> =1} C {0,1} x {0,1}7?

Megoldas ((f) £ ={(x,y): x> +y?=1} C{0,1} x {0,1}7)
Most A= B = {0, 1}, és kdnnyen latszik, hogy f = {(0, 1), (1,0)},
ami egy bijektiv leképezés; tehat sziirjektiv is és injektiv is.

A feladat (d) részében ugyanez a képlet adta meg az

{(x,y) : x> =y} C R x R, fiiggvényt, ami nem volt sziirjektiv.
Egy leképezés megadasa nemcsak egy egyenlGség
(formula, képlet) megadasat jelenti, hanem meg
adni az értelmezési tartomanyt és az érkezési halmazt
is! (Kivéve ha a szovegkdrnyezetbdl ez kideriil.)

Példa (Az érkezési halmaztdl is fiigg a sziirjektivitas)

Az {x e R:x >0} = {x € R:x >0}, x> x? leképezés bijektiv.
Az {x e R:x >0} = R, x — x? leképezés nem bijektiv.

Relaciok, megfeleltetések tulajdonsagaival kapcsolatban is érvényes,
hogy meg kell adni az indulasi halmazt és az érkezési halmazt is.
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Megfeleltetések szorzata

Definicio

Legyen o A-bél B-be, 3 pedig B-b8l C-be valé6 megfeleltetés.
(Azaz o C A x B &s 3 C B x C; specialis esetben az A, B, C
halmazok azonosak is lehetnek.) Definialjuk a két megfeleltetés
szorzatat:

aof:={(a,c) € Ax C:3be B hogy
(a,b) € v és (b,c) € f} CAx C.
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Megfeleltetések szorzata

Definicié

Legyen o A-bél B-be, 3 pedig B-b8l C-be valé6 megfeleltetés.
(Azaz o C A x B &s 3 C B x C; specialis esetben az A, B, C
halmazok azonosak is lehetnek.) Definialjuk a két megfeleltetés
szorzatat:

aof:={(a,c) € Ax C:3be B hogy
(a,b) € v és (b,c) € f} CAx C.

A karikat gyakran elhagyjuk, azaz o o 5 helyett csak azt irjuk,
hogy « o §.
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Megfeleltetésszorzas nyildiagrammal

Nyildiagramm segitségével a megfeleltetések szorzata agy
szemléltethetd, hogy pontosan azon (a,c) € A x C elemparok
vannak a szorzat-megfeleltetésben, amelyekre a-bdl ,iranyitott
a-B-aton” el lehet jutni c-be. Ime egy példa:

Iltt oo = {(a, e),(b,f), (b, h),(d,e)},
B =A{(e,s),(f,p),(g,9),(g,s)} és a szorzatuk
af = {(av 5)7 (b, P), (d,S)}
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Feladat megfeleltetések szorzasara

Legyen a = {(x,y) € Z X Z : |x — y| < 3} C Z x Z. Hatarozzuk
meg a?-et (azaz az a o « relaciét).
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Feladat megfeleltetések szorzasara

Legyen a = {(x,y) € Z X Z : |x — y| < 3} C Z x Z. Hatarozzuk
meg a?-et (azaz az a o « relaciét).

Megoldas

Megoldas: (x,y) € a (vagy mas jeldléssel x o y) azt jelenti, hogy a
szamegyenesen az x és y egész szamok tavolsaga 0, 1, vagy 2.
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Feladat megfeleltetések szorzasara

Legyen a = {(x,y) € Z X Z : |x — y| < 3} C Z x Z. Hatarozzuk
meg a?-et (azaz az a o « relaciét).

Megoldas

Megoldas: (x,y) € a (vagy mas jeldléssel x o y) azt jelenti, hogy a
szamegyenesen az x és y egész szamok tavolsaga 0, 1, vagy 2.
Tehat a nyildiagramon a nyilak hossza 0, 1, vagy 2. (Természetesen
ezen nyilak balra is és jobbra is mehetnek.) Ha két ilyen nyilat
»egymas utan fiziink”, akkor olyan nyilat kapunk, amelynek a
hossza legfeljebb 4,
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Feladat megfeleltetések szorzasara

Legyen a = {(x,y) € Z X Z : |x — y| < 3} C Z x Z. Hatarozzuk
meg a?-et (azaz az a o « relaciét).

Megoldas

Megoldas: (x,y) € a (vagy mas jeldléssel x o y) azt jelenti, hogy a
szamegyenesen az x és y egész szamok tavolsaga 0, 1, vagy 2.
Tehat a nyildiagramon a nyilak hossza 0, 1, vagy 2. (Természetesen
ezen nyilak balra is és jobbra is mehetnek.) Ha két ilyen nyilat
»egymas utan fiziink”, akkor olyan nyilat kapunk, amelynek a
hossza legfeljebb 4, és nyilvan minden ilyen nyilat megkapunk két
a-nyil egymas utan flizésével. Ezek szerint az eredmény:
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Feladat megfeleltetések szorzasara

Legyen a = {(x,y) € Z X Z : |x — y| < 3} C Z x Z. Hatarozzuk
meg a?-et (azaz az a o « relaciét).

Megoldas

Megoldas: (x,y) € a (vagy mas jeldléssel x o y) azt jelenti, hogy a
szamegyenesen az x és y egész szamok tavolsaga 0, 1, vagy 2.
Tehat a nyildiagramon a nyilak hossza 0, 1, vagy 2. (Természetesen
ezen nyilak balra is és jobbra is mehetnek.) Ha két ilyen nyilat
»egymas utan fiziink”, akkor olyan nyilat kapunk, amelynek a
hossza legfeljebb 4, és nyilvan minden ilyen nyilat megkapunk két
a-nyil egymas utan flizésével. Ezek szerint az eredmény:
?={(x,y) EZXZ:|x—y| <4}
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Mit jelent, hogy ,hatarozzuk meg’ RIS rA Rl RS

Megjegyzés: a feladat nem volt teljesen egyértelmien fogalmazva,
mert nem mondtuk meg, hogy mit jelent ,a®> meghatarozasa”.
Példaul a szérszalhasogatoék ilyen eredményt is kihozhattak volna:

? =\ {(x,y) €EZxZ:|x—y|l€{56}}

amely szintén korrekt. De a feladat — hallgatélagosan — agy
értendd, hogy az eredményt minél egyszeriibb alakban adjuk meg.
Persze , < 4" helyett ,,< 5" is irhaté lett volna.
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Mit jelent, hogy ,hatarozzuk meg’ RIS rA Rl RS

Megjegyzés: a feladat nem volt teljesen egyértelmiien fogalmazva,
mert nem mondtuk meg, hogy mit jelent ,a®> meghatarozasa”.
Példaul a szérszalhasogatok ilyen eredményt is kihozhattak volna:

o?=a3\{(x,y) €ZXZ:|x—y|€{56}},

amely szintén korrekt. De a feladat — hallgatélagosan — agy
értendd, hogy az eredményt minél egyszeriibb alakban adjuk meg.
Persze , < 4" helyett ,,< 5" is irhaté lett volna.

Definici6
Az o C A x B megfeleltetés [NASg44] az

at={(x,y): (y,x) €Ea} CBx A

B-bél A-ba valé megfeleltetést értjiik. A nyildiagrammon ezt gy
kapjuk, hogy minden nyilat megforditunk.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.
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Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.
e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € a, akkor
(y,x) € a.
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Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.
e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € a, akkor
(y,x) € a.

e tranzitiv, ha barmely x, y,z € A-ra ha (x,y),(y,2) € «,
akkor (x, z) € a.
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Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.

e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € a, akkor
(y,x) € a.

e tranzitiv, ha barmely x, y,z € A-ra ha (x,y),(y,2) € «,
akkor (x, z) € a.

o ekvivalencia(relacid), ha egyszerre reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv.
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Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.

e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € a, akkor
(y,x) € a.

e tranzitiv, ha barmely x, y,z € A-ra ha (x,y),(y,2) € «,
akkor (x, z) € a.

o ekvivalencia(relacid), ha egyszerre reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv.

e antiszimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha
(x,¥),(y,x) € «, akkor x = y.
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Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.

e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € a, akkor
(y,x) € a.

e tranzitiv, ha barmely x, y,z € A-ra ha (x,y),(y,2) € «,
akkor (x, z) € a.

o ekvivalencia(relacid), ha egyszerre reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv.

e antiszimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha
(x,¥), (v, x) € o, akkor x = y.

e dichotom, ha barmely x,y € A-ra (x,y) € a vagy
(y,x) € a.
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Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.

e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € a, akkor
(y,x) € a.

e tranzitiv, ha barmely x, y,z € A-ra ha (x,y),(y,2) € «,
akkor (x, z) € a.

o ekvivalencia(relacid), ha egyszerre reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv.

e antiszimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha
(x,¥),(y,x) € «, akkor x = y.

e dichotom, ha barmely x,y € A-ra (x,y) € a vagy
(y,x) € a.

o részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv,
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Relaciotulajdonsagok

Definicié (Egy o C A x A relaci6 esetén azt mondjuk, hogy «)

o reflexiv, ha barmely x € A-ra (x,x) € a.

e szimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha (x,y) € a, akkor
(y,x) € a.

e tranzitiv, ha barmely x, y,z € A-ra ha (x,y),(y,2) € «,
akkor (x, z) € a.

o ekvivalencia(relacid), ha egyszerre reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv.

e antiszimmetrikus, ha barmely x,y € A-ra ha
(x,¥),(y,x) € «, akkor x = y.

e dichotom, ha barmely x,y € A-ra (x,y) € a vagy
(y,x) € a.

o részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv,

o rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és
dichotom.
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Relacistulajdonsagok nyildiagrammal/1

g\ reflexiv = minden pontban hurokél

szimmetrikus = minden él kétiranyu
(a kétiranyu él két - eltérd iranyitasu
élet jelent) °

C d tranzitiv = barmely két pontra, ha az egyik-
Q bdl iranyitott élek mentén eljuthatunk a ma-

sikba, akkor egyetlen iranyitott él mentén is

a b eljuthatunk. Pl. az a - b - ¢ - d itvonal miatt

kell hogy legyen €l a -bdl d -be.

|
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Relaciétulajdonsagok nyildiagrammal/2

antiszimmetrikus = két kiilonb6z6 pont
kozott legfeljebb csak az egyik iranyban
megy él.

dichotom = barmely két pont kozott
- legalabb az egyik iranyban - megy ¢l.
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Relaciétulajdonsagok nyildiagrammal/2

antiszimmetrikus = két kiilonb6z6 pont
kozott legfeljebb csak az egyik iranyban
megy él.

dichotom = barmely két pont kozott
- legalabb az egyik iranyban - megy ¢l.

Nyilvanvald, hogy minden dichotom relacié egyuttal reflexiv is
(hiszen a ,barmely két pont” egybe is eshet).
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Feladat relaciétulajdonsagokra

A tanultak koéziil mely relaciétulajdonsaggal rendelkeznek az alabbi

relaciok:
o a={(a,b)€Z?:a+b=2} CZx7Z,
o B={(a,b) eN?:a| b} CNxN,
v=1{(a,b) €Z?:a< b} CZ x Z,
b

a,b) € 72 : |a| = |b|} CZ x Z,
p={(X,Y) e P(A): X C Y} C P(A) x P(A), ahol A
halmaz és |A| > 2.

o 7 ={(
o 6=1{(ab)c7?: |a|<|b} CZxZ
° (
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv?
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha
y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b =2} CZ x 7)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha
y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).

Tranzitiv?
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha

y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).

Tranzitiv? Igaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ c = 2, akkor a+¢c =27
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha

y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).

Tranzitiv? Igaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ c = 2, akkor a+¢c =27
Nyilvan NEM, hiszen pl. a= c =0, b = 2 esetén sem teljesiil.
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha

y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).

Tranzitiv? Igaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ c = 2, akkor a+¢c =27
Nyilvan NEM, hiszen pl. a= c =0, b = 2 esetén sem teljesiil.
Antiszimmetrikus? lgaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ a = 2, akkor
sziikségképpen a = b?
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha

y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).

Tranzitiv? Igaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ c = 2, akkor a+¢c =27
Nyilvan NEM, hiszen pl. a= c =0, b = 2 esetén sem teljesiil.
Antiszimmetrikus? lgaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ a = 2, akkor
sziikségképpen a = b? NEM, pl. a = —1, b = 3 ellenpélda.
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha

y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).

Tranzitiv? Igaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ c = 2, akkor a+¢c =27
Nyilvan NEM, hiszen pl. a= c =0, b = 2 esetén sem teljesiil.
Antiszimmetrikus? lgaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ a = 2, akkor
sziikségképpen a = b? NEM, pl. a = —1, b = 3 ellenpélda.

Az eddigiekbdl: NEM ekvivalencia, NEM részbenrendezés, és NEM
rendezés.
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Megoldas/a

Megoldas (o = {(a,b) € Z? : a+ b=2} CZ x Z)

Reflexiv? Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «, tehat NEM reflexiv.
Szimmetrikus? IGEN, hiszen x + y = 2 akkor és csak akkor, ha

y + x = 2 (mert az dsszeadas kommutativ).

Tranzitiv? Igaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ c = 2, akkor a+¢c =27
Nyilvan NEM, hiszen pl. a= c =0, b = 2 esetén sem teljesiil.
Antiszimmetrikus? lgaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ a = 2, akkor
sziikségképpen a = b? NEM, pl. a = —1, b = 3 ellenpélda.

Az eddigiekbdl: NEM ekvivalencia, NEM részbenrendezés, és NEM
rendezés. Végiil NEM dichotom, hiszen pl. (3,4) ¢ « és (4,3) ¢ a.
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Megoldas/f3

Megoldas (8 = {(a,b) € N?: a| b} C N x N)
Ez az un. oszthatdsagi relacié N-en.
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Megoldas/f3

Megoldas (8 = {(a,b) € N?: a| b} C N x N)

Ez az an. oszthatdsagi relacid N-en. Nyilvan reflexiv (minden
szam oszthaté 6nmagaval) . Antiszimmetrikus, hiszen ha két
pozitiv egész szam egymast kdlcsondsen osztja, akkor egyenlGek.
Tranzitiv is (ha a osztja b-t és b osztja c-t, akkor a osztja c-t:
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Megoldas/f3

Megoldas (8 = {(a,b) € N?: a| b} C N x N)

Ez az an. oszthatdsagi relacid N-en. Nyilvan reflexiv (minden
szam oszthaté 6nmagaval) . Antiszimmetrikus, hiszen ha két
pozitiv egész szam egymast kdlcsondsen osztja, akkor egyenlGek.
Tranzitiv is (ha a osztja b-t és b osztja c-t, akkor a osztja c-t:
csakugyan, ha alkalmas x, y pozitiv egész szamokra b = xa és

¢ = yb, akkor ¢ = yxa, azaz a | c.
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Megoldas/f3

Megoldas (8 = {(a,b) € N?: a| b} C N x N)

Ez az an. oszthatdsagi relacid N-en. Nyilvan reflexiv (minden
szam oszthaté 6nmagaval) . Antiszimmetrikus, hiszen ha két
pozitiv egész szam egymast kdlcsondsen osztja, akkor egyenlGek.
Tranzitiv is (ha a osztja b-t és b osztja c-t, akkor a osztja c-t:
csakugyan, ha alkalmas x, y pozitiv egész szamokra b = xa és

¢ = yb, akkor ¢ = yxa, azaz a | c. Nem szimmetrikus, hiszen pl.
2|6, de a 6 nem osztja a 2-t.
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Megoldas/f3

Megoldas (8 = {(a,b) € N?: a| b} C N x N)

Ez az an. oszthatdsagi relacid N-en. Nyilvan reflexiv (minden
szam oszthaté 6nmagaval) . Antiszimmetrikus, hiszen ha két
pozitiv egész szam egymast kdlcsondsen osztja, akkor egyenlGek.
Tranzitiv is (ha a osztja b-t és b osztja c-t, akkor a osztja c-t:
csakugyan, ha alkalmas x, y pozitiv egész szamokra b = xa és

¢ = yb, akkor ¢ = yxa, azaz a | c. Nem szimmetrikus, hiszen pl.
2| 6, de a 6 nem osztja a 2-t. Nem dichotom, hiszen pl. a 3 és az
5 szamokat tekintve egyik sem osztja a masikat.
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Megoldas/f3

Megoldas (8 = {(a,b) € N?: a| b} C N x N)

Ez az an. oszthatdsagi relacid N-en. Nyilvan reflexiv (minden
szam oszthaté 6nmagaval) . Antiszimmetrikus, hiszen ha két
pozitiv egész szam egymast kdlcsondsen osztja, akkor egyenlGek.
Tranzitiv is (ha a osztja b-t és b osztja c-t, akkor a osztja c-t:
csakugyan, ha alkalmas x, y pozitiv egész szamokra b = xa és

¢ = yb, akkor ¢ = yxa, azaz a | c. Nem szimmetrikus, hiszen pl.
2| 6, de a 6 nem osztja a 2-t. Nem dichotom, hiszen pl. a 3 és az
5 szamokat tekintve egyik sem osztja a masikat.

Az Gsszetett tulajdonsagokra a valasz a fentiekbél adédik: 3
részbenrendezés, de nem rendezés és nem ekvivalencia.
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Megoldas/~, stb.

Megoldas

o v={(a,b) € Z?: a < b} C Z x Z: reflexiv, antiszimmetrikus,
tranzitiv, dichotom, tehat rendezés és persze részbenrendezés
is. De nem szimmetrikus, ezért nem ekvivalencia.

o §={(a,b) € Z?: |a| < |b|} CZ x Z: reflexiv, tranzitiv,
dichotom, de nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus (mert
pl. (1,—-1),(—1,1) € §, de 1 # —1). Ezért nem ekvivalencia,
nem részbenrendezés, és akkor persze nem rendezés.

o u={(a,b) € 7% : |a| = |b|} C Z x Z: reflexiv, szimmetrikus,
tranzitiv, tehat ekvivalencia. Nem dichotom. Nem
antiszimmetrikus (mert pl. (1,—1),(—1,1) € p, de 1 # —1).
Ezért nem részbenrendezés, és akkor persze nem rendezés.

o p={(X,Y) € P(A): X C Y} C P(A) x P(A), ahol A
halmaz és |A| > 2: reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv,
tehat részbenrendezés. Mivel |A| > 2, nem dichotom. Ezért
nem rendezés. Nem szimmetrikus, ezért nem ekvivalencia.
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l Feladat relaciészorzasra és relaciétulajdonsagokra -

Mutassuk meg, hogy tetszéleges « relacié akkor és csak akkor
tranzitiv, ha aa C a.
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l Feladat relaciészorzasra és relaciétulajdonsagokra -

Mutassuk meg, hogy tetszéleges « relacié akkor és csak akkor
tranzitiv, ha aa C a.

Megoldas

Tegyiik fel, hogy oo C A? tranzitiv. Ha (x, z) € aa, akkor a szorzas
definiciéja miatt van olyan y € A, hogy (x,y),(y,z) € a. De «
tranzitivitdsa miatt innen (x, z) € a. Tehat aa C «, hiszen a
baloldal tetszéleges (x, z) eleme a jobboldalnak is eleme.

Most azt tegyiik fel, hogy cex C cv. A tranzitivitas kimutatasahoz
legyen (x,y) € a és (y,z) € a. Mivel most x és z ,kozott” létezik
y, kapjuk, hogy (x,z) € a. A feltevés szerint igy (x, z) € a.
Ezzel « tranzitivitasat igazoltuk.
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Masik feladat relaciészorzasra és relaciotulajdonsagokra

Feladat (Mutassuk meg, hogy )

két (ugyanazon halmazon értelmezett) reflexiv relacié szorzata is
reflexiv. lgaz-e ugyenez ,reflexiv’ helyett ,szimmetrikusra"?
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Masik feladat relaciészorzasra és relaciotulajdonsagokra

Feladat (Mutassuk meg, hogy )

két (ugyanazon halmazon értelmezett) reflexiv relacié szorzata is
reflexiv. lgaz-e ugyenez ,reflexiv’ helyett ,szimmetrikusra"?

| A\

Megoldas

Legyen a C A? és 3 C A? reflexiv. Ekkor barmely x € A-ra

(x,x) € a és (x, x) € B, ezért (x,x) € afs. Tehat af is reflexiv.
Az viszont nem igaz altalaban, hogy szimmetrikusak szorzata
szimmetrikus. Mert ha megprébaljuk igazolni, akkor feltessziik,
hogy (x,z) € af5. Ebbél kapunk egy y elemet, amelyre (x,y) € a
és (x,y) € (B, és a szimmetridja miatt (y,x) € a és (z,y) € .
Ebbél kellene kihozni, hogy (z, x) € a3, azaz kellene egy olyan

t € A elem, amelyre (z,t) € a és (t,x) € . Nem talalunk; éppen
ez segit ellenpéldat keresni: x =1, y =2, z = 3 és tényleg nincsen
t! Példaul ha A= {1,2,3}, a = {(1,2),(2,1)} C A% és

B =1{(2,3),(3,2)} C A ellenpélda.
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Tovabbi feladat relaciészorzasra és relaciétulajdonsagokra

Mutassuk meg, hogy tetszéleges o« C A? relacié akkor és csak akkor

szimmetrikus, ha o C o~ 1.
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Tovabbi feladat relaciészorzasra és relaciétulajdonsagokra

Mutassuk meg, hogy tetszéleges o« C A? relacié akkor és csak akkor
szimmetrikus, ha a C a1

Megoldas

| \

Tegyiik fel, hogy a szimmetrikus. Ekkor

a !t ={(x,y) : (y,x) € a}, de a szimmetria miatt ez

={(x,y): (x,y) € a} = a. Tehat a = a1, és igy annal inkabb
aCal Forditva, most tegyiik fel, hogy o C o~!. Ha
(x,y) € a, akkor a feltevés szerint (x,y) € a~! is teljesiil. De az
inverz definiciéja miatt ez azt jelenti, hogy (y, x) € a. Tehat ha
(x,y) € «, akkor (y, x) € a. Azaz av szimmetrikus.
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l Még egy feladat relaciészorzasra és relaciotulajdonsagokra I

Feladat

Mutassuk meg, hogy ha az a, 3 C A? relaciok részbenrendezések,
akkor az N (3 is az. lgaz-e ugyanez, ha részbenrendezés helyett
rendezést mondunk?
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l Még egy feladat relaciészorzasra és relaciotulajdonsagokra I

Feladat

Mutassuk meg, hogy ha az a, 3 C A? relaciok részbenrendezések,
akkor az N (3 is az. lgaz-e ugyanez, ha részbenrendezés helyett
rendezést mondunk?

| A\

Megoldas

Mivel barmely a € A esetén (a,a) € « és (a,a) € 3, ezért

(a,a) € an B. Tehat a metszet reflexiv. Legyen

(a, b), (b,a) € an S tetszéleges. Ekkor speciel (a, b), (b, a) € «, és
az «v antiszimmetridja miatt a = b. Tehat a metszet
antiszimmetrikus. Legyen (a, b), (b, c) € aN B tetszéleges.
Ekkor (a, b), (b, c) € «, és igy « tranzitivitasabdl (a, c) € a.
Hasonléan, (a, b), (b, c) € 3, és igy [ tranzitivitasabdl (a, c) € 5.
Igy (a,c) € an B. Tehat a metszet tranzitiv. Ezzel belattuk, hogy
o N B részbenrendezés. Rendezésekre nem igaz;
ellenpélda: o a Z szokasos rendezése (<) és 3 = a~ ! (azaz >).
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l Ujabb feladat relaciétulajdonsagokra _

Legyen A={0,1,...,9} ésa = {(x,y) € A : x <y —1}.
Ekvivalencia-e az

relacié?
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l Ujabb feladat relaciétulajdonsagokra _

Feladat

Legyen A= {0,1,...,9} ésa = {(x,y) € A2 : x <y —1}.
Ekvivalencia-e az

atn(ataa)

relacié?

| A\

Megoldas

Nem, mert tetszéleges x € A-ra (bar az is elegendd lenne, hogy
letezik ilyen x € A) (x,x) ¢ a miatt (x,x) ¢ a~1, tehat (x, x) nem
eleme a metszet elsé tényez6jének, ezért a metszetnek sem. Tehat
a kérdéses relacié nem reflexiv, igy nem ekvivalencia.
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Osszefiiggés a o és a ! kdzott

Haa CAx B, BC BxC és~yC Cx D megfeleltetések, akkor

o (afB)y = a(Bv), ahol mindkét oldalon A-bél D-be mené
megfeleltetés 4ll  (asszociativitas), és

o (af)t = ptat (mindkét oldal C-bsl A-ba valé megf.)
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Osszefiiggés a o és a ! kdzott

Haa CAx B, BC BxC és~yC Cx D megfeleltetések, akkor

o (afB)y = a(Bv), ahol mindkét oldalon A-bél D-be mené
megfeleltetés 4ll  (asszociativitas), és

o (af)t = ptat (mindkét oldal C-bsl A-ba valé megf.)

Figyeljiik meg, hogy a szorzat (amely nem kommutativ)
invertalasakor a tényez6k sorrendje megfordul. A bizonyitas nem
nehezebb az eddigi feladatoknal; nem részletezziik.
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Osszefiiggés a o és a ! kdzott

Haa CAx B, BC BxC és~yC Cx D megfeleltetések, akkor

o (afB)y = a(Bv), ahol mindkét oldalon A-bél D-be mené
megfeleltetés 4ll  (asszociativitas), és

o (af)t = ptat (mindkét oldal C-bsl A-ba valé megf.)

Figyeljiik meg, hogy a szorzat (amely nem kommutativ)
invertalasakor a tényez6k sorrendje megfordul. A bizonyitas nem
nehezebb az eddigi feladatoknal; nem részletezziik.

A leképezések specialis megfeleltetések, ezért mint megfeleltetések
szorozhat6k. Megmutathaté, hogy az igy definialt szorzat szintén
leképezés, és megegyezik az alabbi definiciéban szereplével. (De az
alabbi definiciét kényelmesebb lesz leképezések esetében
hasznalnunk.)
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Leképezések szorzasa

Legyen ¢ : A— B és 1) : B — C leképezés. Ekkor a szorzatukon a
op: A— C, a— (ap)y leképezést értjiik.
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Leképezések szorzasa

Legyen ¢ : A— B és 1) : B — C leképezés. Ekkor a szorzatukon a
op: A— C, a— (ap)y leképezést értjiik.

Megjegyzés

Mi jobbrdl irjuk a leképezéseket, és ennek kdszonhet&en érvényes

a € A esetén a tetszet6s a(¢1)) = (ap) formula (amely formailag
az asszociativitasra emlékeztet). (A Kalkulus tantargyban a
fliggvényeket — szintén leképezések — balrdl irjak, a szorzatukat
Osszetett fliggvénynek nevezik.)
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Leképezések szorzasa

Legyen ¢ : A— B és 1) : B — C leképezés. Ekkor a szorzatukon a
op: A— C, a— (ap)y leképezést értjiik.

Megjegyzés

Mi jobbrdl irjuk a leképezéseket, és ennek kdszonhet&en érvényes

a € A esetén a tetszet6s a(¢1)) = (ap) formula (amely formailag
az asszociativitasra emlékeztet). (A Kalkulus tantargyban a
fliggvényeket — szintén leképezések — balrdl irjak, a szorzatukat
Osszetett fliggvénynek nevezik.)

Ha a leképezést mint valamilyen végrehajtandé folyamatot,
cselekedetet képzeljiik el, akkor a szorzasuk az egymas utani
végrehajtast jelenti. Ezen elképzelés nem all messze a valésagtdl pl.
abban az esetben, amikor ¢ is és 1) is egy-egy szamitogépes
program, amely az inputhoz az outputot rendeli — ekkor a
szorzatleképezés a két program egymas utani végrehajtasat jelenti
agy, hogy az els6é outputja a masodik inputja.
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Leképezésszorzas asszociativitasa

Mivel a leképezések is megfeleltetések, a leképezések szorzasa is
asszociativ (abban az esetben, ha Gsszeszorozhatok, azaz az
érkezési és indulasi halmazok ,illeszkednek” az alabbi tételnek
megfelel&en.
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Leképezésszorzas asszociativitasa

Mivel a leképezések is megfeleltetések, a leképezések szorzasa is
asszociativ (abban az esetben, ha Gsszeszorozhatok, azaz az
érkezési és indulasi halmazok ,illeszkednek” az alabbi tételnek
megfelel&en.

Legyenek f : A— B, g: B — C és h: C — D leképezések. Ekkor
(fg)h = f(gh). (Itt mindkét oldalon A — D leképezés all.)
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Leképezésszorzas asszociativitasa

Mivel a leképezések is megfeleltetések, a leképezések szorzasa is
asszociativ (abban az esetben, ha Gsszeszorozhatok, azaz az
érkezési és indulasi halmazok ,illeszkednek” az alabbi tételnek
megfelel&en.

Legyenek f : A— B, g: B — C és h: C — D leképezések. Ekkor
(fg)h = f(gh). (Itt mindkét oldalon A — D leképezés all.)

Ahogy a megfeleltetéseknél (a feladatok, példak tanisaga szerint)
érdekes osszefiiggések vannak a tulajdonsagok és a szorzas kozott,
leképezéseknél is ez a helyzet. Fontos az alabbi tétel.
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Szorzas és leképezések tulajdonsagai

Amennyiben a szébanforgé két leképezés dsszeszorozhatd, akkor

© Két injektiv leképezés szorzata injektiv.

@ Két sziirjektiv leképezés szorzata sziirjektiv.
© Két bijektiv leképezés szorzata bijektiv.
(%]

Ha két leképezés szorzata sziirjektiv, akkor a masodik tényezé
sziirjektiv.

o

Ha két leképezés szorzata injektiv, akkor az els6 tényezd
injektiv.
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A tétel bizonyitasa

Bizonyitas ((3) kovetkezik az (1) és (2) konjunkciéjabdl).

© Ha mindketts injektiv, akkor tetszéleges x,y € A-ra ha
x(fg) = y(fg), akkor (xf)g = (yf)g, a g injektivitasat
felhasznalva innen xf = yf, s most az f injektivitasa miatt
x = y. Tehat fg injektiv.

© Ha mindkettd sziirjektiv, akkor tetszéleges ¢ € C esetén (a g
sziirjektivitasa miatt) van olyan b € B, hogy bg = c. Viszont
f is sziirjektiv, ezért van olyan a € A, amelyre af = b. Ezért
a(fg) = (af )g = bg = c. Tehat c-nek van &se. Tehat fg is
sziirjektiv.

@ Tegyiik fel hogy fg injektiv. Legyen x,y € A tetszdleges. Ha
xf = yf, akkor (xf)g = (yf)g. Innen x(fg) = y(fg). A
szorzat injektivitasa szerint x = y. Tehat f injektiv.

@ Tfh. fg sziirjektiv. Legyen c € C tetsz6leges. Van olyan
a € A, hogy a(fg) = c. De ekkor az af € B elemre
(af)g = a(fg) = c, tehat c-nek van g melletti 6se: af. Q.e.d.
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Leképezés inverze

Barmely A halmaz esetén az A — A, x — x leképezést az A halmaz
identikus leképezésének nevezziik és id s-val jeldljiik. Ez az a
leképezés, amely ,nem csinal semmit”
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Leképezés inverze

Barmely A halmaz esetén az A — A, x — x leképezést az A halmaz
identikus leképezésének nevezziik és id s-val jeldljiik. Ez az a
leképezés, amely ,nem csinal semmit”

Definicié (Leképezés inverze)
Legyenek f : A — B és g : B — A leképezések. Akkor mondjuk,
hogy g inverze f-nek, ha fg = id, és gf = idg.
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Leképezés inverze

Barmely A halmaz esetén az A — A, x — x leképezést az A halmaz
identikus leképezésének nevezziik és id s-val jeldljiik. Ez az a
leképezés, amely ,nem csinal semmit”

Definicié (Leképezés inverze)

Legyenek f : A — B és g : B — A leképezések. Akkor mondjuk,
hogy g inverze f-nek, ha fg = id4 és gf = idg. Vilagos, hogy ez
egy szimmetrikus viszony: g akkor és csak akkor inverze f-nek, ha
f inverze g-nek.
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Leképezés inverze

Barmely A halmaz esetén az A — A, x — x leképezést az A halmaz
identikus leképezésének nevezziik és id s-val jeldljiik. Ez az a
leképezés, amely ,nem csinal semmit”

Definicié (Leképezés inverze)

Legyenek f : A — B és g : B — A leképezések. Akkor mondjuk,
hogy g inverze f-nek, ha fg = id4 és gf = idg. Vilagos, hogy ez
egy szimmetrikus viszony: g akkor és csak akkor inverze f-nek, ha
f inverze g-nek.

Nyildiagrammal ezt igy abrazolhatjuk, és az részben mar meg is
indokolja, hogy miért igaz az alabbi tétel.
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Leképezésnek mikor van inverze?
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Leképezésnek mikor van inverze?

Tétel (Legyen f : A — B tetszbleges leképezés.)
© Akkor és csakis akkor létezik f-nek inverze, ha f bijektiv.
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Leképezésnek mikor van inverze?

Tétel (Legyen f : A — B tetszbleges leképezés.)

© Akkor és csakis akkor létezik f-nek inverze, ha f bijektiv.
@ Ha f bijektiv, akkor egy és csakis egy inverze létezik, mégpedig

az a g : B — A leképezés, amely tetszéleges b € B elemhez
azt az egyértelmiien meghatarozott a elemet rendeli, amelyre
af = b. (Azaz az inverz leképezés minden elemhez annak a

kiindulasi leképezés szerinti &sét rendeli.
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Leképezésnek mikor van inverze?

Tétel (Legyen f : A — B tetszbleges leképezés.)

© Akkor és csakis akkor létezik f-nek inverze, ha f bijektiv.
@ Ha f bijektiv, akkor egy és csakis egy inverze létezik, mégpedig

az a g : B — A leképezés, amely tetszéleges b € B elemhez
azt az egyértelmiien meghatarozott a elemet rendeli, amelyre
af = b. (Azaz az inverz leképezés minden elemhez annak a
kiindulési leképezés szerinti 6sét rendeli. Azaz tetszbleges

a€ Aésbe B esetén bg = a akkor és csak akkor, ha af = b.)
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Részlet a bizonyitasbal

Bizonyitas (részletek).

Ha f-nek g inverze, akkor fg = id s, ami bijektiv, tehat injektiv.
Ezért a szorzat els6 tényezdje, azaz f is injektiv. Masrészt

gf = idp, ami bijektiv és ezért sziirjektiv, tehat a szorzat masodik
tényezdje, f is sziirjektiv. Ezzel belattuk, hogy ha f-nek van
inverze, akkor f bijektiv.

Ha g1 is és g» is inverze f-nek, akkor — azon nyilvanvalé tény
szerint, hogy a ,semmittevd identikus leképezéssel val6 szorzas
»nem csinal semmit” — kapjuk, hogy

g1 = giida = gi1(fg2) = (g1f)g2 = idpg2 = g2. A kapott g1 = g»
egyenl6ség igazolja az inverz egyértelmiiségét. Q.e.d. (részben) O

v
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Bijektiv leképezés inverze

Bijektiv leképezés inverze szintén bijektiv.
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Bijektiv leképezés inverze

Bijektiv leképezés inverze szintén bijektiv.

Bizonyitas.

Ha g inverze f-nek, akkor f inverze g-nek. Tehat g-nek is van

inverze, és ezért az el6z6 tétel szerint bijektiv. Q.e.d Ol
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Bijektiv leképezés inverze

Bijektiv leképezés inverze szintén bijektiv.

Bizonyitas.

Ha g inverze f-nek, akkor f inverze g-nek. Tehat g-nek is van

inverze, és ezért az el6z6 tétel szerint bijektiv. Q.e.d Ol

Mivel egy f bijektiv leképezésnek pontosan egy inverze van, annak
jelolésére az f~1 jellést hasznaljuk. (A szévegkdrnyezet donti el,
hogy megfeleltetés avagy leképezés inverzérsl van-e szé!
Természetesen a leképezések maguk is megfeleltetések, igy
megfeleltetés-inverziik mindig van, viszont leképezésinverziik csak a
bijektiveknek van.) Az alabb tételt — talprecizirozott bizonyitas
helyett — csak az azt kdvets abraval szemléltetjiik:
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Szorzatleképezés inverze

Legyenek f : A — B és g : B — C bijektiv leképezések. Ekkor az
fg : A — C bijektiv leképzés inverze (fg) 1 =g 1f L
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Szorzatleképezés inverze

Legyenek f : A — B és g : B — C bijektiv leképezések. Ekkor az
fg : A — C bijektiv leképzés inverze (fg) 1 =g 1f L

Bizonyitas.

a(fg) = c miatt c(fg)~! = a. Tovabba

c(g 1) = (cg 1)f 1 = bf~! = a. Mivel mindketten C — A
leképezések és barmely ¢ € C-t ugyanoda képeznek le, ezért

(fg) L =g 11 Qed. O

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok

Osztalyozni nemcsak a matematikaban szokas. Pl. a biolégusok
osztalyozzak az élélényeket. Az iskola tanuléit évfolyamuk (és
esetleg tovabbi szempontok) osztalyokba soroljak. Stb.. ..

Definicié

Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk,
hogy C osztalyozas az A halmazon vagy mas széval
osztalyozasa az A halmaznak, ha
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Ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok

Osztalyozni nemcsak a matematikaban szokas. Pl. a biolégusok
osztalyozzak az élélényeket. Az iskola tanuléit évfolyamuk (és
esetleg tovabbi szempontok) osztalyokba soroljak. Stb.. ..

Definicié

Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk,
hogy C osztalyozas az A halmazon vagy mas széval
osztalyozasa az A halmaznak, ha

@ barmely X € C-re X £,

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok

Osztalyozni nemcsak a matematikaban szokas. Pl. a biolégusok
osztalyozzak az élélényeket. Az iskola tanuléit évfolyamuk (és
esetleg tovabbi szempontok) osztalyokba soroljak. Stb.. ..

Definicié
Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk,
hogy C osztalyozas az A halmazon vagy mas széval
osztalyozasa az A halmaznak, ha

@ barmely X € C-re X £,

@ barmely X, Y €C-re X = Y vagy XNY =10, és
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Ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok

Osztalyozni nemcsak a matematikaban szokas. Pl. a biolégusok
osztalyozzak az élélényeket. Az iskola tanuléit évfolyamuk (és
esetleg tovabbi szempontok) osztalyokba soroljak. Stb.. ..

Definicié

Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk,
hogy C osztalyozas az A halmazon vagy mas széval
osztalyozasa az A halmaznak, ha

@ barmely X € C-re X £,
@ barmely X, Y €C-re X = Y vagy XNY =10, és
o A:UXECX
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Ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok

Osztalyozni nemcsak a matematikaban szokas. Pl. a biolégusok
osztalyozzak az élélényeket. Az iskola tanuléit évfolyamuk (és
esetleg tovabbi szempontok) osztalyokba soroljak. Stb.. ..

Definicié

Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk,
hogy C osztalyozas az A halmazon vagy mas széval
osztalyozasa az A halmaznak, ha

@ barmely X € C-re X £,

@ barmely X, Y €C-re X = Y vagy XNY =10, és

QA= UXeC X
Amennyiben C osztalyozasa az A halmaznak, akkor C elemeit
osztalyoknak nevezziik. A definicié szerint: az osztalyok (1) nem

uresek, (2) paronként diszjunktak, és (3) lefedik a tekintett
halmazt.
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Ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok

Osztalyozni nemcsak a matematikaban szokas. Pl. a biolégusok
osztalyozzak az élélényeket. Az iskola tanuléit évfolyamuk (és
esetleg tovabbi szempontok) osztalyokba soroljak. Stb.. ..

Definicié
Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk,
hogy C osztalyozas az A halmazon vagy mas széval
osztalyozasa az A halmaznak, ha

@ barmely X € C-re X £,

@ barmely X, Y €C-re X = Y vagy XNY =10, és

QA= UXeC X
Amennyiben C osztalyozasa az A halmaznak, akkor C elemeit
osztalyoknak nevezziik. A definicié szerint: az osztalyok (1) nem
uresek, (2) paronként diszjunktak, és (3) lefedik a tekintett

halmazt. Szokas
az osztalyozast particiénak vagy faktorhalmaznak is nevezni.
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Feladat: melyek osztalyozasok?

Feladat

Melyek osztalyozasok az A adott halmazon az alabbiak koziil?
(a) c={Xc{o0,1,...,9}:|X| =3}, A=1{0,1,...,9};

(b) C={{1,3},{2,4},{5}}, A={1,2,...,5}

(c) € ={{1,3},{2,4},{5}}, A={0,1,...,5} ?
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Feladat: melyek osztalyozasok?

Feladat

Melyek osztalyozasok az A adott halmazon az alabbiak koziil?
(a) c={Xc{o0,1,...,9}:|X| =3}, A=1{0,1,...,9};

(b) C={{1,3},{2,4},{5}}, A={1,2,...,5}

(c) € ={{1,3},{2,4},{5}}, A={0,1,...,5} ?

Megoldas

(a) Nem (az ,osztalyok” nem diszjunktak).
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Feladat: melyek osztalyozasok?

Feladat

Melyek osztalyozasok az A adott halmazon az alabbiak koziil?
(a) c={Xc{o0,1,...,9}:|X| =3}, A=1{0,1,...,9};

(b) C={{1,3},{2,4},{5}}, A={1,2,...,5}

(c) € ={{1,3},{2,4},{5}}, A={0,1,...,5} ?

Megoldas

(a) Nem (az ,osztalyok” nem diszjunktak).
(b) Igen.
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Feladat: melyek osztalyozasok?

Feladat

Melyek osztalyozasok az A adott halmazon az alabbiak koziil?
(a) c={Xc{o0,1,...,9}:|X| =3}, A=1{0,1,...,9};

(b) C={{1,3},{2,4},{5}}, A={1,2,...,5}

(c) € ={{1,3},{2,4},{5}}, A={0,1,...,5} ?

(a) Nem (az ,osztalyok” nem diszjunktak).
(b) Igen.
(c) Nem, mert az osztalyok nem fedik le A-t.
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Osztalyozasbdl ekvivalencia

Jelélés (Osztalyozashoz rendelt ekvivalenciarelacio)

Legyen adott egy C osztalyozas az A halmazon. Vezessiik be az
alabbi ekvialenciarelaciét az A halmazon:
p=pc:=1{(a,b) € A2:3X €C, hogy a,b € X}
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Osztalyozasbdl ekvivalencia

Jelélés (Osztalyozashoz rendelt ekvivalenciarelacio)

Legyen adott egy C osztalyozas az A halmazon. Vezessiik be az
alabbi ekvialenciarelaciét az A halmazon:
p=pc:=1{(a,b) € A2:3X €C, hogy a,b € X}

A fenti pc valéban ekvivalenciarelacié az A halmazon.

Az allitas a definiciok alapjan trivialis.
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Osztalyozasbdl ekvivalencia

Jelélés (Osztalyozashoz rendelt ekvivalenciarelacio)

Legyen adott egy C osztalyozas az A halmazon. Vezessiik be az
alabbi ekvialenciarelaciét az A halmazon:
p=pc:=1{(a,b) € A2:3X €C, hogy a,b € X}

A fenti pc valéban ekvivalenciarelacié az A halmazon.

Az allitas a definiciok alapjan trivialis. Egy iskola osztalyai (mint
osztalyozas) esetén pc nem mas, mint az ,osztalytarsa vagy
egyenls” relacié.
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Osztalyozasbdl ekvivalencia

Jelélés (Osztalyozashoz rendelt ekvivalenciarelacio)

Legyen adott egy C osztalyozas az A halmazon. Vezessiik be az
alabbi ekvialenciarelaciét az A halmazon:
p=pc:=1{(a,b) € A2:3X €C, hogy a,b € X}

A fenti pc valéban ekvivalenciarelacié az A halmazon.

Az allitas a definiciok alapjan trivialis. Egy iskola osztalyai (mint
osztalyozas) esetén pc nem mas, mint az ,osztalytarsa vagy
egyenl8” relacio. Nemcsak az osztalyozasok hataroznak meg
ekvivalenciakat, hanem forditva is. Példaul egy kozépiskola jelenlegi
tanuléinak A halmazan az,osztalytarsa vagy egyenld” relacié
meghatarozza az (szokasos értelemben vett) osztalyok halmazat,
ami osztalyozas az A halmazon.
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Ekvivalenciabdl osztalyozas

Definicio

Legyen A halmaz, p ekvivalenciarelacié az A-n és b € A. Ekkor a

b/p:={ceA:(b,c)€p}

halmazt a b elem p szerinti blokkjanak vagy [OIFAEINEIELS

nevezziik.
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Ekvivalenciabdl osztalyozas

Legyen A halmaz, p ekvivalenciarelacié az A-n és b € A. Ekkor a

b/p:={ceA:(b,c)€p}

halmazt a b elem p szerinti blokkjanak vagy [OIFAEINEIELS
nevezziik. A p blokkjainak A/p :={b/p: b € A} halmazat az A

halmaz p szerinti JELASEUNMEVENELY vagy p szerinti
I FAR- WY LIENELY nevezziik. Jelolése: A//)
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Ekvivalenciabdl osztalyozas

Legyen A halmaz, p ekvivalenciarelacié az A-n és b € A. Ekkor a

b/p:={ceA:(b,c)€p}

halmazt a b elem p szerinti blokkjanak vagy [OIFAEINEIELS

nevezziik. A p blokkjainak A/p :={b/p : b € A} halmazat az A

halmaz p szerinti JELASEUNMEVENELY vagy p szerinti
I FAR- WY LIENELY nevezziik. Jelolése: A//)

Tétel

Ha p ekvivalencia A-n, akkor A/p tényleg faktorhalmaz (azaz
osztalyozas) A-n.
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Részlet a bizonyitasbol

Bizonyitas (részlet).

Ha a, b € A-ra ap™ # bp*, akkor be kell latnunk, hogy diszjunktak.
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Részlet a bizonyitasbol

Bizonyitas (részlet).
Ha a, b € A-ra ap™ # bp*, akkor be kell latnunk, hogy diszjunktak.

Ha nem lennének diszjunktak, akkor lenne egy ¢ € ap™ N bp* elem.
Tehat (a,c) € p és (b, c) € p.
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Részlet a bizonyitasbol

Bizonyitas (részlet).

Ha a, b € A-ra ap™ # bp*, akkor be kell latnunk, hogy diszjunktak.
Ha nem lennének diszjunktak, akkor lenne egy ¢ € ap™ N bp* elem.
Tehat (a,c) € p és (b, c) € p.

Legyen x € ap* tetszbleges. Ekkor (a,x) € p. A szimmetria miatt
(c,a) € p, igy a tranzitivitasbdl (c, x) € p. Ismét a tranzitivitastra
hivatkozva (b, x) € p.
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Részlet a bizonyitasbol

Bizonyitas (részlet).

Ha a, b € A-ra ap™ # bp*, akkor be kell latnunk, hogy diszjunktak.
Ha nem lennének diszjunktak, akkor lenne egy ¢ € ap™ N bp* elem.
Tehat (a,c) € p és (b, c) € p.

Legyen x € ap* tetszbleges. Ekkor (a,x) € p. A szimmetria miatt
(c,a) € p, igy a tranzitivitasbdl (c, x) € p. Ismét a tranzitivitastra
hivatkozva (b, x) € p. Tehat x € bp*. Mivel x € ap* tetszéleges
volt, ap* C bp*. Az a és b szerepét felcserélve ugyanigy kapjuk,
hogy bp* C ap*.
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Részlet a bizonyitasbol

Bizonyitas (részlet).

Ha a, b € A-ra ap™ # bp*, akkor be kell latnunk, hogy diszjunktak.
Ha nem lennének diszjunktak, akkor lenne egy ¢ € ap™ N bp* elem.
Tehat (a,c) € p és (b, c) € p.

Legyen x € ap* tetszbleges. Ekkor (a,x) € p. A szimmetria miatt
(c,a) € p, igy a tranzitivitasbdl (c, x) € p. Ismét a tranzitivitastra
hivatkozva (b, x) € p. Tehat x € bp*. Mivel x € ap* tetszéleges
volt, ap* C bp*. Az a és b szerepét felcserélve ugyanigy kapjuk,
hogy bp* C ap*. Tehat bp* = ap*, ami ellentmondas. Ezért az ap*
és bp* blokkok mégiscsak diszjunktak. Q.e.d.(részben). O

v
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Egy feladat

Feladat

Adjuk meg a Z halmazon értelmezett p = {(x,y) € Z? : 3 | x — y}
ekvivalencidhoz tartoz6 osztalyozast!
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Egy feladat

Adjuk meg a Z halmazon értelmezett p = {(x,y) € Z? : 3 | x — y}
ekvivalencidhoz tartoz6 osztalyozast!

4

Megoldas

Z/p:={ {..,-12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...},
{...,—11,-8,-5,-2,1,4,7,10,13,.. .},
{...,—10,—-7,—-4,-1,2,5,8,11,14,...} }.
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Egy feladat

Adjuk meg a Z halmazon értelmezett p = {(x,y) € Z? : 3 | x — y}
ekvivalencidhoz tartoz6 osztalyozast!

| A

Megoldas

Z/p:={ {..,-12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...},
{...,—11,-8,-5,-2,1,4,7,10,13,.. .},
{...,—10,—-7,—-4,-1,2,5,8,11,14,...} }.

Lattuk, hogy az ekvivalencidk osztalyozast (faktorhalmazt), az
osztalyozasok (faktorhalmazok) pedig ekvivalenciakat hataroznak
meg. A kovetkezd tétel lenyegében azt fejezi ki, hogy — a rogzitett
A halmazon értelmezett — ekvivalenciak és osztalyozasok
lényegében ugyanazok: barmelyiket is adjuk meg, attérhetiink a
masikra, és ha visszatériink, az eredetihez jutunk.
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Ekvivalencidk és osztalyozasok kapcsolata

A léenyegében ugyanazok” nem matematikai fogalom, ezért a tétel
kissé komolyabb hangzasira lesz fogalmazva. A korabbi jelolésekkel:
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Ekvivalencidk és osztalyozasok kapcsolata

A léenyegében ugyanazok” nem matematikai fogalom, ezért a tétel
kissé komolyabb hangzasira lesz fogalmazva. A korabbi jelolésekkel:

Tétel

Legyen A tetszéleges halmaz, jel6lje Part(A) az A-n értelmezheté
osztalyozasok (mas szoval particick) halmazat, Eq(A) pedig az A-n
értelmezhet6 ekvivalenciak halmazat. Ekkor

Eq(A) — Part(A), p— A/p={b/p:bec A}

bijektiv leképezés, amelynek inverze az alabbi bijekcio:

Part(A) — Eq(A), C — pc.
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Hany ekvivalencia van?

Hany ekvivalenciarelacié definialhaté egy haromelemii halmazon?
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Hany ekvivalencia van?

Hany ekvivalenciarelacié definialhaté egy haromelemii halmazon?

Megoldas

Mivel az ekvivalenciak és az osztalyozasok lényegében azonosak,
célszerii a jelen esetben kdnnyebben kezelhets utébbiakat
megszamolni.
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Hany ekvivalencia van?

Hany ekvivalenciarelacié definialhaté egy haromelemii halmazon?

Megoldas

Mivel az ekvivalenciak és az osztalyozasok lényegében azonosak,
célszerii a jelen esetben kdnnyebben kezelhets utébbiakat
megszamolni.Egyetlen olyan van, amelyiknek harom osztalya van
(persze mind a harom egyelem(i). Egyetlen olyan van, amelyik csak
egyetlen osztalybdl all (ami persze az egész halmaz, amelyet
jeloljon A). A tovabbiak egy kételemii és egy egyelemii osztalybdl
allnak; az egyelem(i osztaly elemét haromféleképpen valaszthatjuk
ki. Tehat harom tovabbi van. Osszesen: 6t.Ha A = {1,2,3}, akkor
= {14213}, G ={{12,3}},

C3 = {{1}3 {273}}v Cq = {{2}7 {1'» 3}}v Cs = {{3} {172}}' )
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Faktorhalmaz, mint fogalomalkoté eszkoz

A fogalmak — nemcsak a matematikaban, hanem azon kiviil is —
gyakran gy alakulnak ki, hogy vesziink egy p ekvivalenciarelaciét
egy A halmazon, és az A/p elemeit elnevezziik valahogy.
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Faktorhalmaz, mint fogalomalkoté eszkoz

A fogalmak — nemcsak a matematikaban, hanem azon kiviil is —
gyakran gy alakulnak ki, hogy vesziink egy p ekvivalenciarelaciét
egy A halmazon, és az A/p elemeit elnevezziik valahogy.

Példaul ha A a sik egyeneseinek halmaza és p a parhuzamossagi

relacié (amelyik ekvivalencia), akkor egy egyenes p szerinti blokkjat
szokas az egyenes iranyanak nevezni.
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Faktorhalmaz, mint fogalomalkoté eszkoz

A fogalmak — nemcsak a matematikaban, hanem azon kiviil is —
gyakran gy alakulnak ki, hogy vesziink egy p ekvivalenciarelaciét
egy A halmazon, és az A/p elemeit elnevezziik valahogy.

Példaul ha A a sik egyeneseinek halmaza és p a parhuzamossagi
relacié (amelyik ekvivalencia), akkor egy egyenes p szerinti blokkjat
szokas az egyenes iranyanak nevezni.

Nemsokara latni fogjuk, hogy pl. a szamok fogalma is igy alakul(t)
ki.
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Részbenrendezések

A (részben)rendezések a hierarchia fogalmat ragadjak meg
matematikailag. Ez a fogalom az informatikaban is fellép, hiszen pl.
a szoftverek is hierarchikus rendbe szervezett kisebb egységekbél
(szubrutin, modul, eljaras, stb.) épiilnek fel.
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Részbenrendezések

A (részben)rendezések a hierarchia fogalmat ragadjak meg
matematikailag. Ez a fogalom az informatikaban is fellép, hiszen pl.
a szoftverek is hierarchikus rendbe szervezett kisebb egységekbél
(szubrutin, modul, eljaras, stb.) épiilnek fel.

Definicié

Az (A; <) part részbenrendezett halmaznak nevezziik, ha A
nemiires halmaz, ,<" pedig egy részbenrendezési relacié (azaz:
reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv) az A halmazon.

Természetesen , <" helyett irhatnank azt is, hogy p vagy «, de ,,<"
a leggyakoribb jeldlés. Vigyazat, a, <" jeldlés nem jelenti azt, hogy
A elemei szamok!
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Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A.
a < b jeldlje azt, hogy a < b és a # b.
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Definicié

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A.

a < b jeldlje azt, hogy a < b és a # b. a < b (kiolvasva: b koveti
a-t) pedig jeldlje azt, hogy a < b és nincs olyan ¢ € A, amelyre
a<ceésc<hb.
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Definicié

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A.

a < b jeldlje azt, hogy a < b és a # b. a < b (kiolvasva: b koveti
a-t) pedig jeldlje azt, hogy a < b és nincs olyan ¢ € A, amelyre
a<ceésc<hb.

| A\

Tétel

Ha (A; <) véges részbenrendezett halmaz, akkor tetszbleges a, b
elemére az alabbi két feltétel ekvivalens:

Q@ a<b
@ létezik n € Ny és léteznek cg, c1,...,c, € A elemek, hogy
a=c¢, =<c,¢c1=<¢C, ..., Che1=Cn Ch=b.
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Hasse-diagram

Definicié

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A.

a < b jeldlje azt, hogy a < b és a # b. a < b (kiolvasva: b koveti
a-t) pedig jeldlje azt, hogy a < b és nincs olyan ¢ € A, amelyre
a<ceésc<hb.

Tétel

Ha (A; <) véges részbenrendezett halmaz, akkor tetszbleges a, b
elemére az alabbi két feltétel ekvivalens:

Q@ a<b
@ létezik n € Ny és léteznek cg, c1,...,c, € A elemek, hogy
a=c¢, =<c,¢c1=<¢C, ..., Che1=Cn Ch=b.

Erre szolgal az un. |RERSCRCIETIAETaI]: a kovetési relacionak
megfelel§ iranyitott graf azon megallapodas mellett, hogy minden

nyil IEEEUE] megy (ezért a nyilhegyet le se rajzoljuk).
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Példa Hasse-diagramokra

Az elébbi tétel szerint a < b akkor és csak akkor, ha a
Hasse-diagrammon a-bdl indulva élek mentén mindig felfelé haladva

eljuthatunk b-be. (Specialis esetben: a = b, amikor semmit sem
kell haladnunk.)

N WA UTO N

(P({1,2,3}),9) ({2,3,4,6,12},|) ({2,3,...,7}, <)

A harom részbenrendezett halmaz kéziil csak a jobb széls
rendezett.
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Harom Hasse-diagram ugyanazon részbenrendezett halmazra

Egyazon részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja tobbféleképpen
is lerazolhaté:
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Harom Hasse-diagram ugyanazon részbenrendezett halmazra

Egyazon részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja tobbféleképpen
is lerazolhaté:
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Részbenrendezett halmaz specialis elemei

Definicié
Legyen (A, <) egy részbenrendezett halmaz és b € A. Azt

mondjuk, hogy b maximalis eleme A-nak, ha nincs olyan
x € A, amelyre b < x.
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Részbenrendezett halmaz specialis elemei

Definicié

Legyen (A, <) egy részbenrendezett halmaz és b € A. Azt
mondjuk, hogy b maximalis eleme A-nak, ha nincs olyan

x € A, amelyre b < x. Hasonléan, ha nincs olyan x € A hogy

x < b, akkor b-t minimalis elemnek nevezziik. Ha barmely
x € A-ra x < b, akkor b-t A legnagyobb elemének nevezziik.
Ha pedig minden x € A-ra b < x, akkor b-t A legkisebb
elemének nevezziik.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Részbenrendezett halmaz specialis elemei

Definicié

Legyen (A, <) egy részbenrendezett halmaz és b € A. Azt

mondjuk, hogy b maximalis eleme A-nak, ha nincs olyan

x € A, amelyre b < x. Hasonléan, ha nincs olyan x € A hogy

x < b, akkor b-t minimalis elemnek nevezziik. Ha barmely

x € A-ra x < b, akkor b-t A legnagyobb elemének nevezziik.
Ha pedig minden x € A-ra b < x, akkor b-t A legkisebb
elemének nevezziik. Tehat maximalis elem = nincs nala
nagyobb, legnagyobb elem = minden masnal nagyobb. )
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Legfeljebb csak egy legnagyobb elem van.

Ha (A, <)-nek van legnagyobb eleme, akkor pontosan egy van.
Legkisebb elemre ugyanez érvényes.
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Legfeljebb csak egy legnagyobb elem van.

Ha (A, <)-nek van legnagyobb eleme, akkor pontosan egy van.
Legkisebb elemre ugyanez érvényes.

Bizonyitas.

Ha b is és c is legnagyobb elem, akkor ¢ < b (mert b legnagyobb
elem), b < ¢ (mert c legnagyobb elem). Az antiszimmetria miatt
b=c. O

V.
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Legfeljebb csak egy legnagyobb elem van.

Allitas
Ha (A, <)-nek van legnagyobb eleme, akkor pontosan egy van.
Legkisebb elemre ugyanez érvényes.

Bizonyitas.

Ha b is és c is legnagyobb elem, akkor ¢ < b (mert b legnagyobb
elem), b < ¢ (mert c legnagyobb elem). Az antiszimmetria miatt
b=c. O

Megjegyzés

Szokés a legnagyobb elemet 1-gyel, a legkisebb elemet
0-val jeldIni - nem biztos,hogy ezek léteznek. Maximalis, illetve
minimalis elembél tdbb is lehet. Véges esetben legalabb egy
maximalis elem és legalabb egy minimalis elem létezik. Ha egy elem
legnagyobb elem, akkor sziikségképpen maximalis elem. Ha egy
elem legkisebb elem, akkor sziikségképpen minimalis elem.
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Legfeljebb csak egy legnagyobb elem van.

Allitas
Ha (A, <)-nek van legnagyobb eleme, akkor pontosan egy van.
Legkisebb elemre ugyanez érvényes.

Bizonyitas.

Ha b is és c is legnagyobb elem, akkor ¢ < b (mert b legnagyobb
elem), b < ¢ (mert c legnagyobb elem). Az antiszimmetria miatt
b=c. O

Megjegyzés

Szokés a legnagyobb elemet 1-gyel, a legkisebb elemet
0-val jeldIni - nem biztos,hogy ezek léteznek. Maximalis, illetve
minimalis elembél tdbb is lehet. Véges esetben legalabb egy
maximalis elem és legalabb egy minimalis elem létezik. Ha egy elem
legnagyobb elem, akkor sziikségképpen maximalis elem. Ha egy
elem legkisebb elem, akkor sziikségképpen minimalis elem.
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Néhany példa

max és legnagyobb

max max max max

[ ]
Amésmax

min min min min min min min

Egy rendezett halmazt jélrendezettnek neveziink, ha barmely
nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme. Pl. (N; <).
Erdekességként emlitjiik a Jolrendezési tételt: barmely nemiires A
halmaz jolrendezhetd, azaz értelmezhetd rajta egy olyan rendezés,
hogy jolrendezett halmazt kapjunk.
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Néhany példa

max és legnagyobb

max max max max

[ ]
Amésmax

min min min min min min min

Egy rendezett halmazt jélrendezettnek neveziink, ha barmely
nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme. Pl. (N; <).
Erdekességként emlitjiik a Jolrendezési tételt: barmely nemiires A
halmaz jolrendezhetd, azaz értelmezhetd rajta egy olyan rendezés,
hogy jolrendezett halmazt kapjunk. Ez véges A esetén evidens
(tetszéleges rendezés jélrendezés lesz), de végtelen esetben tavolrdl
sem trivialis.
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Direkt szorzat

Definici6 (Direkt szorzat)

Legyen adott az (A1, <1) és az (Az, <») részbenrendezett halmaz.
Direkt szorzatukat agy kapjuk, hogy Descartes-szorzatukon a
komponensenkénti részbenrendezést definialjuk.
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Direkt szorzat

Definici6 (Direkt szorzat)

Legyen adott az (A1, <1) és az (Az, <») részbenrendezett halmaz.
Direkt szorzatukat agy kapjuk, hogy Descartes-szorzatukon a
komponensenkénti részbenrendezést definialjuk. Azaz a
direkt szorzatuk (A1 x Az, <), ahol (a1, a2) < (b1, b2) azt jelenti,
hogy a1 <1 b; és ap <, by. (Megmutathato, hogy ez is
részbenrendezett halmaz.)
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Direkt szorzat

Definici6 (Direkt szorzat)

Legyen adott az (A1, <1) és az (Az, <») részbenrendezett halmaz.
Direkt szorzatukat agy kapjuk, hogy Descartes-szorzatukon a
komponensenkénti részbenrendezést definialjuk. Azaz a

direkt szorzatuk (A1 x Az, <), ahol (a1, a2) < (b1, b2) azt jelenti,

hogy a1 <1 b; és ap <, by. (Megmutathato, hogy ez is
részbenrendezett halmaz.)

Definici6 (Lexikografikus szorzat)

Ha (A1, <1) és az (A2, <») rendezett halmaz (tehat nemcsak
részbenrendezett), akkor lexikografikus szorzatukon az

(A1 x Az, <) rendezett halmazt értjiik, ahol a relacié a
lexikografikus rendezést jelenti, azaz (a1, ap) < (b1, by) akkor
és csak akkor, ha a; <1 by, vagy a1 = by és ap <5 by.
(Megmutathato, hogy ily médon rendezett halmazt kapunk.)
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Direkt szorzat lerajzolasa

Ertelemszeriien tobb tényezs direkt, illetve lexikografikus szorzatat
is definialhatnank. A lexikografikus szorzat onnan nyerte a nevét,
hogy a lexikonok, szétarak, névsorok is ezen az elven vannak
rendezve.
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Direkt szorzat lerajzolasa

Ertelemszeriien tobb tényezs direkt, illetve lexikografikus szorzatat
is definialhatnank. A lexikografikus szorzat onnan nyerte a nevét,
hogy a lexikonok, szétarak, névsorok is ezen az elven vannak

rendezve.

Az alabbi abrakon megfigyelhet6 az az altalanosan is érvényes
maodszer, ahogy két részbenrendezett halmaz direkt szorzatanak
Hasse-diagramjat lerajzolhatjuk (persze csak kisméretii r.r.halmazok
esetén szamithatunk attekinthet6 diagramra.) Kb. arrél van szé,
hogy az egyik (mindegy melyik) r.r.halmaz egyik szégpontjaba
(elemébe) rakjuk a masik r.r.h. egyik szogpontjat, majd ezen masik
r.r.halmazt az egyik r.r.h. elemi mentén mindenhova eltoljuk gy,
hogy az eltolas soran mindegyik szégpontjat 6sszekotjitk az
eltoltjaval.
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l Direkt szorzat Hasse-diagramja _
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I Direkt szorzat Hasse-diagramja/2 _

Kozbiilsé épés: a két r.r.halmaz egy-egy pontjat fedésbe hoztuk
(legalsé pont), majd Aj-et A, mentén eltoltuk.
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I Direkt szorzat Hasse-diagramja/2 _

Kozbiilsé épés: a két r.r.halmaz egy-egy pontjat fedésbe hoztuk
(legalsé pont), majd Aj-et A, mentén eltoltuk. Mar csak az van
hatra, hogy az ezen eltolas alkalmabdl az A; elemeinek palyait
berajzoljuk.
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I Direkt szorzat Hasse-diagramja/2 _

Kozbiilsé épés: a két r.r.halmaz egy-egy pontjat fedésbe hoztuk
(legalsé pont), majd Aj-et A, mentén eltoltuk. Mar csak az van
hatra, hogy az ezen eltolas alkalmabdl az A; elemeinek palyait
berajzoljuk. (Ezzel ekvivalens fogalmazas: hogy Ax-t is eltoljuk A;
minden pontjaba.)
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I Direkt szorzat Hasse-diagramja/3 _

Ime a keresett direkt szorzat. Talan attekinthetébb, ha nem
tiintetjiik fel az elemek megnevezését:
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I Direkt szorzat Hasse-diagramja/3 _

Ime a keresett direkt szorzat. Talan attekinthetébb, ha nem
tiintetjiik fel az elemek megnevezését:

Megjegyzés: ez mellesleg a négydimenziés kocka kétdimenzids
vetiilete — ezt igy a legkdnnyebb lerajzolni.
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Ahhoz, hogy szép abrat kapjunk zavaré atfedések nélkiil — inkabb
mivészet mint tudas — a kiindulasi abrat gyakran médositjuk.
Veégiil ime egy (s6t ,,a") haromelem( és a kételemii rendezett
halmaz direkt szorzata:

Kozblls6

1 1épés
A1 Az
1
a
0 0

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Tranzitiv lezart

Lattuk, hogy véges esetben a kovetési relacio (jele: <)
meghatarozza a részbenrendezési relaciét. Ez motivalja az alabbit.
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Tranzitiv lezart

Lattuk, hogy véges esetben a kovetési relacio (jele: <)
meghatarozza a részbenrendezési relaciét. Ez motivalja az alabbit.

Definicio

Legyen p C A? egy relacié az A halmazon.

© Az A halmazon értelmezett (halmazelméleti tartalmazasra
nézve) legsziikebb olyan tranzitiv ~ relaciét, amelyre p C v a p
relacié tranzitiv lezartjanak vagy mas széval tranzitiv
burkanak nevezziik és p*-szal jeldljiik.

.Legsziikebb” jelentése (pl. tranzitiv lezartnal): barmely § C A%-re
ha p C § és 6 tranzitiv, akkor p™ C 4.
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Tranzitiv lezart

Lattuk, hogy véges esetben a kovetési relacio (jele: <)
meghatarozza a részbenrendezési relaciét. Ez motivalja az alabbit.

Definicio

Legyen p C A? egy relacié az A halmazon.

© Az A halmazon értelmezett (halmazelméleti tartalmazasra
nézve) legsziikebb olyan tranzitiv ~ relaciét, amelyre p C v a p
relacié tranzitiv lezartjanak vagy mas széval tranzitiv
burkanak nevezziik és p*-szal jeldljiik.

@ Az A halmazon értelmezett (halmazelméleti tartalmazasra
nézve) legsziikebb olyan reflexiv és tranzitiv y relaciét, amelyre
p C v a p relacié reflexiv és tranzitiv lezartjanak
nevezziik és p*-gal jeldljiik.

.Legsziikebb” jelentése (pl. tranzitiv lezartnal): barmely § C A%-re
ha p C § és 6 tranzitiv, akkor p™ C 4.
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Tranzitiv lezart |étezése

Tétel (Nem tal hasznos tétel)

Tetszéleges p C A? relaciénak létezik tranzitiv lezértja és az

egyértelmiien meghatarozott. Ugyanez érvényes a reflexiv és
tranzitiv lezartra.
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Tranzitiv lezart |étezése

Tétel (Nem tal hasznos tétel)

Tetszéleges p C A? relacionak létezik tranzitiv lezértja és az
egyértelmiien meghatarozott. Ugyanez érvényes a reflexiv és
tranzitiv lezartra.

| A,

Bizonyitas.

Létezik p-nal b&vebb-egyenls tranzitiv relacié az A halmazon, pl.
ilyen az A2 (,teljes relacié”). Az osszes p-nal bévebb-egyenlé A-n
értelmezett relaciok metszete — jeldljitk ezt y-val — nyilvan
bévebb v-nal. Tovabba ~ tranzitiv, hiszen a metszés megérzi ezt a
tulajdonsagot. Végiil tetszéleges § C A? tranzitiv relaciéra v C &
azért teljesiil, mert a metszet barmelyik tényezéjének részhalmaza.
Tehat v éppen a tranzitiv lezart.

A reflexiv és tranzitiv lezartra a megfontolas hasonlé. Ol

v
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Tranzitiv lezart konstrukcidja

Legyen (A, <) egy véges részbenrendezett halmaz, és legen p a <
(kovetesi) relacio.

@ Ekkor p™ éppen a < relacis,
Q@ p* pedig a < relacio.
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Tranzitiv lezart konstrukcidja

Legyen (A, <) egy véges részbenrendezett halmaz, és legen p a <
(kovetesi) relacio.

@ Ekkor p™ éppen a < relacis,
Q@ p* pedig a < relacio.

Feladat

Szimmetrikus p esetén p* ekvivalencia.
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Egyesités és metszet

A szupremum és az infimum fogalma nemcsak a Kalkulus tantargy
soran, hanem tetszéleges r.r.halmazban definialhaté.

Definicié

Legyen (A, <) r.r.halmaz, B C A, ¢ € A. Ha barmely b € B-re

b < c, akkor c-t a B fels6 korlatjanak nevezziik.
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Egyesités és metszet

A szupremum és az infimum fogalma nemcsak a Kalkulus tantargy
soran, hanem tetszéleges r.r.halmazban definialhaté.

Definicié

Legyen (A, <) r.r.halmaz, B C A, ¢ € A. Ha barmely b € B-re

b < c, akkor c-t a B fels6 korlatjanak nevezziik. Ha c olyan
felsé korlatja B-nek, hogy a B barmely d felsé korlatjara ¢ < d,

akkor c-t a B legkisebb felsé korlatjanak, mas széval
szupremumanak, mas széval egyesitésének nevezziik.
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Egyesités és metszet

A szupremum és az infimum fogalma nemcsak a Kalkulus tantargy
soran, hanem tetszéleges r.r.halmazban definialhaté.

Definicié

Legyen (A, <) r.r.halmaz, B C A, ¢ € A. Ha barmely b € B-re

b < c, akkor c-t a B fels6 korlatjanak nevezziik. Ha c olyan
felsé korlatja B-nek, hogy a B barmely d felsé korlatjara ¢ < d,
akkor c-t a B legkisebb felsé korlatjanak, mas széval
szupremumanak, mas széval egyesitésének nevezziik.
Hasonléan definialhaté az infimum is: Ha barmely b € B-re ¢ < b,
akkor c-t a B alsé korlatjanak nevezziik. Ha c olyan alsé
korlatja B-nek, hogy a B barmely d alsé korlatjara d < ¢, akkor c-t
a B legnagyobb als6 korlatjanak, mas széval
infimumanak, mas széval metszetének nevezziik.
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Egyesités és metszet

A szupremum és az infimum fogalma nemcsak a Kalkulus tantargy
soran, hanem tetszéleges r.r.halmazban definialhaté.

Definicié

Legyen (A, <) r.r.halmaz, B C A, ¢ € A. Ha barmely b € B-re

b < c, akkor c-t a B fels6 korlatjanak nevezziik. Ha c olyan
felsé korlatja B-nek, hogy a B barmely d felsé korlatjara ¢ < d,
akkor c-t a B legkisebb felsé korlatjanak, mas széval
szupremumanak, mas széval egyesitésének nevezziik.
Hasonléan definialhaté az infimum is: Ha barmely b € B-re ¢ < b,
akkor c-t a B alsé korlatjanak nevezziik. Ha c olyan alsé
korlatja B-nek, hogy a B barmely d alsé korlatjara d < ¢, akkor c-t
a B legnagyobb als6 korlatjanak, mas széval
infimumanak, mas széval metszetének nevezziik. Szokasos
jelolések: ¢ =supB =/ B, illetve c = inf B= A\ B.
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Egyaltalan nem biztos, hogy B-nek van fels korlatja, és az még
kevésbé biztos, hogy B-nek van szuprémuma. Az infimumrél
ugyanez mondhato el.
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Egyaltalan nem biztos, hogy B-nek van felsg korlatja, és az még
kevésbé biztos, hogy B-nek van szuprémuma. Az infimumrél
ugyanez mondhaté el. Az viszont igaz, hogy ha létezik B-nek
szupremuma vagy infimuma, az egyértelmien meghatarozott. (Ez
kdnnyen kovetkezik az antiszimmetriabdl.)
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Egyaltalan nem biztos, hogy B-nek van felsg korlatja, és az még
kevésbé biztos, hogy B-nek van szuprémuma. Az infimumrél
ugyanez mondhaté el. Az viszont igaz, hogy ha létezik B-nek
szupremuma vagy infimuma, az egyértelmien meghatarozott. (Ez
kdnnyen kovetkezik az antiszimmetriabdl.)

Definicié

Egy részbenrendezett halmazt halénak neveziink, ha barmely
kételemii részhalmazanak létezik szupremuma és infimuma.
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Példak halokra

Feladat (Halok-e az alabbiak?)

12

N W hH U1 OO N
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Példak halokra

Feladat (Halok-e az alabbiak?)

12

N W hH U1 OO N

Megoldas

A kdzéps6 nem halé: bar barmely {x, y} részhalmaznak van
szupremuma — x és y legkisebb k&zds tobbszorose,
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Példak halokra

Feladat (Halok-e az alabbiak?)

12

N W hH U1 OO N

Megoldas

A kdzéps6 nem halé: bar barmely {x, y} részhalmaznak van
szupremuma — x és y legkisebb kdzds tobbszordse, de a {3,2} és
a {3,4} részhalmazoknak nincs infimuma, s6t még alsé korlatja
sem.
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Példak halokra

Feladat (Halok-e az alabbiak?)

12

N W hH U1 OO N

Megoldas

A kdzéps6 nem halé: bar barmely {x, y} részhalmaznak van
szupremuma — x és y legkisebb kdzds tobbszordse, de a {3,2} és
a {3,4} részhalmazoknak nincs infimuma, s6t még alsé korlatja
sem. A baloldali r.r.halmaz halé, ahol az infimum és szuprémum a
szokasos metszet és Gnié.
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Példak halokra

Feladat (Halok-e az alabbiak?)

12

N W hH U1 OO N

Megoldas

A kdzéps6 nem halé: bar barmely {x, y} részhalmaznak van
szupremuma — x és y legkisebb kdzds tobbszordse, de a {3,2} és
a {3,4} részhalmazoknak nincs infimuma, s6t még alsé korlatja
sem. A baloldali r.r.halmaz halé, ahol az infimum és szuprémum a
szokasos metszet és unié. A jobboldali halé, ahol a metszet a
minimum, az egyesités a maximum.
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Példa: huszarezred elemi Gton.

A huszarezred elvonul az évoda ablaka el6tt. Meg tudja-e egy
6vodas kapasbdl mondani, hogy mibél van tobb, [6bdl vagy
huszarbél?
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Példa: huszarezred elemi Gton.

A huszarezred elvonul az évoda ablaka el6tt. Meg tudja-e egy
6vodas kapasbdl mondani, hogy mibél van tobb, [6bdl vagy
huszarbél?

Megoldas

Kézenfekvé koriilményeket feltételezve (pl. 16 nem il a huszaron,
stb.) igen, hiszen minden lovon pontosan egy huszar il és minen
huszar lovon iil, tehat az ezredben ugyanannyi 16 van, mint huszar.
(Ez a szam éaltalaban nem 1000.)
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Példa: huszarezred matematikailag

Megoldas (masként fogalmazva)

Legyen L a lovak, H a huszarok halmaza, és tekintsiik az
f={(¢,h) € L x H: hrajta il f-en} megfeleltetést.
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Példa: huszarezred matematikailag

Megoldas (masként fogalmazva)

Legyen L a lovak, H a huszarok halmaza, és tekintsiik az
f={(¢,h) € L x H: hrajta il f-en} megfeleltetést. Ez leképezés
(mert minden lovon il huszar és pontosan egy),
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Példa: huszarezred matematikailag

Megoldas (masként fogalmazva)

Legyen L a lovak, H a huszarok halmaza, és tekintsiik az
f={(¢,h) € L x H: hrajta il f-en} megfeleltetést. Ez leképezés
(mert minden lovon iil huszar és pontosan egy), injektiv (mert nincs
olyan huszar, aki egyszerre tobb lovon iilne) és
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Példa: huszarezred matematikailag

Megoldas (masként fogalmazva)

Legyen L a lovak, H a huszarok halmaza, és tekintsiik az
f={(¢,h) € L x H: hrajta il f-en} megfeleltetést. Ez leképezés
(mert minden lovon iil huszar és pontosan egy), injektiv (mert nincs
olyan huszar, aki egyszerre tobb lovon iilne) és sziirjektiv (mert
egyik huszar se gyalog megy).
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Példa: huszarezred matematikailag

Megoldas (masként fogalmazva)

Legyen L a lovak, H a huszarok halmaza, és tekintsiik az
f={(¢,h) € L x H: hrajta il f-en} megfeleltetést. Ez leképezés
(mert minden lovon iil huszar és pontosan egy), injektiv (mert nincs
olyan huszar, aki egyszerre tobb lovon iilne) és sziirjektiv (mert
egyik huszar se gyalog megy). Tehat f bijektiv.
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Példa: huszarezred matematikailag

Megoldas (masként fogalmazva)

Legyen L a lovak, H a huszarok halmaza, és tekintsiik az
f={(¢,h) € L x H: hrajta il f-en} megfeleltetést. Ez leképezés
(mert minden lovon iil huszar és pontosan egy), injektiv (mert nincs
olyan huszar, aki egyszerre tobb lovon iilne) és sziirjektiv (mert
egyik huszar se gyalog megy). Tehat f bijektiv. Egy ilyen

f: L — H leképezés létezése az oka annak, hogy |L| = |H|,
azaz, hogy a két halmaznak ugyanannyi eleme van.
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Megszamolas

Gyakorlati igény hivta életre azt, hogy egyes halmazok elemeit
megszamoljuk. A (10-nél nagyobb szamokkal val6) szamolas
vélhetSen az allattenyészté népeknél alakult ki: ott lényeges
informacié a nyaj elemszama (pl. azért, hogy mielébb kideriiljon, ha
farkas vagy tolvaj tizedeli a nyajat).
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Megszamolas

Gyakorlati igény hivta életre azt, hogy egyes halmazok elemeit
megszamoljuk. A (10-nél nagyobb szamokkal val6) szamolas
vélhetSen az allattenyészté népeknél alakult ki: ott lényeges
informacié a nyaj elemszama (pl. azért, hogy mielébb kideriiljon, ha
farkas vagy tolvaj tizedeli a nyajat).

A véges halmazok elemeit megszamolhatjuk. Pl. a balkeziink
ujjainak halmaza esetén azt mondjuk, hogy ennek a halmaznak az
elemszama 5. Esetenként sokat kell szamolni és/vagy gondolkodni,
de minden véges halmaznak van egy és csakis egy j6lmeghatarozott
elemszama.
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Megszamolas, szamossag

Per pillanat nem definialjuk, hogy mit neveziink véges halmaznak.
Nem tal preciz definicié lehet pl. az alabbi: egy halmaz véges, ha
elemeit — az Ny elemeinek felhasznalasaval — meg tudjuk

szamolni. Ha egy halmaz nem ilyen, akkor végtelennek mondjuk.
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Megszamolas, szamossag

Per pillanat nem definialjuk, hogy mit neveziink véges halmaznak.
Nem tal preciz definicié lehet pl. az alabbi: egy halmaz véges, ha
elemeit — az Ny elemeinek felhasznalasaval — meg tudjuk
szamolni. Ha egy halmaz nem ilyen, akkor végtelennek mondjuk.
A végtelen halmazok elemeit is meg szeretnénk szamolni! Ekkor
persze nem kaphatunk természetes szamokat, ezért nem
hasznalhat6 az ,elemszam” elnevezés. Ehelyett a szamossag
elnevezést fogjuk hasznalni.
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Megszamolas, szamossag

Per pillanat nem definialjuk, hogy mit neveziink véges halmaznak.
Nem tal preciz definicié lehet pl. az alabbi: egy halmaz véges, ha
elemeit — az Ny elemeinek felhasznalasaval — meg tudjuk
szamolni. Ha egy halmaz nem ilyen, akkor végtelennek mondjuk.
A végtelen halmazok elemeit is meg szeretnénk szamolni! Ekkor
persze nem kaphatunk természetes szamokat, ezért nem
hasznalhat6 az ,elemszam” elnevezés. Ehelyett a szamossag
elnevezést fogjuk hasznalni.

Tehat a szamossag az elemszam megfelelgje. Tetsz6leges
halmaznak lesz szamossaga, amely véges halmaz esetén persze az
elemszammal fog megegyezni. Mas széval: a véges szamossagok
pontosan a nemnegativ egész szamok lesznek.
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Megszamolas, szamossag

Per pillanat nem definialjuk, hogy mit neveziink véges halmaznak.
Nem tal preciz definicié lehet pl. az alabbi: egy halmaz véges, ha
elemeit — az Ny elemeinek felhasznalasaval — meg tudjuk
szamolni. Ha egy halmaz nem ilyen, akkor végtelennek mondjuk.
A végtelen halmazok elemeit is meg szeretnénk szamolni! Ekkor
persze nem kaphatunk természetes szamokat, ezért nem
hasznalhat6 az ,elemszam” elnevezés. Ehelyett a szamossag
elnevezést fogjuk hasznalni.

Tehat a szamossag az elemszam megfelelgje. Tetsz6leges
halmaznak lesz szamossaga, amely véges halmaz esetén persze az
elemszammal fog megegyezni. Mas széval: a véges szamossagok
pontosan a nemnegativ egész szamok lesznek.

Aki nem torekszik a dolgok bonyolitasara, az beérné ennyivel: a
szamossagok: 0,1,2, ..., co. Igy nem lenne semmi gond — és
semmi hasznunk nem lenne bel6le. Mas lehetéséget valasztunk.
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Mire lesznek jok a végtelen szamossagok?
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Mire lesznek jok a végtelen szamossagok?

Az 6gorog mitolégia szerint a foldi vilagban éltek az emberek, a
fenti vilagban az istenek, és olyan tulajdonsagokkal is rendelkeztek,
amelyekkel az emberek nem. A gdrdg istenek kdnnyedén hajtottak
végre a foldi vilagaban olyan tetteket, amelyeket az emberek nem
tudtak, vagy csak nagyon nehezen tudtak volna megtenni.
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Valami hasonléra . ..

Hamarosan latni fogjuk, hogy a véges elemszamok vilaga f6l6tt ott
van a szamossagok vilaga. A szamossagok olyan tulajdonsagokkal
(is) rendelkeznek, amelyekkel a természetes szamok nem.
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Valami hasonléra . ..

Hamarosan latni fogjuk, hogy a véges elemszamok vilaga f6l6tt ott
van a szamossagok vilaga. A szamossagok olyan tulajdonsagokkal
(is) rendelkeznek, amelyekkel a természetes szamok nem. A
szamossagok segitségével olyan problémak is kdnnyedén
megoldhaték a véges szamok vilagaban, amelyek szamossagok
nélkiil csak nagyon nehezen vagy egyaltalan nem lennének
megoldhaték.
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+Azonos elemszam(” fogalma

Miel6tt a végtelen szdmossagokat definialnank, gondolkodjunk el a
természetes szamok fogalmanak kialakulasan.
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+Azonos elemszam(” fogalma

Miel6tt a végtelen szdmossagokat definialnank, gondolkodjunk el a
természetes szamok fogalmanak kialakulasan. Mit jelent az, hogy
,0t'"?7 Hogy egy halmaz dttelemii?
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+Azonos elemszam(” fogalma

Miel6tt a végtelen szdmossagokat definialnank, gondolkodjunk el a
természetes szamok fogalmanak kialakulasan. Mit jelent az, hogy
.0t'"?7 Hogy egy halmaz dttelem(i? El8bb azt kell meggondolni
(annak a fogalomnak kellett kialakulnia), hogy mit jelent az, hogy
két halmaznak ,ugyanannyi eleme van"? Mas széval, mit jelent az,
hogy két halmaz ,elemszama egyenlG” ?

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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+Azonos elemszam(” fogalma

Miel6tt a végtelen szdmossagokat definialnank, gondolkodjunk el a
természetes szamok fogalmanak kialakulasan. Mit jelent az, hogy
.0t'"?7 Hogy egy halmaz dttelem(i? El8bb azt kell meggondolni
(annak a fogalomnak kellett kialakulnia), hogy mit jelent az, hogy
két halmaznak ,ugyanannyi eleme van"? Mas széval, mit jelent az,
hogy két halmaz ,elemszama egyenlG” ?

Definicié

Legyen A és B halmaz. Akkor mondjuk, hogy az A és B
elemszama egyenld, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.
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+Azonos elemszam(” fogalma

Miel6tt a végtelen szdmossagokat definialnank, gondolkodjunk el a
természetes szamok fogalmanak kialakulasan. Mit jelent az, hogy
.0t'"?7 Hogy egy halmaz dttelem(i? El8bb azt kell meggondolni
(annak a fogalomnak kellett kialakulnia), hogy mit jelent az, hogy
két halmaznak ,ugyanannyi eleme van"? Mas széval, mit jelent az,
hogy két halmaz ,elemszama egyenlG” ?

Definicié

Legyen A és B halmaz. Akkor mondjuk, hogy az A és B
elemszama egyenld, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.

Ezzel kész az els6 tennivalé. Egy korabbi példara visszautalva, a
lovak és huszarok halmazanak elemszama egyenl8, mert a ,rajta l”
leképezés bijekci6 a két halmaz kozott.
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Az ,6t" fogalma

A kovetkezs lépés: kivalasztunk bizonyos halmazokat. Ezek egyike
pl. a jobb keziink ujjainak halmaza. Majd a kivalasztott halmazzal
egyenl6 elemszami halmazokat elnevezziik valahogy (esetiinkben

,Otelemieknek”).
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Az ,6t" fogalma

A kovetkezs lépés: kivalasztunk bizonyos halmazokat. Ezek egyike
pl. a jobb keziink ujjainak halmaza. Majd a kivalasztott halmazzal
egyenl6 elemszami halmazokat elnevezziik valahogy (esetiinkben
,Otelemieknek”). Tehat (legalabbis az Gskorban, illetve a mai
elsadason) nem mondjuk meg, mi az, hogy ,6t", hanem csak annyit

mondunk meg, mi az, hogy ,6telemd” halmaz.
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Az ,6t" fogalma

A kovetkezs lépés: kivalasztunk bizonyos halmazokat. Ezek egyike
pl. a jobb keziink ujjainak halmaza. Majd a kivalasztott halmazzal
egyenl6 elemszami halmazokat elnevezziik valahogy (esetiinkben
,Otelemieknek”). Tehat (legalabbis az Gskorban, illetve a mai
elsadason) nem mondjuk meg, mi az, hogy ,6t", hanem csak annyit
mondunk meg, mi az, hogy ,6telemd” halmaz.

Ezt kdvetSen az ,6t" nem mas, mint az Stelemi halmazok k6zds
tulajdonsaga. (Azaz az ,6t" fogalmat absztrakciéval definialtuk —
az ilyenfajta absztrakci6 teljesen megszokott az emberi
gondolkodasban. Sok mas fogalom is hasonl6an alakul ki.)
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Az ,6t" fogalma

A kovetkezs lépés: kivalasztunk bizonyos halmazokat. Ezek egyike
pl. a jobb keziink ujjainak halmaza. Majd a kivalasztott halmazzal
egyenl6 elemszami halmazokat elnevezziik valahogy (esetiinkben
,Otelemieknek”). Tehat (legalabbis az Gskorban, illetve a mai
elsadason) nem mondjuk meg, mi az, hogy ,6t", hanem csak annyit
mondunk meg, mi az, hogy ,6telemd” halmaz.

Ezt kdvetSen az ,6t" nem mas, mint az Stelemi halmazok k6zds
tulajdonsaga. (Azaz az ,6t" fogalmat absztrakciéval definialtuk —
az ilyenfajta absztrakci6 teljesen megszokott az emberi
gondolkodasban. Sok mas fogalom is hasonl6an alakul ki.)

Ha jobb keze ujjainak halmaza és az elejtett mammutok halmaza
kozott az 6sember bijekcidt tudott létesiteni, akkor azt mondta,
hogy ,0t", és elégedett volt; nem elmélkedett olyan hiabavalé
kérdésen, hogy mit jelent az ,6t". Hasonléan jarunk el a
szamossagok fogalmanak kialakitasakor is:
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+Azonos szamossagl” fogalma

Definicié (,,azonos szamossaga')

Legyen A és B halmaz. Akkor mondjuk, hogy az A és B
egyenld, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.
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+Azonos szamossagi’ fogalma

Definicié (,,azonos szamossaga')

Legyen A és B halmaz. Akkor mondjuk, hogy az A és B
egyenld, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.

Most elneveziink egy szamossagot (annak mintajara, ahogy a
jobbkeziink ujjainak halmazaval kapcsolatban egy szamot
elneveztiink ,6tnek”).
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+Azonos szamossagl” fogalma

Definicié (,,azonos szamossaga')

Legyen A és B halmaz. Akkor mondjuk, hogy az A és B

egyenld, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.

Most elneveziink egy szamossagot (annak mintajara, ahogy a

jobbkeziink ujjainak halmazaval kapcsolatban egy szamot
elneveztiink ,6tnek”).

Definicié (Np)

A pozitiv egész szamok halmazanak szamossagat
megszamlalhatéan végtelennek nevezziik és Nq-lal jeldljiik.
(Kiejtve ,,alef null”; N a héber abécé elss betiije.)

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Tényleg definialtuk Ng-at?

Egy X halmaz szamossagat (amely véges halmaz esetén az
elemszam) | X| fogja jeldlni. Tehat pl. |N| = Ro.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Tényleg definialtuk Ng-at?

Egy X halmaz szamossagat (amely véges halmaz esetén az
elemszam) | X| fogja jeldlni. Tehat pl. |N| = Ro.

Megjegyzés

Az Ny szamossagot hasonléan (és ugyanolyan jol) definialtuk, mint
pl, az ,,6t" szamot. Lehet egy kézen &t ujj, lehet egy nap &t étkezés,
de mi az, hogy 6t?
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Tényleg definialtuk Ng-at?

Egy X halmaz szamossagat (amely véges halmaz esetén az
elemszam) | X| fogja jeldlni. Tehat pl. |N| = Ro.

Megjegyzés

Az Ny szamossagot hasonléan (és ugyanolyan jol) definialtuk, mint
pl, az ,,6t" szamot. Lehet egy kézen &t ujj, lehet egy nap &t étkezés,
de mi az, hogy 6t? Pontosan ugyanannyira mondtuk meg, hogy mi
az No, mint amennyire megmondhatd, vagy amennyire az évodaban
megmondtak, hogy mi az hogy ,6t".
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Tényleg definialtuk Ng-at?

Egy X halmaz szamossagat (amely véges halmaz esetén az
elemszam) | X| fogja jeldlni. Tehat pl. |N| = Ro.

Megjegyzés

Az Ny szamossagot hasonléan (és ugyanolyan jol) definialtuk, mint
pl, az ,,6t" szamot. Lehet egy kézen &t ujj, lehet egy nap &t étkezés,
de mi az, hogy 6t? Pontosan ugyanannyira mondtuk meg, hogy mi
az No, mint amennyire megmondhatd, vagy amennyire az évodaban
megmondtak, hogy mi az hogy ,6t". Tehat tudjuk (sok éve) hogy
mi az hogy ,6telemii halmaz’, és mostantdl azt is tudjuk, hogy mi
az hogy ,,Ng-elemi” halmaz.
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Tényleg definialtuk Ng-at?

Egy X halmaz szamossagat (amely véges halmaz esetén az
elemszam) | X| fogja jeldlni. Tehat pl. |N| = Ro.

Megjegyzés

Az Ny szamossagot hasonléan (és ugyanolyan jol) definialtuk, mint
pl, az ,,6t" szamot. Lehet egy kézen &t ujj, lehet egy nap &t étkezés,
de mi az, hogy 6t? Pontosan ugyanannyira mondtuk meg, hogy mi
az No, mint amennyire megmondhatd, vagy amennyire az évodaban
megmondtak, hogy mi az hogy ,6t". Tehat tudjuk (sok éve) hogy
mi az hogy ,6telemii halmaz’, és mostantdl azt is tudjuk, hogy mi
az hogy ,,Ng-elemi” halmaz. Mindkét esetben egy tulajdonsagot
definialunk, és érjiik be azzal, hogy el tudjuk dénteni, hogy mely
objektumok (jelen esetben halmazok) rendelkeznek ezen
tulajdonsaggal. Ez az Gn. absztrakciéval valé ,definialas” jol
megfelel az emberi gondolkodasnak.
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Reflexivitas, szimmetria, tranzitivitas

Felmeriil a kérdés: korrekt volt-e a szamossag definicidja? Az
dsszes halmazbél 4ll6 dsszesseg nem halmaz mert tal sok eleme
van (és az ilyesmi ellentmondasokhoz vezetne), de ezen gy
segitiink, hogy az ilyen tal nagy dsszességeket elnevezziik
osztalyoknak. A relacié fogalma nemcsak halmazon, hanem —
minden valtoztatas nélkiil — osztalyon is értelmes.
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Reflexivitas, szimmetria, tranzitivitas

Felmeriil a kérdés: korrekt volt-e a szamossag definicidja? Az
dsszes halmazbél 4ll6 dsszesseg nem halmaz mert tal sok eleme
van (és az ilyesmi ellentmondasokhoz vezetne), de ezen gy
segitiink, hogy az ilyen tal nagy dsszességeket elnevezziik
osztalyoknak. A relacié fogalma nemcsak halmazon, hanem —
minden valtoztatas nélkiil — osztalyon is értelmes.

Tétel

|

Az Gsszes halmazok H-val jel6lt osztalyan az ,.egyenlé
szamossaguiak” relacis, azaz az {(A, B) € H? : |A| = |B|} relicié
ekvivalenciarelacié.

Bizonyitas

|
N

Mivel tetszéleges A halamazra az identikus A — A leképezés
injektiv, a relacié reflexiv. Mivel bijektiv leképezés inverze is
bijektiv, ezért szimmetrikus is. Végiil mivel két bijektiv leképezés
szorzata szintén buektlv ezert az az ,egyenld szamossaguak” relacié

Dr. Czédli Gabor (professzor SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Hatvanyhalmaz szdmossaga

Egy masik, egyaltalan nem trivialis kérdés az, hogy vajon Ny az
egyetlen végtelen szamossag, vagy van masik is. Erre a kérdésre az
alabbi tétel ad valaszt. Emlékezziink vissza arra, hogy P(A) az A
halmaz hatvanyhalmazat (azaz sszes részhalmazanak halmazat)

jeldli.
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Hatvanyhalmaz szdmossaga

Egy masik, egyaltalan nem trivialis kérdés az, hogy vajon Ny az
egyetlen végtelen szamossag, vagy van masik is. Erre a kérdésre az
alabbi tétel ad valaszt. Emlékezziink vissza arra, hogy P(A) az A
halmaz hatvanyhalmazat (azaz sszes részhalmazanak halmazat)

jeldli.

Tetszbleges (véges vagy végtelen) halmaz szamossaga
Ll EYg%Elillo] o hatvanyhalmazanak szamossagaval. Azaz

barmely A halmazra |A| # |P(A)|.
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Hatvanyhalmaz szdmossaga

Egy masik, egyaltalan nem trivialis kérdés az, hogy vajon Ny az
egyetlen végtelen szamossag, vagy van masik is. Erre a kérdésre az
alabbi tétel ad valaszt. Emlékezziink vissza arra, hogy P(A) az A
halmaz hatvanyhalmazat (azaz sszes részhalmazanak halmazat)

jeldli.

Tetszbleges (véges vagy végtelen) halmaz szamossaga
Ll EYg%Elillo] o hatvanyhalmazanak szamossagaval. Azaz

barmely A halmazra |A| # |P(A)|.

A tételt JIle[Ig=MMaLoYe (oY) bizonyitjuk. Az indirekt bizonyitas

(a teljes indukcié mellett) a matematikai bizonyitasok fontos tipusa.
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Hatvanyhalmaz szdmossaga

Egy masik, egyaltalan nem trivialis kérdés az, hogy vajon Ny az
egyetlen végtelen szamossag, vagy van masik is. Erre a kérdésre az
alabbi tétel ad valaszt. Emlékezziink vissza arra, hogy P(A) az A
halmaz hatvanyhalmazat (azaz sszes részhalmazanak halmazat)
jeldli.

Tetszbleges (véges vagy végtelen) halmaz szamossaga
a hatvanyhalmazanak szamossagaval. Azaz
barmely A halmazra |A| # |P(A)|.

A tételt JIle[Ig=MMaLoYe (oY) bizonyitjuk. Az indirekt bizonyitas

(a teljes indukcié mellett) a matematikai bizonyitasok fontos tipusa.
Lényege: a bizonyitand¢ allitast tagadjuk. (Ez az indirekt feltevés.)
Ezutan az indirekt feltevésbél ellentmondast vezetiink le. A kapott
ellentmondasbdl kévetkeztetiink a bizonyitandé allitasra.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek
szamossaga megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval.
Legyen A egy ilyen halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik
egy ¢ : A — P(A) bijekcié. Tobb ilyen ¢ is lehet, de egyet
lerégzitiink.
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|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek
szamossaga megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval.
Legyen A egy ilyen halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik
egy ¢ : A — P(A) bijekcié. Tobb ilyen ¢ is lehet, de egyet
lerégzitiink. Legyen B :={x € A: x ¢ xp}.

Mivel B € P(A) és ¢ sziirjektiv, van olyan ¢ € A, hogy cp = B.
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|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek
szamossaga megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval.
Legyen A egy ilyen halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik
egy ¢ : A — P(A) bijekcié. Tobb ilyen ¢ is lehet, de egyet
lerégzitiink. Legyen B :={x € A: x ¢ xp}.

Mivel B € P(A) és ¢ sziirjektiv, van olyan ¢ € A, hogy cp = B.
Kérdés: vajon c € B?
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|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek
szamossaga megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval.
Legyen A egy ilyen halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik
egy ¢ : A — P(A) bijekcié. Tobb ilyen ¢ is lehet, de egyet
lerégzitiink. Legyen B :={x € A: x ¢ xp}.

Mivel B € P(A) és ¢ sziirjektiv, van olyan ¢ € A, hogy cp = B.
Kérdés: vajon c € B?

Ha c € B, akkor — a B definiciéja miatt ¢ ¢ cp = B; ez nem
lehet.
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|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek
szamossaga megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval.
Legyen A egy ilyen halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik
egy ¢ : A — P(A) bijekcié. Tobb ilyen ¢ is lehet, de egyet
lerégzitiink. Legyen B :={x € A: x ¢ xp}.

Mivel B € P(A) és ¢ sziirjektiv, van olyan ¢ € A, hogy cp = B.
Kérdés: vajon c € B?

Ha c € B, akkor — a B definiciéja miatt ¢ ¢ cp = B; ez nem
lehet.

Tehat ¢ ¢ B, de akkor — a B definicidja miatt ¢ € cp = B; ez
sem lehet.
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|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek
szamossaga megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval.
Legyen A egy ilyen halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik
egy ¢ : A — P(A) bijekcié. Tobb ilyen ¢ is lehet, de egyet
lerégzitiink. Legyen B :={x € A: x ¢ xp}.

Mivel B € P(A) és ¢ sziirjektiv, van olyan ¢ € A, hogy cp = B.
Kérdés: vajon c € B?

Ha c € B, akkor — a B definiciéja miatt ¢ ¢ cp = B; ez nem

lehet.

Tehat ¢ ¢ B, de akkor — a B definicidja miatt ¢ € cp = B; ez
sem lehet.

Tehat a ,vajon ¢ € B" kérdésre se igaz, se hamis valasz nem
adhat6, ami ellentmondas. Q.e.d O
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|A| # |P(A)| bizonyitasa

Bizonyitas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amelynek
szamossaga megegyezik a hatvanyhalmazanak szamossagaval.
Legyen A egy ilyen halmaz. Ekkor tehat |A| = |P(A)|. Ezért létezik
egy ¢ : A — P(A) bijekcié. Tobb ilyen ¢ is lehet, de egyet
lerégzitiink. Legyen B :={x € A: x ¢ xp}.

Mivel B € P(A) és ¢ sziirjektiv, van olyan ¢ € A, hogy cp = B.
Kérdés: vajon c € B?

Ha c € B, akkor — a B definiciéja miatt ¢ ¢ cp = B; ez nem

lehet.

Tehat ¢ ¢ B, de akkor — a B definicidja miatt ¢ € cp = B; ez
sem lehet.

Tehat a ,vajon ¢ € B" kérdésre se igaz, se hamis valasz nem
adhat6, ami ellentmondas. Q.e.d O

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) bizonyitésa.
O a halmazelmélet megalapitéja.
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Mire valé a Cantor-féle atlés modszer?

Most mar tudjuk, hogy nem Ry = |N| az egyetlen végtelen
szamossag, hiszen P(N) eltéré szamossagu, és nyilvan P(N) is
végtelen halmaz (
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Mire valé a Cantor-féle atlés modszer?

Most mar tudjuk, hogy nem Ry = |N| az egyetlen végtelen
szamossag, hiszen P(N) eltéré szamossagu, és nyilvan P(N) is
végtelen halmaz (mert mar az egyelemii részhalmazai is végtelen

sokan vannak.)
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Mire valé a Cantor-féle atlés modszer?

Most mar tudjuk, hogy nem Ry = |N| az egyetlen végtelen
szamossag, hiszen P(N) eltéré szamossagu, és nyilvan P(N) is
végtelen halmaz (mert mar az egyelemii részhalmazai is végtelen
sokan vannak.)

Az alabbi tételt a hires-nevezetes Cantor-féle atlés médszer
bizonyitja. (Nem tudom, hogy az alabbi allitds mekkora
meglepetést okoz azt kdvetsen, hogy NC R ...)

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Mire valé a Cantor-féle atlés modszer?

Most mar tudjuk, hogy nem Ry = |N| az egyetlen végtelen
szamossag, hiszen P(N) eltéré szamossagu, és nyilvan P(N) is
végtelen halmaz (mert mar az egyelemii részhalmazai is végtelen
sokan vannak.)

Az alabbi tételt a hires-nevezetes Cantor-féle atlés médszer
bizonyitja. (Nem tudom, hogy az alabbi allitds mekkora
meglepetést okoz azt kdvetsen, hogy NC R ...)

No = [N| # |R].
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A Cantor-féle atlés modszer

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:

ha az ny valdés szamban az n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen

bn =5,
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:

ha az ny valdés szamban az n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen

b, =5, ellenkez6 esetben pedig legyen b, = 4.
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:

ha az ny valdés szamban az n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen

b, =5, ellenkez6 esetben pedig legyen b, = 4.

Marmost ¢ : N — R bijektiv, ezért sziirjektiv, s igy b-nek is van &se.
Azaz valamely n € N-re b = np.
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:

ha az ny valdés szamban az n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen

b, =5, ellenkez6 esetben pedig legyen b, = 4.

Marmost ¢ : N — R bijektiv, ezért sziirjektiv, s igy b-nek is van &se.
Azaz valamely n € N-re b = np. De ez azonnal ellentmondasra
vezet:
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:

ha az ny valdés szamban az n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen

b, =5, ellenkez6 esetben pedig legyen b, = 4.

Marmost ¢ : N — R bijektiv, ezért sziirjektiv, s igy b-nek is van &se.
Azaz valamely n € N-re b = np. De ez azonnal ellentmondasra
vezet: ha np n-edik tizedesjegye 4, akkor b n-edik tizedesjegye 5
és ezért b # ny,
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:

ha az ny valdés szamban az n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen

b, =5, ellenkez6 esetben pedig legyen b, = 4.

Marmost ¢ : N — R bijektiv, ezért sziirjektiv, s igy b-nek is van &se.
Azaz valamely n € N-re b = np. De ez azonnal ellentmondasra
vezet: ha np n-edik tizedesjegye 4, akkor b n-edik tizedesjegye 5
és ezért b # nyp, ha pedig np n-edik tizedesjegye nem 4, akkor b
n-edik tizedesjegye 4 és megintcsak b # np.
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A Cantor-féle atlés modszer

Bizonyitas.

Indirekt tegyiik fel, hogy |N| = |R|. Ekkor létezik egy ¢ : N — R
bijekci6. Definialjunk egy b valés szamot, amelynek a tizes
szamrendszerbeli alakja 0, by bobs . ... (Tehat O egészrészii végtelen
tizedestort, amelynek a tizedesvessz6 utani szamjegyei, azaz a
tizedesjegyei by, by, ...). A by-ek (n € N) definiciéja az alabbi:

ha az ny valdés szamban az n-edik tizedesjegy 4, akkor legyen

b, =5, ellenkez6 esetben pedig legyen b, = 4.

Marmost ¢ : N — R bijektiv, ezért sziirjektiv, s igy b-nek is van &se.
Azaz valamely n € N-re b = np. De ez azonnal ellentmondasra
vezet: ha np n-edik tizedesjegye 4, akkor b n-edik tizedesjegye 5
és ezért b # nyp, ha pedig np n-edik tizedesjegye nem 4, akkor b
n-edik tizedesjegye 4 és megintcsak b # ny. Q.e.d. O
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Szamossagok 6sszehasonlitasa

Definicié

Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A halmaz
szamossaga kisebb-egyenld, mint a B halmaz szamossaga,
jelben |A| < |B], ha létezik A — B injektiv leképezés. Azt
mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb, mint a B
halmaz szamossaga, jelben |A| < |B|, ha |A| # |B| (azaz nem
letezik A — B bijekcio) és |A| < |B| (de létezik A — B injekci6).

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Szamossagok 6sszehasonlitasa

Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A halmaz
szamossaga kisebb-egyenld, mint a B halmaz szamossaga,
jelben |A| < |B], ha létezik A — B injektiv leképezés. Azt
mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb, mint a B
halmaz szamossaga, jelben |A| < |B|, ha |A| # |B| (azaz nem
letezik A — B bijekcio) és |A| < |B| (de létezik A — B injekci6).

Pl. [{1,2}| < |{1,2,3}], hiszen a {1,2} — {1,2,3}, 11, 2+ 2
leképezés injektiv, bijekcié pedig nyilvan nincs.
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Szamossagok 6sszehasonlitasa

Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A halmaz
szamossaga kisebb-egyenld, mint a B halmaz szamossaga,
jelben |A| < |B], ha létezik A — B injektiv leképezés. Azt
mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb, mint a B
halmaz szamossaga, jelben |A| < |B|, ha |A| # |B| (azaz nem
letezik A — B bijekcio) és |A| < |B| (de létezik A — B injekci6).

Pl [{1,2}] < [{1,2,3}], hiszen a {1,2} — {1,2,3}, 1> 1, 22
leképezés injektiv, bijekcié pedig nyilvan nincs. Es altalaban is, az
Ng-on a ,,<" tovabbra is azt jelenti, mint eddig.
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Szamossagok 6sszehasonlitasa

Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A halmaz
szamossaga kisebb-egyenld, mint a B halmaz szamossaga,
jelben |A| < |B], ha létezik A — B injektiv leképezés. Azt
mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb, mint a B
halmaz szamossaga, jelben |A| < |B|, ha |A| # |B| (azaz nem
letezik A — B bijekcio) és |A| < |B| (de létezik A — B injekci6).

Pl [{1,2}] < [{1,2,3}], hiszen a {1,2} — {1,2,3}, 1> 1, 22
leképezés injektiv, bijekcié pedig nyilvan nincs. Es altalaban is, az
Ng-on a ,,<" tovabbra is azt jelenti, mint eddig.

Tetszbleges A halmazra |A| < |P(A)|, hiszen mar lattuk, hogy

|A| # |P(A)], az A — P(A), a+— {a} leképezés pedig injektiv.
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Szamossagok 6sszehasonlitasa

Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A halmaz
szamossaga kisebb-egyenld, mint a B halmaz szamossaga,
jelben |A| < |B], ha létezik A — B injektiv leképezés. Azt
mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb, mint a B
halmaz szamossaga, jelben |A| < |B|, ha |A| # |B| (azaz nem
letezik A — B bijekcio) és |A| < |B| (de létezik A — B injekci6).

Pl [{1,2}] < [{1,2,3}], hiszen a {1,2} — {1,2,3}, 1> 1, 22
leképezés injektiv, bijekcié pedig nyilvan nincs. Es altalaban is, az

Ng-on a ,,<" tovabbra is azt jelenti, mint eddig.

Tetszbleges A halmazra |A| < |P(A)|, hiszen mar lattuk, hogy

|A| # |P(A)], az A — P(A), a+— {a} leképezés pedig injektiv.

IN| < |R| is vilagos, hiszen mar lattuk, hogy |N| # |R|, s tovabba

az N = R, n+ n leképezés nyilvan injektiv.
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Antiszimmetria és dichotomia

Az alabbi tétel tavolrdl sem trivialis.
Tétel (Antiszimmetria és dichotomia)

Barmely két halmaz szamossaga dsszehasonlithaté, azaz barmely A
és B halmazra |A| < |B| vagy |B| < |A|.
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Antiszimmetria és dichotomia

Az alabbi tétel tavolrél sem trivialis.

Tétel (Antiszimmetria és dichotomia)

Barmely két halmaz szamossaga dsszehasonlithaté, azaz barmely A
és B halmazra |A| < |B| vagy |B| < |A|. Tovabba ha |A| < |B| és
|B| < |A| (azaz mindkét halmaz injektiv médon leképezhetd a
masikba), akkor |A| = |B| (azaz létezik a két halmaz kézétt
bijekcio).
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Egy meglepé példa (6rokletesen n alapa alak)

A szamitogépes programokkal kapcsolatban is gyakran meg kell
valamit szamolni. Pl. hogy hany lépésig fog futni egy program,
hiszen ha tal sok lépésig, plane ha végtelen sok lépésig, akkor az
adott algoritmust kar is programozni. Goodsteintdl ered a kdvetkezs
példa (Id. http://en.wikipedia.org/wiki/Goodstein%27s_theorem ).
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Egy meglepé példa (6rokletesen n alapa alak)

A szamitogépes programokkal kapcsolatban is gyakran meg kell
valamit szamolni. Pl. hogy hany lépésig fog futni egy program,
hiszen ha tal sok lépésig, plane ha végtelen sok lépésig, akkor az
adott algoritmust kar is programozni. Goodsteintdl ered a kdvetkezs
példa (Id. http://en.wikipedia.org/wiki/Goodstein%27s_theorem ).
A példa megértéséhez csupan egy pozitiv egész szam ,6rokletesen n
alapu alakja" fogalmara van sziikség. Ez azt jelenti, hogy felirjuk a
szamot n alapl szamrendszerben, majd az n kitevéit szintén, az ott
felleps kitevbket szintén, stb. Példaul n = 2 esetén az x = 35 igy
fest ebben az alakban: 22°+1 + 2 + 1. Ha pedig n = 3, akkor a

x = 35 orokletesen 3-mas alapa alakja: 32 +2-3+ 2.
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Egy meglepé példa (de nem kell tudni)

Egy tervezett P program inputként pozitiv egész szamokat olvas
be. Minden ilyen beolvasott x szammal a kdvetkezét csinélja. Az
els6 lepésben x-et felirja , 6rokletesen kettes alapl alakban”.
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Egy meglepé példa (de nem kell tudni)

Egy tervezett P program inputként pozitiv egész szamokat olvas
be. Minden ilyen beolvasott x szammal a kdvetkezét csinélja. Az
els6 lepésben x-et felirja ,6rokletesen kettes alapt alakban”. Legyen
példaul az x = 35 a beolvasott szam, ezt 22°1 + 2 + 1 alakba irja.
A kovetkez8 lépésben program a kettes alapot (minden leirt
esetben) harmas alapra cseréli ki , a kapott szambdl levon 1-et, és
orokletesen harmas alapa alakban irja fel az eredményt. Ekkor a
(3% 4+ 34+ 1) — 1 = 3%+ 4 3 szamhoz jut, amely mellesleg a
tizes szamrendszerben 22876792454964.
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Egy meglepé példa (de nem kell tudni)

Egy tervezett P program inputként pozitiv egész szamokat olvas
be. Minden ilyen beolvasott x szammal a kdvetkezét csinélja. Az
els6 lepésben x-et felirja ,6rokletesen kettes alapt alakban”. Legyen
példaul az x = 35 a beolvasott szam, ezt 22°*1 + 2 + 1 alakba irja.
A kovetkez8 lépésben program a kettes alapot (minden leirt
esetben) harmas alapra cseréli ki , a kapott szambdl levon 1-et, és
orokletesen harmas alapa alakban irja fel az eredményt. Ekkor a
(333+1 +34+1)—-1= 33+1 4 3 szamhoz jut, amely mellesleg a
tizes szamrendszerben 22876792454964.

A kovetkezs lépésben a program a 3-as alapot 4-re cseréli, levon
1-et, és orokletesen 4-es alapu alakba irja fel a kapott szamot:
4441 44— 1 = 4%+ 4 3, amely egy 154-jegy(i szam a tizes
szamrendszerben. (Nincs ennyi atommag a tizenotmilliard fényévre
belathaté vilagegyetemben.)
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Egy meglepé példa (folytatas)

A kovetkez6 lépésben a program a 4-es alapot 5-re cseréli, levon
1-et, és orokletesen 5-6s alapt alakba irja fel a kapott szamot:
(551 +3) — 1 =55+ 1 2 ami egy 2184-jegy(i szam a tizes
szamrendszerben.
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Egy meglepé példa (folytatas)

A kovetkez6 lépésben a program a 4-es alapot 5-re cseréli, levon
1-et, és orokletesen 5-6s alapt alakba irja fel a kapott szamot:
(551 +3) — 1 =55+ 1 2 ami egy 2184-jegy(i szam a tizes
szamrendszerben. Es igy tovabb: minden |épésben a program a
korabbi alakban eggyel ndveli az alapot, levon egyet, majd felirja a
szamot orokletesen az éppen most novelt alapa alakban. A
folyamat akkor ér véget, ha a sok-sok ndvelés (és 1-es levonasa)
utan valamikor nullat kapunk.
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Egy meglepé példa (folytatas)

A kovetkez6 lépésben a program a 4-es alapot 5-re cseréli, levon
1-et, és orokletesen 5-6s alapt alakba irja fel a kapott szamot:
(551 +3) — 1 =55+ 1 2 ami egy 2184-jegy(i szam a tizes
szamrendszerben. Es igy tovabb: minden |épésben a program a
korabbi alakban eggyel néveli az alapot, levon egyet, majd felirja a
szamot orokletesen az éppen most novelt alapa alakban. A
folyamat akkor ér véget, ha a sok-sok ndvelés (és 1-es levonasa)
utan valamikor nullat kapunk. A tekintett példa kapcsan a
kovetkez6 lepésben 36306-jegyi, azt kovetbleg pedig 695975-jegyii
szamot kapunk (a tizes szamrendszerben).
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Egy meglepé példa (folytatas)

A kovetkez6 lépésben a program a 4-es alapot 5-re cseréli, levon
1-et, és orokletesen 5-6s alapt alakba irja fel a kapott szamot:
(551 +3) — 1 =55+ 1 2 ami egy 2184-jegyii szam a tizes
szamrendszerben. Es igy tovabb: minden |épésben a program a
korabbi alakban eggyel néveli az alapot, levon egyet, majd felirja a
szamot orokletesen az éppen most novelt alapa alakban. A
folyamat akkor ér véget, ha a sok-sok ndvelés (és 1-es levonasa)
utan valamikor nullat kapunk. A tekintett példa kapcsan a
kovetkez6 lepésben 36306-jegyi, azt kovetbleg pedig 695975-jegyii
szamot kapunk (a tizes szamrendszerben). A szédiiletesen gyorsan
novekvé szamsorozat utan szamithatunk-e arra, hogy elérjiik a
nullat és a program leall? Szamithatunk-e a program leallasara, ha
nagyobb inputot, ha tetszélegesen nagy inputot adunk meg?
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A meglepé példa csattandja

Bizonyitott (de messze nem trivialis) tény, hogy természetes
szamok szokasos axiémarendszerében, tehat a véges vilagban
maradva a fenti kérdést nem tudjuk eldonteni! (Kirby—Paris-tétel.)
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A meglepé példa csattandja

Bizonyitott (de messze nem trivialis) tény, hogy természetes
szamok szokasos axiémarendszerében, tehat a véges vilagban
maradva a fenti kérdést nem tudjuk eldonteni! (Kirby—Paris-tétel.)
Viszont a végtelen szamossagok csodara képesek — mi nem jutunk
el addig, de ha az el6adas két-harom honappal tovabb tartani,
akkor végtelen szamossagokra tamaszkodva mi is igen kdnnyen
igazolhatnank, hogy a program barmilyen nagy input esetén
véges lépésben megall.
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A meglepé példa csattandja

Bizonyitott (de messze nem trivialis) tény, hogy természetes
szamok szokasos axiémarendszerében, tehat a véges vilagban
maradva a fenti kérdést nem tudjuk elddntenil (Kirby—Paris-tétel.)
Viszont a végtelen szamossagok csodara képesek — mi nem jutunk
el addig, de ha az el6adas két-harom honappal tovabb tartani,
akkor végtelen szamossagokra tamaszkodva mi is igen kdnnyen
igazolhatnank, hogy a program barmilyen nagy input esetén
véges lépésben megall.

Mi a szamossagokkal csak egy kisebb csodat fogunk tenni:
kimutatjuk a transzcendens szamok létezését.
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Meglepetés

Feladat

Hany paros pozitiv egész szam van? A B := {2k : k € N}
jeloléssel, |B| =7 Azaz mi a B halmaz szamossaga?
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Meglepetés

Feladat

Hany paros pozitiv egész szam van? A B := {2k : k € N}
jeloléssel, |B| =7 Azaz mi a B halmaz szamossaga?

Megoldas
Mivel az f: N — B, x — 2x leképezés bijektiv, |B| = |N| = Rg
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Meglepetés

Feladat

Hany paros pozitiv egész szam van? A B := {2k : k € N}
jeloléssel, |B| =7 Azaz mi a B halmaz szamossaga?

Megoldas

Mivel az f: N — B, x — 2x leképezés bijektiv, |B| = |N| = Rg

Ebben az a megleps, hogy egy valédi részhalmaznak (azaz B-nek)
ugyanannyi eleme van, mint az egésznek; az elemek ,felét” elvettiik,
és még mindig ugyanannyi maradt.
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Meglepetés

Feladat

Hany paros pozitiv egész szam van? A B := {2k : k € N}
jeloléssel, |B| =7 Azaz mi a B halmaz szamossaga?

Megoldas

Mivel az f: N — B, x — 2x leképezés bijektiv, |B| = |N| = Rg

Ebben az a megleps, hogy egy valédi részhalmaznak (azaz B-nek)
ugyanannyi eleme van, mint az egésznek; az elemek ,felét” elvettiik,

és még mindig ugyanannyi maradt. Az alabbi tétel is ezzel a
jelenséggel kapcsolatos.

No a legkisebb végtelen szamossag.
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Ng a legkisebb végtelen szamossag.

Legyen (8 egy végtelen szamossag. Ekkor van olyan végtelen B
halmaz, hogy 3 = |B|.
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Ng a legkisebb végtelen szamossag.

Bizonyitas.

Legyen (8 egy végtelen szamossag. Ekkor van olyan végtelen B
halmaz, hogy 8 = |B|. Mivel B végtelen, ezért nem ires, tehat
valaszthatunk beléle egy b; elemet.
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Ng a legkisebb végtelen szamossag.

Bizonyitas.

Legyen (8 egy végtelen szamossag. Ekkor van olyan végtelen B
halmaz, hogy 8 = |B|. Mivel B végtelen, ezért nem ires, tehat
valaszthatunk beléle egy b; elemet.

Mivel B\ {b1} még mindig végtelen (hiszen csak egy elemet
vettiink el), abbdl is tudunk egy elemet valasztani; jeldlje azt
b, € B\ {b1}. Nyilvan by kiilonbozik b;-tél.
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Ng a legkisebb végtelen szamossag.

Bizonyitas.

Legyen (8 egy végtelen szamossag. Ekkor van olyan végtelen B
halmaz, hogy 8 = |B|. Mivel B végtelen, ezért nem ires, tehat
valaszthatunk beléle egy b; elemet.

Mivel B\ {b1} még mindig végtelen (hiszen csak egy elemet
vettiink el), abbdl is tudunk egy elemet valasztani; jeldlje azt

b, € B\ {b1}. Nyilvan by kiilonbozik b;-tél.

B\ {b1, bo} még mindig véletlen; valasszunk beléle egy

bs € B\ {b1, bo} elemet; ez kiilonbdzni fog az eddigiektdl, tehat
b1, by, b3 harom kiilonbdzé elem Es igy tovabb.
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Ng a legkisebb végtelen szamossag.

Bizonyitas.

Legyen (8 egy végtelen szamossag. Ekkor van olyan végtelen B
halmaz, hogy 8 = |B|. Mivel B végtelen, ezért nem ires, tehat
valaszthatunk beléle egy b; elemet.

Mivel B\ {b1} még mindig végtelen (hiszen csak egy elemet
vettiink el), abbdl is tudunk egy elemet valasztani; jeldlje azt

b, € B\ {b1}. Nyilvan by kiilonbozik b;-tél.

B\ {b1, bo} még mindig véletlen; valasszunk beléle egy

bs € B\ {b1, bo} elemet; ez kiilonbdzni fog az eddigiektdl, tehat
b1, by, b3 harom kiilonbdzé elem Es igy tovabb.Ha mar
kivalasztottunk a paronként kiilonb6zé by, ..., b, € B elemeket,
akkor a még mindig végtelen B\ {b1, by, ..., by} halmazbdl
valasszunk egy b, 1-et; most mar n+ 1 kiilonb6z6 elemiink lesz.
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Ng a legkisebb végtelen szamossag.

Bizonyitas.

Legyen (8 egy végtelen szamossag. Ekkor van olyan végtelen B
halmaz, hogy 8 = |B|. Mivel B végtelen, ezért nem ires, tehat
valaszthatunk beléle egy b; elemet.

Mivel B\ {b1} még mindig végtelen (hiszen csak egy elemet
vettiink el), abbdl is tudunk egy elemet valasztani; jeldlje azt

b, € B\ {b1}. Nyilvan by kiilonbozik b;-tél.

B\ {b1, bo} még mindig véletlen; valasszunk beléle egy

bs € B\ {b1, bo} elemet; ez kiilonbdzni fog az eddigiektdl, tehat
b1, by, b3 harom kiilonbdzé elem Es igy tovabb.Ha mar
kivalasztottunk a paronként kiilonb6zé by, ..., b, € B elemeket,
akkor a még mindig végtelen B\ {b1, by, ..., by} halmazbdl
valasszunk egy b, 1-et; most mar n+ 1 kiilonb6z6 elemiink lesz.
Mivel az f: N — B, n+ b, leképezés (a kivalasztott elemek
kiilonbozésége miatt) injektiv, ezért Xo = |N| < |B| = .

Q.e.d.
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Np és a sorozatok

Tétel

Legyen A egy halmaz. |A| = X akkor és csak akkor, ha A
végtelen és sorozatba szedhets, azaz megadhaté egy, az N
elemeivel indexelt ai, ap, as, as, . .. sorozat, amely A
minden egyes elemét tartalmazza (esetleg tobbszor is).

A bizonyitas vazlata.

Tfh. A végtelen és sorozatba szedhet6, valahogy igy:
a,b,c,a,c,b,a,d ec,b,ua,v,a,u,...
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Np és a sorozatok

Tétel

Legyen A egy halmaz. |A| = X akkor és csak akkor, ha A
végtelen és sorozatba szedhets, azaz megadhaté egy, az N
elemeivel indexelt ai, ap, as, as, . .. sorozat, amely A
minden egyes elemét tartalmazza (esetleg tobbszor is).

A bizonyitas vazlata.

Tfh. A végtelen és sorozatba szedhet6, valahogy igy:
a,b,c,a,c,b,a,d ec,b,ua,v,a,u,...

A tobbszér eléfordulé elemekbél csak az elsé eléfordulast megtartva

és a tobbit (esetiinkben a kék szintieket) kihagyva:

a,b,c,d,e,u,v,...

az A elemeit ismétlés nélkiili sorozatba rendeztiik. Ez a sorozat

végtelen, hiszen A is az. Legyen f: N — A az a leképezés, amely

tetszéleges n € N-hez a fenti sorozat n-edik tagjat rendeli;
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Np és a sorozatok

Tétel

Legyen A egy halmaz. |A| = X akkor és csak akkor, ha A
végtelen és sorozatba szedhets, azaz megadhaté egy, az N
elemeivel indexelt ai, ap, as, as, . .. sorozat, amely A
minden egyes elemét tartalmazza (esetleg tobbszor is).

A bizonyitas vazlata.

Tfh. A végtelen és sorozatba szedhet6, valahogy igy:
a,b,c,a,c,b,a,d ec,b,ua,v,a,u,...

A tobbszér eléfordulé elemekbél csak az elsé eléfordulast megtartva

és a tobbit (esetiinkben a kék szintieket) kihagyva:

a,b,c,d,e,u,v,...

az A elemeit ismétlés nélkiili sorozatba rendeztiik. Ez a sorozat

végtelen, hiszen A is az. Legyen f: N — A az a leképezés, amely

tetszéleges n € N-hez a fenti sorozat n-edik tagjat rendeli; ez

bijekcid, tehat |A| = |N| = Rg. Q.e.d. O
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|Z|

Feladat
|Z| =7
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|Z|

Feladat

|Z] =7

Megoldas

0,1, —-1,2, -2, 3, —3,4, —4, ... : ezzel sorozatba szedtiik, és

mivel végtelen halmaz, az el6z6 tétel szerint |Z| = No.
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3 irracionalis szam

Megjegyzés

Szamossagokkal konnyen bizonyihat6, hogy létezik irracionalis szam.
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3 irracionalis szam

Megjegyzés

Szamossagokkal konnyen bizonyihat6, hogy létezik irracionalis szam.

Bizonyitas.
Q C R. De nem egyenld a két halmaz, hiszen |Q| = Xy # R.
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3 irracionalis szam

Megjegyzés
Szamossagokkal konnyen bizonyihat6, hogy létezik irracionalis szam.

Bizonyitas.

Q C R. De nem egyenld a két halmaz, hiszen |Q| = Ng # R. Ezért
Q C R, tehat R\ Q nem iires, és éppen ezen halmaz elemeit
nevezziik irracionalis szamoknak. Ol
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3 irracionalis szam

Megjegyzés

Szamossagokkal konnyen bizonyihat6, hogy létezik irracionalis szam.

Bizonyitas.

Q C R. De nem egyenld a két halmaz, hiszen |Q| = Ng # R. Ezért
Q C R, tehat R\ Q nem iires, és éppen ezen halmaz elemeit
nevezziik irracionalis szamoknak. Ol

Szamossagokkal kapcsolatban a legtobb (itt eléforduld) feladat
megoldhaté a kovetkezd tétellel, amelynek egyes részeit mar
korabban is lattuk.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Szamossagaritmetika Alaptétele

© Legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen halmaz unidja is legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen.
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Szamossagaritmetika Alaptétele

© Legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen halmaz unidja is legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen.

@ Véges sok megszamlalhatéan végtelen halmaz
Descartes-szorzata is megszamlalhatéan végtelen.
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Szamossagaritmetika Alaptétele

© Legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen halmaz unidja is legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen.

@ Véges sok megszamlalhatéan végtelen halmaz
Descartes-szorzata is megszamlalhatéan végtelen.

© Barmely A és B halmazra |A| < |B| vagy |B| < |A|
(dichotomia), és ha mindketté teljesiil, akkor |A| = |B|
(antiszimmetria).
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Szamossagaritmetika Alaptétele

© Legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen halmaz unidja is legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen.

@ Véges sok megszamlalhatéan végtelen halmaz
Descartes-szorzata is megszamlalhatéan végtelen.

© Barmely A és B halmazra |A| < |B| vagy |B| < |A|
(dichotomia), és ha mindkettd teljesiil, akkor |A| = |B|
(antiszimmetria).

Q (Ez a szamossagaritmetika alaptétele.) Ha A és B halmazok és

legalabb az egyik végtelen, akkor
|[AUB| = |A x B| = max(|A|, |B]).
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Szamossagaritmetika Alaptétele

© Legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen halmaz unidja is legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen.

@ Véges sok megszamlalhatéan végtelen halmaz
Descartes-szorzata is megszamlalhatéan végtelen.

© Barmely A és B halmazra |A| < |B| vagy |B| < |A|
(dichotomia), és ha mindketté teljesiil, akkor |A| = |B|
(antiszimmetria).

Q (Ez a szamossagaritmetika alaptétele.) Ha A és B halmazok és

legalabb az egyik végtelen, akkor
|[AUB| = |A x B| = max(|A|, |B]).

Mig (3) és (4) bizonyitasa messze meghaladja a jelen kurzus
kereteit, (1)-et és (2)-t ahhoz hasonl6an bizonyithatnank, ahogy
azt igazoltuk, hogy |Q| = Np).
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Ail < No.

Ha |/| < Wg és Vi€ I-re |Ai] <Ny, akkor |

iel

Bizonyitas.

Mivel Ng a legkisebb végtelen szamossag, ezért | és az A;-k
mindegyike véges vagy megszamlalhatéan végtelen. Tegyiik fel,
hogy az A := [J;c; Ai unié végtelen, hiszen ellenkezé esetben nincs
mit igazolni. Korabbi tételiink szerint elég azt belatni, hogy A
(ismétlést megengedd) sorozatba szedhet8. Feltehets, hogy

| = {Ill./ I, 13, . . .}, tovabba

Ai1 = {811, ai2, di3, - - }
Ai2 = {321, azo, dz3s, . . }

A, = {a31,a32,a33,...},

azaz hogy a fellépé halmazok végtelen sorozatba vannak szedve
(természetesen ismétlést megengedve). Marmost a nyilak

mentén L]
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| Uies Ail < Ng, folytatas

Q

—>a a

7
/
/

a cee

1" 1

w

15/

1

R

re
7,
/
/

a3 d3s d3g °°
iﬂ Gy s g °°°
s ds3 sy dsg g oo

haladva A-t sorozatba tudjuk szedni. Ezzel (1)-et belattuk. Q.e.d
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Hany bitsorozat van?

Feladat

Hany véges hosszlisag bitsorozat van?
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Hany bitsorozat van?

Feladat
Hany véges hosszlisag bitsorozat van?

Megoldas
Adott i € Ny-ra az i-hosszisagu bitsorozatok B;-vel jeldlt halmaza
véges.
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Hany bitsorozat van?

Feladat
Hany véges hosszlisag bitsorozat van?

Megoldas

Adott i € Ny-ra az i-hosszisagu bitsorozatok B;-vel jeldlt halmaza
véges. (Mellesleg éppen |B;j| = 2', de ez a konkrét szam most nem
fontos.)
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Hany bitsorozat van?

Feladat
Hany véges hosszlisag bitsorozat van?

Megoldas

Adott i € Ny-ra az i-hosszisagu bitsorozatok B;-vel jeldlt halmaza
véges. (Mellesleg éppen |B;j| = 2', de ez a konkrét szam most nem
fontos.) Az &sszes bitsorozat halmaza B := J;cy, Bi-
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Hany bitsorozat van?
Feladat
Hany véges hosszlisag bitsorozat van?

Megoldas

Adott i € Ny-ra az i-hosszisagu bitsorozatok B;-vel jeldlt halmaza
véges. (Mellesleg éppen |B;| = 2/, de ez a konkrét szam most nem
fontos.) Az &sszes bitsorozat halmaza B := | J;.y, Bi- Minthogy
|Ng| = o, az alaptétel (1) pontja szerint |B| < Xo. De B nyilvan
végtelen,

\
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Hany bitsorozat van?

Feladat
Hany véges hosszlisag bitsorozat van?

Megoldas

Adott i € Ny-ra az i-hosszisagu bitsorozatok B;-vel jeldlt halmaza
véges. (Mellesleg éppen |B;| = 2/, de ez a konkrét szam most nem
fontos.) Az &sszes bitsorozat halmaza B := | J;.y, Bi- Minthogy
|Ng| = o, az alaptétel (1) pontja szerint |B| < Xo. De B nyilvan
végtelen, tovabba Ny a legkisebb végtelen szamossag, ezért

|B| = No.

A\
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Hany bitsorozat van?

Feladat
Hany véges hosszlisag bitsorozat van?

Megoldas

Adott i € Ny-ra az i-hosszisagu bitsorozatok B;-vel jeldlt halmaza
véges. (Mellesleg éppen |B;| = 2/, de ez a konkrét szam most nem
fontos.) Az &sszes bitsorozat halmaza B := | J;.y, Bi- Minthogy
|Ng| = o, az alaptétel (1) pontja szerint |B| < Xo. De B nyilvan
végtelen, tovabba Ny a legkisebb végtelen szamossag, ezért

|B| = No.

A\

Egy t € R szamot algebrai szamnak neveziink, ha van olyan
egész egyiitthatés polinom (azaz

f(x) = anx" 4+ ap_1x"" 1+ ... a1x! + ag ahol ag,a1,...,a, € Z és
ap # 0), amelynek t gyoke. Ha t € R nem algebrai, akkor
transzcendens; ilyen pl. az e és a 7 (de nehéz belatni, hogy

transzcendensek). Szamossagokkal konnyen kapjukghogy:
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Létezik transzcendens szam

Létezik transzcendens szam.
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Létezik transzcendens szam
Létezik transzcendens szam.

Egy n-edfokid polinomot az (a,, an—1,...,a0) € Z"
"egylitthatévektor” hataroz meg, de |Z| = Rg és a
Szamossagaritmetika Alaptétele miatt |Z"| = Ng. Tehat Xy sok
egészegyiitthatés polinom van. Mindegyik ilyen f esetén f
gyokeinek Gy halmaza véges, ezért (szintén a Szamossagaritmetika
Alaptétele miatt) ezen halmazok unidja is Rg szdmossaga. Mivel ez
az unié éppen az algebrai szamok halmaza és |R| # N, az algebrai
szamok halmaza # R. Tehat van nem algebrai, azaz transzcendens
szam. []

v

Ezzel bevaltottuk azon igéretiinket, hogy a szamossagok jok
valamire a véges vilagban

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Feladat szamossagokra

Melyek megszamlalhatéan végtelenek az alabbi halmazok koziil?

O U:={X: X CN és X az 6sszes primszamot tartalmazza};
Q@ V ={X:XCQ és X véges};

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 8szi félév, hétfénként 18-20



Feladat szamossagokra

Melyek megszamlalhatéan végtelenek az alabbi halmazok koziil?

O U:={X: X CN és X az 6sszes primszamot tartalmazza};
Q@ V :={X:XCQ és X véges};
@ W :={f|f:N— N sziirjektiv leképezés};
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Feladat szamossagokra

Melyek megszamlalhatéan végtelenek az alabbi halmazok koziil?

O U:={X: X CN és X az 6sszes primszamot tartalmazza};
Q@ V ={X:XCQ és X véges};

@ W :={f|f:N— N sziirjektiv leképezés};

QO M:={f|f:Q — N injektiv leképezés}?

Megoldas

@ Ha X € V esetén nagysag szerint felsoroljuk X elemeit, egy Sx
sorozatot, azaz QX! egy elemét kapjuk, ami
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Feladat szamossagokra

Melyek megszamlalhatéan végtelenek az alabbi halmazok koziil?

O U:={X: X CN és X az 6sszes primszamot tartalmazza};
Q@ V ={X:XCQ és X véges};

@ W :={f|f:N— N sziirjektiv leképezés};

QO M:={f|f:Q — N injektiv leképezés}?

Megoldas

@ Ha X € V esetén nagysag szerint felsoroljuk X elemeit, egy Sx
sorozatot, azaz QX! egy elemét kapjuk, ami a
Szamossagaritmetika Alaptétele miatt Ng szamossagu.
Ugyenezen tétel miatt |{J,cry, Q"] = No. Mivel az
f: V= Upen, Q" X = 3x is injektiv, |V| < Ng. De Ng a
legkisebb végtelen szamossag, tehat |V| > Rg. A dichotomia
miatt | V| = Rp.
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W :={f | f : N — N sziirjektiv leképezés} vajon Ny sz.-a?

Megoldas

© Jeldlje A a paros, B pedig a paratlan pozitiv egészek halmazat.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



W :={f | f : N — N sziirjektiv leképezés} vajon Ny sz.-a?

Megoldas

© Jeldlje A a paros, B pedig a paratlan pozitiv egészek halmazat.
Sorozatba szedhetsk = |A| = |B| = Rq. Ezért létezik egy
¢ : A — N bijekcié. Ha X C B, akkor a
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W :={f | f : N — N sziirjektiv leképezés} vajon Ny sz.-a?

Megoldas

© Jeldlje A a paros, B pedig a paratlan pozitiv egészek halmazat.
Sorozatba szedhetsk = |A| = |B| = Rq. Ezért létezik egy
¢ : A — N bijekcié. Ha X C B, akkor a

xp, haxeA
ex ' N=N  x—=¢lp, haxeX
20, haxeB\X
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W :={f | f : N — N sziirjektiv leképezés} vajon Ny sz.-a?

Megoldas

© Jeldlje A a paros, B pedig a paratlan pozitiv egészek halmazat.
Sorozatba szedhetsk = |A| = |B| = Rq. Ezért létezik egy
¢ : A — N bijekcié. Ha X C B, akkor a

xp, haxeA
ex ' N=N  x—=¢lp, haxeX

20, haxeB\X
egy W-beli leképezés. Mivel az f: P(B) — W, X — v¥x

leképezés injektiv, Rg = |B| < |P(B)| < |W/|, tehat W nem
megszamlalhatéan végtelen.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Komplex szamok: motivacié

Régi banatunk, hogy a negativ szamokbdl nem tudunk
négyzetgyokot vonni.
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Komplex szamok: motivacié

Régi banatunk, hogy a negativ szamokbél nem tudunk
négyzetgyokot vonni. Hasonld ,banatok” vezettek a szamfogalom
fejlédéséhez: N: nem lehetett osztani — bevezették a pozitiv
racionalis szamokat. Nem lehetett kivonni: — Q. Nem lehetett
mérni (pl. az egységnégyzet atlgjat): R. Ez mindig a
permanencia elv szerint tértént, pl. Q C R, és két racionalis
szamra a miiveleteket ugyanagy kell végrehajtani Q-ban, mint
R-ben. Hogy nem lehet egy miiveletet elvégezni, az pl. egyenletek
megoldasakor okozhat nehézséget: lehetséges, hogy a megoldas
(mint érték) a sziikebb szamkorben van, de a megoldasi folyamat
kivezet onnan. PI. attél, hogy menet kdzben tortek lepnek fel, a
végeredmény lehet természetes szam.
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Komplex szamok: definicié

R elemeit egy egyenes (a szamegyenes) pontjaival szemléltetjik. A
most bevezetendé komplex szamokat (ezek halmazat C jeldli) pedig
a sik (az an. komplex szamsik vagy mas néven Gauss-féle
szamsik pontjaival).

Definicié

A komplex szamok halmaza C = R x R.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Komplex szamok: definicié

R elemeit egy egyenes (a szamegyenes) pontjaival szemléltetjik. A
most bevezetendé komplex szamokat (ezek halmazat C jeldli) pedig
a sik (az an. komplex szamsik vagy mas néven Gauss-féle
szamsik pontjaival).

Definicié

A komplex szamok halmaza C = R x R. Allapodjunk meg abban,
hogy z = (a, b) € C helyett azt irjuk, hogy z = a + bi. Tehat az
a+ bi lényegében egy rendezett part jeldl, amelynek els6
komponense a z komplex szam an. valés része. Az i egyiitthatéja
a masodik komponens, amelyet a komplex szam képzetes részének
neveziink. Itt / egyelére csak egy szimbdlum, a képzetes egység.
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Kanonikus alak, komplex szamsik

Az a+ bi jeldlés a komplex szam kanonikus alakja. Mivel ez az
(a, b)-t jeldli, a koordinatasikon (amelyet mostantdl a komplex
szamsiknak neveziink) ez a komplex szam az (a, b) koordinatakkal

megadott pontnak felel meg.

=

3

g bi .. * a+bi
Z |

R Y |
£] ?

‘a
L
0 1 val6s tengely
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Kanonikus alak, komplex szamsik

Az a+ bi jeldlés a komplex szam kanonikus alakja. Mivel ez az
(a, b)-t jeldli, a koordinatasikon (amelyet mostantdl a komplex
szamsiknak neveziink) ez a komplex szam az (a, b) koordinatakkal

megadott pontnak felel meg.

=

3

g bi .. * a+bi
Z |

R Y |
£] ?

‘a
L
0 1 val6s tengely

Két komplex szam pontosan akkor egyenld, ha val6s és képzetes
részeik is megegyeznek, azaz a1 + b1i = a» + byi <= a; = ap és

by = by.
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Valés rész, képzetes rész

Az eddigi valds szamok éppen azok a komplex szamok, amelyek
képzetes része 0; ezek a valos tengelyen levé pontok.

=
2 1.,
g L * a+bi
8 |

R e !
g7 s

.d
@ @——>—
0 1 val6s tengely
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Valés rész, képzetes rész

Az eddigi valds szamok éppen azok a komplex szamok, amelyek
képzetes része 0; ezek a valos tengelyen levé pontok.

=

2 1.,
g L * a+bi
8 |

R e !
g7 s

.d
@ @——>—
0 1 val6s tengely

Ha egy komplex szam valds része 0, azaz ha a képzetes tengelyen
van, akkor tiszta képzetes szamnak nevezziik. Az i neve:

képzetes egység, vagy imaginarius egység.
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Valés rész, képzetes rész

Az eddigi valds szamok éppen azok a komplex szamok, amelyek
képzetes része 0; ezek a valos tengelyen levé pontok.

=

2 1.,
g L * a+bi
8 |

R e !
g7 s

.d
@ @——>—

0 1 val6s tengely

Ha egy komplex szam valds része 0, azaz ha a képzetes tengelyen
van, akkor tiszta képzetes szamnak nevezziik. Az i neve:
képzetes egység, vagy imaginarius egység.

Ahhoz hogy a komplex szamokkal szamolni tudjunk, nem elég a C
halmazt megadnunk, szamolasi szabalyok is kellenek!
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + b2i) =
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + boi) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + boi) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + bii)(a2 + boi) =
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + boi) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + b1i)(32 + bgi) = aja» +
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + boi) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + bli)(32 + bgi) = ajar +a1boi +
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + boi) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + bii)(a2 + b2i) = a1a2 + a1boi + axbri +
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + boi) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(al aF bli)(32 aF bgi) = ajay + aiboi + axbii + bi1b i?

-1
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + bai) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,
(a1 + bii)(a2 + boi) = aras + arboi + asb1i + b1b2\l'i,
1
= (a1a2 — b1b2) + (a1b2 + a2by)i.
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Szamolas kanonikus alaki komplex szamokkal

Definicié

Nagyon egyszer(: a kifejezésekkel valé szokasos szamolasi
szabalyokhoz (asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas)

még hozzavessziik azt, hogy . Tehat

(a1 + b1i) + (a2 + boi) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(al aF bli)(32 aF bgi) = ajay + aiboi + axbii + bi1b i?

1
= (a1a2 — b1b2) + (a1b2 + a2by)i.

A z = a+ bi komplex szam ellentettjén, mas néven konjugaltjan
a —z=—a+ (—b)i = —a— bi komplex szamot értjiik (ez az
origéra valé tiikrozdttje z-nek).
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A komplex szamok testet alkotnak

A komplex szamok a most definialt miiveletekkel testet alkotnak,
azaz érvényesek az alabbiak (testaxiomak):

A bizonyitasbdl csak a reciprok kiszamitasara koncentralunk;
feladatokban ez gyakran fellép és osztani is igy kell.
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A komplex szamok testet alkotnak

Tétel

A komplex szamok a most definialt miiveletekkel testet alkotnak,
azaz érvényesek az alabbiak (testaxiomak):

Az bsszeadds is és a szorzas is kommutativ (azaz barmely
zweCrez+w=w+z észw = wz).

A bizonyitasbdl csak a reciprok kiszamitasara koncentralunk;
feladatokban ez gyakran fellép és osztani is igy kell.
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A komplex szamok testet alkotnak

Tétel

A komplex szamok a most definialt miiveletekkel testet alkotnak,
azaz érvényesek az alabbiak (testaxiomak):

Az bsszeadds is és a szorzas is kommutativ (azaz barmely
zweCrez+w=w+z észw = wz).

Az bsszeadds is és a szorzas is asszociatativ, azaz barmely
zyuw € Cre (z+u)+w=2z+ (u+ w) és z(uw) = (zu)w.

A bizonyitasbdl csak a reciprok kiszamitasara koncentralunk;
feladatokban ez gyakran fellép és osztani is igy kell.
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A komplex szamok testet alkotnak

Tétel

A komplex szamok a most definialt miiveletekkel testet alkotnak,
azaz érvényesek az alabbiak (testaxiomak):

Az bsszeadds is és a szorzas is kommutativ (azaz barmely
zweCrez+w=w+z észw = wz).

Az bsszeadds is és a szorzas is asszociatativ, azaz barmely
zyuw € Cre (z+u)+w=2z+ (u+ w) és z(uw) = (zu)w.

A szorzas disztributiv az 6sszedisra nézve, azaz barmely
zyu,v€C-rez(u+v)=zu+zv és (u+ v)z = uz + vz.

A bizonyitasbdl csak a reciprok kiszamitasara koncentralunk;
feladatokban ez gyakran fellép és osztani is igy kell.
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A komplex szamok testet alkotnak

Tétel

A komplex szamok a most definialt miiveletekkel testet alkotnak,
azaz érvényesek az alabbiak (testaxiomak):

Az bsszeadds is és a szorzas is kommutativ (azaz barmely
zweCrez+w=w+z észw = wz).

Az bsszeadds is és a szorzas is asszociatativ, azaz barmely
zyuw € Cre (z+u)+w=2z+ (u+ w) és z(uw) = (zu)w.

A szorzas disztributiv az 6sszedisra nézve, azaz barmely
zyu,v€C-rez(u+v)=zu+zv és (u+ v)z = uz + vz.
0,1cC,0#1,éVzeCre0+z=21z=2z+(-2z)=0.

A bizonyitasbdl csak a reciprok kiszamitasara koncentralunk;
feladatokban ez gyakran fellép és osztani is igy kell.
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A komplex szamok testet alkotnak

Tétel

A komplex szamok a most definialt miiveletekkel testet alkotnak,
azaz érvényesek az alabbiak (testaxiomak):

Az bsszeadds is és a szorzas is kommutativ (azaz barmely
z,w€Crez+w=w+z és zw = wz).

Az bsszeadds is és a szorzas is asszociatativ, azaz barmely
zyuw € Cre (z+u)+w=2z+ (u+ w) és z(uw) = (zu)w.

A szorzas disztributiv az 6sszedisra nézve, azaz barmely
zyu,v€C-rez(u+v)=zu+zv és (u+ v)z = uz + vz.
0,1cC,0#1,éVzeCre0+z=21z=2z+(-2z)=0.
Béarmely z € C\ {0}-nak létezik reciproka, azaz olyan w € C,
amelyre zw = 1.

A bizonyitasbdl csak a reciprok kiszamitasara koncentralunk;
feladatokban ez gyakran fellép és osztani is igy kell.
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A reciprok kiszamitasa

Bizonyitas (csak azt igazoljuk, hogy nem-nullanak 3 reciproka).

Legyen z = a+ bi # 0. Ekkor (a, b) # (0,0), tehat az a, b valés
szamokra a 4 b? # 0 (hiszen > 0).
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A reciprok kiszamitasa

Bizonyitas (csak azt igazoljuk, hogy nem-nullanak 3 reciproka).
Legyen z = a+ bi # 0. Ekkor (a, b) # (0,0), tehat az a, b valés
szamokra a? + b? # 0 (hiszen > 0). Arra gondolva, hogy i is
négyzetgyok (ti. a —1 négyzetgydke), a nevezd szokasos
gyoktelenitésével

1 1
z a+ bi

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



A reciprok kiszamitasa

Bizonyitas (csak azt igazoljuk, hogy nem-nullanak 3 reciproka).
Legyen z = a+ bi # 0. Ekkor (a, b) # (0,0), tehat az a, b valés
szamokra a? + b? # 0 (hiszen > 0). Arra gondolva, hogy i is
négyzetgyok (ti. a —1 négyzetgydke), a nevezd szokasos
gyoktelenitésével

1 1 a— bi

z a+bi  (a+ bi)(a— bi)
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A reciprok kiszamitasa

Bizonyitas (csak azt igazoljuk, hogy nem-nullanak 3 reciproka).
Legyen z = a+ bi # 0. Ekkor (a, b) # (0,0), tehat az a, b valés
szamokra a? + b? # 0 (hiszen > 0). Arra gondolva, hogy i is
négyzetgyok (ti. a —1 négyzetgydke), a nevezd szokasos
gyoktelenitésével

1 1 a— bi a— bi

z a+bi  (a+bi(a—bi) 22— 32
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A reciprok kiszamitasa

Bizonyitas (csak azt igazoljuk, hogy nem-nullanak 3 reciproka).
Legyen z = a+ bi # 0. Ekkor (a, b) # (0,0), tehat az a, b valés
szamokra a? + b? # 0 (hiszen > 0). Arra gondolva, hogy i is
négyzetgyok (ti. a —1 négyzetgydke), a nevezd szokasos
gyoktelenitésével

1 1 a— bi a—bi
z  a+bi  (atbia—bi) 22—
_a—bi
P
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A reciprok kiszamitasa

Bizonyitas (csak azt igazoljuk, hogy nem-nullanak 3 reciproka).
Legyen z = a+ bi # 0. Ekkor (a, b) # (0,0), tehat az a, b valés
szamokra a? + b? # 0 (hiszen > 0). Arra gondolva, hogy i is
négyzetgyok (ti. a —1 négyzetgydke), a nevezd szokasos
gyoktelenitésével

1 1 a— bi a—bi
z  a+bi  (atbia—bi) 22—
a— bi a —b .
T2 2+ + a’ + b? =
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A reciprok kiszamitasa

Bizonyitas (csak azt igazoljuk, hogy nem-nullanak 3 reciproka).
Legyen z = a+ bi # 0. Ekkor (a, b) # (0,0), tehat az a, b valés
szamokra a? + b? # 0 (hiszen > 0). Arra gondolva, hogy i is
négyzetgyok (ti. a —1 négyzetgydke), a nevezd szokasos
gyoktelenitésével

11 a— bi _a—bi
z a+bi  (a+bi(a—bi) 22— 32
a—bi a P b )
= = = =l w,
a® + b a+b a4 b
és egyszer(i visszaszorzas mutatja, hogy zw = 1. Q.e.d. O
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A konjugalas és az abszolut érték tulajdonsagai

Egy A z = a+ bi komplex szam abszolit értékén az origétdl mért
szokasos tavolsagot értjiik, azaz

z| = Va2 + b2 = V/zz.
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A konjugalas és az abszolut érték tulajdonsagai

Egy A z = a+ bi komplex szam abszolit értékén az origétdl mért
szokasos tavolsagot értjiik, azaz

z| = Va2 + b2 = V/zz.

Legyen u,v,z € C, z # 0. Ekkor

ut+tv=u+v, uv=1uyv,
uv] = uf - |v],

[lu| = |v|| < |u+v| <|u|+|v|] (hdromszig-egyenldtlenség).
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A konjugalas és az abszolut érték tulajdonsagai

Egy A z = a+ bi komplex szam abszolit értékén az origétdl mért
szokasos tavolsagot értjiik, azaz

z| = Va2 + b2 = V/zz.

Tétel
Legyen u,v,z € C, z # 0. Ekkor

ut+tv=u+v, uv=1uyv,
luv| = lu] - |v], [1/z] =1/,
[lu| = |v|| < |u+v| <|u|+|v|] (hdromszig-egyenldtlenség).
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Egy feladat (osztas kanonikus alakban)

Feladat

_.2
H =7 (Adjuk meg kanonikus alakban.)
)
Megoldas
(2_,')2 _ 4—-4j—1 - 3—4i _
(1+i)?  1+3i+3°%+* 1+3i-3—i
3—-4i
—2+2i
—6—6i+8 —8 — 144 2i 7 I
2, 2 - R
22 1 D 8 4 4
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Egy feladat (osztas kanonikus alakban)

Feladat

pa— .2
H =7 (Adjuk meg kanonikus alakban.)
)
Megoldas
(2_,')2 _ 4—-4j—1 - 3—4i _
(1+i)  1+3i+3°%+i7 1+3i—3—|
3-4i (3-4i)(—2-2i) _
—2+42i  (=2+42)(-2-2i)
O h e Rt I A b T
2, 2 - R
22 1 o 8 4 4
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Trigonometrikus alak

=
g ------------------ » g+bi =z
% :
£ :
wd !
& -
) 0 1 val6s tengely

A z # 0 komplex szam argumentuma az a forgasszog, amelyet a
valés tengely pozitiv részével a helyvektora bezar. Az abran ¢. (Ezt
27 egész szamu tobbszordseinek erejéig meghatarozott.) Jeldlje r a
z abszolut értékét (azaz z hosszat). Mivel a = rcos ¢ és

b=rsiny, ezért PAENEA(CIICIESNESIRIY ;
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Trigonometrikus alak

z
g ------------------ » a+bi =z
% :
£ :
= !
"a—>
0 1 val6s tengely

A z # 0 komplex szam argumentuma az a forgasszog, amelyet a
valés tengely pozitiv részével a helyvektora bezar. Az abran ¢. (Ezt
27 egész szamu tobbszordseinek erejéig meghatarozott.) Jeldlje r a
z abszolut értékét (azaz z hosszat). Mivel a = rcos ¢ és

b =rsinyp, ezért Pl I’(COSL,Q + / sin L/Q) : ez a komplex

szam trigonometrikus alakja.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Trigonometrikus alak

=
g ------------------ » g+bi =z
% :
£ :
wd !
& -
) 0 1 val6s tengely

A z # 0 komplex szam argumentuma az a forgasszog, amelyet a
valés tengely pozitiv részével a helyvektora bezar. Az abran ¢. (Ezt
27 egész szamu tobbszordseinek erejéig meghatarozott.) Jeldlje r a
z abszolut értékét (azaz z hosszat). Mivel a = rcos ¢ és

b =rsinyp, ezért Pl I’(COSL,Q + / sin L/Q) : ez a komplex

szam trigonometrikus alakja. A 0-nak nincs trigonometrikus
alakjal
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Miveletek trigonometrikus alakban

Additiv miiveletekhez (+, —) a kanonikus alak idealis. Multiplikativ
miiveletekhez (-, /) viszont a trigonometrikus alak a jobb.

Tétel

Szorzaskor az abszolit értékek dsszeszorzédnak, az argumentumok
pedig bsszeadédnak.
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Miveletek trigonometrikus alakban

Additiv miiveletekhez (+, —) a kanonikus alak idealis. Multiplikativ
miiveletekhez (-, /) viszont a trigonometrikus alak a jobb.

Tétel

Szorzaskor az abszolit értékek dsszeszorzédnak, az argumentumok
pedig dsszeadédnak. Tehat (és tovabba), ha z = r(cos ¢ + i sinp)
és u = s(cost) + i sintp) nemnulla komplex szamok, akkor

Zu = rs(cos(go + ) + i sin(p + w)),

% = é(cos(gp — ) +isin(p—1)); gy

~ = (cos(—p) + i sin(~),

z = r(cos(—¢p) + i sin(—p)).
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Trigonometrikus alak (bizonyitas)

Csak az els6t bizonyitjuk, a tobbi onnan mar kovetkezik. Az
addicios tételeket kell hasznalnunk:

r(cos + i sing) - s(cost) + i sin))
= rs((cos ¢ cos ) — sin ¢ sin1) + i(cos p sin) + sin ¢ cos)))
= rs(cos(p + ©) + i sin(p + )).
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Trigonometrikus alak (bizonyitas)

Csak az els6t bizonyitjuk, a tobbi onnan mar kovetkezik. Az
addicios tételeket kell hasznalnunk:

r(cos + i sing) - s(cost) + i sin))
= rs((cos ¢ cos ) — sin ¢ sin) + i(cos p sin) + sin ¢ cos)))
= rs(cos(p + ©) + i sin(p + ¥)).
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Trigonometrikus alak (bizonyitas)

Csak az els6t bizonyitjuk, a tobbi onnan mar kovetkezik. Az
addicios tételeket kell hasznalnunk:

r(cos + i sing) - s(cost) + i sin))
= rs((cos ¢ cos ) — sin ¢ sin) + i(cos p sin) + sin ¢ cos)))
= rs(cos(p + ©) + i sin(p + ¥)).

|D

Koévetkezmény

(Moivre-képlet) Ha n nemnegativ egész szam és
z= r(cos @+ i sin gp) egy trigonometrikus alakban megadott
nemnulla komplex szam (tehat r és ¢ valés!), akkor

2" = r"(cos np + i sin nyp).
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Feladat a Moivre-képletre
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A feladat megoldasa

.3

_ 1
Legyensz—i—l 5

iV3/2 ' Z
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A feladat megoldasa

V3

Legyen z = % +i—5—. Irjuk &t trigonometrikus alakba! Anélkiil

reménytelen!

iV3/2 'z
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A feladat megoldasa

V3

Legyen z = % +i—5—. Irjuk &t trigonometrikus alakba! Anélkiil

reménytelen!

iV3/2 'z

¥,

‘)

0 1/2

1

Kdnnyen adédik, hogy r = |z| = 1. A nevezetes szdgek
szogfiiggvényeire (vagy a szabalyos haromszégre) gondolva:
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A feladat megoldasa

Megoldas
V3

Legyen z = % +i—5—. Irjuk &t trigonometrikus alakba! Anélkiil

reménytelen!

iV3/2 'z

¥,

‘)

0 1/2

1

Kdnnyen adédik, hogy r = |z| = 1. A nevezetes szdgek
szogfiiggvényeire (vagy a szabalyos haromszégre) gondolva:

o =m/3. Ezért z=1-(cosm/3 + i sin7/3), igy a Moivre-képlet
szerint 2600 = 1600 . (cos 2007 + i sin200/7) = cos0 + i sin0 = 1.
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Gyokvonas komplex szambdl

Adott z € C és n € N esetén az u"” = z egyenlet (ahol u € C az
ismeretlen) megoldasait a z komplex szam n-edik gySkeinek
nevezziik.
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Gyokvonas komplex szambdl

Adott z € C és n € N esetén az u"” = z egyenlet (ahol u € C az
ismeretlen) megoldasait a z komplex szam n-edik gySkeinek
nevezziik. Ebbél tobb is lehet, és mindegyiket /u jeldli (nincs
megallapodas arra nézve, hogy melyiket).
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Gyokvonas komplex szambdl

Adott z € C és n € N esetén az u"” = z egyenlet (ahol u € C az
ismeretlen) megoldasait a z komplex szam n-edik gySkeinek
nevezziik. Ebbél tobb is lehet, és mindegyiket /u jeldli (nincs
megallapodas arra nézve, hogy melyiket).

/0 =0, tehat a 0-nak csak egyetlen n-edik gyoke van. Mindjart
latni fogjuk, hogy nemcsak a —1-nek és a nemnegativ valés
szamokak van négyzetgydke!
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Gyokvonas komplex szambdl

Adott z € C és n € N esetén az u"” = z egyenlet (ahol u € C az
ismeretlen) megoldasait a z komplex szam n-edik gySkeinek
nevezziik. Ebbél tobb is lehet, és mindegyiket /u jeldli (nincs
megallapodas arra nézve, hogy melyiket).

/0 =0, tehat a 0-nak csak egyetlen n-edik gyoke van. Mindjart
latni fogjuk, hogy nemcsak a —1-nek és a nemnegativ valés
szamokak van négyzetgydke!

Tétel

Legyen n € N és 0 # z = r(cos ¢ + isiny) € C (trigonometrikus
alakban). Ekkor z-nek pontosan n darab kiilénb6z6 n-edik gycke
van C-ben, mégpedig az alabbiak:

f<W+W) k=01 . .n-1
n n
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.. 12k
costkﬂJr/smwTﬂ

Keressiik u = /z-t is trigonometrikus alakban:
u = s(cosp + i sine)).
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Keressiik u = /z-t is trigonometrikus alakban:
u = s(cost) + i sinyy). A Moivre-képlet szerint

r(cosp + ising) =z = u" = s"(cos n + i sin mp).
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Bizonyitas.
Keressiik u = /z-t is trigonometrikus alakban:
u = s(cost) + i sinyy). A Moivre-képlet szerint

r(cosp + ising) =z = u" = s"(cos n + i sin mp).

Az abszolat értékeket dsszehasonlitva: s = /r (ami most egy
pozitiv valés szamot jeldl!).
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Bizonyitas.

Keressiik u = /z-t is trigonometrikus alakban:
u = s(cost) + i sinyy). A Moivre-képlet szerint

r(cosp + ising) =z = u" = s"(cos n + i sin mp).

Az abszolat értékeket dsszehasonlitva: s = /r (ami most egy
pozitiv val6s szamot jeldl!). Az argumentumok egybevetésébdl:

np = , azaz
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Bizonyitas.

Keressiik u = /z-t is trigonometrikus alakban:
u = s(cost) + i sinyy). A Moivre-képlet szerint

r(cosp + ising) =z = u" = s"(cos n + i sin mp).

Az abszolat értékeket dsszehasonlitva: s = /r (ami most egy
pozitiv val6s szamot jeldl!). Az argumentumok egybevetésébdl:

m) = ¢ + 2k, azaz
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2k . . o2k
cosLn”Jr/smwT”

Bizonyitas.

Keressiik u = /z-t is trigonometrikus alakban:
u = s(cost) + i sinyy). A Moivre-képlet szerint

r(cosp + ising) =z = u" = s"(cos n + i sin mp).

Az abszolat értékeket dsszehasonlitva: s = /r (ami most egy
pozitiv val6s szamot jeldl!). Az argumentumok egybevetésébdl:

mp = @ + 2km, azazzp:ankW:%_i_ 2/r<17r,
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Bizonyitas.

Keressiik u = /z-t is trigonometrikus alakban:
u = s(cost) + i sinyy). A Moivre-képlet szerint

r(cosp + ising) =z = u" = s"(cos n + i sin mp).

Az abszolat értékeket dsszehasonlitva: s = /r (ami most egy
pozitiv val6s szamot jeldl!). Az argumentumok egybevetésébdl:

nwch+2k7r,azazzp:Ln2k7T:%+ 2/,(,7T,HGZ- Ez

azonban pontosan n kiilonb6z6 forgasszéget (argumentumot) ad:
k=0,1,....,n—1. Q.ed O
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Szabalyos n-szoget alkotnak

Megjegyzés: z n-edik gyokei egy szabalyos n-szoget alkotnak,
amelynek kozéppontja a 0 (origé).

A z =1+ 2i komplex 6tédik gyodkei: wp, ..., us:

z=1+2i =
V5 (cos¢ + i sing)
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n-edik komplex egységgyokok, primitiv egységgyokok

Tétel
Az n-edik egységgybkok éppen az

2 2
Ek:cos<k-:>+isin<k-:), k=0,1,...,n—1

komplex szamok. Ezek paronként kiilonbéznek (azaz pontosan n
darab van beléliik).

gk pozitiv egész kitevds hatvanyaiként akkor és csak akkor kapjuk
meg az Osszes n-edik egységgyokéot, ha k és n relativ prim.
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n-edik komplex egységgyokok, primitiv egységgyokok

Tétel
Az n-edik egységgybkok éppen az

2 2
Ek:cos<k-:>+isin<k-:), k=0,1,...,n—1

komplex szamok. Ezek paronként kiilonbéznek (azaz pontosan n
darab van beléliik).

gk pozitiv egész kitevds hatvanyaiként akkor és csak akkor kapjuk
meg az 6sszes n-edik egységgyckét, ha k és n relativ prim. Az ilyen
ex-kat primitiv n-edik egységgyokoknek nevezziik.
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Negyedik és hatodik egységgyokdk

A hatodik és a negyedik egységgyokok (a nevezetes szégek
szOgfliggvényeit ismerni kell hozza!)

12+iV32 8 12+iV3)2

12-iV32 12-iV3 2
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Negyedik és hatodik egységgyokdk

A hatodik és a negyedik egységgyokok (a nevezetes szégek
szOgfliggvényeit ismerni kell hozza!)

12+iV32 8 12+iV3)2

-1 0 1

12-iV32 12-iV3 2

Az egységgyokok fontossagara vilagit ra az alabbi tétel.
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Miért fontosak az egységgyokok?

Tétel
Legyen z # 0 komplex szam. Ekkor z n-edik gyckeit agy kapjuk,

hogy egy tetszdlegesen rogzitett n-edik gybkét rendre megszorozzuk
az Osszes n-edig egységgyokkel.
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Miért fontosak az egységgyokok?

Tétel

Legyen z # 0 komplex szam. Ekkor z n-edik gyckeit agy kapjuk,
hogy egy tetszdlegesen rogzitett n-edik gybkét rendre megszorozzuk
az Osszes n-edig egységgyokkel.

Azaz, ha u" = z # 0, akkor z n-edik gydkei éppen az equ, 10, . . .,
en—1u (paronként kiilénb6z6) komplex szamok.
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Miért fontosak az egységgyokok?

Tétel
Legyen z # 0 komplex szam. Ekkor z n-edik gyckeit agy kapjuk,

hogy egy tetszdlegesen rogzitett n-edik gybkét rendre megszorozzuk
az Osszes n-edig egységgyokkel.

Azaz, ha u" = z # 0, akkor z n-edik gydkei éppen az equ, 10, . . .,
en—1u (paronként kiilénb6z6) komplex szamok.

Masként fogalmazva: ha ismerjiik az \/z egyik értékét, akkor azt
(27 /n egész szami tobbszéréseivel elforgatva) a tobbi értékét is

megkapjuk.

Feladat

6

—27 =7 (a komplex szamok testében)
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/=27 =7
Megoldas (v := /—27 =7 )

|z| = | — 27| = 27, ezért |u| = /3. Mivel z argumentuma 7, ezért
az egyik 6-odik gydknek (azaz up-nak) az argumentuma 7 /6. Igy

up = V3 (cosm/6 + i sinm/6) = V/3(/3/2+i/2) = 3/2+i/3/2.

Lin
32+iV32 T T 324 VB 2

of 1

] I

32 iVE e | VAR
A &S
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/=27 =7
Megoldas (v := /—27 =7 )

|z| = | — 27| = 27, ezért |u| = /3. Mivel z argumentuma 7, ezért
az egyik 6-odik gydknek (azaz up-nak) az argumentuma 7 /6. Igy
up = V3 (cosm/6 + i sinm/6) = V/3(/3/2+i/2) = 3/2+i/3/2.
A folyatatas tobbféle lehet: wp-at beszorozzuk a hatodik
egységgyokokkel, alkalmazzuk az /' -re vonatkozé tételt vagy az
abra szimmetriait: Tehat /—27 értékei az alabbiak:

Lin
32+iV32 T T 324 VB 2

ao——»
o 1

'S e
320V e | 320 VB2
i3
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Hatodik egységgyokak

Feladat
Adjuk meg a hatodik primitiv egységgyokoket kanonikus alakban!

Megoldas

12+iV324; 12+iV32

-1 0 1

12-iV32 12-iV3 12
1 ,.43 1 ﬁ

51:74—/ ) é555:7—1 )
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Hatodik egységgyokak

Feladat
Adjuk meg a hatodik primitiv egységgyokoket kanonikus alakban!

Megoldas

12+iV324; 12+iV32

-1 0 1

12-iV32 12-iV3 12
1 ,.43 1 ﬁ

51:74—/ ) é555:7—1 )
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Egy geometriai alkalmazas

Mutassuk meg, hogy ha egy haromszdg oldalaira (kifelé) szabalyos
haromszdgeket iruk, akkor ezen szabalyos haromszdgek
kozéppontjai egy Gjabb szabalyos haromszoget alkotnak!
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Egy geometriai alkalmazas

Mutassuk meg, hogy ha egy haromszdg oldalaira (kifelé) szabalyos
haromszdgeket iruk, akkor ezen szabalyos haromszdgek
kozéppontjai egy Gjabb szabalyos haromszoget alkotnak!

Megoldas

|

A lényeg: legyenen € = &1 = cos Tﬁ + i sin ZTW = % +i @

(hatodik egységgyokok). Ekkor egy komplex szamot az origé koriil
60 fokkal pozitiv iranyban elforgatni annyit tesz, mint e-nal
szoroznil Hasonl6an, a 90 fokos forgatas i-vel vagy —i-vel valé
szorzas, a forgatas iranyatél fliggéen.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Egy geometriai alkalmazas/ folytatas

A csucsai: 0, 2u és 2v. Forgatasok és v/3/2-vel valé nyajtas utan
kapjuk, hogy p =2u+ (v — u) + % (=iv3(v — u)).

Hasonléan (s6t, konnyebben) tudjuk g-t és r-et kifejezni u és v
kifejezéseként. Ezt kdvetSen csak azt kell belatni, hogy
e(p—r)=q—r, azazhogy e(p—r) — g+ r =0. A kapott
kifejezéseket ide beirva (némi szamolas utan) minden kiesik. Q.e.d
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Egy geometriai alkalmazas/ folytatas

A csucsai: 0, 2u és 2v. Forgatasok és v/3/2-vel valé nyajtas utan
kapjuk, hogy p =2u+ (v — u) + % (=iv3(v — u)).

Hasonléan (s6t, konnyebben) tudjuk g-t és r-et kifejezni u és v
kifejezéseként. Ezt kdvetSen csak azt kell belatni, hogy
e(p—r)=q—r, azazhogy e(p—r) — g+ r =0. A kapott
kifejezéseket ide beirva (némi szamolas utan) minden kiesik. Q.e.d
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Négyzetgyok; (a) /—7 — 24i =7, (b) v/—7 — 24/ =7

Megoldas

A trigonometrikus alakot csak kozelitéleg tudnank felirni (most nem
nevezetes szOg az argumentum); négyzet-, és altalaban
2-hatvany-gyok kiszamitasara van mas mdédszer.
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Négyzetgyok; (a) /—7 — 24i =7, (b) v/—7 — 24/ =7

Megoldas

A trigonometrikus alakot csak kozelitéleg tudnank felirni (most nem
nevezetes szOg az argumentum); négyzet-, és altalaban
2-hatvany-gyok kiszamitasara van mas médszer. El6bb
négyzetgyokot vonunk; annak eredményébél tjabb négyzetgyokot
vonva egy negyedik gyokot kapunk. Keressiik x + yi := /—7 — 24
-t (ahol x,y € R) kanonikus alakban!

Ekkor —7 — 24i = (x + yi)? = (x? — y?) + 2xyi.
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Négyzetgyok; (a) /—7 — 24i =7, (b) v/—7 — 24/ =7

Megoldas

A trigonometrikus alakot csak kozelitéleg tudnank felirni (most nem
nevezetes szOg az argumentum); négyzet-, és altalaban
2-hatvany-gyok kiszamitasara van mas médszer. El6bb
négyzetgyokot vonunk; annak eredményébél tjabb négyzetgyokot
vonva egy negyedik gyokot kapunk. Keressiik x + yi := /—7 — 24
-t (ahol x,y € R) kanonikus alakban!

Ekkor —7 — 24i = (x + yi)? = (x® — y2) + 2xyi. Mivel x, y valés, a
jobboldalon a valés rész x> — y?, a képzetes rész pedig 2xy. Ezért
(a valds és képzetes részek Gsszehasonlitasabdl) az alabbi
egyenletrendszer adédik az x, y valds ismeretlenekre:

X2y =7
2xy = —24.
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Négyzetgyokvonas (folytatas

Megoldas

Az {x? —y? = —7, 2xy = —24} egyenletrendszert a szokott
médon meg tudjuk oldani.
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Négyzetgyokvonas (folytatas

Megoldas

Az {x? —y? = —7, 2xy = —24} egyenletrendszert a szokott
moédon meg tudjuk oldani. A masodik egyenletbdl x # 0, ezért

y = —12/x, ezt az elsébe helyettesitve x> — (—12/x)? = 7.
Beszorozva . ... Eredmény: négyzetgyok = +(—3 + 4/), negyedik
gyok: (14 2i), £(—2+ ).
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Négyzetgyokvonas (folytatas

Megoldas

Az {x? —y? = —7, 2xy = —24} egyenletrendszert a szokott
moédon meg tudjuk oldani. A masodik egyenletbdl x # 0, ezért

y = —12/x, ezt az elsébe helyettesitve x> — (—12/x)? = 7.
Beszorozva . ... Eredmény: négyzetgyok = +(—3 + 4/), negyedik
gydk: (1 + 2i), £(—2+ ).

Megjegyzés

Negyedik gyokot (nemnulla komplex szambdl) agy vonunk, hogy
kétszer egymas utan négyzetgyokdt vonunk. Az elss
négyzetgyokvonasnak két értéke van, de elegendd csak az egyikbdl
ajabb négyzetgyokdt vonnunk és annak is csak az egyik értékét
meghataroznunk, hiszen amit kapunk, azt a negyedik
egységgyokokkel beszorozva adédik mind a négy negyedik gyok. (A
negyedik egységgyokok: 1, i, —1, —i; és ezekkel igen kdnnyii
szorozni.)
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Gyird fogalma

Gyiiriin kb. ugyanazt értjiik, mint testen, de nem koveteljiik meg,
hogy a nemnulla elemeknek legyen reciproka.

Definici6
Egy (R; +, ) struktarat (azaz az egyenl8ségjelbsl, mint kétvaltozoés
predikatumjelbdl, tovabba a + és - kétvaltozos fiiggvényjelbsl allo

sy o

elsérendd nyelv interpretalasat) gyiriinek nevezziik, ha
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Gyird fogalma

Gyiiriin kb. ugyanazt értjiik, mint testen, de nem koveteljiik meg,
hogy a nemnulla elemeknek legyen reciproka.

Definici6
Egy (R; +, ) struktarat (azaz az egyenl8ségjelbsl, mint kétvaltozoés
predikatumjelbdl, tovabba a + és - kétvaltozos fiiggvényjelbsl allo

sy o

elsérendd nyelv interpretalasat) gyiriinek nevezziik, ha

@ az Osszeadas kommutativ és
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Gyird fogalma

Gyiiriin kb. ugyanazt értjiik, mint testen, de nem koveteljiik meg,
hogy a nemnulla elemeknek legyen reciproka.

Definici6
Egy (R; +, ) struktarat (azaz az egyenl8ségjelbsl, mint kétvaltozoés
predikatumjelbdl, tovabba a + és - kétvaltozos fiiggvényjelbsl allo

sy o

elsérendd nyelv interpretalasat) gyiriinek nevezziik, ha

@ az osszeadas kommutativ és asszociativ,
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Gyird fogalma

Gyiiriin kb. ugyanazt értjiik, mint testen, de nem koveteljiik meg,
hogy a nemnulla elemeknek legyen reciproka.

Definici6
Egy (R; +, ) struktarat (azaz az egyenl8ségjelbsl, mint kétvaltozoés
predikatumjelbdl, tovabba a + és - kétvaltozos fiiggvényjelbsl allo

sy o

elsérendd nyelv interpretalasat) gyiriinek nevezziik, ha

@ az osszeadas kommutativ és asszociativ,

@ van egy 0 € R elem és minden a € R-re egy —a elem agy,
hogy 0 +a=aésa+(—a)=0;

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Gyird fogalma

Gyiiriin kb. ugyanazt értjiik, mint testen, de nem koveteljiik meg,
hogy a nemnulla elemeknek legyen reciproka.

Definici6
Egy (R; +, ) struktarat (azaz az egyenl8ségjelbsl, mint kétvaltozoés
predikatumjelbdl, tovabba a + és - kétvaltozos fiiggvényjelbsl allo

sy o

elsérendd nyelv interpretalasat) gyiriinek nevezziik, ha

@ az osszeadas kommutativ és asszociativ,

@ van egy 0 € R elem és minden a € R-re egy —a elem agy,
hogy 0 +a=aésa+(—a)=0;

@ a szorzas asszociativ;
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Gyird fogalma

Gyiiriin kb. ugyanazt értjiik, mint testen, de nem koveteljiik meg,
hogy a nemnulla elemeknek legyen reciproka.

Definici6

Egy (R; +, ) struktarat (azaz az egyenl8ségjelbsl, mint kétvaltozoés
predikatumjelbdl, tovabba a + és - kétvaltozos fiiggvényjelbsl allo

sy o

elsérendd nyelv interpretalasat) gyiriinek nevezziik, ha

@ az osszeadas kommutativ és asszociativ,

@ van egy 0 € R elem és minden a € R-re egy —a elem agy,
hogy 0 +a=aésa+(—a)=0;

@ a szorzas asszociativ;

@ a szorzas disztributiv az dsszedasra nézve, azaz barmely
z,u,w € Rre z(u+v)=zu+zv és (u+ v)z = uz + vz.
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Példak gyiiriikre

Példa (Példak gyiiriikre)

Minden test gyird, tehat pl. Q, R, C is gyiirdi.
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Példak gyiiriikre

Példa (Példak gyiiriikre)

Minden test gyiirdi, tehat pl. Q, R, C is gy(ird. Gyiirii tovabba Z
(az egész szamok gyiiriije). qpp Tetsz6leges A halmazra az A
hatvanyhalmaza is gyiirii, ha 6sszegen a szimmetrikus differenciat,
szorzaton a metszetet, nullan az ireshalmazt értjiilk. Hamarosan
tovabbi példak is lesznek.
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o

o Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriirdl
beszéliink.
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o

o Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o

o Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o ”I

@ Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriiré
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.

e Egy gyliriit integritastartomanynak neveziink, ha
kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o ”I

@ Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriiré
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.

e Egy gyliriit integritastartomanynak neveziink, ha
kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.

Példaink koziil a testek integritastartomanyok. Z
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o ”I

@ Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriiré
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.

e Egy gyliriit integritastartomanynak neveziink, ha
kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.

Példaink koziil a testek integritastartomanyok. Z is
integritastartomany.
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o

o Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.

e Egy gyliriit integritastartomanynak neveziink, ha
kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.

Példaink koziil a testek integritastartomanyok. Z is
integritastartomany. De |A| > 2 esetén P(A) nem
integritastartomany:

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o

o Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.

e Egy gyliriit integritastartomanynak neveziink, ha
kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.

Példaink koziil a testek integritastartomanyok. Z is
integritastartomany. De |A| > 2 esetén P(A) nem
integritastartomany: egységelemes (A az egységeleme),
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

sy o

o Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.

e Egy gyliriit integritastartomanynak neveziink, ha
kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.

Példaink koziil a testek integritastartomanyok. Z is
integritastartomany. De |A| > 2 esetén P(A) nem
integritastartomany: egységelemes (A az egységeleme),
kommutativ,
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Néhany gyiriitulajdonsag

Definition (Egy R gyiirti néhany lehetséges tulajdonsaga)

o Ha a szorzis kommutativ, akkor kommutativ gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha van olyan, rendszerint 1-gyel jel6lt elem R-ben, hogy
barmely a € R-re 1a = al = a, akkor egységelemes gyiiriirdl
beszéliink.

@ Ha barmely a, b € R esetén ab = 0-bdl 0 € {a, b} kovetkezik,
akkor zérusosztémentes gyiiriirGl beszéliink.

e Egy gyliriit integritastartomanynak neveziink, ha
kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.

Példaink koziil a testek integritastartomanyok. Z is
integritastartomany. De |A| > 2 esetén P(A) nem
integritastartomany: egységelemes (A az egységeleme),
kommutativ, de nem zérusosztémentes (hiszen két nemiires
diszjunkt részhalmaz metszete az iireshalmaz).
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Oszthatdsag

Az integritastartomanyok jelentik azt a természetes kdzeget, ahol
oszathatoésagi kérdésekrsl érdemes beszélni.
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Oszthatdsag

Az integritastartomanyok jelentik azt a természetes kdzeget, ahol
oszathatoésagi kérdésekrsl érdemes beszélni.

Definici6 (Oszthatésag)

Legyen a, b € R, ahol R integritastartomany. Akkor mondjuk, hogy
a osztja b-t R-ben, ha van olyan ¢ € R, hogy ac = b. Ezt a tényt
a | b jeldli.

| \

Megjegyzés

Az a | b-nek (és az oszthatésagnak) csak akkor van értelme, ha mar
megmondtuk, hogy melyik integritastartomanyban vagyunk! Pl. a 3
nem osztja az 5-6t a Z-ben, de osztja a Q-ban.
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Polinom fogalma

Definicié

Ha D egy integritastartomany, akkor D fol6tti polinomon egy

apx" + ap_1x"1

+ -+ a1x + ao (*)
alaka Gsszeget értiink, ahol ag, a1, ..., a, € D (ezeket a polinom
egylitthatéinak nevezik), x egy hatarozatlant jeldl, és vagy a, # 0,
vagy az lires Gsszegrél van sz6 (amikor n =0 = ap; ez a
nullapolinom) Ha a, # 0 (azaz, a 0-val jel6lt nullapolinom
kivételével minden esetben), akkor n-t a polinom fokszamanak
nevezziik; a nullapolinomnak nem tulajdonitunk fokszamot. Két
polinomot akkor tekintiink egyenlének, ha fokszamuk azonos és az
egyes x-hatvanyok egyiitthatéi is megegyeznek.

Egyes forrasok a nullapolinomnak is tulajdonitanak fokszamot, a
—o00 -t (minusz végtelent).
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Polinom fogalma

Definicié

Ha D egy integritastartomany, akkor D fol6tti polinomon egy

apx" + ap_1x"1

+ -+ a1x + ao (*)
alaka Gsszeget értiink, ahol ag, a1, ..., a, € D (ezeket a polinom
egylitthatéinak nevezik), x egy hatarozatlant jeldl, és vagy a, # 0,
vagy az lires Gsszegrél van sz6 (amikor n =0 = ap; ez a
nullapolinom) Ha a, # 0 (azaz, a 0-val jel6lt nullapolinom
kivételével minden esetben), akkor n-t a polinom fokszamanak
nevezziik; a nullapolinomnak nem tulajdonitunk fokszamot. Két
polinomot akkor tekintiink egyenlének, ha fokszamuk azonos és az
egyes x-hatvanyok egyiitthatéi is megegyeznek.

Egyes forrasok a nullapolinomnak is tulajdonitanak fokszamot, a
—o00 -t (minusz végtelent).
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Fépolinom

Ha még precizebben akarnank fogalmazni, akkor azt mondanank,
hogy egy nemnulla polinom nem mas, mint egy
(an,an-1,---,30) € D"\ {0,0,..., 0}, tovabba a 0.

Megjegyzés

Megallapodas szerint az 1 egyiitthatét nem irjuk ki, és a
0-egyiitthatés tagokat elhagyjuk a felirasban. Az a, neve:
féegyiitthats; ha ez 1, akkor fépolinomrél beszéliink.
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Fépolinom

Ha még precizebben akarnank fogalmazni, akkor azt mondanank,
hogy egy nemnulla polinom nem mas, mint egy
(an,an-1,---,30) € D"\ {0,0,..., 0}, tovabba a 0.

Megjegyzés

Megallapodas szerint az 1 egyiitthatét nem irjuk ki, és a
0-egyiitthatés tagokat elhagyjuk a felirasban. Az a, neve:
féegyiitthats; ha ez 1, akkor fépolinomrdl beszéliink. Példaul az
f=7Ff(x)=x3+2x+1ésag=2x2—3x+ 4 polinomok az egész
szamok gyiiriije felett (és egyattal pl. Q vagy C felett is). f egy
harmadfoka fépolinom. g masodfoki (de nem fépolinom).

Az analizisben (kalkulusban) a polinom fiiggvény (azaz leképezés),
amelyet abrazolnak, differencialnak, integralnak, stb. A mi
szamunkra azonban a polinom NEM fiiggvény, nem leképezés,
hanem formalis jelsorozat. Mi x-et nem valtozénak, hanem
hatarozatlannak nevezziik. (x helyett mast is hasznalhatnank.)
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk:
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen
f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és

fg = 2x°

azaz fg = 2x> + 3x* . (Tehat mint tobb tagok tobb
taggal szorozzuk a két polinomot, majd amiket dssze lehet vonni,
azokat Gsszevonjuk.)
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és

fg = 2x°+3x*

azaz fg = 2x> + 3x* . (Tehat mint tobb tagok tobb
taggal szorozzuk a két polinomot, majd amiket dssze lehet vonni,
azokat Gsszevonjuk.)
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és

fg = 2x° +3x* +(—4+2-2)x°

azaz fg = 2x> + 3x* . (Tehat mint tobb tagok tobb
taggal szorozzuk a két polinomot, majd amiket dssze lehet vonni,
azokat Gsszevonjuk.)
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és

fg = 2x°+3x* +(—4+2-2)x> +(2:3-3-2)x

azaz fg = 2x> + 3x* . (Tehat mint tobb tagok tobb
taggal szorozzuk a két polinomot, majd amiket dssze lehet vonni,
azokat Gsszevonjuk.)
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és

fg = 2x° +3x* +(—44+2-2)x3+(2:3-3-2)x* +(—3-3-2-4)x

azaz fg = 2x> + 3x* . (Tehat mint tobb tagok tobb
taggal szorozzuk a két polinomot, majd amiket dssze lehet vonni,
azokat Gsszevonjuk.)
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és

fg = 2x°4+3x* +(—442-2)x34+(2:3-3-2)x* +(—3-3—-2-4)x + 12,

azaz fg = 2x> + 3x* . (Tehat mint tobb tagok tobb
taggal szorozzuk a két polinomot, majd amiket dssze lehet vonni,
azokat Gsszevonjuk.)
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Polinomok Osszege és szorzata

Ertelemszertien definialhaté két polinom &sszege és szorzata; a
formalis definicié helyett ezt egy példan illusztraljuk: legyen

f =x342x—3, g =2x% + 3x — 4. Ekkor
f+g=x3+2x>45x—7és

fg = 2x°4+3x* +(—442-2)x34+(2:3-3-2)x* +(—3-3—-2-4)x + 12,

azaz fg = 2x° + 3x* — 17x + 12. (Tehat mint t3bb tagok tdbb
taggal szorozzuk a két polinomot, majd amiket dssze lehet vonni,
azokat Gsszevonjuk.)
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A DI[x] polinomgydiri is integritastartomany

Definicié
Jeldlje D[x] a D integritastartomany feletti polinomok halmazat,

amelyen a fent definialt + és - miiveleteket tekintjiik (azaz a
(D[x]; +, -) struktarat tekintjiik). D[x] a D feletti

(egyhatarozatlana) polinomgyiiriinek nevezziik.

Ha D integritastartomany, akkor D[x] is az.

Megjegyzés

Ertelemszeriin definialhatnank az n-hatarozatlana D feletti
polinomok D[xi, ..., x,] gyiirijét — a hatarozatlanokat persze
mashogy is jeldlhetjiik. Pl. xy® —3x% +y —1 € D[x, y]. A fenti
tétel ekkor is érvényben marad:
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A DI[x] polinomgydiri is integritastartomany

Definicié

Jeldlje D[x] a D integritastartomany feletti polinomok halmazat,
amelyen a fent definialt + és - miiveleteket tekintjiik (azaz a
(D[x]; +, -) struktarat tekintjiik). D[x] a D feletti

(egyhatarozatlana) polinomgyiiriinek nevezziik.

Ha D integritastartomany, akkor D[x] is az.

Megjegyzés

Ertelemszeriin definialhatnank az n-hatarozatlana D feletti
polinomok D[xi, ..., x,] gyiirijét — a hatarozatlanokat persze
mashogy is jeldlhetjiik. Pl. xy® —3x% +y —1 € D[x, y]. A fenti
tétel ekkor is érvényben marad: Ha D integritastartomany, akkor
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Maradékos osztas

N-ben j6l ismert a maradékos osztas, pl. 20-ban a 7 megvan 2-szer
és marad a 6; ezt igy szokas felirni: 20 =7 -2+ 6. Itt 20 az
osztandé, 7 az osztd, 2 a hanyados és 6 a maradék. Ezt
altalanositja az alabbi tétel.
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Maradékos osztas

N-ben j6l ismert a maradékos osztas, pl. 20-ban a 7 megvan 2-szer
és marad a 6; ezt igy szokas felirni: 20 =7 -2+ 6. Itt 20 az
osztandé, 7 az osztd, 2 a hanyados és 6 a maradék. Ezt
altalanositja az alabbi tétel.

Ha T test, akkor barmely f,g € T|[x| esetén ha g # 0, akkor
létezik olyan q,r € T|[x], hogy

f=gq+r és r foka < g foka.
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Maradékos osztas

N-ben j6l ismert a maradékos osztas, pl. 20-ban a 7 megvan 2-szer
és marad a 6; ezt igy szokas felirni: 20 =7 -2+ 6. Itt 20 az
osztandé, 7 az osztd, 2 a hanyados és 6 a maradék. Ezt
altalanositja az alabbi tétel.

Ha T test, akkor barmely f,g € T|[x| esetén ha g # 0, akkor
létezik olyan q,r € T|[x], hogy

f=gq+r és r foka < g foka.

A tételbeli f, g, g, r neve rendre osztando, osztd, hanyados és
maradék. A g hanyados és az r maradék megkeresését maradékos
osztanak nevezziik.
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Maradékos osztas/2

A teljes indukciés bizonyitas helyett ismerkedjiink meg a
polinomosztas algoritmusaval. (Az mar szinte csak technikai kérdés,
hogyan lenne az algoritmusbdl bizonyitas.)

El6szor két egész szamot osztunk el maradékosan (agy, ahogy egy
kezds, aki a hanyados friss szamjegyével visszaszoroz és le is irja a
szorzatot, majd utana vonja ki). Legyen a feladatunk 2467 : 11 .
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Maradékos osztas/2

A teljes indukciés bizonyitas helyett ismerkedjiink meg a
polinomosztas algoritmusaval. (Az mar szinte csak technikai kérdés,
hogyan lenne az algoritmusbdl bizonyitas.)

El6szor két egész szamot osztunk el maradékosan (agy, ahogy egy
kezds, aki a hanyados friss szamjegyével visszaszoroz és le is irja a
szorzatot, majd utana vonja ki). Legyen a feladatunk 2467 : 11 .
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2467 : 11
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2467 : 11
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2467 : 11
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2467 : 11

2> a 6 7 e 1 1 =2
-2 2
2>
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2467 : 11

2 4 6 7 e 1 1 =2 2
-2 2
2 6
-2 2
4 7
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2467 : 11; ezzel kész; 224 a hanyados, 3 a maradék

2> a 6 7 e 1 1 =2 2 a
-2 2
2> 6
-2 2>
4 7
- 4a 4
3
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2467 : 11; ezzel kész; 224 a hanyados, 3 a maradék

Most irjuk le az el6z8 szamolast agy is, hogy figyelembe vessziik,
hogy mit jelent a tizes szamrendszer.
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(2-10°+4-10°+6-10+7):(1-10+1)

(2-103+ 4- 102+ 610+ 7): (1-10 + 1) =
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(2-10°+4-10°+6-10+7):(1-10+1)

(2:103+ 4- 102+ 6-10+ 7): (1-10 + 1) = 2-102

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



(2-10°+4-10°+6-10+7):(1-10+1)

(2:103+ 4- 102+ 6-10+ 7): (1-10 + 1) = 2-102
2103+ 2. 102
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(2-10°+4-10°+6-10+7):(1-10+1)

(2:103+ 4- 102+ 6-10+ 7): (1-10 + 1) = 2-102
-(2103+2-102)
2:102+ 610+ 7
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(2-10°+4-10°+6-10+7):(1-10+1)

(2410°+ 4- 102+ 610+ 7): (110 + 1) = 2:10%+2-10
-(2103+2-102)
2:102+ 610+ 7
-(2-102+ 2-10)

4-10+ 7
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Ezzel kész; -10% + 2 - 10* + 4 a hanyados, 3 a maradék

(2:10%+ 4- 102+ 610+ 7): (1:10 + 1) = 2-102+2-10 + 4
-(2103+2-102)
2:102+ 610+ 7
-(2-102+ 2-10)

4-10+ 7
-(4-10+4)
3
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Most pedig 10 helyett irjunk x-et!

Most pedig a 10 helyett irjunk x-et:
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2 +4-x3+6-x+7):(x+1)

(2 x+a4-x2+6-x+7):(1-x+1) = 2 -x2

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



2 +4-x3+6-x+7):(x+1)

(2 x+a4-x2+6-x+7):(1-x+1) = 2 -x2

(2-x+2-x2)
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2 +4-x3+6-x+7):(x+1)

(2 x+a4-x2+6-x+7):(1-x+1) = 2 -x2

(2 xx+2-x2)

2 - x2+6-x+ 7
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2 +4-x3+6-x+7):(x+1)

(2‘x3+4‘x2+6‘x+ 7):(1-x+1) = 2. x2+2-x
(22 x2)
2-x2+6~x+7

(2 x2+2-x)

4 .-x+7
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Ezzel kész; -x*> + 2 - x! + 4 a hanyados, 3 a maradék

(2‘x3+4‘x2+6‘x+ 7):(1-x+1) = 2. x2+2.x+4
(22 x2)
2-x2+6~x+7

(2 x2+2-x)

4 .-x+7
-(4-x+4)
3
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Polinomosztas

Bar nem minden egész szam esetén megy ennyire parhuzamosan a
szamok és polinomok osztasa, a most tekintett példa tiikrozi az
altalanossagat: igy kell polinomot polinommal osztani.

Megjegyzés

Amikor polinomot osztunk polinommal, a 0 egyiitthatés
x-hatvanyokat is ki kell irnil (Legalabbis nagyon erésen javasolt,
mert anélkiil a kézi szamolas szinte lehetetlen.)
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Legnagyobb kozos oszto

Definicié

Legyen T test és legyen f(x), g(x) € T[x]. Akkor mondjuk, hogy
egy h(x) € T[x] polinom legnagyobb k6zGs osztéja f(x)-nek
és g(x)-nek, jelben
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Legnagyobb kozos oszto

Definicié

Legyen T test és legyen f(x), g(x) € T[x]. Akkor mondjuk, hogy
egy h(x) € T[x] polinom legnagyobb k6zGs osztéja f(x)-nek
és g(x)-nek, jelben h(x) = In.k.o.(f(x),g(x)), ha

o
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Legnagyobb kozos oszto

Definicié
Legyen T test és legyen f(x), g(x) € T[x]. Akkor mondjuk, hogy
egy h(x) € T[x] polinom legnagyobb k6zGs osztéja f(x)-nek
és g(x)-nek, jelben h(x) = In.k.o.(f(x),g(x)), ha

Q h(x) | f(x) és h(x) | g(x) (azaz h(x) kdzds osztd), és

(2]
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Legnagyobb kozos oszto

Definicié
Legyen T test és legyen f(x), g(x) € T[x]. Akkor mondjuk, hogy
egy h(x) € T[x] polinom legnagyobb k6zGs osztéja f(x)-nek
és g(x)-nek, jelben h(x) = In.k.o.(f(x),g(x)), ha

Q h(x) | f(x) és h(x) | g(x) (azaz h(x) kdzds osztd), és

@ barmely t(x) € T[x]-re ha t(x) | f(x) és t(x) | g(x) (azaz

t(x) is kozds oszto), akkor t(x) | h(x).
o
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Legnagyobb kozos oszto

Definicié
Legyen T test és legyen f(x), g(x) € T[x]. Akkor mondjuk, hogy
egy h(x) € T[x] polinom legnagyobb k6zGs osztéja f(x)-nek
és g(x)-nek, jelben h(x) = In.k.o.(f(x),g(x)), ha

Q h(x) | f(x) és h(x) | g(x) (azaz h(x) kdzds osztd), és

@ barmely t(x) € T[x]-re ha t(x) | f(x) és t(x) | g(x) (azaz

t(x) is kozds oszto), akkor t(x) | h(x).
© h(x) = 0 vagy fépolinom. (Egyes szerz6k ezt nem teszik fel.)
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Legnagyobb kozos oszto

Definicié
Legyen T test és legyen f(x), g(x) € T[x]. Akkor mondjuk, hogy
egy h(x) € T[x] polinom legnagyobb k6zGs osztéja f(x)-nek
és g(x)-nek, jelben h(x) = In.k.o.(f(x),g(x)), ha

Q h(x) | f(x) és h(x) | g(x) (azaz h(x) kdzds osztd), és

@ barmely t(x) € T[x]-re ha t(x) | f(x) és t(x) | g(x) (azaz

t(x) is kozds oszto), akkor t(x) | h(x).
© h(x) = 0 vagy fépolinom. (Egyes szerz6k ezt nem teszik fel.)

Szavakban: a legnagyobb k6z0s oszté egy olyan kozos
osztd, amelyet minden mas k6zo6s oszté oszt. Emellett —
ha nem 0 — f6polinom.

| A\

Megjegyzés
A fépolinom"-ra vonatkozé kikotést torolve kapjuk az N-re,
tovabba tetszéleges integritastartomanyra vonatkozé definiciot.

N
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Legkisebb kozds tobbszords

Ha az el6z6 definicidban az oszthatdsag jelének (azaz a | jelnek)
két oldalat mindenhol felcseréljiik (vagy, mas széval, ,,0sztéja
helyett mindenhol azt mondjuk, hogy ,tobbszorose”), akkor a
legkisebb kéz6s tobbszords fogalmat kapjuk. Azaz

Definicié
Legyen T test és legyen f(x), g(x) € T[x]. Ekkor f(x) és g(x)
legkisebb k6z6s tobbszordse egy olyan kézds tobbszords, amelynek

minden mas kdzds tobbszords tobbszorése és amely, ha nem nulla,
fépolinom.

Megjegyzés

A ,fépolinom”-ra vonatkozo kikotést tordlve kapjuk az N-re,
tovabba tetszéleges integritastartomanyra vonatkozé definiciét.

Az In.k.o., illetve a legkisebb k6z8s t6bbszords fogalma erésen
hasonlit az infimum (azaz metszet), illetve a szupremum (azaz
egyesités) fogalmara.
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Az euklideszi algoritmust elékészits Allitas

Ha T test, akkor T[x]-ben két polinom legnagyobb kézos
osztéjanak meghatarozasat az an.euklideszi algoritmus adja.
Az algoritmus az alabbi (majdnem trivialis) allitason malik.

Legyen f,g,q,r € T[x] gy, hogy

f=gq+r (#)-

Ekkor In.k.o.(f,g) = In.k.o.(g,r).
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Az euklideszi algoritmust elékészits Allitas

Ha T test, akkor T[x]-ben két polinom legnagyobb kézos
osztéjanak meghatarozasat az an.euklideszi algoritmus adja.
Az algoritmus az alabbi (majdnem trivialis) allitason malik.

Legyen f,g,q,r € T[x] dgy, hogy

f=gq+r (#)-

Ekkor In.k.o.(f,g) = In.k.o.(g,r).

Bar az Allitas nem beszél fokszamrél, a haszna akkor mutatkozik
meg, ha r foka kisebb, mint g foka — ez maradékos osztassal
elérhets. Ebben az esetben, az Allitast ismételten alkalmazva
jutunk el az euklideszi algoritmushoz, hiszen a fokszam nem
csokkenhet végtelen sokszor és In.k.o.(g,0) a g-t6l csak konsans
szorzéban térhet el.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Euklideszi algoritmus

Allitas (Az euklideszi algoritmus igy miikédik és az In.k.o.-t adja)

f és g (ezek lehetnek egy T test feletti polinomgydiriiben vagy
lehetnek Z-ben) legnagyobb kézés osztéjat gy kapjuk, hogy
annyiszor helyettesitjiik az (osztandod, osztd) part az (oszto,
maradék) parral, amig ez lehetséges. Ha mar nem lehetséges (mert
0-val nem tudunk osztani), akkor megéllunk. Ez az algoritmus
véges szamu lépés utan mindig megall, és az utolsé nem-nulla
maradék a legnagyobb kézds osztd (egy olyan szorzétényezé erejéig,
amelyik az 1-et osztja T|[x]-ben, illetve Z-ben, illetve N-ben).
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Euklideszi algoritmus

Allitas (Az euklideszi algoritmus igy miikédik és az In.k.o.-t adja)

f és g (ezek lehetnek egy T test feletti polinomgydiriiben vagy
lehetnek Z-ben) legnagyobb kézés osztéjat gy kapjuk, hogy
annyiszor helyettesitjiik az (osztandod, osztd) part az (oszto,
maradék) parral, amig ez lehetséges. Ha mar nem lehetséges (mert
0-val nem tudunk osztani), akkor megéllunk. Ez az algoritmus
véges szamu lépés utan mindig megall, és az utolsé nem-nulla
maradék a legnagyobb kézds osztd (egy olyan szorzétényezé erejéig,
amelyik az 1-et osztja T|[x]-ben, illetve Z-ben, illetve N-ben).

A mondott szorzétényezd T[x| esetén egy nem-nulla konstans
(polinom), Z esetén +1, N esetén 1.

Példa ( In.k.0.(44,18) =7)
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Euklideszi algoritmus

Allitas (Az euklideszi algoritmus igy miikédik és az In.k.o.-t adja)

f és g (ezek lehetnek egy T test feletti polinomgydiriiben vagy
lehetnek Z-ben) legnagyobb kézés osztéjat gy kapjuk, hogy
annyiszor helyettesitjiik az (osztandod, osztd) part az (oszto,
maradék) parral, amig ez lehetséges. Ha mar nem lehetséges (mert
0-val nem tudunk osztani), akkor megéllunk. Ez az algoritmus
véges szamu lépés utan mindig megall, és az utolsé nem-nulla
maradék a legnagyobb kézds osztd (egy olyan szorzétényezé erejéig,
amelyik az 1-et osztja T|[x]-ben, illetve Z-ben, illetve N-ben).

A mondott szorzétényezd T[x| esetén egy nem-nulla konstans
(polinom), Z esetén +1, N esetén 1.

Példa ( In.k.0.(44,18) =7)

Mivel 44 =2.18 438,
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Euklideszi algoritmus

Allitas (Az euklideszi algoritmus igy miikédik és az In.k.o.-t adja)

f és g (ezek lehetnek egy T test feletti polinomgydiriiben vagy
lehetnek Z-ben) legnagyobb kézés osztéjat gy kapjuk, hogy
annyiszor helyettesitjiik az (osztandod, osztd) part az (oszto,
maradék) parral, amig ez lehetséges. Ha mar nem lehetséges (mert
0-val nem tudunk osztani), akkor megéllunk. Ez az algoritmus
véges szamu lépés utan mindig megall, és az utolsé nem-nulla
maradék a legnagyobb kézds osztd (egy olyan szorzétényezé erejéig,
amelyik az 1-et osztja T|[x]-ben, illetve Z-ben, illetve N-ben).

A mondott szorzétényezd T[x| esetén egy nem-nulla konstans
(polinom), Z esetén +1, N esetén 1.

Példa ( In.k.0.(44,18) =7)

Mivel 44 =2.18+ 8, majd 18 =2-8 + 2,
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Euklideszi algoritmus

Allitas (Az euklideszi algoritmus igy miikédik és az In.k.o.-t adja)

f és g (ezek lehetnek egy T test feletti polinomgydiriiben vagy
lehetnek Z-ben) legnagyobb kézés osztéjat gy kapjuk, hogy
annyiszor helyettesitjiik az (osztandod, osztd) part az (oszto,
maradék) parral, amig ez lehetséges. Ha mar nem lehetséges (mert
0-val nem tudunk osztani), akkor megéllunk. Ez az algoritmus
véges szamu lépés utan mindig megall, és az utolsé nem-nulla
maradék a legnagyobb kézds osztd (egy olyan szorzétényezé erejéig,
amelyik az 1-et osztja T|[x]-ben, illetve Z-ben, illetve N-ben).

A mondott szorzétényezd T[x| esetén egy nem-nulla konstans
(polinom), Z esetén +1, N esetén 1.

Példa ( In.k.0.(44,18) =7)

Mivel 44 =2-.18+8, majd 18 =2-8+2, majd 8 =4-2+0,
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Euklideszi algoritmus

Allitas (Az euklideszi algoritmus igy miikédik és az In.k.o.-t adja)

f és g (ezek lehetnek egy T test feletti polinomgydiriiben vagy
lehetnek Z-ben) legnagyobb kézés osztéjat gy kapjuk, hogy
annyiszor helyettesitjiik az (osztandod, osztd) part az (oszto,
maradék) parral, amig ez lehetséges. Ha mar nem lehetséges (mert
0-val nem tudunk osztani), akkor megéllunk. Ez az algoritmus
véges szamu lépés utan mindig megall, és az utolsé nem-nulla
maradék a legnagyobb kézds osztd (egy olyan szorzétényezé erejéig,
amelyik az 1-et osztja T|[x]-ben, illetve Z-ben, illetve N-ben).

A mondott szorzétényezd T[x| esetén egy nem-nulla konstans
(polinom), Z esetén +1, N esetén 1.

Példa ( In.k.0.(44,18) =7)

Mivel 44 =2-18+8, majd 18 =2-8+2, majd 8 =4-2+ 0, ezért
az utolsé nemnulla maradék a 2, és ez az In.k.o..

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



l Miért nem inkabb primtényezékre bontéssal?_

Megjegyzés

Miért nem inkabb Ggy hataroztuk meg In.k.0.(44,18) -t, hogy
mindkét szamot primhatvanytényezék szorzatara bontottuk, azaz
(az Osszes, legalabb az egyikben felléps primet szerepeltetve)

44 =22.30.110 g5 21 .32.11°,

majd vessziik mindegyik primhez a két kitevé minimumat, és igy
kapjuk, hogy
In.k.o.(44,18) = 2% . 3%.11%2

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



l Miért nem inkabb primtényezékre bontéssal?_

Megjegyzés

Miért nem inkabb Ggy hataroztuk meg In.k.0.(44,18) -t, hogy
mindkét szamot primhatvanytényezék szorzatara bontottuk, azaz
(az Osszes, legalabb az egyikben felléps primet szerepeltetve)

44 =22.30.110 g5 21 .32.11°,

majd vessziik mindegyik primhez a két kitevé minimumat, és igy
kapjuk, hogy
In.k.o.(44,18) = 2% . 3%.11%2

Valasz: nagy szamokra ez nem megy; pl. négyszazjegyii szamok
primtényezSkre bontasa —jelen tudasunk szerint— a Naprendszer
élettartama alatt az dsszes szamitégépet felhasznalva is lehetetlen.
(Ez a tény nyilvanos kulcsa titkosirasok alapjaul szolgall) Ezzel
szemben (szamitogéppel) két ilyen nagysagrendii szam legnagyobb
kozbs osztodja joval egy percen beliil kiszamithato!
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Algebra alaptétele. Bézout-tétel

Hace T és f € T[x] esetén f(c) =0, akkor c-t az f polinom
(T-beli egyik) gyokének nevezezziik.

Tétel (Algebra alaptétele)

Minden legalabb elséfoki komplex egyiitthatés polinomnak van
gyoke a komplex szamok testében.
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Algebra alaptétele. Bézout-tétel

Hace T és f € T[x] esetén f(c) =0, akkor c-t az f polinom
(T-beli egyik) gyokének nevezezziik.

Tétel (Algebra alaptétele)

Minden legalabb elséfoki komplex egyiitthatés polinomnak van
gyoke a komplex szamok testében.

Tétel (Bézout-tétel)

Legyen T test, f(x) € T[x] és c € T. Ez esetben c akkor és csak
akkor gy6ke f(x)-nek, ha f(x) oszthaté az x — ¢ polinommal.
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Algebra alaptétele. Bézout-tétel

Hace T és f € T[x] esetén f(c) =0, akkor c-t az f polinom
(T-beli egyik) gyokének nevezezziik.

Tétel (Algebra alaptétele)

Minden legalabb elséfoki komplex egyiitthatés polinomnak van
gyoke a komplex szamok testében.

Tétel (Bézout-tétel)

Legyen T test, f(x) € T[x] és c € T. Ez esetben c akkor és csak
akkor gy6ke f(x)-nek, ha f(x) oszthaté az x — ¢ polinommal.

Ha c gydke f(x)-nek, akkor tételbeli x — ¢ polinomot
gyoktényezdnek szokas nevezni.
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Algebra alaptétele. Bézout-tétel

Hace T és f € T[x] esetén f(c) =0, akkor c-t az f polinom
(T-beli egyik) gyokének nevezezziik.

Tétel (Algebra alaptétele)

Minden legalabb elséfoki komplex egyiitthatés polinomnak van
gyoke a komplex szamok testében.

Tétel (Bézout-tétel)

Legyen T test, f(x) € T[x] és c € T. Ez esetben c akkor és csak
akkor gy6ke f(x)-nek, ha f(x) oszthaté az x — ¢ polinommal.

Ha c gydke f(x)-nek, akkor tételbeli x — ¢ polinomot
gyoktényezdnek szokas nevezni. Bézout tétele azonnal adédik
az alabbi allitasbol, hiszen az oszthatdsag azt jelenti, hogy a
maradék nulla.
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Bézout-tétel bizonyitasa, [te]s]aide/gelRAYe]X

Legyen T test, f(x) € T[x]| és c € T. Jelblje r azt a maradékot,
amelyet Ggy kapunk, hogy T|[x|-ben az f(x) polinomot
maradékosan osztjuk az x — ¢ polinommal. Ekkor f(c) = r.
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Bézout-tétel bizonyitasa, [te]s]aide/gelRAYe]X

Legyen T test, f(x) € T[x]| és c € T. Jelblje r azt a maradékot,
amelyet Ggy kapunk, hogy T|[x|-ben az f(x) polinomot
maradékosan osztjuk az x — ¢ polinommal. Ekkor f(c) = r.

Bizonyitas.

Végezziink maradékos osztast: f(x) = (x — ¢)q(x) + r(x). Itt r
konstans, hiszen kisebb fok, mint az elsé6fokd x — ¢. Marmost
f(c)=(c—c)g(c)+r=r. Qed. N
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Bézout-tétel bizonyitasa, [te]s]aide/gelRAYe]X

Legyen T test, f(x) € T[x]| és c € T. Jelblje r azt a maradékot,
amelyet Ggy kapunk, hogy T|[x|-ben az f(x) polinomot
maradékosan osztjuk az x — ¢ polinommal. Ekkor f(c) = r.

Bizonyitas.

Végezziink maradékos osztast: f(x) = (x — ¢)q(x) + r(x). Itt r
konstans, hiszen kisebb fok, mint az elsé6fokd x — ¢. Marmost
f(c)=(c—c)g(c)+r=r. Qed. N

Definicioé

Azt mondjuk, hogy c € T k-szoros gyoke f(x) € T[x]-nek, ha
(x — )k | f(x) de (x — c)k*1 nem osztja f(x)-et. Ezt a k szamot
(féleg ha pozitiv), a ¢ gyok multiplicitasanak, mas széval
tobbszorosségének nevezziik.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Az algebra alaptételének egyik kdvetkezménye

Peéldaul az x? — 2x 4 1 € R[x] polinomnak az 1 kétszeres gydke, a 2
pedig nullaszoros gydke (azaz nem gydke). A gyok multiplicitasa a
polinom altal meghatarozott polinomfiiggvény esetén igen fontos
fogalom a kalkulusban, ettél fiigg pl., hogy mennyire ,simul” a
fuggvény grafikonja a ¢ helyen az x tengelyhez.
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Az algebra alaptételének egyik kdvetkezménye

Peéldaul az x? — 2x 4 1 € R[x] polinomnak az 1 kétszeres gydke, a 2
pedig nullaszoros gydke (azaz nem gydke). A gyok multiplicitasa a
polinom altal meghatarozott polinomfiiggvény esetén igen fontos
fogalom a kalkulusban, ettél fiigg pl., hogy mennyire ,simul” a
fuggvény grafikonja a ¢ helyen az x tengelyhez.

Tétel (Az algebra alaptételébdl levezethetd)

Legyen n € N. Barmely n-edfokii komplex egyiitthatés polinomnak
a komplex szamtestben — multiplicitassal szamolva —
pontosan n komplex gybke van. Tovabba a polinom a
féegyiithatéjanak és n darab elséfoki fépolinomnak a szorzata, és
ezen elséfoka tényezk (az in. gyoktényezdbk) egyértelmiien meg
vannak hatarozva.

v
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Az algebra alaptételének egyik kdvetkezménye

Peéldaul az x? — 2x 4 1 € R[x] polinomnak az 1 kétszeres gydke, a 2
pedig nullaszoros gydke (azaz nem gydke). A gyok multiplicitasa a
polinom altal meghatarozott polinomfiiggvény esetén igen fontos
fogalom a kalkulusban, ettél fligg pl., hogy mennyire ,simul” a
fliggvény grafikonja a ¢ helyen az x tengelyhez.

Tétel (Az algebra alaptételébdl levezethetd)

Legyen n € N. Barmely n-edfokii komplex egyiitthatés polinomnak
a komplex szamtestben — multiplicitassal szamolva —
pontosan n komplex gybke van. Tovabba a polinom a
féegyiithatéjanak és n darab elséfoki fépolinomnak a szorzata, és
ezen elséfoka tényezk (az in. gyoktényezdbk) egyértelmiien meg
vannak hatarozva.

v

C[x]-ben egy n-edfokd f polinom gydktényezés alakja mindig ilyen:

f(x)=ap(x —c)(x—)...(x —cn).
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Q[x] € C[x]

Feladat (Megj.: az ilyen feladatokra nincs mindig j6 médszer!)

Irjuk fel az f(x) = 2x* — 2 polinom gydktényezss alakjant C[x]-ben!

Megoldas
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Q[x] € C[x]

Feladat (Megj.: az ilyen feladatokra nincs mindig j6 médszer!)

Irjuk fel az f(x) = 2x* — 2 polinom gydktényezss alakjant C[x]-ben!

Megoldas

Latszik, hogy az 1 gydke, igy a Bézout-tétel szerint oszthaté
(x — 1)-gyel; 2-t kiemelve majd az osztast elvégezve

f(x) = 2(x — 1)(x3 + x® + x + 1). Most mér csak a masodik
tényez6t kell szorzatta bontani.
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Q[x] € C[x]

Feladat (Megj.: az ilyen feladatokra nincs mindig j6 médszer!)

Irjuk fel az f(x) = 2x* — 2 polinom gydktényezss alakjant C[x]-ben!

Megoldas

Latszik, hogy az 1 gydke, igy a Bézout-tétel szerint oszthaté

(x — 1)-gyel; 2-t kiemelve majd az osztast elvégezve

f(x) = 2(x — 1)(x3 + x® + x + 1). Most mér csak a masodik
tényez6t kell szorzatta bontani. Annak lathatéan gyoke a —1, igy
(ismét a Bézout-tétel miatt) oszthaté (x + 1)-gyel; azt osztast
elvégezve f(x) = 2(x — 1)(x + 1)(x? + 1).
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Q[x] € C[x]

Feladat (Megj.: az ilyen feladatokra nincs mindig j6 médszer!)

Irjuk fel az f(x) = 2x* — 2 polinom gydktényezss alakjant C[x]-ben!

Megoldas

Latszik, hogy az 1 gydke, igy a Bézout-tétel szerint oszthaté

(x — 1)-gyel; 2-t kiemelve majd az osztast elvégezve

f(x) = 2(x — 1)(x3 + x® + x + 1). Most mér csak a masodik
tényez6t kell szorzatta bontani. Annak lathatéan gyoke a —1, igy
(ismét a Bézout-tétel miatt) oszthaté (x + 1)-gyel; azt osztast
elvégezve f(x) = 2(x — 1)(x + 1)(x® + 1). Mar csak az x? +1
szorzatta alakitasa van hatra, de annak gyoke i és —i is, s6t most a
Bézout-tétel nélkiil is meg, hiszen két tag négyzetének
kiildnbségeként szorzatta alakithato:
x?2+1=x%—i2=(x+i)(x—i). Tehat a a feladat megoldasa:

f(x)=2(x=1)(x+ 1)(x + i)(x — ).
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Van-e kapcsolat C[x] és N kozott?

Megjegyzés

Az el6z6 megoldas azon alapult, hogy meg tudtuk talalni a
gyokoket; altalaban ez nem megy: ha a fokszam > 5, akkor nincs
megoldoképlet (Ruffini-Abel-tétel); 3-ad és 4-edfokd polinomokra
ugyan van, de tal bonyolult.

| A\

Megjegyzés

Erdemes ramutatni arra, hogy pl. az egész egyiitthatés vagy valés
egylitthatés legalabb elséfoka polinomok egyattal C[x] elemei,
tehat az Algebra Alaptétele szerint nekik is van komplex gyokiik és
C[x]-ben ezek is gyoktényezsik és a féegylitthatéjuk szorzataként
allnak elé.

\
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Van-e kapcsolat C[x] és N kozott?

Megjegyzés

Az el6z6 megoldas azon alapult, hogy meg tudtuk talalni a
gyokoket; altalaban ez nem megy: ha a fokszam > 5, akkor nincs
megoldoképlet (Ruffini-Abel-tétel); 3-ad és 4-edfokd polinomokra
ugyan van, de tal bonyolult.

| A\

Megjegyzés

Erdemes ramutatni arra, hogy pl. az egész egyiitthatés vagy valés
egylitthatés legalabb elséfoka polinomok egyattal C[x] elemei,
tehat az Algebra Alaptétele szerint nekik is van komplex gyokiik és
C[x]-ben ezek is gyoktényezsik és a féegylitthatéjuk szorzataként
allnak el6.

\

Mashol mar lattunk olyat, hogy valamik valamilyen médon
egyértelmiien szorzattad bonthaték: N elemei primszamok
szorzatara. Van-e ennek valamilyen kapcsolata a C[x]-beli
gyoktényezSkre bontashoz? IGEN!
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A szamelmélet alaptétele

@ Primszam: olyan p € N, hogy 1 < p és barmely a, b € N-re ha
p | ab, akkor p | a vagy p | b. (Ez a primtulajdonsag.)

@ Irreducibilis szam vagy térzsszam: olyan p € N, hogy 1 < p és
barmely a, b-re ha p = ab, akkor p € {a, b}. (Azaz: csak
trivialis médon bonthaté szorzatta, azaz, csak 1-gyel és
onmagéaval oszthaté.) p | a vagy p | b.
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A szamelmélet alaptétele

@ Primszam: olyan p € N, hogy 1 < p és barmely a, b € N-re ha
p | ab, akkor p | a vagy p | b. (Ez a primtulajdonsag.)

@ Irreducibilis szam vagy térzsszam: olyan p € N, hogy 1 < p és
barmely a, b-re ha p = ab, akkor p € {a, b}. (Azaz: csak
trivialis médon bonthaté szorzatta, azaz, csak 1-gyel és
onmagéaval oszthaté.) p | a vagy p | b.

Tétel (A szamelmélet alaptétele N-re)

© N-ben az irreducibilis szamok és a primszamok ugyanazok.

@ Barmely 1-nél nagyobb egész szam felirhaté primszamok
szorzataként, és — a tényezbk sorrendjétdl eltekintve — ez a
feliras egyértelmi.
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Nem is olyan trivialis, hogy prim=irreducibilis

@ Primszam: olyan p € N, hogy 1 < p és barmely a, b € N-re ha
p | ab, akkor p | a vagy p | b. (Ez a primtulajdonsag.)

@ Irreducibilis szam vagy térzsszam: olyan p € N, hogy 1 < p és
barmely a, b-re ha p = ab, akkor p € {a, b}. (Azaz: csak
trivialis médon bonthaté szorzatta, azaz, csak 1-gyel és
onmagaval oszthaté.) p | a vagy p | b.
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Nem is olyan trivialis, hogy prim=irreducibilis

@ Primszam: olyan p € N, hogy 1 < p és barmely a, b € N-re ha
p | ab, akkor p | a vagy p | b. (Ez a primtulajdonsag.)

@ Irreducibilis szam vagy térzsszam: olyan p € N, hogy 1 < p és
barmely a, b-re ha p = ab, akkor p € {a, b}. (Azaz: csak
trivialis médon bonthaté szorzatta, azaz, csak 1-gyel és
onmagaval oszthaté.) p | a vagy p | b.

Megjegyzés (Van, ahol prim # irreducibilis)

Legyen R a paros egész szamok gyiiriije és legyen p = 6. Ekkor p
irreducibilis, hiszen nem all el két paros szam szorzataként. Amde
legyen a=4 € R és b =18 € R. Ekkor R-ben p = 6 osztja az ab
szorzatot, hiszen ab =72 =6-12. De p = 6 nyilvan nem osztja az
a = 4-et, de a b = 18-at sem osztja, hiszen nincs olyan paros ¢
szam, amelyre b = 18 = 6c¢ teljesiilne. Tehat p = 6 irredubilis de
nem prim!
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A szamelmélet alaptétele Z-re atfogalmazva

Definition

@ Irreducibilis egész szam: olyan q € 7Z, hogy q # +1 és barmely
a, b-re ha p = ab, akkor a és b koziil az egyik osztja az 1-et.
(Azaz, p € {a, —a, b, —b}, tehat csak trivialis médon bonthaté
szorzattd.) p | a vagy p | b.
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A szamelmélet alaptétele Z-re atfogalmazva

Definition

@ Irreducibilis egész szam: olyan q € 7Z, hogy q # +1 és barmely
a, b-re ha p = ab, akkor a és b koziil az egyik osztja az 1-et.
(Azaz, p € {a, —a, b, —b}, tehat csak trivialis médon bonthaté
szorzattd.) p | a vagy p | b.

Tétel (A szamelmélet alaptétele Z-re)

© Z-ben az irreducibilis szamok primtulajdonsaggal rendelkeznek.
(Azaz, ha egy irreducibilis szam oszt egy véges sok tényezds

szorzatot, akkor annak legalabb az egyik tényezdjét osztja.)

@ Az 1 osztéit és a 0-t leszamitva barmely egész szam felirhaté
irreducibilis szamok szorzataként, és ez a felirds az 1 osztéitdl
mint szorzoktdl (azaz eldjeltdl) és a tényezék sorrendjétél
eltekintve — ez a felirds egyértelmdi.
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A szamelmélet alaptétele Z-re / 2

Példaul 12 = (=3) -2 (—2) = (—2) - (—2) - 3; a két felbontas
tényez6i parba allithatok agy, hogy az egymasnak megfeleltetett
tényezék elGjeltsl eltekintve megegyeznek. Vegyiik észre, hogy két
egész szam pontosan akkor egyezik meg el6jeltsl eltekintve, ha van
az 1-nek olyan osztéja (tehat 1 vagy —1), hogy ezen osztéval az
egyiket megszorozva a masikat kapjuk. Ezért amit polinomokrél
mondani fogunk, az a Z-re vonatkozé tétel természetes
altalanositasa.
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Gauss-gydir

Definition

Egy D integritastartomanyban egy 0 # b € D elemet
irreducibilisnek neveziink, ha nem osztja az 1-et és barmely

b = by by szorzatfelbontas esetén az egyik tényezd osztja az 1-et. A

D integritastartomanyt Gauss-gyiriinek nevezziik, ha barmely

0 # u € D eleme amelyik nem osztja az 1-et el&all irreducibilis
elemek szorzataként, és ez az el6allitas az 1 oszt6itél mint
szorzoktdl (azaz el6jeltsl) és a tényezék sorrendjétél eltekintve —

ez a feliras egyértelm.

| A

Példa

Z Gauss-gyiirG. Minden test (pl. Q, R, C) is Gauss-gyiirii (hiszen
ott nincs is olyan u elem, amit el6 kellene allitani szorzatként.
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Hol érvényes a szamelmélet alaptétele

Mas széval (kissé pontatlanul): a Gauss-gyiiriik pontosan azok a
gytiriik, amelyekben érvényes a szamelmélet alaptétele. Az alabbi
tétel tavolrél sem trivialis.

Ha D Gauss-gyiirti, akkor a D[x] egyhatarozatlani, s6t a

D[x1, ..., xn] tobbhatarozatlani polinomgydirii is Gauss-gydird.

Kovetkezmény

C[x]-ben minden legalabb elséfoki polinom —sorrendtél és
konstans szorzéktdl eltekintve— csak egyféleképpen bonthato
els6foka polinomok szorzatara, és ez a felbontéas a gyoktényezds
felbontas.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.) Diszkrét matematika |. 2017 &szi félév, hétfénként 18-20



Irreducibilis valés polinomok

Az el6z6 tétel egyik haszna: akarhogy egyszeriisitiink egy

M tortet (ahol f, g mondjuk Z feletti polinom),

lényegében mindig ugyanazt kapjuk. Az el6z6 kdvetkezmény sem
trivialis; az ugyan kdnnyen kijon, hogy barmely mondott
felbontasban a tényezék gyoktényezék, de hogy egy tényezé
hanyszor szerepel, az mar nehezebb ligy.

Az R[x] polinomgyiiriiben egy f(x) polinom pontosan akkor
irreducibilis, ha elséfokii vagy valés gybkkel nem rendelkezé

masodfoka.

Megjegyzés
Q[x]-ben hasonl6 leirast nem ismeriink. Ott pl. barmely n-re az
x™ — 2 polinom is irreducibilis.
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Lagrange-féle interpolaciés polinom

A polinomok fontossagara mutat ra az alabbi
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Lagrange-féle interpolaciés polinom

A polinomok fontossagara mutat ra az alabbi
Tétel (Lagrange-féle interpolaciés tétel)

Legyen T test, cg,C1,...,¢cn € T, do,dv,...,d, € T, és tegyiik fel,
hogy a cj-k paronként kiilbnbéznek (azaz
|{C0,C1,...,C,,}| = n+1).
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Lagrange-féle interpolaciés polinom
A polinomok fontossagara mutat ra az alabbi
Tétel (Lagrange-féle interpolaciés tétel)
Legyen T test, cg,C1,...,¢cn € T, do,dv,...,d, € T, és tegyiik fel,
hogy a cj-k paronként kiilbnbéznek (azaz
l{co,c1,...,cn}| = n+1). Ekkor létezik egy és csakis egy L € T|[x]

legteljebb n-edfoki polinom, amelyre L(co) = do, L(c1) = di,
- oy WU(@p)) = @l
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Lagrange-féle interpolaciés polinom
A polinomok fontossagara mutat ra az alabbi

Tétel (Lagrange-féle interpolaciés tétel)

Legyen T test, cg,C1,...,¢cn € T, do,dv,...,d, € T, és tegyiik fel,
hogy a cj-k paronként kiilbnbéznek (azaz

l{co,c1,...,cn}| = n+1). Ekkor létezik egy és csakis egy L € T|[x]
legteljebb n-edfoki polinom, amelyre L(co) = do, L(c1) = di,
.., L(¢n) = dn. Ez az L(x) polinom nem mas, mint az alabbi:

L(x) = i 6= @l 6 = Gl — @)oo (00 — )

prd (ci—co)...(ci—ci—1)(ci— civ1) ... (ci — cn)

- dj.
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Lagrange-féle interpolaciés polinom

A polinomok fontossagara mutat ra az alabbi

Tétel (Lagrange-féle interpolaciés tétel)

Legyen T test, cg,C1,...,¢cn € T, do,dv,...,d, € T, és tegyiik fel,
hogy a cj-k paronként kiilbnbéznek (azaz
l{co,c1,...,cn}| = n+1). Ekkor létezik egy és csakis egy L € T|[x]
legteljebb n-edfoki polinom, amelyre L(co) = do, L(c1) = di,
.., L(¢n) = dn. Ez az L(x) polinom nem mas, mint az alabbi:
L(x) = i (x—c)...(x—ci—1)(x — cit1) ... (x — cn)

=0 (ci—co)...(ci—ci—1)(ci — cit1) ... (ci— cn) '

i

Megjegyzés

L(x)-et a co, ..., c, alappontokhoz tartozé Lagrange-féle
interpolaciés polinomnak nevezziik. Ha T = R, akkor az L(x)
altal meghatérozott polinomfiiggvény grafikonja

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Lagrange-féle interpolaciés polinom / bizonyitas

Nyilvan legfeljebb n-edfoka, hiszen az ésszeg tagjai is ilyenek. Azt
kell belatni, hogy barmely j-re L(c;) = dj, ahol

L(X) Z (C’ — CO (X — Cji— 1)(X — Cl+l) ( — C"l) . di-

(ci —ci—1)(ci — ciy1) .- (¢i — cn)
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Lagrange-féle interpolaciés polinom / bizonyitas

Bizonyitas

Nyilvan legfeljebb n-edfoka, hiszen az ésszeg tagjai is ilyenek. Azt
kell belatni, hogy barmely j-re L(c;) = dj, ahol

L(X) Z (C’ — CO (X — C,‘_]_)(X — Ci+l) (X — C"l) . di-

(C —ci—1)(ci — ciy1) .- (¢ — ¢cn)

Ez szinte evidens, hiszen az &sszeg minden tagja kiesik a j-edik
kivételével. O
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Kozos gyokok

Tétel

Két (C-feletti) polinom kézés gybkei pontosan a legnagyobb kézos
osztojuk gydkei.

Feladat

Oldjuk meg az x” — 4x® + 7x3 —4x®> — x0 4+ 2x* —5x +2 =0 és
x> — 3x* +3x3 + 2x2 — 7x — 2 = 0 egyenletekbs| (két egyenletbsl)
allé egyenletrendszert!

Megoldas

Nyilvan a két polinom kdzds gydkeit keressiik. Csakhogy egyik
polinom gydkeit sem ismerjiik (és nincs is erre pontos médszer!).
De (kézzel is fél 6ra alatt) kiszamithaté a legnagyobb kozds oszté:
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Kozos gyokok

Tétel

Két (C-feletti) polinom kézés gybkei pontosan a legnagyobb kézos
osztojuk gydkei.

Feladat

Oldjuk meg az x” — 4x® + 7x3 —4x®> — x0 4+ 2x* —5x +2 =0 és
x> — 3x* +3x3 + 2x2 — 7x — 2 = 0 egyenletekbs| (két egyenletbsl)
allé egyenletrendszert!

Megoldas

Nyilvan a két polinom kdzds gydkeit keressiik. Csakhogy egyik
polinom gydkeit sem ismerjiik (és nincs is erre pontos médszer!).
De (kézzel is fél 6ra alatt) kiszamithaté a legnagyobb kozds oszté:
x? — x — 2. Az x> — x — 2 = 0 masodfoki egyenletet pedig mar
konnyen megtudjuk oldani. Igy kapjuk, hogy a megoldasok: x; = 2,
X1 = —1.
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Szabadulas a t6bbszoros gyokoktsl

Amikor kozelitsleg akarjuk egy polinom gydkeit meghatarozni
(mondjuk 7 tizedesjegy pontossaggal), akkor a tobbszérds gydkok
sok nehézséget okoznak. Pl. az an. harmédszerrel a paros
multiplicitasi gyokdk meg sem talalhaték. Ezen segit az alabbi
tétel, ahol f/(x) az f(x) polinom derivaltja (a Kalkulus tantargy
szerint).

Tétel

Legyen f € T[x] egy T test feletti legalabb elséfoki polinom a T
test folétt. Ekkor a .

&7 nko(f.f)

polinom gyokei pontosan ugyanazok, mint f gyokei, de g-nek
minden gydke egyszeres.
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Szabadulas a tobbszords gyokoktsl / példa

Feladat

Szabaduljunk meg az
f(x) = x? +5x% +5x” — 11x® — 21x5 +3x* +23x3 + 7x%2 — 8x — 4
polinom tobbszdrds gydkeitdl.

| \

Megoldas

f'(x) = 9x8 +40x7 + 35x% — 66x> — 105x* + 12x3 + 69x2 + 14x — 8,
Ink.o.(f, ') = x% 4+ 3x5 — 6x3 — 3x® + 3x + 2, igy

f(x)

T 30w x - 27 = g(x).
ko (f,f) < T2~ &(x)

A kapott g(x) polinomnak pontosan ugyanazok a gydkei, mint
f(x)-nek, de g(x) mindegyik gydke egyszeres.

N
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Horner-médszer (motivacio)

Ha f(x) = anx" + ap_1x""1 + -+ + ag, akkor a kézenfekvé
moédszer f(c) kiszamitasara: n — 1 szorzas (a ¢ hatvanyaihoz),
tovabbi n szorzas (ezen hatvanyoknak az egyiitthatéval val6
beszorzasa) és n Gsszeadas. Ez &sszesen 2n — 1 szorzas és n
Osszeadas (az utébbi nem olyan lényeges, az 6sszeadas sokkal
gyorsabb, mint a szorzas). Ennél sokkal gyorsabb a
Horner-mddszer, amely az alabbi képleten alapul:

fc) =
(-.-((((anc + an—1)c+ an—2)c+an-3)c+ap-a)c+...)c+ ap.

Ez lenyegesen kevesebb miivelet: n szorzas és n dsszeadas. A
szokasos elrendezés az alabbi:
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Horner-modszer: helyettesitési érték

F(x)=x2-3x*+2x2-x+3; f(2)=7?

|
> |
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Horner-modszer: helyettesitési érték

F(x)=x2-3x*+2x2-x+3; f(2)=7?

|1
2|1
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Horner-modszer: helyettesitési érték

F(x)=x2-3x*+2x2-x+3; f(2)=7?

|1
2|1
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Horner-modszer: helyettesitési érték

F(x)=x2-3x*+2x2-x+3; f(2)=7?

BRI SRR
B

|1
2|1
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Horner-modszer: helyettesitési érték

F(x)=x2-3x*+2x2-x+3; f(2)=7?

o] ofza]s |
RN R |

|1
2|1
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Horner-modszer: helyettesitési érték

Fx)=x2-3x*+2x2-x+3; f(2)=7?

o] ofza]s |
12020 |

|1
2|1
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Horner-modszer: helyettesitési érték

F(x)=x2-3x*+2x2-x+3; f(2)=7?

o] ofza]s |

|1
2 |1 |-1|-2 |-2|-5|-7:f(2)|
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Tehat a helyettesitési értéket (amely egyattal a gyoktényezével valé
osztas maradéka) Horner-médszerrel érdemes kiszamolni. De mi a
helyzet

a

n a

n-1 %)

| © |

c | a, | a,cta, | | (a,cta, )cta, » | | (-..)eta | ((-)etay)et ag =f(c)|
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Tehat a helyettesitési értéket (amely egyattal a gyoktényezével valé
osztas maradéka) Horner-médszerrel érdemes kiszamolni. De mi a
helyzet a hanyadossal? Mar lattuk, hogy f(c) =

(...((((anc+an-1)c +an—2)c+apn-3)c+apna)c+...)c+ ao,

a

n a

n-1 %)

| © |

c | a, | a,cta, | | (a,cta, )cta, » | | (-..)eta | ((-)etay)et ag =f(c)|
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Az egyes x-hatvanyok egyiitthatdira koncentralva kapjuk, hogy

Ez azt jelenti, hogy a Horner-médszer a hanyadost is megadja:
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Az egyes x-hatvanyok egyiitthatdira koncentralva kapjuk, hogy

(x — c)(ar,x”*1 + (anc+ an,l)x"*2 +((apc+ap—1)c+ an,g)x”*3+
(((anc+an-1)c+an2)c+an3)x"* 4+ 4+ (... )c+a0)+f(c) =
anxX"+ an_1x" 4. 43y = f(x).

Ez azt jelenti, hogy a Horner-médszer a hanyadost is megadja:
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Az egyes x-hatvanyok egyiitthatdira koncentralva kapjuk, hogy

(x — c)(anx”*1 + (anc+ an,l)x"*2 +((apc+ap—1)c+ an,g)x”*3+
(((anc+an-1)c+an2)c+an3)x"* 4+ 4+ (... )c+a0)+f(c) =
anxX"+ an_1x" 4. 43y = f(x).

Ez azt jelenti, hogy a Horner-médszer a hanyadost is megadja: az
utolsé kiszamolt elem a maradék, az el6tte levsk pedig (az eredeti
sorrendben) a hanyados egyiitthatéi! Azaz:
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

A Horner-médszer alkalmazasaval (ebben a sorrendben) megkapjuk
az x — ¢ polinommal valé osztas hanyadosanak egyiitthatéit,
tovabba a maradékot (ami éppen a helyettesitési érték ).
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Tétel

A Horner-médszer alkalmazasaval (ebben a sorrendben) megkapjuk
az x — ¢ polinommal valé osztas hanyadosanak egyiitthatéit,
tovabba a maradékot (ami éppen a helyettesitési érték ).

N

Megjegyzés (Két tipikus hiba)

Vigyazat, amikor (x — c)-vel osztunk, a tablazat bal szélére +c-t
kell irni. Tovabba: ha x valamelyik hatvanya ,hianyzik”" a
polinombél, akkor az 0 egyiitthatét jelent, ami a
Horner-elrendezésbél NEM hianyozhat.
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Osszuk el az f(x) = x5 — 2x* — 5x? + 3x + 20 polinomot
maradékosan az x — 2 polinommal
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Horner-maédszer: osztas gyoktényezével

Osszuk el az f(x) = x5 — 2x* — 5x? + 3x + 20 polinomot
maradékosan az x — 2 polinommal

Megoldas

| A

|t]2]of s[3 | 2]
2|1|o|0| -5|-7 | 6|

Azaz a hanyados x* — 5x — 7, a maradék 6, és a maradékos
osztasnak megfelels egyenldség: f(x) = (x — 2)(x* — 5x — 7) + 6.

v
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Horner-médszer: atrendezés (x — ¢) hatvanyai szerint

Adédhat olyan feladat (pl. a Kalkulus tantargyban), hogy az
f(x) = anx" 4+ ap_1x""1 + ... + ag polinomot nem az x, hanem az
x — ¢ hatvanyai szerint 6hajtjuk felirni, azaz

f(x) = ba(x — )"+ bp_1(x — )" L+ ...+ bi(x —c)+ by (¥)
alakban.

Dr. Czédli Gabor (professzor, SZTE Algebra Tsz.)
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Horner-médszer: atrendezés (x — ¢) hatvanyai szerint

Adédhat olyan feladat (pl. a Kalkulus tantargyban), hogy az

f(x) = anx" 4+ ap_1x""1 + ... + ag polinomot nem az x, hanem az
x — ¢ hatvanyai szerint 6hajtjuk felirni, azaz

f(x) = bp(x —¢)"+ bp_1(x—¢c)" L+ ...+ bi(x—c)+ by (%)
alakban. Latszik, hogy bgp-at azonnal megkapjuk mint az

(x — c)-vel végrehajtott osztas maradékat a Horner médszerrel. De
a szintén a Horner médszerrel szolgaltatott

bn(x — c)"t + b,_1(x — ¢)""? + ... + b hanyados sem megy
veszendébe, hiszen ez ugyanolyan szerkezetii (csak eggyel
alacsonyabb foki), mint az el6bbi formula, tehat (ugyanuagy) ezt
(x — ¢)-vel oszta maradékként b; adédik.
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Horner-médszer: atrendezés (x — ¢) hatvanyai szerint

Adédhat olyan feladat (pl. a Kalkulus tantargyban), hogy az

f(x) = anx" 4+ ap_1x""1 + ... + ag polinomot nem az x, hanem az
x — ¢ hatvanyai szerint 6hajtjuk felirni, azaz

F(x) = ba(x — )"+ bp1(x —c)" P+ 4 bi(x —c)+ by (x)
alakban. Latszik, hogy bgp-at azonnal megkapjuk mint az

(x — c)-vel végrehajtott osztas maradékat a Horner médszerrel. De
a szintén a Horner médszerrel szolgaltatott

bn(x — c)"t + b,_1(x — ¢)""? + ... + b hanyados sem megy
veszendébe, hiszen ez ugyanolyan szerkezetii (csak eggyel
alacsonyabb foki), mint az el6bbi formula, tehat (ugyanuagy) ezt
(x — c)-vel oszta maradékként by adédik. Es igy tovabb: a most
nyert hanyadost (x — c¢)-vel oszta maradékként by-t kapjuk, stb.
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Horner-médszer: atrendezés (x — ¢) hatvanyai szerint

Adédhat olyan feladat (pl. a Kalkulus tantargyban), hogy az

f(x) = anx" 4+ ap_1x""1 + ... + ag polinomot nem az x, hanem az
x — ¢ hatvanyai szerint 6hajtjuk felirni, azaz

f(x) = bp(x —¢)"+ bp_1(x—¢c)" L+ ...+ bi(x—c)+ by (%)
alakban. Latszik, hogy bgp-at azonnal megkapjuk mint az

(x — c)-vel végrehajtott osztas maradékat a Horner médszerrel. De
a szintén a Horner médszerrel szolgaltatott

bn(x — c)"t + b,_1(x — ¢)""? + ... + b hanyados sem megy
veszendébe, hiszen ez ugyanolyan szerkezetii (csak eggyel
alacsonyabb foki), mint az el6bbi formula, tehat (ugyanuagy) ezt
(x — c)-vel oszta maradékként by adédik. Es igy tovabb: a most
nyert hanyadost (x — c¢)-vel oszta maradékként by-t kapjuk, stb.

A (kévetkezd oldalon lathaté szokasos elrendezésben) kapott
maradékok (azaz helyettesitési értékek)  sorrendben adjak a
(x)-beli egyiitthatokat.
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Horner-médszer: atrendezés (x — ¢) hatvanyai szerint

Példa (Adott f(x) atrendezése x — 2 hatvanyai szerint)
Legyen f(x) = x> — 2x* — 5x? 4 3x + 20; ekkor

@

Tehat
f(x) = (x—2)°+8(x —2)* +24(x —2)3 +27(x — 2)> — (x — 2) +6.
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Ez még messze nem a jegyzet vége; késziil a tobb rész is

folyamatosan! De addig is . ..

A félév tananyaganak tovabbi része —a linearis algebra— a régi
jegyzetben talalhaté. (Technikailag a matrixokat és
determinansokat til nehéz lett volna ide dtemelni; az még varat
magara ... ) Az emlitett régi jegyzet a tantargy honlapjan (a
honlapom magyar nyelvii valtozatardl jutunk oda), azon beliil a
Tananyag.pdf meniipontra kattintva érhetd el (ugyantgy, mint a
jelen fajl is). A ,Régi Diszkrét matematika | (MBN111):
eléadas-foliak.pdf” fajlrél van sz6; a fajl tényleges neve:
mbx111e-01-13 2012-ig.pdf . Az oldalszamok erre a fajlra
vonatkoznak. A témakorokhdz tartozé feladatok (akar emlitem
azokat itt ezen rovid dsszefoglaléban, akar csak a mondott pdf
fajlban fordulnak el) gyakran eléfordulnak a vizsgan is.
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Utmutaté a tananyag linearis algebra részéhez/1

Determinansok (481. oldaltdl): a determinans fogalma, szumma
és produktumjel, determinas tulajdonsagai, kiszamitasa. Kifejtési
tétel, Laplace-féle kifejtés. Feladatok (546. oldal).

Miiveletek matrixokkal (549. oldaltdl), feladatok (556., 565., 567
oldal), egyenletrendszer AX = b alakja (563. oldal),
matrixmiiveletek tulajdonsagai (568. old.), blokkos szorzas
(683-696. old.)

Tovabbi tudnival6k determinansokrdl: szorzastétel (576. old.),
triangularis matrix determinansa (588.0ld.),
Vandermonde-determinans (590. old.)

Determinans kiszamitasa tervszerii kinullazassal: 598- old.,
feladatok: 599. old.
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Utmutaté a tananyag linearis algebra részéhez/2

Matrix inverze: az inverz matrix |létezése és képlete (618.0ld,
példa: 622., 625. old.), az ellendrzés lehetésége (623. old.),
szorzatmatrix inverze (625. old.), Elemi soratalakité matrixok (629.
old.) Matrix inverzének gyakorlati kiszamitasa (633. old., példak:
641. old.)

Linearis egyenletrendszerek: Cramer-szabaly 651. old.,
Gauss-eliminacié (656., 667. old.), lépcsés alak, kdtott és szabad
ismeretlenek (661.0ld.); feladatok (669., 673., 676. old.)
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Utmutaté a tananyag linearis algebra részéhez/3

Vektorok a sikon és a térben: kotdtt és szabad vektorok,
miiveletek, miiveletek tulajdonsagai (697-712.0ld.), skalaris szorzat
és tulajdonsagai (715-718. old.), vektorok haszna a geometridban
(720-727. old.), vektorialis szorzat és tulajdonsagai (727-731.
old.); vegyesszorzat (732- old.); ezen szorzatok geometriai jelentése
és kiszamitasa (—747.old.). Vektorokkal megoldhaté tipikus
vizsgafeladatok: tavolsag, szog és térfogat kiszamitasa (747.—757.
old.).

Absztrakt vektortér: (757— old.) (absztrakt) vektortér definicidja
és példak (767-772, 786— 790. old.), vektorterek izomorfizmusa,
Steinitz-elv, linearis leképezés és linearis transzformacié (774-785.
old.) Feladatok (791-796., 801-817 old.). Vektorterek elemi
tulajdonsagai. 797-799. old.
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Utmutaté a tananyag linearis algebra részéhez/4

Alterek: Altér kifeszitett altér, metszet, dsszeg; tipikus feladatok
(818-838 old.)

Dimenzi6: Vektorrendszer, linearis fliggetlenség és fliggés,
generatorrendszer, bazis, Kicserélési tétel, bazis, dimenzid,
koordinatasor (844-902. old.). tipikus feladatok (846., 876., 1009.,
1031. old.).

Sajatérték, sajatvektor 903- old., tipikus feladat (918., 922.
old.),

Vektorterek és linearis egyenletrendszerek: megoldasaltér (925.
old., homogén esetben), linearis sokasagok (936— old.) és
kapcsolatuk a linearis egyenletrendszerekkel (953. old.), tipikus
feladat (947.0ld.); inhomogén linearis egyenletrendszer altalanos
megoldasa (956. old.)

Kapcsolat két bazis k6zott: Attérés (vagy attérés) matrixa,
koordinatasor transformalasa (997-1008.0ld.), feladatok
(1013-1019. old.).
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