F-proba
kétmintas t-pr Oba
Cochran -proba

Varianciaanalizis (ANOVA)



Egy- és kétoldalas probak

o Kétoldalas proba * Egyoldalas préba
— H,: nincs valtozas — H,: az atlag nem
— H_: van valtozas novekedett
(barmilyen iranyu) — H,: az atlag novekedett

7 szabadsagfoku {-eloszlas

7 szabadsagfoku {-eloszlas

2 -2.365 o 3 0 ] 2 2365 3 i 4 3 5 3 0 ] 1.805 »

p-értekek esetén: p(egyoldalas)=p(kétoldalas)/2



A szignifikancia ertelmezése

Szignifikans kilonbseg: p<a , p<0,05. Az
dsszehasonlitott populamokrol azt allitjuk, hogy
klonbozok. A dontes hibavaloszinlsége kicsi
(maximum a — ez az un. elsdfaju hiba).

Nem szignifikans kilonbseg: p>a , p>0.05. llyenkor csak
annyit tudunk mondani, hogy nincs elegendd informacio
a kulonbség kimutatasara. Lehet, hogy

— valoban nincs is kuldnbség;

— van kiloénbség, csak keveés volt az elemszam;

— nagy volt a szoras;

— rossz volt a vizsgalati mdodszer;

A statisztikai szignifikanciat mindig at kell gondolni, vajon
pl. agrarszempontbal jelent6s-e;

A statisztikai szignifikancia megadasakor a p-értek
feltintetése is célszer(;



F-proba két normalis eloszlasu valdszinlségi valtozo
szorasnégyzetének egyenlésegeére

m  Ket fliiggetlen, ismeretlen varhato erték( és szérasu normalis eloszlast
kovetb valdszinlségi valtozo varianciainak azonossagara vonatkozo
hipotézistinket az un. F-probaval ellendrizhetjuk.

= H, Gf :Gg

2 2

t-préba elétt alkalmazand 6!

= A probat mindig egyoldali probaként hajtjuk végre (lehetne mashogy is)

*2
. - S
= Probastatisztika: F, = —12 , ahol s°>s;
S2
szamlal6: DF; = n, -1 nevez6: DF,=n, -1

= HaH, teljesul, akkor F,, n,;-1, n,-1 szabadsagfoku F-eloszlasu

= Dontésielv: F,, < F, esetén a nullipotézist elfogadjuk, kilénben nem.



Kétmintas t-proba

Ha a mintak flggetlenek, normalis
eloszlasuak eés szorasaik nem
kilonb6znek szignifikansan,
tekinthetjik egyetlen minta ket

\/ részenek.

Yi-Y2
n +n, E(nl _1)512 t (nz _1)522
n,n, r"1"'”2_2

A kapott probastatisztika n, + n, - 2 szabadsagi foku t-eloszlasu



A t-proba feltételei:

Egymintas esetben:
a valoszinlségi valtozo normalis eloszlasu;
a mintaelemek fuggetlenek;

Kétmintas esetben ezeken felll:
a ket valoszinldsegi valtozo szérasa azonos;



0.05 0.025 0.01 0.005

Szabadsagfok valésgintiséghez tartozd kritikus érték
1 6314 | 12706 31821  63.656
2 2.920 4.303 6.965 9.925
3 2.353 3.182 4.541 5.841
4 2.132 2776 3.747 4.604
5 2.015 2571 3.365 4.032
6 1.943 2.447 3.143 3.707
T 1.895 2.365 2.998 3.499
8 1.860 2.306 2.896 3.355
g9 1.833 2.262 2.821 3.250
10 1.812 2.228 2.764 3.169
11 1.796 2.2{_]1 2.718 3.106
12 1.782 2.179 2.681 3.055
13 1.771 2.160 2.650 3.012
14 1.761 2145 2.624 2.977
15 1.753 2.131 2.602 2.947
16 1.746 2.120 2583 2,921
17 1.740 2110 2.567 2.898
18 1.734 2.101 2.552 2.878
19 1.?:'29 2-.{]53 2.539 2861
20 1.725 2.086 2.528 2.845
21 1.721 2.080 2518 2.831
22 1.717 2074 2.508 2.819
23 1.714 2.069 2.500 2.807
24 1.711 2.064 2.492 2.797
25 1.708 2.060 2.485 2.787
26 1.706 2.056 2.479 2779
27 1.703 2.052 2.473 2771
28 1.701 2.048 2.467 2.763
29 1.699 2.045 2.462 2.756
30 1.697 2.042 2.457 2.750
40 1.684 2.021 2.423 2704
50 1.676 2.009 2.403 2.678
60 1.671 2.000 2.390 2.660
80 1.664 1.990 2.374 2.639
100 1.660 1.984 2.364 2,626
150 1.655 1.976 2.351 2.609

=

A t-eloszlas tablazata

€s az egymintas t-proba
probastatisztikaja

Ii— 177

NG

t




Nemparaméteres probak

llleszkedésvizsgalay?

prébaval
Ho: F=F,

probaval
Ho: F(§)=G(n)

Homogenitasvizsgala?-

Fuggetlenségvizsgalag?

probaval
Ho: & ésn fuggetlen

Hipotézisvizsgalatok

L

Egymintas probak

F-préba két norm alis eloszl asu valészinlségi valtoz 6 szorasainak egyenl éségére

ul

Paraméteres probak

I

Tébbmintas probak

Tobb normalis eloszlasu
valésziniségi valtozo
varhat6 értékeire

Tobb normalis eloszlasu
valosziniségi valtozo
szOrasnégyzeteire

I_|

I_|

Variancia analizis
Hol Mi=H5=...=H,
0,=0,=...=0,

Cochran-féle C proba
Hy: 0,=0,=...=0,
n;=n,=...=n,=n

Normalis eloszlasu
valésziniségi valtozo

Normalis eloszlasu
valésziniségi valtozo

Kétmintas prébak

varhat6 értékeire

Két normalis eloszlasu
valésziniségi valtozo

varhaté értékére szérasnégyzetére
Egymintas z-préba X>-préba a

Hg: M=Ho szOrasnégyzetre
o ismert,vagy n>30 Ho: 0%=02,

Egymintéas t-préba
Ho: B=Ho
o ismeretlen

Figgetlen mintak esetén

Paros mintak esetén

Kétmintas z-proba
Ho: M1=M;

0,, 0, ismert, vagy
n3,n,>30

0,,0,ismeretlen,o; = 0,

Kétmintas t-proba
Ho: H1=H;

I_|

Paros t-préba
Ho: B1-H=dy

Két normalis eloszlasu
valésziniségi valtozo
szOrasnégyzeteire

e

T
F-préba
Hy: 02,=0%




Feladat (F-préba)

= Ket kilonb6z6 cigarettamarkabol szarmazo
cigarettaszalak CO-emissziojat vizsgaltak. Az adatok az
alabbiak voltak. Feltételezhetjik-e, hogy a két marka CO-
emissziojanak a szorasa azonos?

WA B”
n 11 10
Atlag 16,4 mg | 15,6 mg
S* 1,2 mg 1,1 mg




A feladat (F-proba) megoldasa
Hy 0,=0,
Hy:0,> 0,
o = 0,05, DFE =10, DE =9
Fo o5 = 3,13

2
F =52 2119

sz 1,12

= Mivel F_, az elfogadasi tartomanyba esik, H,-t 5%-0s
szignifikancia szinten nincs okunk elutasitani.



Az F-eloszlas tablazata

Az F eloszlas Eritikus ertekei a 95%-o0s megl}izhahiségi szinten
Euﬂ Tzamlals umbadsazicka

b. folia W0 [ 1 12 [ 14 16 | 20 34 |30 [ 40 [ % [ 75 [ [ [w ] =
1 42| M3 | 16 d 2 229 250] 51| 99| x5 9| 2 154 W
p 194 194 194 194 154 194 195 195 195 195 19 19 19q 193] 185
3 878 876 874 871 ses| 56 Bes| Be2| me 898 =57 ssd ssd sse| 1w
4 sof 583 so1 587 ssd sz 57| svs 111] 57| ses] sse] ssd sse| se
5 274 47 468 484 4f 436 453 45| 448 444 44 24 43 237 438
& 206 40 4 396 35y 387 3ed| 3m| 3| am| 3avd 3Tl 3sd seE| 37
7 363 36 357 352 34| 3 341 338 334 33 3o9] 3] 3aq 3| 3w
£ 334 331 328 3m3 A 315 312 308l 305 303 5] 194 204 183
o 313 31 307 3oz 2ef 293 29| e8| 283 28 27 27 27 27| am
10 197 184 281 286 23 277 278 27| 267 ze4| 28| 28] zsd 253 14
12 176 172 268 264 d r3¢ 25| 228 240 24| 23 23 234 23| 23
14 16 256 293 248 24 239 235 23| 227 204 2| 28 zad 214 213
18 150|245 242 237 23 224 23 214 213] 2080 207 204 202 1M
18 341 237 234 229 229 219 215 n zﬂ 7.4 A 198 159 183 1
20 235 231 228 223 218 21z 208 208 198 18] 15 15 189 183 184
12 13| 226 223 218 213 207 203 1s8| 183 1e| 18] 1sd s 1l 178
23 328 224 23 214 21 2ow 3| 198 181 1ss| 1sd 1sd 17 177 17
25 324 22 218 211 208 2 198 192 187 184 1 17 174 17w 1w
26 17| 218 218 21 20 19e 193] 19 185 sy 17 17 17y L7 1w
28 218 215 212 206 2o 196 191 187 18] 178 17 17 1sd 167 18
30 216 212 208( 204 1ss] 153 1ss| 188 179 176 17 1e 154 188 18
32 214 21 207 202 157 1s1 18l 183 176 174 189 18] 154 181 159
34 312| 208 205 2 199 180 184 18 174 17| 159 1sd 18] 138 1957
38 21| 206 203 198 1s3| 187 1s3| 178l 17 1es] 18y 1sy s 1sel 153
38 19| 205 200 196 15y 185 18| 176 1M 167 1s 1] 157 134 1.
40 207 204 2 185 as] 1s¢ 17| 178 1es| 18] 18] 1 154 1s| 1m
42 06 200 199 194 s 1sr 17| 17 1.3 e 1 1] 1sqd 151 14
44 205 200 198 192 1sg] 1:1 178 172 1ss &3] 158 1sd 15y 1| 148
45 104 3 187 181 1s7] 1& 17| 17| 1ssl 18] 157 s 15y 148 1.44
48 03| 199 186 15 1sf 17 17| 17 1s4 1e| 154 L 1] 147 145
50 | 188 185 15 1sy 17 17e| 1eo| 1e3] 18] 15 1so n1ad 148 144
100 192| 188 185 197 179 1s 18| 157 151 148 14 139 1 13| 128
125 18] 18 18 177 17 185 18l 155 148 145] 13 13 13 127 133
15 1e9| 185 18 176 17| 1s+ 18| 154 147 144 137 1 1 123 1m
00 17| 183 1_;.1 174 1ss| 1 157 152 143 149 13y 13y 124 123 119
400 185 18 178 172 1s] 15 138 149 143 138 139 12 12 118 113
1000 1e4 18 178 17 1ey 15 153 149 1#n| v3s] 13| 1o 1ad 113 108
= 163 17 178 168 1ed 157 133 148 14 135 128 1 11 11 1




Cochran-féle C-proba tobb (ketténél tobb) normalis eloszlasu
valoszinlségi valtozd szorasnégyzeteinek egyenléségere

Adott r db normalis eloszlasu valoszinlségi valtozo
Hy: 0= 0,=...= 0,
H,: a legnagyobb szorasu valtozo szorasa szignifikansan e ltér a tobbit ol

A Cochran-préba akkor alkalmazhato, ha a valdszinlségi valtozokra
vonatkozo mintak elemszama azonos , ezt jel6ljik n-nel.

A&I-Zedik minta korrigalt empirikus szérasnégyzete Sj

S ax @ legnagyobb korrigalt empirikus szérasnégyzet az SjDZ értekek

kdzOott. [P

L S
Probastatisztika: Oy = max

r
.S
A szabadséagfok: DF=n-1 J=1

a, DF ésrismeretébena Jy,; érték a Cochran-préba tablazatabol
meghatarozhato

Dontés: ha g < Oyit , akkor Hy-t elfogadjuk, kiilonben nem.



Cochran -préba tébb norm alis eloszl asu valdszinliségi valtoz 6 szérasainak egyenl 6ségére

I Hipotézisvizsgalatok —L
Paraméteres probak

Nemparaméteres probak

\— Tébbmintas probak

llleszkedésvizsgalay? |
prébaval [ 1
Ho: F=Fo Toébb normdlis eloszlasu T6bb normalis eloszlasu
ST valészinliségi valtozo valésziniségi valtozo
Homogenitasvizsgalai* varhat6 értékeire sz6rasnégyzeteire

rébaval

Ho: F(§)=G(n)
Variancia analizis ” Cochran-féle C prém

VN

Fuiggetlenségvizsgalag? Ho Hi=H2=... =M, Ho: 01=05=...=0;
probaval 0,=0,=...=0, \nl=n2=. ..=n,=n

Ho: & ésn fuggetlen

Egymintas probak Kétmintas prébak
I I
I | I |
Normadlis eloszlasu Normadlis eloszlasu Két normalis eloszlasu Két normalis eloszlasu
—  valOsziriségi valtoz6 valdsziriségi valtoz6 valésziniségi valtoz6 valosziniségi valtozo
varhat6 értékére szOrasnégyzetére varhato értékeire szérasnégyzeteire
Egymintas z-préba X>-préba a E-oréba
T Ho: B=Ho szorasnégyzetre Flggetlen mintak esetén Paros mintak esetén .- 22 —g?
o ismert,vagy n>30 Ho: 0%=02, BT
I_|
Egymintas t-proba Kétmintas z-proba ) )
Ho: M=Ho HQ: Hi=M, Péros t-préba
o ismeretlen 0,, O, Ismert, vagy Ho: My-M=d,
n,,n,>30

Kétmintas t-proba
Ho: H1=H;
0,,0,ismeretlen,o; = 0,

-



Feladat (Cochran-préba)*

MUselyem szakitoerd vizsgalatanal 20 darab (r=20)
10 elem@ (n = 10) minta adataibdl a szakitdéerdre a
kbvetkez6 tablazatban lathato korrigalt tapasztalats
szorasokat szamitottak ki. Feltehet6-e, hogy a vizsgalt

valoszinldseégi valtozok szérasai kdzott nincs szignifikans

eltérés, ha a szignifikancia szint 5%7?

i 1. 2 3. 4. 5. 6. 7 8. 9 10.
5 2 249 84 | 21,2 | §0 | &4 6,0 | 26,3 | 26,7 | 6,8 | 125
i 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20.
52 125 | 11,4 | 48 | 22,2 226 | 16,1 | 109 | 906 | 60,5 | 10,9

* Forras: Kovesi J.: Kvantitativ médszerek, Oktagegédanyag, BME MBA Mérnokoknek program,

Budapest, 1998




Feladat (Cochran-préba) megoldasa

m H,: aszorasok egyenl6ek

= H;: alegnagyobb szoras szignifikansan elter a tobbitdl

n=10
DF = n-1= 10-1=9
r=20, a=5%

%2

} Okrit = 0,135
S max

Osz = 2 %2 <2
S1+S2+...+S ¢

g, =22 _g1g3

3307

S2

S2

24,9

11

12,5

8,4

12

11,4

21,2

13

4,8

38,0

14

22,2

8,4

15

22,6

6,0

16

16,1

26,3

17

10,9

20,7

18

9,6

O|O|INOO|R[WIN[F] —

6,8

19

60,5

[N
o

12,5

20

10,9

Js, > Oirit = Ho-t elutasitjuk, azaz a legnagyobb szoéras szignifikansan

eltér a tobbitol.




A Cochran-proba G, kritikus ertekei az 5%-0s
valoszinlségi szinten

DF | 2 3 4 5 8 7 8 o 10 12 15 20 24 30 40 B0 120
1 ]- 0o6 Jogr  [oss |o7e o7z [oge |oe4 |oso  |oss  Jos4s fo3s o34 Joze (023 |oi7 0D
2 |oes |ogo |o76 |oee |o62 [os7 (052 (048 |045 |o2es o34 Jozs  Jo24 Jo2o 016|015 o067
3 |oes |osz |oss o1 [055 [o50 (044 (042 o038 o335 |ozes |o23 Jo20 fo8 (043 |oosz [oos3
4 |og2 |o77 |os3s |ose  [o4e5 (o044 (039 037 034 Jo2es o245 |o20 o7 |o4 (0.1 |o078 0043
5 |ooo |o73 Jose [o52 |o4s5 |o40 (038 |0335 031 |02 Jo2z |oge  |oas  |o135 [o.ose  |ooes  |o.038
6 |o86 |o7o |os6 |o4s |o42 (o037 (0335 (031 |o2e o245 o0 |oi6s o435 |o11 [oos7 |ooe  |o.033
7 |oss Joes Jos3 (o468  |040 0355 (032  |0285 027 o023 Joig  |o155 o013 Joaos  [0.023  |0.057 | 0.031
g |o23 |oes Jos2  [o44 (038 (034 (0305 (028 0255 o222 Joi8 o445 o2 |ooes (0078|0052 |0.030
2 |os1 |oe3 |oso |o42 [037 [o0325 (020 (027 0245 |o21 o417 [0.135 o415 |ooe2 [o007  |0.048 |0.038
10 |o70 |06t |o48 |p41 0355 [031  |o28 (026 (0235 |o20 o8 o413  Joi1  [ooss |oo67 [0047 [0.036
12 |o.77 |osa |o46 (038 034 [028 o027 (0245 (0225 |oie  |o.15 |o122 Jo105 [oo0s2 |0063 [0043 [0.034
14 |o75 |os8 |o445 (0375 033 028  |0255 (0235 (0215 |08 |o.145 Jo.115 Jooss o078 [o0.058  [0.041 0,033
16_|o73 |os4 |o43 o365 0316 (037 025 [0295 [o205 |oi75 o138 o411 Joooo |oo7s |ops5 |oo4n  [o0032
18 |o72 |os53 |o42 |0355 0305 (026 (0245 (022 (020 fo17 0133 o105 Joos foo72 |0053 [0038 [0.021

20 |o7o |os2 |o41 o35 (0205 0265 0235 (0215 |0.195 [0.165 |03 Joo  Joos7 |oo7  |o051 [0.037 00305
26 |ose |o51 |o305 o34 (020 0245 |o.23 0205 0.185 [0.155 |o.122 Jooee Joos3 o067 o050 [0.036 003
30 |o67 |o4o |o38 o33z [o28 o235 |o215 020 o175 [o145 o118 Joooz Joos  |opss |op4s (0034 |03
40 Joes |o47 |o385 (031 (0285 |022 (0205 |0485 (0168  |0.135 |o.11 |ooes |oovs |ooss |o045 [0.0327 [0.020
50 o83 |o44 |o35 [o2es (025 021 |oaes |0475 |05 o125 [o1os |oos  Joor  Jooss |oo43 |oo2  [oo2s
60 Jo.61 |o43 |o34 (o285 o224 o205 (o085 (o065 (0945 o2 |oose |oovs |ooes Joosz (o4 (o028 [o.o27
o0 |oss |o41 |o32 |o2es (0295 |o1e  |od7 (045 o043  |oi1  |opo  Joor  |oose |opsr |oo37 (o026 0035
120 |o56 |o3e Joso (025 |0215 |0475 (046  |044 0125 o010 Jooss [ooes |o0s5 Jood44 (0035 |0024 0024
240 |os3 Jo27 Jo2s [0225 |01 [016  [014 |013 o011 Jooe Joors [o055 |ooss Joo3s (002|002 0022
= |o40 Jo23 Jo25 [ode 047 (01435 (012 o411 (o005 Joors |ooes |oo4e Joos2 Joo32 (0025 0018 {001

1. oszlop: a szabadsagi fokok szama,;
Fejléc: r = a csoportok (mintak) szama,;



Vegyes kapcsolatok — ism étles

Hasonlosaga a varianciaanalizissel



Jelolesek

X; —X =telieseltérés (d,)
(¥;—%,) = belsd eltérés ( B, )
K,

(x,—x) =Kkulso eltérés (K )
o -  =teljes szorasnégyzet
2 B B
& = belsd szérasnégyzet

o7 = kilsé szorasnégyzet



Szorasnégyzetek kiszamitasa

ZZ (x; - X)° . ”w
2 =l =l | S S: teljes eltérés-

€ = = — ‘ -
/ 7 negyzetosszey

o 2.2 5-%) _ 210 _5p
s H 1 i}

Ss: belsd eltérés-
negyzetdsszeg

S5x:  kiilso elteérés-
negyzetosszeg

e

a

- ZHJ(E_I_E)E _ S ¢
1

Fl



Osszefiliggések
d . = B . + K

ki i j
X; =X =(x,—-X,) +(x;,-X)

'; 1

Teljes eltérés Belso elteres Klsé eltérés
7 “ = & 5 + O,
]
Teljes szorasnégyzet Belsd szdrasnégyzet Kllsd szorasnegyzet
3 =95 & + @ 1K
Teljes eltérés Belsd eltéreés Kilsé elterés

negyzet dsszeq negyzet dsszeg négyzet ésszeg



X |

Feladat:

Eqgy foiskolan 4 szakon folyik bachelor képzes. Az alabbi
tablazatban a hallgatok napi tanulasra forditott idejére
vonatkozo adatok talalhatok:

Szak Napi tanulésra forditott ido (ora) Hallgatok
4 o 0 £y %
atlaga szOrdsa N

X o megoszlasa
J ]

Emben erdlorras 1.5 1,2 24

Gazdalkodas menedzsment 275 0.8 26

Nemzetkozi gazdalkodas 1,75 1.5 il

Pénziigy-szamvitel 2,75 1.3 30

Szamitsa kiao,,0, o

mérdszamokat és értelmezze azokat!




Megoldas

x=0,24:1,5+0,26-2,25+0,2:1,75+0,3-2.75 = 2.12
or =0,24-(1,5-212)* +...+0,3-(2,75-2,12)% =0,2431
g, =049

o; =0,24-12% +0,26-08” +0,2-1,5* +0,3-1,3% = 1,469
T, =l L2

N 2

o’ =1,469+0,2431=17121 - o =1,308



A vegyes kapcsolat mutatoszamai

Szarasnégyzet-hanyados: megmutatja, hogy a mindségi vagy terilet|
isméry szerinti csoportositas hany %-ban befolyasolja a mennyiségi
IsmMarv szorodasat.

.
o g . S
Szorashanyados: a szérasnegyzet-hanyados négyzetgydke, amely

megmutatja, hogy milyen szoros a kapcsolat a nem mennyiségi
(csoportositd) és a mennyiségi isméry kozott,

2
leﬁ

2

I — ,|' Ok G-R': | — il;'_ SE{’: 1_SE
2 2 S S




A vegyes kapcsolat mutatdinak értelmezese

0< H <1

O*CHE <1 _' Sztochasztikus kapcsolat

2
H = i 0 Teljes figgetlenség, a kapcsolat teljes hianya

H - H2 - 1 Flggvényszer(l, determinisztikus kapcsolat



Rangsorolason alapulo eljarasok

(nemparameteres probak egyik fajtaja)

Mi van, ha a t-proba feltetelei (normalitas, varianciak azonossaga)
nem teljesil???

transzformaciok alkalmazasa (log, négyzetgyok, arcsin, ...);
nemparameéteres probak — rangsorolason alapulo eljarasok;

A nemparaméteres probakat akkor alkalmazhatjuk, ha

a paraméteres probak feltételei nem teljesilnek;
nem tudjuk ellendrizni (kis elemszam);
nem akarjuk ellendrizni;

ordinalis valtozok (mennyire Orilok a tavasznak??? — Kicsit-kbzepesen-
nagyon);

Csak az adatok nagysagrendje szamit, az nem, hogy mennyivel
nagyobb egyik adat a masiknal;
Szamitas: rangsorolas alapjan;
De: nem ugyanazt a null-hipotézist tesztelik, mint a paraméteres

prébak. Tehat nem tekinthetok gy, mint a parameéteres probak nem
paraméteres ,megfeleldi”;



0995 0975 0.95 0.05 0.025 0.01 0.005
Szabadsagfok vildszinlisdghez tartozd kritikus érték
1 0.000 0.001 0.004 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.010 0.051 0.103 5491 T.378 9.210 10.597
3 0.072 0.216 0.352 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.484 0.711 9488 11.143 13.277 14.860
9 0.412 0.831 1.145 11.070 12.832 15.086 16.750
6 0.676 1.237 1.635 12.592 14.449 16.812 18.548
T 0.989 1.690 2.167 14.067 16.013 18.475 20278
8 1.344 2.1B0 2,733 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735  2.700 3.325 16.919 19.023 21.666  23.589
10 2.156 3.247 3.940 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.816 4.575 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 4.404 5,226 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 5.009 5892 22362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 5.629 6.571 23.685 26.119 29.141 31.31%
15 4,601 6.262 1.261 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 6.908 7.962 26.206 28845 32.000 34.267
17 5.697 7.564 B.672 27.587 30.191 33.409 35718
18 6.265 8.231 9.390 28.869 31.526 34 805 37.156
19 6.644 8.907 | 10.117 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 9.591 | 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 10.283 | 11.591 32,671 35.479 38.932 41.401
22 B8.643 10982 | 12.338 33.924 36.781 40,289 42.796
23 9260 11.689 | 13.001 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9886 12401 | 13.848 36.415 39.364 42980 455538
25 10.520 13120 | 14.611 37652 40.646 44314 46,928
26 11.160 13.844 | 15.379 38.885 41.923 45.642 48,290
27 11.808 14.573 | 16.151 40.113 43.195 46.963 49 645
28 12.461 15308 | 16.928 41337 44 461 48.278 50.994
29 13121  16.047 | 17.708 42.557 45.722 49.588 52.335
30 13.787 16.791 | 18.493 43.773 46.979 50.892 53.672
40 20.707 24.433 | 26.509 55.758 59.342 63.691 66.766
50 27.991 32.357 | 34.764 67.505 71.420 T76.154 79.490
60 35534 40.482 | 43.188 79.082 83.208 B8.379 91.952
70 43.275 48.758 | 51.739 90.531 95.023 100.425 104.215
BO 51.172 57.153 | 60.391 | 101.879 106629 112329 116321
90 59.196 65647 | 69.126 | 113.145 118.136 124116 128299
100 67.328 74222 | 77929 | 124342 129.561 135.807 140.170

A Khi 2 eloszlas tablazata

Egyoldalu es ketoldalu proba



Ketténel tobb csoport vizsgalata



Egyszempontos varianciaanalizis

Alapja egyetlen F-proba, ami az atlagok eltérésére jellemzd "csoportok
kOzOtti” varianciat veti 6ssze a véletlen ingadozast leird "csoportokon
bellli” varianciaval.

kezeléstipusok | &2 | b [ ¢ | d e | T ] g

alapadatok

varianciak




Miért nem hasonlitunk 6ssze minden
csoportot paronkent?

* rossz hatasfoku:;

* torZItha.tJa dont,eselnl,(et.’ ygyanIS: Akisérletenkénti els 6 fajta hiba
minden paronkénti 6ssze- valoszin Gségének novekedése
hasonlitasnal a véletlen is
okozhat ,szignifikans”
eredmeényt;

ha pl. a=0,05, akkor atlagosan
minden 20-adik esetben
kovetunk el els6faju hibat, azaz
vetlnk el igaz 0-hipotézist;

Masképpen mondva: nem
tudhatjuk, hogy a szignifikans
eredm enyek kozul melyek e
tulajdonithatok a véletlen nek, s s ot r e
és melyek tukroznek valodi

kllonbséget .

* A sok hibas dsszehasonlitas ,inflalja”
a szignifikancia szinteket;



Ismételt paros 0sszehasonlitasok,
egyuttes valoszinisegek

Fiiggetlen déntések Névleges Helyes dontés Hibds donteés
szdma szignifikanciaszint valdszinlisége valdszinlisége
1 0,05 0,950 0,050
2 0,05 0,903 0,098
3 0,05 0,857 0,143
4 0,05 0,815 0,185
5 0,05 0,774 0,226
6 0,05 0,735 0,265
7 0,05 0,698 0,302
8 0,05 0,663 0,337
9 0,05 0,630 0,370
10 0,05 0,599 0,401
20 0,05 0,358 0,642
40 0,05 0,129 0,871



Varianciaanalizis — ANOVA proba (1)

Adott r darab normalis eloszlasu valoszinlseégi valtozo

Feltételezzik, hogy a valdszinlségi valtozok azonos szérasuak, azaz
0,= 0,=...= 0,. Ez a varianciaanalizis végrehajtasanak egy fontos
feltetele, fennallasa Cochran-probaval tesztelheto.

Hop: M= Mo=...= |,
H,: legalabb az egyik varhato érték szignifikansan eltér a tobbitdl

n;, n,,...,n avalészinisegi valtozokra vonatkozo fiiggetlen mintak
elemszamai, n a mintak elemszamainak 6sszege.

)(ij az i-edik minta j-edik eleme (i=1, 2,...,r), (=1, 2,...,n)

X az 6sszes minta elemeinek atlaga, X; az i-edik minta elemeinek

atlaga
_ 1< N 1< _
X:_szij :_Znixi
n N5=1

i=1 j=1



Varianciaanalizis — ANOVA proba (2)

m  Keépezzik a kdvetkezd statisztikakat

SSK:Zr:ni(x_i—})2 SSB—ZZ(X -xf  ssT= ZZ(X -xf

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Csoportok kozotti Csoportokon beldli Teljes
neégyzetosszeg négyzetdsszeg négyzetdsszeg

m SST=SSK+SSB;
= HaH,igaz (és teljesul a szordsok egyenl6sege), akkor

v SSB r-1 szabadsagfoku y?-eloszlasu, SSK n-r szabadsagfoku
x2-eloszlasu;

XK
v SSK fuggetlen SSB-t8l, az St =—— kiils6 szérasnégyzet, és az
SSB r-1
S =" bels6 szorasnégyzet egymastol figgetlenek,
n-—r
varhato ertékeik egyenl6k egymassal és az alapsokasag ismeretlen
szorasnegyzetevel,

m A két szorasnegyzet egyenléségenek eldontésére F-probat alkalmazunk.
H, fennallasa esetén F_ =s /s’ r-1, n-r szabadsagfokd F-eloszIasy;



Varianciaanalizis — ANOVA-tabla

A szamitasok un. ANOVA tablazatba rendezhet6k

Negyzetdsszeg Negyzet- | Szabad-| Szoras F érték p-erték
neve 0sszegek| sagfok | becslese
Csoportok | | r-1 2 2lg 2
oot | 20 X * % P
CSOpOftOﬂ ii()ﬁj % )2 Nn-r sz - -
belll; ENE
Teljes ZHZ(XJ _X)z n-1 - - ]

= Dontés ketféle modon lehetséges
O Hy-t elfogadjuk, ha F_, < F,,,, kilonben Hy-at elutasitjuk;
O Hy-t elfogadjuk, ha p>a, kildnben Hy-at elutasitjuk;

= p érték, az a legnagyobb elséfaju hiba valoszinlség (szignifikancia
szint), amely mellett a nullhipotézist meég elfogadnank;



A tObb csoport elemzese két lepésbdl all

 Meghatarozni, hogy van-e szignifikans kulonbség a
csoportok eredmeényeinek halmazaban,;

* Ha van, akkor keresstink szignifikans elterést a
csoportok kozott:
— Az eltéres nemcsak parok kozotti kulénbség formajaban lehet;



Az elemzés alapgondolata: az 6sszes
mintaban a varianciat ket modon becsuljuk

Az ANOVA alkotoja R.A. Fisher, egy angliai
mezdgazdasagi kiserleti allomason, 1918-25 kdzatt.

o Zsenialis felismerése: TObb csoporton egydtt végzett
kisérletben a null-hipotézis, H, ugy is vizsgéalhato,
hogy a populacio varianciat becsuljuk két
modszerrel es megnézzik, hogy ezen becslések ol
egyeznek-e.

1. a mintakon/csoportokon beltli szorédashbol
kovetkeztetlink a populacio varianciajara

2. a mintak atlagainak szorodasabol kdvetkeztetiink
ugyanarra a varianciara.



A négyzetes 0sszeg additiv elemekre bonthato

* A minta elemeinek tavolsagat a teljes minta ,nagy
atlagatol” becstuljik a negyzetes dsszeggel:

2 (Xnagy atlag Xi)2 !

* A négyzetes 0sszeg particionalhato az algebra
modszereivel
(additiv mddon részekre bonthatd)

Az egyes részeket ugy bontjuk, hogy azok a
szoras egy meghatarozott értelmezés i részének
felellenek meg

e A  bels 0" szérasnéqgyzet a véletlennek, az
Latlagok k6zotti” szérasnégyzet a csoportok
kozotti kulonbségnek felel meq




Egyszempontos ANOVA

Adott tobb fliggetlen minta
Cel az atlagok 0sszehasonlitasa

Feltételek:

— Az egyedek véletlenszerien kerlilnek egyik vagy masik
csoportba, a mintak figgetlen mintak  (egy egyed csak egy
csoportba kertlhet).

— Az dsszehasonlitando értékeket tartalmazoé valtozo folytonos.
— A mintadk norm alis eloszlasu populaciobdl szarmaznak

— Azok a populaciok, amelyekb 6l a mintak szarmaznak,
azonos varianciajuak.

Nullhipotézis:
— A flggetlen mintak azonos eloszlasu populaciobol szarmaznak, azaz

a populacio-atlagok megegyeznek



Mobdszer

Az ANOVA a teljes adathalmaz 6sszvarianciajat kétféle forrasbol szarmaztatja:
— Csoportok kozotti
— Csoportokon beldli

Kiindulasi null-hipotézis:  a populacio-atlagok megegyeznek;

E fenti feltevés egyenérték( azzal, hogy a populaciéban a csoportok kdzotti és

a csoportokon beldli variancia megegyezik. E két variancia
0sszehasonlitasaval lehet kovetkeztetni az atlagok azonossagara.

‘Uj’ null-hipotézis: A populaciéban a csoportok kozotti és a csoportokon
bellli variancia megegyezik.

Tesztelese: a ket variancia becslését tablazatban tiintetjuk fel. A
probastatisztika a két variancia hanyadosa, tesztelése: F-proba (egyoldalas).

Egy p-értéket ad:

— ha p>0.05, akkor elfogadjuk az atlagok azonossagat (H,)
— ha p<0.05, akkor van az atlagok kdz6tt kilonb6z6

A variancia analizis szamitasait altalaban tabbizaroktak foglalni

A szorédas okg Neégyzetdsszeg Szabadségl;fok Variangi&
S K e N
Teljes © - Ztl le Oy =007 N-1




lllusztracido a negyzetes 0sszeg
felbontasahoz

Adat

Atlag

Nagy atlag

veletlen komponens

csoportositasi komponens

rogzitett értek




A szoras elemzés gondolatmenete

(szoéras elemzés =variancia analizis=analysis of variance=ANOVA)

A mintak normalis eloszlasbodl szarmaznak (n darab);
Flggetlen mintak;

Véletlen mintak (randomizalas);

Null-hipotézis: a mintak kdzos
sokasagbhol/populacidobdl szarmaznak;

(V{=Vo=Va=...=V,)
Null-hipotézis kbvetkezmenye:
(S,%=S,%=55%=...=S?)

A mintakbol ket fliggetlen becslést keszitiink a
populacidé szérasara, pontosabban varianciajara (02);
A két variancia becslés hanyadosa az F, , eloszlast
koveti (F, ,=s,°/S,?);



A szoras elemzés gondolatmenete (folytatas)

 Ha a mintak egy sokasagbdl valok (a null-hipotézis
ervényes), akkor F, , eloszlasanak varhato értéke:
V(Fyo) =1,

* Ha p<0,05 arra, hogy F, , = 1, akkor elvetjik a null-
hipotézist;

* Ha elvetettik a null-hipotéezist, akkor megkeressik, mely

csoportokra mondhatjuk ki, hogy nem egy eloszlashdl
szarmaznak?

» Elbre tervezett (a priori), vagy utodlagos (a posteriori)
dsszehasonlitasokat végzunk;



Két variancia hanyadosanak eloszlasa a
Fisher—Snedecor eloszlas

1,277

1,07

Normalis

eloszlasu -
mintakbol képzett .
négyzetdosszegek T 06
hanyadosa

0.4

Fmn=S1m)/S2(n)’

0,27

0,0




A szoraselemzeés és a t-proba kapcsolata

A t-préba kepletében a nevez6ben az atlag szorasa van;

A szamlaloban is szorasnak megfeleld értek:
2 minta atlaganak kilonbsége van;

Ez nem mas, mint a ket szam eltéerése kilon-kilon a
k6z0s atlaguktdl, osztva n-1 -el, ami n=2 esetben nem
mas mint 1;

A szamlaléban és a nevezdben ugyanazon értekre ket
becslés szerepel, melyek négyzeteinek hanyadosa F
eloszlasu;



A t-proba képlete, és annak atalakitasa

f=_ MM
Si2
Jn+n, -2
(m —m,)*
2, = T
n+n,—2 Siz
n+n,—-2

Ha a képlet mindket oldalat
négyzetre emeljtk:

Akkor a jobb oldalon
két variancia hanyadosat kapjuk, azaz



A nullhipotézis szerinti helyzet abrazolasa

1.csoport 2.csoport 3.csoport



Az egyik alternativ hipotézis szerinti helyzet abrazolasa

1.csoport 2.csoport 3.csoport



A szignifikans ANOVA utan
kOvetheto gondolatmenetek



Kettd, vagy tobb statisztikal dontés egy vizsgalatban?

« Mitorténik az elséfaju hibaval, ha ket teljesen fliggetlen kisérletet
vegzunk, ket teljesen fliggetlen minta dsszehasonlitasaval.

* llyenkor két egymastol figgetlen hipotezisvizsgalatot végzink, es
ket szignifikancia vizsgalatot, mindegyiket az a=0,05 szinten.
Miutan ket flggetlen vizsgalatrdl van szo, ezért a két
szignifikancia vizsgalat is fliggetlennek tekinthet®.

 Ha mind a ket null-hipotézis érvényes, akkor annak
valoszinlisege, hogy legalabb az egyik null-hipotézist (hibasan)
elvetjuk:

— Jelblje P(s,)=0,05 az elsé teszt esetében a fenti valoszinlséget, P(s,)=0,05 a
masodik teszt fenti valdszinlségét.
A két esemeny egyuttes el6fordulasanak valdszintisége P(s,)*P(s,), ami
0,05*0,05=0,0025

« A harom lehetséges esemény: s, 6nmagéaban, s, 6nmagéaban, s;
és s, egydutt fordul eld.

o A két fliggetlen kisérlet esetében annak valdszinisége, hogy
legalabb az egyikben hibasan elvetjik a null-hipotézist:

p= 0,05+0,05-0,0025= 0,0975, ami [ényegesen magasabb , mint
az egy szignifikancia teszt esetében elfogadott 0,05.

« Es ha a kisérletek és az dsszehasonlitasok nem fliggetlenek?



Ismételt paros 0sszehasonlitasok,
egyuttes valoszinisegek

Fiiggetlen déntések Névleges Helyes dontés Hibds donteés
szdma szignifikanciaszint valdszinlisége valdszinlisége
1 0,05 0,950 0,050
2 0,05 0,903 0,098
3 0,05 0,857 0,143
4 0,05 0,815 0,185
5 0,05 0,774 0,226
6 0,05 0,735 0,265
7 0,05 0,698 0,302
8 0,05 0,663 0,337
9 0,05 0,630 0,370
10 0,05 0,599 0,401
20 0,05 0,358 0,642
40 0,05 0,129 0,871



Ha sok a csoport?

» A fenti gondolatmenet k=10 fliggetlen teszt
elvégzése esetén p=1-(1-0,05)10=0,4

» A flggetlen vizsgalatok szamanak novelésével
jelentésen noveljtiik annak valosziniseégeét, hogy
olyan hatasok létezését mondjuk ki, amelyek a
valosagban nem léteznek

e Minden lehetséges szignifikancia tesztet tekintve

a tesztek nem fliggetlenek, noha a mintak azok

voltak.




Varianciaanalizis t6bb normalis eloszlasu val. valtoz6 varhato értéekeinek egyenléségére

I Hipotézisvizsgalatok —L
Paraméteres probak

Nemparaméteres probak
Tébbmintas probak
llleszkedésvizsgalay? |
prébaval [ 1
Ho: F=Fo Toébb normdlis eloszlasu T6bb normalis eloszlasu
" valdsziriségi valtoz6 valosziniségi valtozo
Homogenitasvizsgalax® varhat6 értékeire sz6rasnégyzeteire
probaval I_|
Ho: F(§)=G(n) / — . \
Variancia analizis Cochran-féle C proba
Fuggetlenségvizsgalag? ( Ho: Mi=Ho=...=H, ) Hy: 0,=0,=...=0,
prébaval \"Foz:---:y N=Ny=...=N,=n
Ho: & ésn fuggetlen
Egymintés probak Kétmintas probak
I I
I | I |
Normadlis eloszlasu Normalis eloszlasu Két normalis eloszlasu Két normalis eloszlasu
—  valOsziriségi valtoz6 valdsziriségi valtoz6 valésziniségi valtoz6 valosziniségi valtozo
varhat6 értékére szOrasnégyzetére varhato értékeire szérasnégyzeteire
Egymintas z-préba X>-préba a =
— Ho: H=Ho szérasnégyzetre Flggetlen mintak esetén Paros mintak esetén Ho g2 —a2
o ismert,vagy n>30 Ho: 0%=02, BT
I_|
Egymintas t-proba Kétmintas z-proba ) )
L] Ho: M=Ho Ho: M1=H, Péros t-préba
o ismeretlen 04, O, ismert, vagy Ho: Hy-H=dy
n,,n,>30

Kétmintas t-proba
Ho: H1=H;
0,,0,ismeretlen,o; = 0,




Feladat (Varianciaanalizis)*

Egy aruhazlancnal megvizsgaltak, hogy 3 boltjukban azonos-e az egy
vasarlasnal fizetett 6sszeg. Minden boltban kivalasztottak 6 véletlen
kifizetett 6sszeget. A vasarlaskor fizetett 6sszegeket az alabbi tablazat
mutatja [dollarban]. Feltételezve, hogy a kifizetések normalis
eloszlasuak, s szorasuk egyenld, van-e kulénbség a 3 uzlet kdzott?

1. bolt | 2. bolt| 3. bolt = H,: ahéarom boltban azonos a
1205 1517] 9,48 vasarlasok varhato értéke

= H;:aharom boltban a vasarlasok
varhato értékei nem azonosak

23,94 | 18,52 6,92
14,63 | 19,57 10,47
25,18 | 214 7,63
17,52 | 13,59 11,90
18,45 | 20,57 5,92

* Forras: Curwin, J. — Slater, R.: Quantitative Methods for Business Decisions, Third Edition,
Chapman & Hall, London, 1991



Feladat (Varianciaanalizis) megoldasa
Foatlag: 15,195

SSK= 6*(18,73-15,193)+ 1. bolt| 2. bolt| 3. bolt
+..=3784 12,05| 1517 9,48
SSB =5,288(5 + 23,94 | 1852 6,92
+3,106 (b + 1463 | 19,57| 10,47
+2,28F(b= 2578 21,4| 7,63
= 2141

17,52 | 13,59 11,90
18,45 | 20,57 5,92

K. tap. szoras: 5,288 3,106 2,281




A feladat (Varianciaanalizis) megoldasa

Negyzet-

Szabad-

SZ0ras

dsszegek | sigfok | becslése | | oK | Pertek
Ef:@qﬂ'ﬁk 378.4 2 180.2 13.26 | 0.0005
QZ0T
Csoporton i
beliili 214.1 15 143 ] _
Teljes 5005 17 - - -

a=005,r-1=2,nr=15

F.ii= 3,68

F.,>F. » azaz Hy-t elutasitjuk;




Megadando az alkalmazando statisztikai eljaras neve, elvégzésének feltétele vagy
feltetelei, tovabba, ha a kérdes eldontesére tobbféle eljaras is alkalmas, akkor
ezeknek mi a rangsora. Utdbbi alatt azt értem, hogy melyik lenne a legjobb, de ha
az nem vegezhet6 valami miatt, akkor mi lenne a kovetkezd, stb.

1. A Szerencsejaték Rt. Honlapjardl let6ltheték az eddigi lottohuzasok néhany statisztikaja, pl.
az, hogy melyik szamot hanyszor hiaztak ki eddig 6sszesen. Hogyan lehetne megvizsgalni,
nem volt-e esetleg csalas, azaz nem szerepeltek-e egyes szamok az elvarhatonal
szignifikansan tobbszor vagy kevesebbszer?

2. Egy cég Uj reagenst kinal, amelyrél azt allitja, hogy az eddig forgalmazottnal
hatékonyabban noveli egy oldat vezetbképességeét (teljesen mindegy, hogy miért és hogyan).
Milyen modszerrel (vagy modszerekkel!ll) lehet eldonteni, hogy igaz-e az allitas?

3. Egy véllalkoz6 olyan segédanyagot forgalmaz, mely (allitAsa szerint) néveli a buza
terméseredményét. Milyen maédszerrel (vagy modszerekkel!!!) lehet eldbnteni, hogy igaz-e az
allitas?

4. Kutyafajtak termetét akarjuk 6sszehasonlitani. Tételezzik fel, hogy létezik egy
szempontrendszer, melynek segitségével 0-t6l 4-ig osztalyozni lehet a megvizsgalt allatokat:
0 - mini, 1 - kicsi, 2 - kdzepes - 3 nagy, 4 - hatalmas.

Nyolc kivalasztott fajta 366 peldanyanak eredményebdél milyen statisztikai probaval lehet a
fajtak kozott meglevdé méretkilonbség meglétét kimutatni avagy elvetni?



