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Bevezetés

Bevezetés

Megismerkediink a kvantummechanikai allapot
egy specidlis leirasi médjaval, amelyet Wigner Je-
né vezetett be 1932-ben.

Ez a modszer jol mutatja, hogy a kvantummecha-
nika inkabb a klasszikus statisztikus mechanika al-
talanositasa, mint egyszertien a klasszikus mecha-
nikaé.

Az itt mutatott bevezetés az irodalomban altala-
ban ad-hoc médon megadott definiciénal mélyeb-
ben indokolja a Wigner-fiiggvény meghatéarozasa-
nak maédjat.

6.1. abra: Wigner Jens (1902-
1995)

A kvantummechanikai targyalas utan a kvantumoptikai alkalmazasra tériink
at, hiszen a médszer ismertetésének f6 indoka, hogy éppen ezen a teriileten
hasznaljak legelterjedtebben ezt az un. fazisteres leirast.
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Klasszikus mechanika a fazistéren

A fazistér és a kanonikus egyenletek

Tekintsiink elGszor az egyszertiség kedvéért egy egyetlen szabadsagi foku
klasszikus mechanikai rendszert, amelynek Hamilton fiiggvénye H(x, p).

A kanonikus mozgasegyenletek alakja:
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Klasszikus mechanika a fazistéren

A fazispont sebességmezd forrasmentes

Jeloljiik a fazispont sebességét a fazistéren u-val: u = {i(¢), p(¢t)}.

A mozgasegyenletek miatt az u vektor divergenciaja a tényleges mozgashoz
tartozo trajektéria mentén eltiinik, mert

9. 9. 090H a(ay)_o

V-u o

(6.1)

Tth. a részecske helyzetét a fazistérben nem ismerjiik pontosan méar a kezdeti

id6pillanatban sem, | részecske helyzete — egy valdszintiségi valtozo ‘

Fazisvaloszintiség: f(x,p) valoszintségsiiriség a fazistéren, ami megadja,
hogy mekkora valészintiséggel tartozkodik a fazispont a daxdp fazistérbeli
térfogatelemben.
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Klasszikus mechanika a fazistéren

Liouville tétele

Egyetlen részecske egydimenziés mozgasat vizsgalva, a rendszer
allapotvaltozasat az f(z,p,t) id6figgs fazisvaloszintiség adja meg.
A fazisvaloszintiségre az aldbbi

Fapt) >0, 6 / F(@,p,t) dedp = 1.

Osszefiiggések minden idGpillanatban teljesiiljenek. Az utobbi kévetelménybdl
kovetkezik a kontinuitési egyenlet:

%—i-v-(fu)zo. (6.2)

Ervényes tovabba Liouville tétele, amely szerint a tényleges palya mentén:

df (z,p,t)

a
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Klasszikus mechanika a fazistéren

Liouville tételének bizonyitésa

Val6ban

o of of _of. of _of _
E_E+%x+a—pp—Evtu‘Vf—EJrV'(fu)—fV'u—U(6-3)

azért mert az elsG két tag Osszege a (6.2) kontinuitasi egyenlet miatt, a

harmadik tag pedig a mozgasegyenletekbdl kovetkezs V - u = 0 (6.1) miatt
tinik el.

A (6.3) Osszefiiggés a Liouville-egyenlet:

o5 _ osom  orom
ot  dx dp Op oz’

ami egy H =p?/2m + V(z) alaktt Hamilton-fiiggvény esetén f-re az

or __pos  ovor

ot m8x+6x8p

mozgasegyenletre vezet.
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Klasszikus mechanika a fazistéren

Liouville egyenlet oszcillatorra

Harmonikus oszcillatorra ennek alakja:

és ebben az esetben az explicit megoldast is fol tudjuk irni:
f(z,p,t) = fo(xcoswt — L in wt, p cos wt + mwz sinwt), (6.4)
mw

ahol fo(z,p) a t = 0-hoz tartozo kezdeti f6ltétel.

Ez a megoldas azt mutatja, hogy egy oszcillator esetén az f(x,p,t) fiiggvény
id6ben w szogsebességgel forog a fazistér f6lott, mikdzben alakjat nem
valtoztatja.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A szokésos valoszintiségi stirtiségekre nincs
mozgasegyenlet

A Kklasszikus Liouville-egyenlet,

o5 _ oo ofon

ot 9x dp Op oz’
az impulzus és a koordinata egyiittes eloszldsanak idéfiiggésére vonatkozik.

Nincs olyan klasszikus egyenlet, amely csak a koordinata- w(x,t) vagy csak az
impulzuseloszlas w(p, t) valoszintségi stirtiségét adna meg, ilyen egyenlet csak
az egyiittes eloszlast jellemzd f(x,p,t)-re létezik.

= nem varunk ilyen mozgasegyenletet a megfelel§ kvantummechanikai
siiriiségfiiggvényekre sem.

Val6ban nincs is ilyen egyenlet |1 (z,t)|>-re, amely a részecske koordinatajanak
valoszintiségi stirtiségét adja meg. De nincs ilyen a ¢(z,t) amplitido6 (inverz)
Fourier-transzformaltjaként ad6do v (p,t) impulzus-amplitidobol szamithato
|1(p,t)|? impulzus valészintiségi siiriiségre sem.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

Az x és p egyiittes stirtiségének kérdése

A kvantummechanikdban dinamikai egyenlet a 9 (z,t)-re vagy a
Fourier-transzformaltjara, 1 (p, t)-re adhaté meg — ez a Schrodinger egyenlet

A két szoban forgo fiiggvény koziil barmelyik egyszerre kodolja akar az x akar
a p szerinti eloszlast.

Kérdés: Van-e olyan fiiggvény a kvantummechanikiban, amely egyszerre az
x és a p fliggvényeként, azaz a Fourier-transzformacié nélkiil is tartalmazza a
mindkét valtozd szerinti valdszintiségeloszlast?

Igen van. — | Wigner-fliggvény

Ilyen kvantummechanikai fiiggvényt el6szor Wigner Jend adott meg 1932-ben.
Késébb tovabbi ilyen fiiggvényeket definidltak, de legelterjedtebben ma is a
Wigner altal megadott konstrukciét hasznaljuk.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

Operatorok szimmetrizalasa sziikséges

Egy részecske egydimenzioés mozgasara szoritkozunk.

Megjegyzés: Az eljaras egyszeriien kiterjesztheté hiromdimenzids mozgasra,
vagy arra az esetre ha sokrészecske-rendszeriink van és itt sik fazisteret
tekintiink.

A(z,p) fizikai mennyiség <— Onadjungalt operator

Az A(x,p)-hez hozzérendelt operator azonban nincs egyértelmten
meghatarozva. Filigg attol, hogy az X és P operatorokat a szorzatukat is
tartalmazo tag jelenléte esetén milyen sorrendben helyettesitjiik azokat az
A(z, p) megfelels valtozoi helyére.

Helyes eljaras: szimmetrizalt valtozat hasznélata.

Példa: Az xp szorzat helyére az (X P + PX)/2 operatort helyettesitjiik.

Jel6lés:A szimmetrizalt operatort Ay (X, P)-vel fogjuk jeldlni, ahol a W
index H. Weyl nevére utal.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A fizikai mennyiségek Fourier transzformaéltja

Tekintsiik a klasszikus A(x, p) fiiggvény (inverz) Fourier-transzforméltjat:

1 )
a(dp) = 2 // dzdp A(x,p)e”Cetrp)/h (6.5)

A follépd integralok a kozonséges értelemben altalaban divergensek.
Példa:

o A(z,p)=1 <+— a(Apu)=0(N)d(u) [kettds Dirac-delta]

o Alx,p)=x <+— a(\ pu) =ihd (N\)d(n) |,disztribucio”],
Ahol a Dirac-delta derivéltjanak értelmezése: [ &'(X\)g(A)dA = —g'(A = 0).

A (6.5) transzformécio inverze segitségével kapjuk az A(x, p) klasszikus fizikai
mennyiség Fourier-elGallitasat:

Az, p) = / dXdp (N, p)et Qe THp)/h,
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

Operatorok Weyl-szimmetrizaltja

Helyettesitsiik az exponencialisban szerepld klasszikus x és p mennyiségeket az
X és P operatorokkal, ekkor az integralas eredménye az X és P operatorok
fliggvénye lesz:

Aw (X, P) := / / dXdp (A, ) et OXFHPI/R, (6.6)

Ezt nevezziik az A operator Weyl szimmetrizaltjanak.

Mint tudjuk, az Ay, operator varhato értéke egy |¢) (tiszta) allapotban az

(Aw (X, P))y, = (V[Aw (X, P)[¢)

formuléval, szamithato ki.

Megjegyzés: A kés6bbiekben ezen a ponton nem csak tiszta, hanem keverék
allapotokat is meg fogunk engedni.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A szimmetrizalt operator varhato értékének megfeleld
strtségtiggvény

Kérdés: Van-e olyan a [¢) allapothoz tartozo Wy (x,p) figgvény a fazistéren,
amellyel mint valoszintségi strtiségfiiggvénnyel az atlag kiszadmitasara szolgalod
klasszikus valésziniiségszamitasi szabédlyt hasznalva éppen a
kvantummechanikai atlaggal megegyezs eredményt kapjuk?

Létezik-e Wy (z,p)? : / dxdp Wy (z,p)A(z,p) = (Y| Aw (X, P) [¢) | (6.7)

A bal oldalon a klasszikus szabéalyt alkalmaztuk: tetszdleges a valészintiségi
valtozotol fiiggs mennyiség varhatéd értéke a stirdségfiiggvény és a kérdéses
mennyiség szorzatanak teljes térre vett integralja.

Valasz: Létezik ilyen fiiggvény, ez a [¢) allapot Wigner-fiiggvénye, amelynek
kifejezését aldbb tobb formaban is megadjuk.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A karakterisztikus fiiggvény
A megkovetelt (6.7) egyenlGség jobb oldala a (6.6) Weyl szimmetrizalt
segitségével kifejezve:
01 Aw (X P) ) = @] [ [ N au e Xy = (68)
— [[ xdnatr w0,

ahol bevezettiik a |¢) allapothoz tatozé x. (A, 1) karakterisztikus fiiggvényt.

A karakterisztikus fiiggvény az operatorokat tartalmazé e!X+#P)/h Fourier
operatorbazis varhato értéke:
(] @ OXFDVI ) =y (A, ). (6.9)

Benedict Mihaly 6: Wigner-fliggvény 15 / 38



Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A Wigner-fiiggvény definicioja

Tekintsiik most (6.7) baloldalat, ahol a klasszikus A(x, p) varhato értéke szerepel a keresett
W (z, p) stiriségfiiggvénnyel a klasszikus szabaly szerint szdmolva. A(z,p) helyére beirva
annak Fourier-el6allitasat az a(\, p)-vel, kapjuk, hogy:

[ awio wow. A = [[ dsan Woten) [ [ ardn a(y e

= // dAdp a(X, 1) // dxdp W,l,(a:,p)eiuw'*”p)/h. (6.10)

Az el6irni kivant (6.7) egyenldség kovetkezik a (6.8) és (6.10) egyenlségébdl, azaz a (6.7)
egyenldség teljesiil, ha

/ / dadp Wy (2, p)el Co+0) /0 — 5 (3, ),

amibol

Wy (2,p) = [ xome =t arg,

27r7i)2

Azaz a Wy (x,p)-t6l elvart tulajdonsag teljesiil, ha az a (6.9) alatt definialt x. (X, u)
karakterisztikus fliggvény inverz Fourier transzformaltja.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A Wigner-fiiggvény tovabbi alakjai

Az aladbbiakban kovetkezd &talakitasok alapjan a 1 allapot ismeretében Wy, -t kézvetleniil, a
karakterisztikus fliggvény kiszamitasa nélkiil is meg lehet hatarozni.

Pl. ha a ¢(x) koordinata hullamfiiggvény adott, akkor a karakterisztikus fliggvény (6.9)
definici6ja szerint

xwhp) = [ 07 @)X () da.
Hasznaljuk itt a Baker—Campbell-Haussdorff-formulat a most kévetkezé alakban:
A+TB _ JA/24B+A/2 _

A A
e2ePe?, (6.11)

amely f6nnall, ha [A, B] az egységoperatorral aranyos. Ezért

e :/w*(x)emp/2hemxmewp/2h¢(x)dgg _

= [ @) X0 da = [ 67 (@ = /DN (et ) do. (6.12)

Megjegyzés: Ttt az ismert e?#F/2My (1) = o (x + p/2) dsszefiiggést hasznaltuk, ami azt
fejezi ki, hogy az impulzus operatora a térbeli eltolast generalja, és az infinitezimalisan kis
p/2 esetén érvényes (14 iuP/2h)(x) = (1 + §0z)(x) = ¢(x + §) iteralasa alapjan
bizonyithato véges u/2-re is.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A Wigner-fiiggvény tovabbi alakjai

Igy X4 (X, p) Fourier transzformaltja vagyis a Wigner-fiiggvény:

Wy (2,p) = ﬁ // (/ O (y — p/2)e™ PP (y + 1/2) dy) e Qw i) /B gxdp.

S minthogy itt
/eiA(y—z)/hdA =2mwhé(y — )

kapjuk, hogy

Wy (x, p) /d) (x — p)2)(z + p/2)e "2/ dy.

Ez a kivant formula tiszta allapotra.

Masik alak: Az y = —u/2, dp = —2dy helyettesitéssel, az integracios hatarok
el6jelvaltozasat azok folcserélésével kompenzalva kapjuk, hogy

W, (z,p) = h/w (= + y)¥(@ — y)e* P/ dy.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A Wigner-fiiggvény keverék allapotra

Mint lattuk, tiszta allapotokon a Wigner-fiiggvény az ! X+1P)/T eltolasi
operator varhat6 értékének, azaz a x, karakterisztikus fiiggvénynek a Fourier
transzformaltja.

Keverék allapot esetén a definicié ugyanez, csak a varhato értéket a keverék
esetén hasznélando

Xo =Tt (@ ei()\X—i-;LP)/h)
képlettel kell kiszdmitani. Ennek nyoman a Wigner-fiiggvényre az eléz6
fejezetben végrehajtott atalakitasok megfelelé modositasaval a

1 A
W(z,p) = — / o(@ + p, x — p)e* /" dpy

eredmeény adodik, ahol o(z',x) a 6 = >, w; |1;)(¢;| stirtiségoperatornak
megfelels o(z’, x) = (2| 0]x) = D, wih} (x)h;(a’) ,;méatrix”, (valojaban
kétvaltozos fiiggvény) koordinatareprezentacioban valamilyen v;(x)-ekkel,
ahol ), w; = 1.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A Wigner fiiggvény valos

Allitas: A Wigner-fiiggvény valos.

Bizonyitas: képezziik a fliggvény komplex konjugaltjat
1 o .
Wi = [ bty ge I dy
mh J_ o

Végezziink egy egyszert valtozohelyettesitést y — —y majd az integréacios
hatarokat cseréljiik &t:

1 .
W (x,p) = _E/ (= y)* (@ + y)e >V dy = W, (2, p).

Tehét valoban W;‘(x, p) = W, (z,p), azaz a Wigner-fiiggvény valos.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A helyes marginalis eloszlasokat adja

Allitas: A helyes marginalis eloszlasokat adja.

Bizonyitas: A W (x,p)-t integralva p szerint kapjuk, hogy
1 .
/W(w,p) dp = ﬁ/g(x—u/27w+u/2)/e’“‘p/ﬁ dpdp =
s

- / 5(w)ole — /2, + 1/2) dp = 0w, z) = ()2 (6.13)

A Wigner-fiiggvény x szerint integralja:
1 )
[wen do= o [[ 6@ /2t + u/2e#o/" dude,
T

amiben viszont a p =y — z és x = (y + z)/2 valtozotranszformacioval attérhetiink az y és z
szerinti integralokra, ahol az integral két (inverz) Fourier transzformalt szorzataként irhato.
Mivel a Jacobi-determinans 1 kapjuk, hogy,

[Wende = s [ @eritas [we ey = 15eE. (614

A (6.13) és (6.14) formulak szerint a marginélis stirtiségek éppen a megfelel koordinata és
impulzusreprezenticidbeli valodi valoszintiségsilriiségek. A fontiekb6l az is latszik, hogy
tiszta allapotra:

// W(z,p)dxdp = 1.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

Bizonyos tartomanyokon negativ is lehet

Allitas: Bizonyos tartoményokon a Wigner-fiiggvény negativ is lehet.
Bizonyitas: Tekintsiik példaként a harmonikus oszcillator stacionarius un(x) &llapotaihoz

tartozd Wigner-fiiggvények értékét a fazistér (x = 0, p = 0) origdjaban.

A definiciébdl és az u, normaltsagabol kovetkez6en

W, (0,0) h/ —y)dy = f( n",
mivel az u, allapotok n paritasatol fiiggs sajatértékkel a paritas sajatallapotai
un(=y) = (=1)"un(y)-

Lathato, hogy a paratlan n-hez tartozé allapotok Wigner-fiiggvénye az origoban negativ,
mig paros n esetén ez pozitiv.

Igy a Wigner-fiiggvény bizonyos tartomanyokon altalaban negativ értéki is lehet. Mivel egy
szokasos klasszikus valoszintiségi stirtiségfiiggvény mindig nemnegativ, ezért a W fliggvényt
kvazivalosziniiségi-striiségfiiggvénynek nevezziik.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

Két allapot atfedésének mértéke a megfelel
Wigner-fliggvények szorzatanak integraljaval ardnyos
Allitas: Két allapot atfedesének mértéke a megfelels Wigner-fiiggvények szorzatanak
integraljaval aranyos
Bizonyitas: A szorzatintegral kiszamitasahoz elGszdr a p szerinti integralast hajtjuk végre

és hasznaljuk, hogy [ et (r=")P/Mdp = 2whé(u — v):
[ o Wt p0Wo ) = s [ | [t =200 o+ 2t
X [/ o*(x — v/2)p(x + v/2)eWP/" du] =
= 57 [ 4o [ 6o = /D @ 4 120 @ = v/ Do+ /280~ v) dvd =
= ﬁ /dw/dJ(x — p/2)" (x + p1/2)™ (x — p/2)p(z + p/2) dp

Attérve az x — pu/2 = y, x + /2 = z valtozodkra, ahol a Jacobi determinans J(g((g;))) =1:

[ oo oo Welen) = s [ 6@ @) dy [ 47 Gele) dz = o Wl

Azaz a két Wigner-fliggvény szorzatanak integralja a megfelels két allapot bels6
szorzatanak abszolat érték négyzetét adja az 1/2wh = 1/h tényez6tél eltekintve.
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Féazisvaloszintség a kvantummechanikidban

A Wigner fiiggvény idéfiiggése

Minthogy a ¢ allapotok altalaban fiiggenek az id6t6l, a Wigner-fliggvény is valtozik idében
az alabbi képletnek megfelelgen:

1 .
W(z,p,t) = s /1/)*(:1: +y, t)p(z — y, £)e2 P/ gy,

A W(z,p,t)-re potencialos (konzervativ) erétérben mozgd részecske esetén egy
mozgasegyenlet is folirhatd, amely W id&derivaltjat annak x és p valtozéi szerinti parcidlis
derivaltjaival hatarozza meg.

Altalanos esetben azonban ez egy rendkiviil bonyolult alakii parcialis egyenlet, ezért azt a
legritkdbb esetben hasznaljuk. Ehelyett inkdbb a -re vonatozé Schrodinger-egyenlet
megoldésat irjuk be minden id&pillanatban a W definicidjat add integralba.

Megjegyzés: Amikor a potencialis energia z2-el ardnyos, azaz egy szabad harmonikus
oszcillator esetében, meg lehet mutatni, hogy a Wigner-fliiggvény egyszeriien az oszcillator w
frekvencidjaval megegyezd szogsebességgel forog kirbe a fazistér f616tt, mikdzben alakja
valtozatlan. Ez ugyanaz a tulajdonsag, amit a klasszikus Liouville egyenletbél is kaptunk,
ami a harmonikus oszcillator kitiintetetten egyszerti kvantummechanikijanak a
kovetkezménye.
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A Wigner-fliggvény a kvantumoptikdban

A kvadraturak Wigner-fiiggvénye

A kvantumoptikaban kiilonosen kiterjedten hasznaljék az allapotok
jellemzésére a Wigner-fliggvényt.

@ Egy modus esetén a két kvadratura az X és az Y ugyanolyan folcseré-
lési relacionak tesz eleget mint a mechanikai rendszer koordinata és az
impulzus operatora.

@ A kvantumoptikai esetben a két operétor teljesen egyenrangu, igy a féa-
zisteres leirds, amely ezt az egyenrangisiagot a maga természetes modjan
hangsilyozza, teljesen kézenfekvd.

A kovetkezSkben attekintjiik a legfontosabb moédusallapotok
Wigner-fliggvényeit és ramutatunk arra, hogyan tiikkroz6dnek tulajdonsigaik a
Wigner-fliggvényiikben.
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A Wigner-fliggvény a kvantumoptikdban

Az eltolasi operator és a karakterisztikus fiiggvény

Az X és Y kvadrattura operatorokkal jellemzett kvantumoptikai moédus esetén egy tiszta |i)
allapot karakterisztikus fiiggvényét a (6.9) definiciénak megfelel§en a

X ()‘7 Iu) = <'¢)

6i()\X+;LY)|w>
kifejezéssel, altalanosabban pedig p a stirtiségoperatorral megadott keverékekre is érvényes
Xp(A p) = Tr (ﬁ e"(AX“‘Y))

formulaval adjuk meg. Ttt az e!AX+#Y) operator az X = (a +a')/2, Y = (a — at)/2i
alapjan a koherens allapotok bevezetésénél megismert

D(B) = exp(Ba’ — B*a)

eltolasi operatorként is irhato, a 8 = (—u +i\)/2 azonositassal. A karakterisztikus fliggvény
ebben a 8 komplex véltozoéban

Xp(B) = Tr (pD(B)) = Tr(pee' =472,
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A Wigner-fliggvény a kvantumoptikdban

A mo6dus Wigner-fiiggvénye

Ezutan a Wigner-fiiggvény az el6z6ek szerint, az a = x + iy valtozéban

Wilz,y) = Wp(a) = % // Tr (pD(B)) e~ 1P =F"0) 23 —

_ %//Tr(ﬁeﬁaf_g*a) ei(Fa" =57 q(ReB)d(Imp)

@ A h hianya az [X,Y] = i/2 kommutator kdvetkezménye,

@ az 1/22 prefaktort pedig a (u,\) — (ReB,Imf3) valtozo-helyettesitéskor
folléps Jacobi determinéns tiinteti el.
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A Wigner-fliggvény a kvantumoptikdban

Koherens allapot Wigner fiiggvénye I.
Az |ap) koherens allapot egy tiszta allapot, amelynek stirtiségoperatora

Pay = |ao)eol -

Szamitsuk ki elGszor a x;(8) =Tr(pay D(B)) =

(ao| D(B) |ao) karakterisztikus fiiggvényt.
A BCH azonossagot hasznalva:

T_pg*
Xao = (0] D(B) |ao) = (ao| €”*' =7 % |ag) =
= 181772 (q| &P e a |qg) = e~ 1817 /2¢BaG—B a0,

Ebbél a Wigner-fliggvényre:

*_g* 1 * g% * g%
Wao (a //Xao —(Ba"—pTa) g2 — ﬁ//e—wz/%ﬁ%—ﬁ ag—fa*+8 a2

(6.15)
Az ilyen tipust integralok kiszdmitasahoz hasznaljuk az

l//e‘”‘ﬂl%ﬁ*a‘ﬁa*dzﬁ:le“a'z/7 (6.16)
p v

integralformulat, ami tulajdonképpen az e=181% ketvaltozos Gauss stirtiség kettss
Fourier-transzformaltja, s errél tudjuk, hogy az maga is egy Gauss fiiggvény.
Benedict Mihaly
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A Wigner-fiiggvény a kvantumoptikaban

Koherens allapot Wigner-fiiggvénye I1I.

A fonti (6.16) formulaval a (6.15)-bol a koherens allapot Wigner-fiiggvényére a

2 2
Wap (@) = ;e—ﬂﬂ—&o\

eredményt nyerjiik.

Lathato, hogy ez a fliggvény sehol sem negativ, és be lehet bizonyitani, hogy a tiszta
allapotok koziil ez a nemnegativitas csak az oszcillator intelligens allapotaira érvényes, azaz
azokra, amelyek minimalizaljak a két kvadratiara szorzatara vonatkoz6 bizonytalansagi
relaciot, tehat az intelligens allapotok részhalmazat képezd koherens allapotokra is. Ez
utébbiakat neveztiik kvéaziklasszikus allapotoknak.

Megjegyezés: A kovetkez6kben targyalando6 préselt koherens allapotokat, amelyekre a
Wigner-fiiggvény még szintén mindeniitt pozitiv, mar nemklasszikus allapotoknak szokés
nevezni. A préselt allapotok szemléltetésére a Wigner-fiiggvény egyébként kiilondsen
alkalmasnak bizonyul majd. Azokat az allapotokat viszont, amelyeken a Wigner-fiiggvény
negativ értéket is folvesz itt erésen nemklasszikus allapotoknak fogjuk nevezni.
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A Wigner-fiiggvény a kvantumoptikaban

Fotonszam sajatéllapotok Wigner-fiiggvénye

Er6sen nemklasszikus allapotokra példa egy fotonszam sajatallapot (a vakuumot kivéve),
amelynek Wigner-fliggvényét itt részletes levezetés nélkiil kozoljiik. A karakterisztikus
fliggvény alakja

Ximy (B) = (n| D(B) |n) = (n| 8% =874 |n) = e~181°/2 (n| Pl e =870 )

ami az a és af operatorok |n)-re valo hatasabol kiértékelhets.
Az eredményb6l Fourier transzformacioval kiszamithaté a szamallapot Wigner-fliggvénye:

W(a) = #6_2‘0‘|2Ln(4|a|2) ,

ahol L, az n-edik Laguerre polinom.

Mivel a polinomnak n zérbhelye van, és az azt szorz6é exponencialis mindig pozitiv, ez a
Wigner-fliggvény n-szer metszi az o sikot, csticsa az o = 0 helyen van, értéke pedig ott n
paritasanak megfelelen pozitiv vagy negativ (lasd korabban is)

Meg lehet mutatni, hogy a W, () fiiggvény legkiilsé inflexios pontja éppen |a|? = n-nél van
azaz ott, ahol a fliggvény értéke a fotonszam varhato értékével egyezik meg. Ennek a
fliggvénynek az a sikon megjelen§ hengerszimmetridja azt jelzi, hogy a szaméllapotban az
allapot fazisa teljesen hatarozatlan mivel az eloszlas az arg « szerint teljesen egyenletes.

Benedict Mihaly 6: Wigner-fliggvény 30 / 38



A Wigner-fii

6.2. 4bra: Néhany szamallapot Wigner-fiiggvénye. a) Vakuum allapot, b) Az |1) szamalla-
pot. ¢) Az |5) szamallapot

Animacio:

Az alabbi linkr6l elérhet§ animécidban az egyes szamallapotok
Wigner-fiiggvényét abrazoltuk. A forgathaté 3D abrakon figyel-
jik meg, hogy mely n-ekre vesz fel a Wigner-fiiggvény negativ

értékeket.

http://titan.physx.u-szeged.hu/ mmquantum/demos/

WignerFunctionOfHarmonicOscillator-dp.html
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1Pnm

Wigner function (2/m)

mie Im(e)
Refa) Refa)

6.3. abra: Az als6 abrasoron az S. Haroche (Parizs) csoportja altal végzett kisérletek soran
elsallitott szamallapotok mérési eredmények alapjan rekonstrualt Wigner-fiiggvénye lathato.
Mig a fels6 abran az allapot redukalt strliségmatrixdnak elemeit kovethetjiik. Lasd majd a
11. fejezetben.

6: Wigner-f



A Wigner-fliggvény a kvantumoptikdban

Termikus allapot Wigner-fiiggvénye

A termikus allapot Wigner-fiiggvényéhez a Tr(gr D(«)) karakterisztikus fliggvényt kell
Fourier-transzformalni. Szamitsuk a spurt a szdmallapotok bazisan.

Tr(or D(@)) = (1 —2) (n|" D(a)|n).
n=0

Az eredmény:

WT(OL) — E tanh fiw e—2|a\2tanh(ﬁw/2kT) A
™ 2T

ami a T = 0 helyen visszaadja az |n = 0) alap-
allapot, illetve ami ugyanaz, az |agp = 0) kohe-
rens 4llapot Wigner-fliggvényét.

6.4.abra:  Termikus allapot  Wigner-
fiiggvénye
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A Wigner-fiig ny a kvantumoptikédba

Tovabbi példdk Wigner-fiiggvényre

Animacio:

Ez a gif animaci6 koherens allapot Wigner-fiiggvényének idéfej-

16dését szemlélteti.

http://titan.physx.u- szeged.hu/ mmquantum/demos/glauber-movie.gif

Animacio:

- Ez a gif animacié amplitado préselt allapot Wigner-fliggvényének
.f  id6fejlsdését szemlélteti.

http://titan.physx.u- szeged.hu/“mmquantum/demos/glauber-movie- squeezed.gif
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A Wigner-fiiggvény a kvantumoptikaban

Tovabbi példdk Wigner-fiiggvényre

Animacio:
Ez a gif animaci6 fazis préselt allapot Wigner-fliggvényének

idé6fejlsdését szemlélteti.

http://titan.physx.u- szeged.hu/“mmquantum/demos/glauber-movie- squeezed-90.

[

gif

Animacio:

Ezen az animacion az un. préselt allapot Wigner-fliggvényének
idéfejlédését  kovethetjiik nyomon. Az egyes valtozokra
valé kiintegralassal kapjuk a masik valtozd valoszintiségi-
stirtiségfiiggvényét, amelyet szintén abrazoltunk.

http://titan.physx.u-szeged.hu/“mmquantum/demos/

TimeEvolutionOfSqueezedQuantumStatesOfTheHarmonicOscillator-dp.html
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Tovabbi kvazival6sziniségi slrdségfiiggvények

A Husimi-féle Q-fliggvény

A Wigner-fliggvényen kiviil mas kvazivaldszintiségi stirtiségfliggvények is hasznalatosak.
Megemlitendé a Wigner-fiiggvényen kiviil leggyakrabban hasznalt un. Husimi-féle (vagy a
japan nevet helyesebben atirva Fusimi-féle) Q;(«) strtségfiiggvényt.

Definici6 szerint ez a kérdéses allapot stirtiségoperatoranak varhato értéke az |a) koherens
allapotokon mint az « paraméter fiiggvénye:

Q) == = (a] pla,

s

ahol az 1/m faktor az [ Q;() d?c = 1 normalast biztositja.

Minthogy a  nemnegativ operator, a Q(a) a Wigner-fiiggvénnyel ellentétben sehol sem
negativ. Egy |¢) tiszta allapotban, amikor p = |¢)v| a fiiggvény alakja

1
ks

Quuy(@) = —(alv)la) = —|(wla) .
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Tovéabbi kvazivalészintségi strilségfliggvények

A Glauber—Sudarshan-féle P-fiiggvény

Egy tovabbi kvazivalészintiségi siirtiségfiiggvény a R. Glauber és E. Sudarshan &ltal
bevezetett Ggynevezett P fliggvény. Mint tudjuk, egy normalhat6 p stirtiségoperator
(Trp = 1) egy |ug) tetsz6leges valodi ortonormalt bazisban altaldban nem diagonélis:

p=> prilur)wl,
ol

de szigortian diagonalizalhato. Erdekes modon azonban a koherens allapotok tulteljes
rendszerén minden p siirtiségoperator formalisan diagonalis alakuva tehet6 egy alkalmasan
valasztott Ps(c) fliggvénnyel”, ami azt jelenti, hogy teljesiil a

o= [ Pate)lakal d*a

egyenlGség. A fiiggvény sz6 idézGjelét az indokolja, hogy a P;(c) altalaban erdsen
szingularis kifejezés. Egy |ao) koherens &llapotra lathatolag

P\ao)(a) = é‘2(04 - Of()),

azaz mar a legklasszikusabbnak tekinthet& tiszta allapotokra, tehat a koherens allapotokra
sem egy valodi fiiggvény. Még inkabb igy van ez pl. egy szamallapot esetén, ahol a
megfelels P-fiiggvény a Dirac-delta derivaltjaival adhato meg. (A részleteket illetGen az
irodalomra utalunk.) A P-fliggvény csak bizonyos keverék allapotok esetén valik a szokésos
értelemben fiiggvénnyé, pl. termikus allapotok esetén, ezért hasznalata is leginkabb azok
leirasanal hasznos.
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Ellen6rz6 kérdések

Ellensrzs kérdések

6000000CO0OO0CO

Mire vonatkozik a Liouville egyenlet?

Mit jelent a Weyl szimmetrizalas a kvantummechanikdban?

Mit neveziink karakterisztikus fliiggvénynek?

Milyen el&iras vezet egy kvantumallapot Wigner-fiiggvényéhez?
Soroljuk f6l1 a Wigner-fiiggvény tulajdonsagait?

Hogyan definialjuk egy modus allapotanak Wigner-fiiggvényét?
Mik a jellegzetességei egy koherens allapot Wigner-fiiggvényének?
Mik a jellegzetességei egy szadmallapot Wigner-fliggvényének?

Mik a jellegzetességei egy termikus allapot Wigner-fliggvényének?

Milyen tovabbi kvazivaldszintiségi stirtiségtiiggvényeket szokas hasznalni a mez§ allapo-
tainak jellemzésére?
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