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Egy 4allohullam mint oszcillator

Allohullam modus

Az elektromégneses mez6 (EM) egyetlen modusat tekintjiik egy L
hosszuisagi F' feliiletd dobozban, melynek térfogata LF =V. A
klasszikus mez§ elektromos térerGssége:

E =% q(t)Asink,z (2.1)

ahol a k, =nn/L, n=1,2... biztositja az E(L) = 0 hatarfoltétel
teljesiilését, mig E(0) = 0 automatikus teljesiil.

Ez egy transzverzélis mez6 V - E = 0. ¢(t) dimenziétlan, A térersség
dimenziéju.
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Egy all6hullam mint oszcillator

Allohullam modus

2.1.4bra: Az E és B mez$ az iiregben.
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Egy all6hullam mint oszcillator

A moédus-oszcillator egyenlete

A maéagneses mez§ a Maxwell egyenletekbdl:
B = -V xE= -y q(t)Akcos kz,
tehat sztatikus mezdék nélkiil:
B = -y As(t)kcoskz, ahol  5(t) =gq.

a masik Maxwell egyenletbél: B = 2V x B

% G(t)Asinkz = —% ?s(t)Ak? sin kz,
q(t) = —c*k?s(t) = —w?s(t),

igy egy oszcillator egyenletet kapunk:

i(t) +wq(t) =0, (2.2)

melynek altaldnos megoldasa
q(t) = qo cos(wt + o).
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Egy 4allohullam mint oszcillator

A Lagrange- és Hamilton-fiiggvény

A §(t) + w2q(t) = 0 egyenlet egy w korfrekvenciaju és fiktiv llandé M tdmeg(i oszcillator

1.
L= SM@E - i)

Lagrange-fliggvényébol szarmaztathato. Az ennek megfelel§ klasszikus Hamilton-fliggvény:

H:pq'—E:1 (i+Mw2q2)
2\ M '

ahol a p hatas dimenzidju kanonikus impulzus:

oL
pi= o= M= —Muw?s(t).
q
A maégneses mezd:
B=y Ap k A ! k
=y ()MQCOS z=y p()chcos z.

Azaz E a q kanonikus koordinatat, a B a kanonikus impulzust tartalmazza.
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Egy all6hullam mint oszcillator

Az energiastirtiség és az energia

A modus energidja:

L L L
1 1 1 1 w?
F/ —goE%2 + —B? | dz = F- A2 q2(t)so/sin2 k:zdz—i—sz(t)—w—/cos2 kzdz | =
2 2p0 2 to 2
0 0 0
| | —
=L/2 =L/2
FL 2 €0 VA2 €0 2 p2
—A (q +w?s?) = 5 5 RVEN

ahol az M allandét gy rogzitjiik, hogy &lljon fonn a H = (p?/M + Mw?q?) /2 egyenlSség:

e0VA2/2 = Mw?. (2.5)
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Az oszcillator kvantalasa

A q és p kanonikus valtozokat ezek utan egy H Hilbert téren értelmezett @ és P linearis és
onadjungalt operatoroknak tekintjlik és elgirjuk a

[Q,P] =ih

félcserélési relaciot. Itt @@ dimenzidmentes, mig P hatds dimenzidju, csakiigy mint a
kommutator. A h, a 27-vel osztott Planck allandé, és az értékét a tapasztalat rogziti:

h=1,05-10"3*Js.

Ezt el6szor az liregsugarzas kisérletileg mért spektruma és az elméletileg levezetett
Planck-torvény Osszehasonlitasabdl szamitotta ki Planck, kés6bb Millikan fotoelektromos
kisérletei és az Einstein-féle fotoelektromos egyenlet Osszevetésébdl ugyanezt az értéket
kaptak.

Amint az kideriilt, éppen ez a matematikai 1épés, vagyis a klasszikus kanonikus valtozok
operatorokkal torténd helyettesitése vezetett el az elektromagneses mez6 megfigyelt
kvantumos tulajdonsagainak a korrekt matematikai leirasdhoz.

Minthogy @ és P most mar operatorok, a Hamilton-fiiggvényb6l kaphaté

1 (P2
H=-("—"— M22
2(M+ wQ)

is operatornak tekintendd, ez a modus Hamilton-operatora.
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Léptets operatorok és sajatérték-egyenlet

A szokasos modon bevezetjiik az a és ol linearis és nem &nadjungalt operatorokat:
1 Mw . P Mw . P
‘=2 (V h Q“\/an) Vo (Q“Mw)’
1 Mw P Mw P
t_ i) =4/ == (0-i—).
“ \/Q(\/ n @ Z\/th> V "2n (Q ’Mw)

Kommutéatoruk:

[a, aT] = % ([Q, —iP] + [iP,Q]) = 1. (2.6)

A moédus Hamilton operatora:
H = hw(ata+1/2). (2.7)

Amint az a harmonikus oszcillator kvantummechanikajabol jol ismert (a részletekrsl alabb)
az aTa =: A 6nadjungalt operator sajatértékei az n = 0,1,2... nemnegativ szamok, ami azt
jelenti, hogy a

H “Pn> =é&n |<Pn>

sajatértékegyenlet megoldasai a kévetkezSk:

en = hw(n+1/2) n=0,1,2...
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Kvantéaléas

TérerGsségek mint operatorok

Ha a g és p -vel kifejezett E és B (2.1), (2.4) térmennyiségekben végrehajtjuk a ¢ — Q,

2
p — P operatorositast, akkor az eV A?/2 = Mw?M (2.5) definiciéval és az % =M
azonositassal, az elektromos és méagneses mezGk is operatorok lesznek:

t h hw
E=%Q()Asinkz =% a:;; 1/ mAsinkz =% (a+adh) EO—Vsinkz. (2.8)

P [Mhw 1
B=-y AS(t)kcoskz=y¥ AW%coskz:y A ngi((ﬂ —a)coskz =

E és B merdlegesek egymaésra, de ezek a merdleges komponensek nem félcserélhetsk:

hw
sin 2kz. (2.9)
eoVe

hw 1
[Ez, By] = —— —2isinkzcoskz =1
eV ¢
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A moédus energidja és impulzusa

Médus energiaja

hw hw 1 pohw
Co=4|—= é Bo=4|—F7—-=
eoV eV ¢ %

mennyiségeket, amelyeket az egy fotonhoz tartozo térerésségeknek neveziink (ezt a
terminologiat még finomitjuk), s igy

Bevezetjiik az

=&(a+al)sinkz, By = iBo(a’ — a) cos kz.

A modus az energidja a dobozbeli energiastirtiség térfogati integraljaként adédik. A sin? és
cos? integralja L/2 -t ad, amit F-el szorozva a térfogat felet V/2 kapjuk, igy:

H= 75080—(a+ at)? - — B2 ( t—a)? =
210 2

v /,Loﬁw

V.  hw
=—eo——(a® +a'? + aat + ala) — P (0? +a'? —aat —ala) =

4 eV 4#0

h 1
:%2((1(17‘ +afa) = hw (aTa + 5) .
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A moédus energidja és impulzusa

A szamallapot béazis

A fontiek alapjan tehat a mezét jellemzé fizikai mennyiségek operatorok, amelyek egy
a linearis harmonikus oszcillator elméletében szerepet jatsz6 térrel analog és sziikség-
képpen végtelen dimenzios Hilbert tér f616tt vannak értelmezve.

A mez6 ezen modusanak egy allapota ennek a vektortérnek valamilyen eleme.

A H odnadjungélt operator sajatvektorai ebben az esetben az |n) := |pn) Ugynevezett
szamallapotok, amelyek paronként ortogonélis és teljes rendszert alkotnak.

A modus tetszéleges kvantumallapotai ezeknek az allapotoknak a szuperpozicidjaként
adédnak
W) =3 enln) = 3 In) (n] ). (2.10)
n n

A fizikai mennyiségek mérésekor az aktudlis allapottol fligg6en a megfelel§ operdtor
sajatértékeit kapjuk a kvantummechanikidban elgirt valoszintiséggel.
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A moédus energidja és impulzusa

Egy masik jelolés

Bar az irodalom egy részében a font taglalt konvenciokat és jeldléseket hasznaljak, hasznos
lesz megismerkedni egy masik szokasos jelolésmoéddal, amely legalabb annyira elterjedt mint
az, amit a féntiekben megismertiink. Az itt bevezetett a és at operatorok helyett vezessiik
be a szintén nem nadjungalt @ és af operatort, amelyek definicioja

a = ia, at = —ial.

Lathatolag ezek folcserélési relacioi azonosak azzal amit az a -ra és at -ra megismertiink:

Az 7 = ata operator pedig szinttgy az
i =ala=ala
alakba irhaté. Az elektromos és a magneses térerdsség alakja az tj operdtorokkal

E =i&(a—al), B =Bo(a+ah).
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Fotonszédm-sajatéallapotok

A fotonszam operétora

Ha t6ltések nincsenek jelen, akkor a mez6 moédusanak staciondrius allapotai a

H = hw <aTa+ 1/2)
operator sajatallapotai és ezeket az allapotokat toltések jelenléte esetén is hasznalhatjuk
bazisként egy tetszbleges allapot kifejtéséhez. Az elmélet szempontjabol ezek alapvetd
fontossaguak.
Ezek megkeresése az afa = i operator sajatallapotainak meghatérozasaval ekvivalens. 7
onadjungalt és pozitiv operator, tehat sajatértékei csak nemnegativ valdos szamok lehetnek.
Ezek meghatarozasa céljabdl szorozzuk az

aat —afa=1

folcserélési relaciot jobbrol a-val, illetve balrol af-al. Atrendezés utan:

fa=a(h—1), ad =a(A+1).

[, a] = —a, [A,al] = al.
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Fotonszédm-sajatéallapotok

A szamoperator és a léptetd operatorok

Teljes indukciéval belathat6, hogy minden m > O-ra

na™ =a™(h —m),

Aa’™ = a'™ (A + m).

Vizsgaljuk ezutan az af™a™ operatort. 7 definiciojat és az el6zé formulat folhasznalva
kapjuk, hogy
af™am = ot 1lpgm—1 = aTm*lamfl(ﬁ —(m —1)).
Ezt az Osszefiiggést ismételten alkalmazva a
al™a™ = a(h —1)(A—2)... (A — (m—1))

operatorazonossaghoz jutunk. Ebbél a képletbdl kivetkezik, hogy 7 spektruméanak nem
lehet folytonos része. Ha ugyanis lenne, akkor létezne olyan A nem egész szam és olyan |¢)
allapot, amelyre n|p) = A|p). Erre a |¢) allapotra az el§z6 Osszefiiggés szerint:

(lat™a™ o) = XA = 1)... (A = (m — 1),

A bal oldal minden m > 1-re nemnegativ, mert barmely, az adott modust jellemz6 |@)
allapotra (pla™™a™|p) = [|a™|| > 0. A jobb oldal viszont negativ lenne egy olyan
(értelemszeriien egész) m-re, amelyre A + 1 < m < A + 2 teljesiil. Ez az ellentmondés csak
akkor nem lép f6l, ha n sajatértékeire kikotjiik, hogy csak nemnegativ egész szamok
lehetnek, ekkor u.i. mind a jobb mind a baloldal 0 lesz ha m egyenlé vagy nagyobb mint
A+ 1 és ugyanakkor a™|p) = 0.
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Fotonszédm-sajatéallapotok

A fotonszam sajatéallapotok

Most posztulaljuk, hogy létezik legalabb egy sajatvektor, amelyhez tartozo sajatérték (az
elébbiek szerint sziikségképpen) valamilyen nemnegativ egész: n. Ezt a sajatvektort jeloljiik
[n)-el:

fln) = nin).

Belathato, hogy af|n) is sajatvektor (n 4 1) sajatértékkel:
nal|n) = afaal|n) = af(afa + 1)|n) = af (n + 1)|n) = (n + 1)al|n).

Hasonléan:
naln) = (n — 1)aln), (2.11)

tehat a|n) is sajatvektor (n — 1) sajatértékkel.

Ez ut6bbi csak n > 1 esetén allhat fenn, mert N sajatértékei nemnegativak, amibél az el6z6
szerint az is lathatd, hogy ha n = 0, akkor a|n) a nulla vektor, mert masképpen a fenti
Gsszefiiggés nem teljesiilhet, azaz al0) = 0.

Megjegyzés: Itt, ahogyan az szokas, a tér nulla vektorat és a nulla szdAmot nem
kiilsnboztetjlik meg, aminek az az oka, hogy tetszsleges |¢) vektorra 0|¢) a nulla vektor.
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Fotonszadm-sajatéllapotok

A keltd és eltiintets operator hatasa a szamallapotokon

llyen modon az |n) értelmezése szerint, amely az n sajatértékhez
tartozo6 sajatvektor, kévetkezik, hogy

a'ln) = ¢y [n +1), aln) =c_|n—1).

A sajatvektorokat normaltnak valasztva: (njn) = (n+1jn+1) =1
alapjan:

ley |2 (n + 1|n + 1) = (njaa’|n) = (n|a’a + 1|n) = n + 1.

Igy
a'ln) = vVn+1|n + 1), (2.12)

és hasonléan

aln) = v/n|n —1). (2.13)
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Fotonszadm-sajatéllapotok

A keltd és eltiintets operator hatasa a szamallapotokon

“TT | la 2
o I LA
T

2.2.abra: Az a' és a operatorok végiglépegetnek a szamallapotokon.

alln) =vn+1ln+1), aln)=vnln—1).
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Fotonszadm-sajatéllapotok

A szamallapotok a vakuumbol

Az |n = 0) allapotot vakuum allapotnak nevezziik amelyet az a |0) = 0 Osszefiiggés definial.
t
Ebbdl a tovabbi szamallapotokat az \a/% = |n + 1) formulanak megfelelGen a

kévetkezSképpen lehet generalni

1) = al|0),
_ at _ (aJr)2
2)= 5 =""710
_al o (@)
B =52="5510
A normalt sajatvektorok ezek szerint eléallithatok [0)-bol az alabbi
moédon: 1
= — (at)"
In) = —— (a ) 10). (2.14)

19 / 26

2: Egymoédust mez6 kvantalasa

Benedict Mihaly



Fotonszédm-sajatéallapotok

Az elfajulasrol

Tegyiik fel, hogy pl. a |0) allapot még elfajult, azaz valojaban a |0,1) (I =1,2,...L)
allapotok mindegyike az fi-nek a 0 sajatértékhez tartozo sajatvektora: n|0,l) = 0.

Akkor az el6z6ek szerint minden n esetén ez lenne a helyzet, tehat a sajatvektorok
rendszere valojaban az |n,l) = (aT)”\/%m, 1) vektorok Osszessége lenne.

Az a és al operatorok nem keverik kiildnbozd I-hez tartozd sajatvektorokat, ezért ha
feltessziik, hogy minden relevans operator az a és az a' fiiggvénye, akkor ilyen elfajulas nem
lehetséges.

Egy modus Hamilton operatoranak sajatértékei ezek szerint az
en = hw(n+1/2)

energiak, amelyek nemelfajultak, a modus megfelel§ allapotai pedig az |n)
foton-szamallapotoknak vagy réviden csak szamallapotoknak nevezett energiasajatallapotok.
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Fotonszédm-sajatéallapotok

Id6tiiggés Schrodinger-képben

Beszédmaod:

@ Ha a mez§ modusanak allapota |n), akkor a modusban n szamu foton van, ennek
megfelel§en a modus energidja (n + 1/2)hw.

@ Az a' operator egy fotont kelt a médusban, mig

@ az a operator egy fotont tiintet el a médusbol.

A kiilonb6z6 |n)-ek ortogonalisak egymasra , mert egy 6nadjungalt operétor, az i
kiildnboz8 sajatértékeihez tartoznak: (m|n) = dmn.

Miutan megallapitottuk a mez§ Hamilton operatordnak sajatallpotait, azaz a stacionérius
allapotokat, most mar tetszéleges kezd&allapotnak a moédus oszcillator Hamilton
operatoranak hatisara bekovetkez6 valtozasat is folirhatjuk.

A kvantummechanika szerint ennek altalanos alakja:

[W(6)) = D ene (MH/DE ) — o7 tH/2 R 7 =it n) (n [W(0)) (2.15)
n=0 n=0

ahol |¥(0)) tetszsleges kezdGallapot, és igy ¢, = (n |¥(0)).
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Fotonszadm-sajatéllapotok

A téroperatorok iddfiiggése Heisenberg képben

A (2.15) formula az id6fliggésre a Schrodinger képnek felel meg. A kvantumoptikiban és
altalaban a kvantumtérelméletben gyakorta a Heisenberg képet hasznaljuk az idéfejlédés
megadésara.

Ez esetben az allapot id6ben alland6, megegyezik a kezd&allapottal, az id6fejlédést az
operatorok hordozzak. A megfelel§ mozgasegyenletekbdl a léptet6 operatorokra az

a = a(0)e” at = af(0)e™t

idé6fiiggés adodik.

A téroperatorok idofliggése ezzel egyetlen allohulldm modusra az

: : hw
E=% (a(O)e_“”t +af (0)6“‘”) \/ e sinkz,
hw 1 ; ;
B=y/——i (aT(O)e“"t — a(O)e_“"t) coskz
eoV ¢

formulakkal adhaté meg.

Benedict Mihaly 2: Egymoédust mez6 kvantalasa 22 / 26



Kvadrattra operdtorok és szemléltetésiik

Kvadratura operéatorok

Vezessiik be a @@ és P alabbi dimenziétlan véaltozatat az

X =

2 92

a—i—aT v a—al

definiciokkal, amelyek énadjungaltak és amelyeket kvadratira
operdtoroknak szoktunk nevezni.

Ezek folcserélési relacioja lathatolag a kovetkezd:

X,Y] = %

Benedict Mihaly
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Kvadrattra operdtorok és szemléltetésiik

Szemléltetés hullamfiiggvénnyel

Az X és Y kvadratuira operatorok segitségével, a moédus allapotainak reprezentilasara
illetve szemléltetésére hasznalhatjuk a mechanikai kvantumoszcillator szokasos koordinata-
illetve impulzus-reprezentaciobeli hullamfiiggvényeit.

A modus egy |¢) allapotat ennek megfelelGen jellemezhetjitk olyan komplex értéki
fiiggvényekkel, amelyek megadjak, hogy mekkora (z [¢) =: ¢ (z) valésziniiségi amplituddoval
talaljuk az X operator x sajatértékben a modust.

Ezen ¢ (z) fliggvények terén az X operdtornak a szokasos kvantummechanikai szabéalyoknak
megfefelGen az x-el valé szorzas, az Y-nak pedig az 1/(2¢)0, mivelet felel meg. Minthogy az
elektromos térersség nagysiga (2.8) szerint az X operatorral aranyos, a | (x)|? fiiggvény az
elektromos térerdsség amplitadojanak valoszintségi siirtiségfiiggvényeét, mig a (x) Fourier

transzformaltjaként kaphato ¢(y) a méagneses mez6 valoszintiségi amplitudojat adja meg.
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Kvadrattra operdtorok és szemléltetésiik

Szemléltetés hullamfiiggvénnyel

A fotonszam sajatallapotokhoz tartoz6 amplitidokat a harmonikus oszcillator elméletébsl
jol ismerjiik, és az alabbi animéaci6 a fotonszamsajatallapotok ilyen dbrazolasat valositja
meg. A lényeges kiilonbség a mechanikai oszcillatorhoz képest abban all, hogy itt a
vizszintes tengely mentén a térerdsség lehetséges értékeit mérjiik fol.

Animacio:
Az interaktiv animacioé segitségével az egydimenziés harmonikus
oszcillator energia-sajatallapotainak szuperpozicidit hozhatjuk

létre, majd a normalas utdn az igy létrehozott kvantumallapot

id6beli valtozasat vizsgalhatjuk. El6szor alaposan figyeljiik meg
o az alapallapot fazisanak idébeli valtozasat.
http://titan.physx.u-szeged.hu/“mmquantum/interactive/

HarmonikusOszcillatorIdofuggoSzuperpozicio.nbp
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Ellen6rz6 kérdések

Ellensrzs kérdések

@ Mit jelent a modus fogalma?

© Milyen iranytiak az E és B és mez6k egy allohullam moédusban?

© Milyen klasszikus mechanikai rendszerrel egyenértékii egy elektromagneses modus?
@ Milyen matematikai lépés vezet a kvantumelmeéleti leirashoz?

@ Mekkorak a stacionérius allapotokhoz tartozo energiaértékek?

@ Hogyan vezetjiik-be a léptetd operatorokat?

@ Hogyan fejezziik ki a térer6sségeket a léptetd operatorokkal?

@ Onadjungaltak-e a léptetd operatorok?

© Onadjungaltak-e a térerdsség operatorok?

@ Mik azok a kvadratira operatorok?

@ Milyen értelmet ad a foton fogalmanak a kvantalasi eljaras?

@ Milyen matrixok irjak le a relevans fizikai mennyiségeket egy modus esetén?
@ Hogyan valtozik id6ben a modus egy tetszéleges allapota?

@ Mit mondhatunk a stacionéarius allapotok elfajultsagarol?
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