Valdszinltiségszamitas

1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

1.1. Valésziniliségrol véletlen események esetén beszéliink. A véletlen eseményeket
az jellemzi, hogy nem tudjuk elére megmondani, hogy bekovetkeznek-e, vagy sem. KEzek
véletlen kimeneteli kisérletekkel kapcsolatosak; ezt a fogalmat tagan értelmezziik: bele
tartoznak olyan véletlen jelenségek megfigyelései is, melyeknél a korilményeket nem mi
hatdrozzuk meg.

Néhany példa:

(a) Mindéségellenérzést végeznek egy gyarban: az elkésziilt n termékbdl valamilyen médon
kivilasztanak m darabot (m < n), és megvizsgéljak, hogy megfelelnek-e az eldirdsoknak.
A kisérlet eredménye (kimenetele): a hibds termékek szama. Ez a {0,1,2,... ,m} hal-

maz valamely eleme.

(b) Kitoltiink egy hagyoményos lottészelvényt: megjeldliink 5 szdmot a lehetséges 90-bél.
A kisérlet kimenetele: a taldlatok szama.

(c) Két kiilonbo6z6 fajta ndvény keresztezésekor az utéd bizonyos tulajdonsigait (példaul
a virdg szinét) a gének hatirozzak meg, melyeket a sziilokt6l 6rokolt. Jelolje ezeket A

és a. A lehetséges génkombinaciok: AA, Aa, aa.

(d) Ha megfigyeljiik egy virdgporszemcse mozgésat valamilyen folyadékban, akkor egy meg-
lehetGsen kaotikus mozgést tapasztalunk (melyet Brown-mozgédsnak neveznek); ennek
oka az, hogy a virdgporszemcsét a folyadék molekuldi 16kddsik, melyek tugynevezett

hémozgast végeznek. A megfigyelés eredménye: a virdgporszemcse utvonala.

(e) Egy ragélyos fert6zés terjedése, a csapadékmennyiség alakuldsa, a szeizmograf mozgésa

szintén véletlen jelenség.

(f) A valészintiségszamitas fejlédésére hatdssal volt a kiilonboz6 szerencsejatékokkal kap-

csolatos véletlen események valdszinliségének vizsgalata.

Matematikai szempontbdl egy véletlen kisérlettel kapcsolatban minket csak a lehetséges
kimenetelek érdekelnek. A valdszintliségszamitas a véletlen kisérletek mennyiségi tor-
vényszeriiségeit tanulmanyozza, és a lehetséges kimenetelekkel kapcsolatban allitasokat fogal-
maz meg. Csak olyan kisérletekkel foglalkozunk, melyeket sokszor megismételhetiink; az

egyedi eseményekkel kapcsolatos esélyek latolgatdsa nem targya a valdszinliségszamitasnak.

1.2. Minden véletlen kisérlettel kapcsolatban tekinthetiink bizonyos eseményeket, ame-
lyekrdl a kisérlet végrehajtasa utan el tudjuk donteni hogy bekovetkeztek-e, vagy sem. Ilyen

az (a) példdban az az esemény, hogy k hibds terméket taldlunk, ahol k£ € {0,1,2,... ,m}. De



lehet tekinteni azt az eseményt is, hogy a hibds termékek szdma kisebb mint egy adott szam,
vagy azt, hogy a hibds termékek szdma paros, stb. Ezzel a kisérlettel kapcsolatos események

altalanos alakja:
a hibés termékek szdma € M, ahol M C {0,1,2,... ,m}.

A tovabbiakban kideriil (ldsd a Stone-tételt), hogy egy kisérlettel kapcsolatos eseményeket
mindig lehet egy halmaz bizonyos részhalmazaival reprezentalni! Tekintsiik egy adott véletlen
kisérlettel kapcsolatos Osszes események halmazat. Ezek kozott két kitiintetett szerepel: I,
a biztos esemény, amely a kisérlet barmely végrehajtdsa sordn bekovetkezik, és O, a
lehetetlen esemény, amely sohasem. Tulajdonképpen sok olyan esemény van, amely min-
dig bekovetkezik, illetve amely sohasem kovetkezik be; példdul az (a) kisérletben mindig
bekovetkeznek azok az események, hogy a hibds termékek szdma kisebb mint valamely K
szam, ahol K > m. Viszont mi az eseményeket csak kvantitativ szempontbdl vizsgaljuk
(azaz ismételt kisérletek sordan a bekovetkezések gyakorisdgat), ezért az Gsszes biztos, illetve
lehetetlen eseményt azonosnak tekintjiik. Altaldban az A és B eseményeket azonosaknak
tekintjiik, ha a kisérlet végrehajtasa sordn vagy mind a ketté bekovetkezik, vagy egyik sem;
ekkor azt irjuk, hogy A = B.

Egy kisélettel kapcsolatos események kozott logikai kapcsolatok vannak, és logikai

miiveleteket lehet bevezetni:

Minden A eseménnyel kapcsolatban tekinthetjiik az A ellentett eseményét, amely

pontosan akkor kovetkezik be, amikor az A esemény nem kiovetkezik be; jelolése: A.

e Az A és B események Osszege az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be,
amikor az A és B események koziil legalabb az egyik bekovetkezik; jelolése: A + B.

e Az A és B események szorzata az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be,

amikor az A és B események mindegyike bekovetkezik; jelolése: A - B.

e Az A és B események kiilonbsége az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik
be, amikor az A esemény bekovetkezik, a B esemény pedig nem; jelolése: A — B.

e Az A és B események szimmetrikus differencidja az az esemény, amely akkor kovet-
kezik be, amikor az A és B események koziil pontosan egy kovetkezik be; jelolése:
AN B.

e Azt mondjuk, hogy az A és B események kizarjak egymast, ha egyszerre nem kovet-
kezhetnek be.

e Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utdn vonja a B eseményt, ha az A esemény
bekdvetkezése esetén mindig bekdvetkezik a B esemény is; jelolése: A = B.



Ervényesek a kovetkezd osszefiiggések:

e kommutativitds: A+ B=B+ A, A-B=B- A

e asszociativitds: A+ (B+C)=(A+B)+C, A-(B-C)=(A-B)-C;

e idempotencia: A+ A=A, A-A=A4;

o disztributivitds: A-(B+C)=(A-B)+(A-C), A+(B-C)=(A+B)-(A+C);
e de Morgan-féle azonossdgok: A+ B=A-B, A-B= A+ B;

e A-B=A-B;

e AAB=(A—-B)+ (B—- A);

o A és B kizarjak egymast akkor és csak akkor, ha A- B = O;

e A = B akkor és csak akkor, ha A- B = A, illetve akkor és csak akkor, ha A+ B = B,
illetve akkor és csak akkor, ha B = A;

e A=A T=0,0=1, A=1— A;
e A+A=I A-A=0, A+O=A, A+I=1, A-O=0, A-T=A.

1.3. Definicid. Ha eseményekbdl dllé £ halmaz olyan, hogy tartalmazza a biztos eseményt,
és A,B € € esetén A€ € és A+ B € £, akkor £E-t eseményalgebrdnak nevezziik.

(Ekkor persze O € £, és A,Be€ E esetén A-Be E, A— B e & és AN B € £ is teljesiil.)
Egy kisérlettel kapcsolatos események nyilvdn eseményalgebrat alkotnak.

1.4. Definicié. Ha valamely Q halmaz bizonyos részhalmalmazaibol dllé A rendszer olyan,
hogy Qe A, és A,B € A esetén Q\ A€ A és AUB € A, akkor az (2, A) pdrt halmazal-
gebrdnak nevezink.

(Ekkor persze ) € A, és A,B € Aesetén ANB e Aés A\ B € Ais teljesiil.)

1.5. Tétel. (Stone) Minden eseményalgebrdhoz taldlhatd vele izomorf halmazalgebra, azaz
tetszdleges £ eseményalgebrdhoz létezik (2, A) halmazalgebra és ¢ : € — A kélesindsen

egyértelmi leképezés gy, hogy

(a) »(I) =19,

() ©(A) = Q\ p(A) tetszdleges A € £ esetén,

(c) @(A+ B) = p(A)Up(B) tetszdleges A, B € &€ esetén.
(Ekkor persze p(O) = 0, és A,B € £ esetén p(A - B) = ¢(A) N ¢(B) és p(A — B) =
©(A) \ ¢(B) is teljesil, valamint A és B akkor és csak akkor eqymdst kizdrdak, ha ¢(A) és
©(B) diszjunktak, tovdibbd A = B azzal ekvivalens, hogy ¢(A) C ¢(B).)
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Ez alapjan az eseményalgebrakra vonatkozé allitasok bizonyitdsa elvégezhetd az ugyne-
vezett Venn—diagrammokkal.

1.6. Amikor egy kisérlettel kapcsolatos eseményalgebra végtelen sok eseményt tartalmaz,
akkor arra is sziikségiink lesz, hogy egy A;, A,, ... eseménysorozat esetén tekintsiik az
Ay + Ay + --- végtelen Osszeget, mely az az esemény, amelyik pontosan akkor kovet-
kezik be, ha van olyan n € N, hogy A, bekdvetkezik, illetve az A; - Ay - -+ végtelen
szorzatot, mely az az esemény, amelyik pontosan akkor kovetkezik be, ha mindegyik Aj,
Ay, ... esemény bekovetkezik. Ezért egy véletlen kisérlettel kapcsolatos eseményeket egy
olyan (92, A) halmazalgebra segitségével fogjuk leirni, melyre teljesiil, hogy A;, Ay,... € A
esetén n§1A” € A (ekkor persze n(r)len = (n&;Zn) € A is teljesiil); az ilyen halmazalgebrat
o—algebranak nevezziik. Az () halmazt eseménytérnek, elemeit elemi eseményeknek
nevezziik, az A elemeit pedig eseményeknek nevezziik. A kisérlet maga gy irhato le,
hogy az {2 egy pontjat valasztjuk ki véletlenszeriien; ha az w € {2 pont keriilt kivalasztasra,
akkor pontosan azok az A € A események kiovetkeztek be, melyekre w € A teljesiil; ha pedig
w ¢ A, akkor A nem kovetkezett be.

1.7. Ha egy kisérletnek véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok kiilonb6zo kimenetele
van, akkor jelolje ezek halmazét 2; tehdt Q = {w1,ws, - .. ,wn}, vagy Q = {w1, we, . .. } alaki.
Mivel az elemi eseményeket is eseményeknek tekintjiik, igy a nekik megfeleld egyelemii {wy}
halmazok benne vannak A-ban, ezért ekkor A = 29, azaz A az 6sszes részhalmazokbél 4116
halmazrendszer (mely nyilvdn o—-algebrét alkot).

1.8. Példak:

(a) Egy pénzdarab feldobésa esetén 2 = {fej, irds}.
(b) n-szer dobva egy pénzdarabbal:
Q={w=(ai,as,...,a,) : a; = fej vagy irés}.

Ekkor [Q2| = 2". Ha n darab egyforma pénzdarabot egyidében dobunk fel, akkor is lehet
ugyanezt az eseményteret tekinteni, de lehet csak a megkiilonboztetheté kimenetelekre

szoritkozni: ezek szama n + 1.

(c) Egy zsdkban n kiilonb6z6 szint golyé van. Kihizunk ezek koziil k& darabot; négy
lehetGség van aszerint, hogy visszatevéssel vagy visszatevés nélkiil hizunk (az utébbi
esetben k < n sziikséges), és aszerint, hogy a sorrend szdmit vagy nem szdmit. Ez
a kisérlet ekvivalens azzal a kisérlettel, amikor n rekeszbe helyeziink el £k targyat;
az elobbi négy lehetéség annak felel meg, hogy egy rekeszbe tobb targy is keriilhet
vagy csak egy, illetve a targyak meg vannak kiilonboztetve, vagy nem. Az eseménytér

elemeinek szamat a kovetkezd tablazat tartalmazza.



sorrend szamit

(variacio)

sorrend nem szamit

(kombin&cid)

visszatevés nélkiil

(ismétlés nélkiili)

n!
(n—k)!

(+)

egy rekeszbe
legfeljebb egy targy
kertilhet

visszatevéssel f <n +k— 1) egy rekeszbe tobb
n
(ismétléses) k targy is keriilhet
a targyak a targyak nem
kilonbozoek kilonboznek

Ha n kiilonb6z6 elem koziil huzunk visszatevés nélkiil gy, hogy a sorrend szamit, és
kihizzuk az Osszes n elemet (ami azzal ekvivalens, hogy n elemet sorbaallitunk; ezeket
permuticidknak nevezziik), akkor a lehetdségek szdma n! :=1-2----. n, hiszen az
els6 huzasnal még n lehetéség van, a masodiknal n — 1, stb., és ezek szorzata adja az

eredményt.

Ha n kiilonb6z6 elem koziil k£ (k < n) elemet hizunk visszatevés nélkiil gy, hogy a
sorrend szamit (ezeket ismétlés nélkiili varidci6knak nevezziik), akkor a lehetségek

szaman(n—1) - - - (n—k+1), amit az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel bizonyithatunk.

Ha n kiilonb6zo elem koziil £ elemet hiizunk visszatevéssel tigy, hogy a sorrend szamit
(ezeket ismétléses varidcidknak nevezziik), akkor a lehetdségek szdma n*, hiszen
minden hizdsndl n lehetdség van.

Ha n kiilonb6z6 elem koziil £ (k < n) elemet hizunk visszatevés nélkiil gy, hogy a

sorrend nem szamit (ezeket ismétlés nélkiili kombindciéknak nevezziik), akkor a

(n) . n! _nn—-1)---(n—k+1)
k) K'(n—k) k! ’

hiszen a megfelel6 ismétlés nélkiili varidciokat ugy lehet megkapni, hogy a kihuzott k

lehet6ségek szama

elemet az Osszes lehetséges modon sorbarakjuk; ezek szama pedig mindig k!

Ha n kiilonb6z6 elem koziil £ elemet hizunk visszatevéssel gy, hogy a sorrend nem

szamit (ezeket ismétléses kombindcidknak nevezziik), akkor a lehetéségek szdma

(n+llzfl

lehet rendelni egy olyan sorozatot, mely n — 1 darab egyesbdl és k£ darab nullabél all,

), amit gy lehet belatni, hogy a kisérlet kimeneteleihez egyértelmiien hozza

és ugy kell értelmezni, hogy az elsé egyesig levs nulldk szdma (ami 0 is lehet) jelenti
az elso fajta elembol hizottak szamat, az elsé és masodik egyes kozé irt nulldk szama
jelenti a masodik fajta elembdl huzottak szamat, stb.; az ilyen nulla—egy sorozatok
széma pedig nyilvan ("*7 "), hiszen azt kell megmondani, hogy az n+k — 1 hely kéziil

melyik £ helyre keriiljon nulla.



(d) Adva van n kartya; ezeket osztjuk szét k jatékos kozot gy, hogy sorban nq, ng, ... , ng
kartyat kapjanak, ahol n;+no+- - -+ny = n, és az egy jatékoshoz keriil6 lapok sorrendje
nem szamit (ezeket ismétléses permutdciéknak nevezziik). Ekkor az eseménytér
elemeinek szdma

n!
2= K
nNi. Mgt 1Ny
hiszen a kartydk n! szdmu permutéciéit ugy lehet ezekbdl a leosztdsokbdl megkapni,

hogy az egy jatékoshoz keriilt ni, ng, ..., ng kartyat tetszoleges sorrendbe helyezziik.

(e) Addig dobalunk egy érmével, mig az els6 fejet sikeriil elérni. Ekkor
Q = {f,if, iif, iiif, . . . i},
ahol iy, azt a lehetséges kimenetelt jeloli, amikor csak irdst dobunk a végtelenségig.

1.9. Ha egy egységnyi hosszisagu palcat véletlen helyen kettétoriink, akkor a lehetséges ki-
menetelek halmazat reprezentdlhatja az Q = [0, 1] intervallum; nyilvin az Gsszes részhalma-
zokbdl 4116 2% halmazrendszer most is o-algebra, de ez nem alkalmas, mert tdl bd’. Nyilvén
elvarjuk, hogy példaul az [, §] C [0, 1] intervallumok (mint a legegyszeriibb részhalmazok)
eseményeket reprezentdljanak (azt az eseményt, hogy a véletlenszeriien valasztott pont bele-
esik az illet6 |« 5] intervallumba). Azt a legsziikebb o-algebrat, mely tartalmazza az Gsszes
[, B] C [0, 1] intervallumot Borel-féle o-algebranak nevezziik; ez nyilvdn tartalmazza az

osszes (o, B), [a, B), (o, B] C [0, 1] intervallumot és ilyenek megszamlalhaté uniéit is, hiszen

(e 8) = [0,1]\ ([0,0] U [8,1]), és [, 8) = U [, 8 —n~"].

2. Valészinliség

2.1. Ismételjiink meg egy véletlen kisérletet n-szer egymastol fliggetleniil, azaz a kisérletek
eredményét ne befolyasoljak az el6z6 kisérletek eredményei. Jeldlje k,(A) azon kisérletek
szamat, amelyeknél az A esemény bekovetkezett; ezt az A esemény gyakorisaganak ne-

vezziik. Az A esemény relativ gyakorisaga:

Nyilvdn
e 0 <v,(A) <1 teljesiil tetszbleges A eseményre;
e v,(0) =0, () =1;
e ha A és B egymast kizdr6 események, akkor v, (AU B) = v, (A) + v,(B);

e ha Ay, Ay, ... paronként egymadst kizdr6é események, akkor

o (Us) = St
j=1 7j=1
ahol a jobboldalon 4ll6 sor tagjai koziil csak véges sok kiillonbozik nullatol;
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o v, (A) =1—v,(A) teljesiil tetsz6leges A eseményre;

e ha A C B, akkor v,(A) < vp(B).

(De ezek a tulajdonsdgok nem fiiggetlenek egymastdl.)

A tapasztalat alapjan egy esemény relativ gyakorisiga bizonyos stabilitast mutat:
ingadozik valamilyen érték koriil egyre kisebb kilengésekkel. (Azt persze nem éllithatjuk,
hogy ez a sorozat konvergens volna, és errél tapasztalati iton nem is tudunk meggy6z6dni.)
Ezért természetes az a feltételezés, hogy minden eseményhez hozza lehet rendelni ezt a
bizonyos értéket, amit az illeté esemény valdsziniiségének neveziink, és rendelkezik a relativ

gyakorisiagra jellemzo6 tulajdonsagokkal.

2.2. Definicié. Valdsziniiségi mezd alatt eqy (0, A,P) hdrmast értink, ahol Q egy
nemiires halmaz, A C 2 az Q bizonyos részhalmazaibdl dllé o-algebra, és P : A — R

pedig eqy olyan leképezés (halmazfiggvény), melyre

(a) 0<P(A) <1 teljesiil tetszbleges A € A esetén,
(b) P(Q) =1,

(c) ha Ay, Ay, ... € A pdronként diszjunktak, akkor

Jj=1 Jj=1
(Ezt a tulajdonsdgot o-additivitdsnak nevezzik).
Konnyi beldtni, hogy ha (92, A, P) egy val6sziniiségi mez6, akkor
e P(P) = 0 (hiszen ha P(#) > 0 volna, akkor (c)-ben A; = Ay = ... = ) vélasztassal
ellentmondésra jutnank);

e ha Ay, Ay, ..., A, € A paronként diszjunktak, akkor

(ezt a tulajdonsigot véges additivitasnak nevezziik; gy bizonyithaté, hogy (c)-t
alkalmazzuk A, 1 = A2 = ... = () esetére, és alkalmazzuk azt, hogy P(f) = 0);

e P(A) =1—P(A) (hiszen Q = A U A diszjunkt felbontés, igy 1 = P(2) = P(AU A) =
P(A) +P(A));

e ha A C B, akkor P(A) < P(B) (ezt a tulajdonsdgot monotonitdsnak nevezziik; ugy
lehet belatni, hogy A C B esetén B = AU (BN A) diszjunkt felbontds, ezért P(B) =
P(AU (BN A)) =P(A) +P(Bn A) > P(A));



o tetszbleges A, B € A esetén
P(AUB) =P(A) +P(B) - P(AN B),

P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)
+P(ANBNC).

2.3. Az (Q,A,P) valészintiségi mez6t diszkrétnek nevezziik, ha ) véges vagy megszam-
ldlhatéan végtelen, és A = 2%. Ekkor tehdt Q = {wy,wy, ... ,wy} vagy Q = {wi,wy,...}
alakd. Nyilvan tetszéleges A € A esemény el6all az
A= | {w}

iiw;€A

diszjunkt felbontas alakjaban, ezért
P(4) = ) P{w}).

iiw;€A
Ezért elég megadni az elemi események valészintiségeit, a p; == P({w;}) (1 = 1,2,...)
szamokat ahhoz, hogy tetszileges esemény valészintliségét ki tudjuk szamolni. Nyilvan
szitkséges az, hogy ezek a {pi, po, ...} szdmok nemnegativak legyenek és dsszegiik 1 legyen,

hiszen
1=P() =P (UM-}) =3

A véges sok elemi eseményt tartalmazo valdsziniiségi mezok kozott gyakran fordul el olyan,

amelynél (péld4ul szimmetria okok miatt) p; = po = ... = py = N~!. Ekkor
1 1,..
PA)= 3 pi=yy D 1=ylizwea)
irw;EA Prw;€EA
vagyis

P(4) = az A szempontjabdl kedvezd kimenetelek szama

Osszes kimenetelek szdma
2.4. Példak:

(a) Két érmét feldobva mennyi annak a valésziniisége, hogy egy fej és egy irds legyen
az eredmény? Ekkor a két érmét megkiilonboztetve az Q = {ff, fi,if,ii} eseményteret

kapjuk, amelyben a kimenetelek egyforma valésziniiségliek, igy a védlasz 0.5.

(b) Mennyi a valészintisége, hogy egy n tagi tdrsasdgban van legaldbb két olyan személy,
akiknek ugyanakkor van a sziiletésnapja? (Feltessziik, hogy a szokénap nem lehet.)
Nyilvdn n > 365 esetén ( a skatulya-elv’ miatt) ez biztos esemény, igy ekkor a valészi-

ntiség 1. Ha pedig n < 365, akkor az ellentett eseménnyel szamolva
(0.284 han=16
~365-364---(365—n+1) 365! . J0.476 han=22

P(A) =1 = ~ 4
365 (365 —n)! - 365n 0.507 han =23

(0.891 ha n = 40



2.5. Valdsziniliségek geometriai kiszamitasi médja.

Legyen 2 C RF és valasszunk egy pontot véletlenszertien Q-ban 1gy, hogy ‘minden pont
egyenlo eséllyel keriil kivalasztasra’, amit gy lehet értelmezni, hogy annak a valdszintisége,
hogy a pont egy A C (2 részhalmazba esik, az illeté A részhalmaz mértékével ardnyos, azaz

A
P(A) = M,
1(€)
ahol y az illetd halmaz mértékét jeloli: & = 1 esetén Osszhossz, k = 2 esetén teriilet,

k = 3 esetén térfogat. (Meg kell jegyezni, hogy az RF Gsszes részhalmazéra nem lehet
o-additiv mértéket definidlni, ezért csak a Borel-halmazokra szoktak szoritkozni.) A fenti
képlet nyilvanvalé anal6giat mutat a

P(4) = az A szempontjabdl kedvezd kimenetelek szama,

osszes kimenetelek szama
képlettel.

2.6. Példak:

(a) Egy egységnyi hosszisigu szakaszt két, taldlomra kivélasztott ponttal hdrom szakaszra
bontunk fel. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a harom szakaszbdl haromszoget
lehet szerkeszteni? Jeldlje a két, taldlomra kivélsztott pont helyét x,y € [0,1]. A két
pont taldlomra valé kivalasztdsat ugy értelmezziik, hogy annak a valészintisége, hogy az
(z,y) pont a [0, 1] x [0, 1] négyzet valamely részhalmazaba esik, a részhalmaz teriiletével
aranyos. A keresett valésziniiség ezért annak a halmaznak a teriilete, melynek pontjaira

fenndllnak a kovetkezd egyenldtlenségek:

1 1
I<zr<=-<y<l é y—z<-=
2 2
vagy
1 , 1
0<y<§<x<1 és x—y<§.

Ezért a keresett val6szintiség 0.25.

(b) Bertrand-féle paradoxon. Tekintsiink egy kort, és vélasszuk ki taldlomra a kor
valamelyik hirjat; mennyi annak a valdsziniisége, hogy ez a hir hosszabb lesz, mint a
korbe irt szabalyos haromszog oldala? A ‘paradoxon’ abbdl szarmazik, hogy a feladat-
ban nincs megadva, hogy mit értsiink azon, hogy taldlomra’ valasztunk egy hurt. A
kovetkezo harom felfogas mindegyike természetesnek tiinik, de kiilonb6z6 eredményekre

vezetnek:

e Vailasszunk véletlenszertien egy pontot a kor belsejében, és azt a hurt tekitsiik,
aminek ez a pont a felez6pontja. A kapott hir akkor és csak akkor lesz hosszabb,
mint a korbe irt szabdlyos haromszog oldala, ha a véletlenszertien vélasztott pont
egy olyan korbe esik, mely koncentrikus az eredetivel, és fele sugari. Ezért a

keresett valosziniiség




e Tekitsiik a kor egy tetszileges sugarat, és azon vdlasszunk véletlenszertien egy
pontot, és tekitsik azt a hurt, amelynek ez a a felez6pontja. A hur akkor lesz
hosszabb a korbe irt szabdlyos haromszog oldalanal, ha a kozéppontja legfeljebb
r/2 tévolsigra van a kor kézéppontjatdl. Tehat a keresett valGsziniiség

r/2 1

T 2
e Eloszor valasszunk egy tetszoleges pontot a kor keriiletén; ez lesz a hur egyik
végpontja. Ezutdn valaszzunk a keriileten véletlenszeriien egy masik pontot; ez

lesz a hir mésik végpontja. Ekkor a keresett valészintiség nyilvan 1/3.

3. Feltételes valoszintiség

3.1. Tekintsiik az A és B eseményeket. Hogyan definidljuk az A esemény feltételes
valésziniliségét a B feltétel mellett? Mds szavakkal: hogy definidljuk az A esemény
feltételes valésziniiségét, ha tudjuk, hogy a B esemény bekovetkezett? Elvégezve N filigget-
len kisérletet, a B esemény k,(B) alkalommal kovetkezik be; ezen esetekben k,(A N B)
alkalommal kovetkezik be egyuttal az A esemény is. fgy az A esemény feltételes relativ
gyakorisaga azon feltétel mellett, hogy B bekovetkezik

kn(ANB) Kk (ANB)/n _ vy(ANB)

va(A|B) = kn(B)  ka(B)/n  va(B)

Mivel a v,(B) és v,(A N B) relativ gyakorisigok a P(B) illetve P(A N B) valészintiségek
koriil ingadoznak, ezért természetes az A eseménynek a B eseményre vonatkozé feltételes

valészintliségét a

P(AN B)

P(A|B) = —pp

képlettel értelmezni, hacsak P(B) > 0.

3.2. Példak:
(a) Mennyi a valésziniisége, hogy egy kétgyermekes csalddban mindkét gyerek fid, ha tud-
juk, hogy
e az iddésebb gyerek fit;

e legaldbb az egyik gyerek fia ?

Ekkor az eseménytér 2 = {FF,FL, LF,LL}, melynek elemei egyforméan 1/4 valészi-
niségiiek. Jelolje A = {mindkét gyerek fit} = {FF}, B, = {az idésebb gyerek fii} =
{FF,FL}, B, = {legaldbb az egyik gyerek fii} = {FF,FL,LF}. Nyilvdn AN B; =
AN B, = {FF}, igy P(A| B)) = 1/2, P(A|B,) = 1/3.
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(b) Bridzsnél osztaskor 2 dszt kapott egy jatékos. Mennyi a valésziniisége, hogy a mésik 2
4sz a partnerénél van? Az Gsszes leosztasok szdma 52!/(13!)*, ezek egyforma valdszi-

niiségliek. Ezekbol (3) . (ﬁ) . % olyan leosztas van, melynél az elsé jatékos 2 aszt

kap, és ezek kdzott pedig (5) - (1) - (3)) - % olyan leosztds van, melynél a mdsik 2

asz a partnerénél van. Tehat a keresett feltételes valdsziniiség

(3) ' (41151;) ' (i) ' (1236;!)2 _ 11!-?21!3!)2 3713l 12-13 2

BRGRS N

(Persze lehetne olyan eseményteret valasztani, amelynél szamit a lapok sorrendje; ekkor
az |Q = 52! szdmu elemi esemény megint egyenld valészintiségii, de ekkor a kedvezd
esetek szamanél is figyelembe kell venni a lapok sorrendjét!)

Ezt az eredményt gy is meg lehet kapni, hogy mivel az elso jatékosnak mar kiosztottak
2 aszt, igy az a kérdés, hogy a masik 2 aszt a lehetséges 39 egyenl6 valdsziniiségii helyre

kiosztva mennyi annak a valészinilisége, hogy mind a ketté a partner 13 lapja kozé

39

2), a kedvezd esetek szama pedig (123), igy az

keriil? Ekkor az Osszes esetek szama (
eredmany

(5) 12.13 2

(%) 38-39 19’

(Hasonl6 médon annak a valdszintisége, hogy a partnernél 1 dsz van: %, annak a
valosziniisége pedig, hogy a partnernél nincs asz: %)

Nyilvan teljesiil a
P(ANB)=P(A)P(B|A)

osszefiiggés, melyet lehet hasznalni két esemény egyiittes bekovetkezési valdszintiségének
kiszamitasara. Teljes indukciéval bizonyithaté a kovetkezd dltalanositas:

3.3. Allitas. (Lancszabély)
hacsak P(A; N AsN---NA,_1) > 0.

Bizonyitas. Az allitas igaz n = 1 esetén. Ha feltessziik, hogy igaz n = k-ra, akkor

P(AyNAsN---NAN Agi1)

P(Agi1|AiNAyN---NA) = P(A; N AyN---N Ag)

alapjan
P(ATNAsN---NA N A1) =P(AT N AN ---NAg) - P(Agr1 | A1 N AN -+ -0 Ay),

amibdl az indukcids feltevést haszndlva kapjuk az allitast n = k + 1-re. O
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Példa: Huzzunk ki a 32 lapos magyar kartydbél harmat visszatevés nélkiil. Mennyi a

valészintisége, hogy az els6 és a harmadik kihuzott lap piros, a masodik pedig nem az? Jelolje
8 _ 1

A (i = 1,2, 3) azt az eseményt, hogy az i-edik hiizds eredménye piros. Ekkor P(A;) = 35 = 7,

P(As]Ar) = 23, P(A3] A1 N Ag) = &, gy P(AiN Ay N A3) =1 - 22 . & = - (Persze lehetne

haszndlni azt az eseményteret is, amely az els6 harom kihtizott lapbdl all a sorrendet is

figyelembe véve; ekkor |Q| = 32 - 31 - 30, és a kimenetelek egyenld valészintiségiiek. Mivel a
8247 __ T )

kedvezd esetek szdma 8 -24 -7, igy a keresett valdszinliség 555735 = 1=+

Az eseményterek diszjunkt felbontasai fontos szerepet jatszanak.

3.4. Definicié. Események eqy A1, As, ... véges vagy végtelen sorozatdt teljes esemény-

rendszernek nevezzik, ha eqymdst pdronként kizarjak, és 0sszegik az eqész eseménytér.

Ez azt jelenti, hogy egy teljes eseményrendszer eseményei koziil a kisérlet végrehajtasakor

mindig pontosan egy kovetkezik be. Egy teljes eseményrendszerre nyilvan

3.5. Tétel. (Teljes valdsziniiség tétele) Ha az Ay, A, ... pozitiv valdszindségi esemé-

nyek teljes eseményrendszert alkotnak, akkor tetszéleges B eseményre

P(B) =) P(B|A) - P(Ay).

Bizonyitas. Nyilvin B = LkJ(B N Ay) diszjunkt felbontds, hiszen B = BNQ = BN (LkJAk) =
%CJ(BﬂAk), és i # j esetén (BNA;)N(BNAj) = BNA;NA; =0, ugyanis A;NA; = 0. Ezért
P(B) = > P(BnN Ag), amibdl a P(B N Ay) = P(B | Ax) - P(Ag) Osszefliggés felhasznéldsival
kapjuk azk allitast. 0

Példa: Harom gép csavarokat gyart. Az els6 gépnél a selejt ardnya 1 %, a masodiknal 2 %, a
harmadiknal 3 %. Az els6 gép az 6ssztermék 50 %-at, a masodik 30 %-at, a harmadik 20 %-at
allitja el6. Mi a valészinlisége annak, hogy az ossztermékbdl véletlenszeriien vélasztott csavar
selejtes? Jelolje B azt az eseményt, hogy selejtet hizunk, A; (i = 1,2,3) pedig azt, hogy
a kihtzott csavar az i-edik gépen késziilt. Ekkor nyilvan P(B|A;) = 0.01, P(B|A;) = 0.02,
P(B|A3) = 0.03, P(4;) = 0.5, P(A,) = 0.3, P(A43) = 0.2, igy

P(B) = 0.01- 0.5+ 0.02- 0.3+ 0.03-0.2 = 0.017.

3.6. Allités. (Bayes—formula) Ha A és B pozitiv valdszindségi események, akkor

P(A) - P(B | A)
P(B)

P(A| B) =

Bizonyitds. Definicié szerint P(A|B) = %. Ezutdn hasznilhatjuk a P(A N B) =

P(A) - P(B | A) Osszefiiggést. O
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3.7. Tétel. (Bayes—tétel) Ha az A1, Ay, ... pozitiv valdszindségl események teljes ese-
ményrendszert alkotnak, akkor

B(A)-B(B|A)
FALB) = oA, Bl4;)

Bizonyitds. A Bayes-formuldt alkalmazva P(A; | B) = %. Ezutén a teljes valészi-

niiség tétele alapjan P(B) = Y P(B | 4;) - P(A,). O
J

Példa: Mennyi a feltételes valdsziniisége az el6z6 példaban annak, hogy az els6, masodik,
illetve harmadik gépen gyartottak a kivalsztott csavart azon feltétel mellett, hogy az selej-

tesnek bizonyult?

0.01-0.5 ) 6 6
=== =—  P(4|B) = —.
PAB) =~ == P(AB)=g  P(4(B) =

4. Fuggetlenség

4.1. Akkor tartunk két eseményt fiiggetleneknek egymadstdl, ha az egyik bekovetkezésével
kapcsolatos informécié nem valtoztatja meg a mésik esemény bekovetkezésének esélyérol al-
kotott véleményiinket. Mivel valamely B esemény bekovetkezésekor az A esemény bekovet-
kezési esélyét a P(A|B) feltételes val6szintiség adja meg (hacsak P(B) > 0), és hasonléan: az
A esemény bekovetkezésekor a B bekovetkezési esélye P(B|A) (hacsak P(A) > 0), ezért po-
zitiv valésziniiségli A és B eseményeket akkor neveziink fiiggetleneknek, ha P(A|B) = P(A)
és P(B|A) = P(B) teljesiil. Mivel P(A|B) = Z53%) ¢s P(B|A) = “4G7, ezért midkeét feltétel
azzal ekvivalens, hogy P(A N B) = P(A) - P(B) teljesiil. Ennek az Osszeftiggésnek akkor is

van értelme, ha A vagy B valészintisége 0. Ezért az altalanos definicié a kovetkezo:

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A és B események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).

Koénnyen bizonyithaté, hogy ha A és B fiiggetlenek, akkor A és B, A és B, valamint A
és B is fiiggetlenek.

4.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A1, As, ... események paronként fiuggetlenek,
ha kozulik bdrmely két esemény fuggetlen.

Azt mondjuk, hogy az A1, Ay, ... események (teljesen) figgetlenek, ha bdarmely k €
{1,2,...,n}-re és az 1, 2, ..., n szdmok tetszbleges i1, ia, ... iy ismétlés nélkili kom-

bindcidjdra
P(A;, 1 Ay, N1 Ay) = B(A; P(AL) - B(A)

Lehetséges, hogy példaul hdrom esemény paronként fiiggetlenek, de nem (teljesen) fiigget-

lenek.
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5. Valdszintiiségi valtozok

5.1. Egy véletlen kisérlettel kapcsolatosan sokféle véletlentdl fiiggd mennyiséget lehet te-
kinteni. Példaul ha feldobunk 5 kockat, akkor tekinthetjiik a dobott szdmok Osszegét,
vagy a legkisebb dobott szamot, vagy a legnagyobb és legkisebb dobott szam kiilonbségét,
stb. Ha egy négyzet alaku céltdblara lovink, akkor tekinthetjik a kozépponttél mért
tavolsagot, a legkozelebbi csiicstél mért tavolsagot; ha két 16vést adunk le, akkor tekint-
hetjiik azok tavolsdgat, stb. Mindezek a véletlentdl fiiggd mennyiségek reprezentalhaték
valamely € : 2 — R filiggvénnyel, vagy ha egyszerre k darab véletlen mennyiséget is
tekintiink, akkor egy & : Q — RF fiiggvénnyel; ezeket valésziniiségi valtozéknak, il-
letve valészintliségi vektorvaltozéknak nevezziik. A £ : Q — R valdszintiségi valtozot
diszkrétnek nevezziik, ha a lehetséges értékeinek halmaza megszamlélhaté (azaz véges
vagy megszamldlhatéan végtelen halmaz). Jelolje ekkor € : 2 — R lehetséges értékeinek
halmazat X = {x,z9,...}. Nyilvan szeretnénk beszélni az {w : {(w) = z;}, (i =1,2...)
tipusu eseményekrél (vagyis arrél, hogy a £ véletlen mennyiség éppen az x; értéket veszi
fel); ehhez az kell, hogy {w : £(w) = z;} € A, (i = 1,2...) teljesiiljon. Természetesen egy
diszkrét valésziniliségi mezon értelmezett tetszéleges fiiggvény teljesiti ezt a feltételt, mert
ekkor A = 2. (Viszont ha A # 29 akkor van olyan A C Q részhalmaz, melyre A € A, és

ekkor az A részhalmaz x4 : 2 — R indikatorfiiggvényét tekintve, melynek a definicigja

1 hawe A,
xa(w) =
0 haw¢ A,

nyilvdn a xa figgvény nem teljesiti a fenti feltételt, mert {w : xya(w) = 1} = A € A.)
Az {w : €(w) = x;}, i = 1,2... események nyilvan teljes eseményrendszert alkotnak. A
pe(z;) == P{& = z;} :=P{w : &(w) = 2;}), i = 1,2... valdszintiségeket a £ eloszlasanak

nevezzilk. Nyilvan
pe(x;) =20,i=1,2..., és Zpg(xi) =1
5.2. Példak:

(a) Két kockat dobva a dobott szdmok Gsszegét jeldlje £. Ekkor a & lehetséges értékeinek
halmaza X = {2,3,...,12}, és

k=L <k<
P{e = k) T ha 2 < k<7,

Bk ha7<k<12

s < k<12

(b) n fiiggetlen kisérletet végziink egy p valésziniliségii A eseménnyel kapcsolatban. Jeldlje

& az A esemény gyakorisagat: & = k,(A). Ekkor az eseménytér

Q={w:w=(a1,a9,...,a,), a; =0 vagy 1},
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ahol

1 ha A bekovetkezik az i-edik kisérletben,
0 ha A nem kovetkezik be az i-edik kisérletben,

a; =

és

P({w}) = pizt@ig" iz,

ahol ¢ =1—-p=P(A).
Tovébba a & lehetséges értékeinek halmaza X = {0,1,... ,n}, és

A S ai, =" e [TY k on—k

P{¢ = k} w:m;an:kp q (k)p ¢,
Ekkor £ eloszlasat n-edrendii p paraméterii binomidalis eloszlasnak nevezziik.
Tekintsiink most egy teljes eseményrendszert: A, Ao, ..., A,, és jeldlje p; = P(A;)
(1t =1,2,...,r). (Nyilvdn p; + po + --- + p, = 1.) Jeldlje & az A; esemény gya-
korisdgat: & = k,(A;). Ekkor a (&1,&,... &) valdszinliségi vektorvaltozd lehetséges
értékeinek halmaza azokbél a (ki, ks, - . . , k) szdm r-esekbél all, melyeknek koordindtai
nemnegativ egészek és a koordinatdk osszege n, tovabba

n! ‘
P{& = ki 6o =k, ..., & =k} P

AR

Ennek a (£1,&, ... , &) valdsziniiségi vektorvéltozénak az eloszlasat polinomidlis el-

oszlasnak nevezzik.

Addig végziink fliggetlen kisérleteket egy p valészintiségii A eseménnyel kapcsolatban,
amig sikeriil elérni, hogy az A esemény bekovetkezzen. Jelolje & az ehhez sziikséges

kisérletek szamat; ez elvileg lehetne akar végtelen is, de £ = 0,1,2,... esetén
P{¢=k+1}=p-q",
igy
]P’{fzoo}zl—IP’{§<oo}:1—§:P{§:k+1}:1—p§:qk:0.
k=0 k=0

Ekkor ¢ eloszlasat els6rendil p paraméterii negativ binomidlis eloszlasnak ne-
vezziik.

Ha addig végziink fiiggetlen kisérleteket,amig az A esemény r-edik eléfordulasat sikeriil

elérni, és & jeloli az ehhez sziikséges kisérletek szamat, akkor £k =0,1,2,... esetén
+k—1
P{{fzk—i—r}:(r P )pr'qk,
és ujra
> “(r+k-1
P{{=cc}=1-P{ <oo}=1-) P{(=k =1-p" =0
(=0} =1-Pe<oo)=1- 3 pie=ker =13 (777 e =0
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hiszen

<T+Z—1) _ (T+k—1)(rk!—|—k—2)---7“

—r)(—r—1)---(—r—k+1 K —r K
SNk ) e ()

alapjan
N (r+k—1 > (—r —r —r
S (e =2 (V) eor=a-07 =
k=0 k=0

Ekkor £ eloszlasat r-edrendii p paraméterii negativ binomidalis eloszlasnak ne-

vezzik.

Egy urndban M piros és N — M fekete golyé van (M < N). Visszatevéssel hizunk n
golyét. Jelolje € a kihtuzott piros golyok szamat. Ekkor & lehetséges értékeinek halmaza

X ={0,1,...,n}, és
re-n- () (5) 63

tehat & eloszldsa n-edrendli M/N paraméterii binomidlis eloszlas.

Ha visszatevés nélkiil hizunk ki n golyét (n < N), és megint £ jel6li a kihuzott piros
golydk szamat, akkor & olyan k értékeket vehet fel, melyre teljesiill 0 < k< n, k< M,
ésn—k< N — M, tovabba

() k)
()

Ekkor ¢ eloszldsat hipergeometrikus eloszlasnak nevezziik.

P =k} =

Legyen egy urndban r kiilonb6z6 szini goly6, az i—edik szinb6l N; (i = 1,...,r).
Jelolje N := Ny + --- + N, az Osszes golyok szamat. Visszatevéssel huzunk n golyot.
Jelolje &; az i—edik szinbdl huzott goly6k szamét. Ekkor a (&1,&, ... , &) valdsziniiségi
vektorvaltozd lehetséges értékeinek halmaza azokbdl a (k1, ko, ... , k) szdm r-esekbél

all, melyeknek koordindtai nemnegativ egészek és a koordindtdk osszege n, tovabba

n! N\ Ny \ P2 N\
P{{:l:kl,&:k%---,fr:kr}:m<W1) (ﬁ) (W) s

tehdt a (&1,&, ..., &) valdszintiségi vektorvaltozo eloszldsa polinomidlis eloszlas.

Ha visszatevés nélkiil hizunk ki n goly6t (n < N), és megint &; jeloli az i—edik szinbél
hizott golydk szamat, akkor a lehetséges értékek halmaza azokbdl a (kq, ko, ... , k;)
szam r—esekbdl 4ll, melyeknek koordinatdi nemnegativ egészek, a koordindtdk osszege

n, és k; < min(n, V;); tovdbba
(- ()
()

Ekkor ¢ eloszlasat polihipergeometrikus eloszlasnak nevezziik.

P{él :kl,égzkg,... ’é-r:kr}:
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(f) Mazsolas kalacsot siitiink. Tegyiik fel, hogy 1000 gramm tésztaba dtlagosan 50 darab
mazsolat tesziink. Egy szelet kaldcs sulya 25 gramm. Mennyi a valészintsége, hogy

egy véletlenszeriien kivalasztott szeletben nincsen mazsola? Feltételezések:

e minden mazsola egyforma valészinliséggel keriilhet bele barmely szeletbe, és a

mazsolak egymadstdl fiiggetleniil ,,mozognak”.

Ha éppen 1000 gramm tésztdbdl készitiink kaldcsot, akkor n = 50 mazsolat vélet-
lenszertien elosztunk N = 1000/25 = 40 szeletbe. Jelolje £ egy kivalasztott szeletbe

keriil6 mazsoldk szdmét. Ez n-edrendii, 1/N paraméterii binomiélis eloszlasi, ezért

reen=((-3)

tehat ekkor az eredeti kérdésre a valasz: (1 — ﬁ)so ~ 0.28. Mi torténik, ha noveljiik

a tészta mennyiségét? Ha 20 - n gramm tésztat és n mazsoldt hasznalunk fel, akkor

k=0,1,...,n esetén

N =20-n/25 szelet késziil, igy a binomidlis eloszlds paramétere p, := 1/N = 5/(4n).

Jelolje A :=5/4 az egy szeletre atlagosan juté mazsoldk szaméat. Ekkor

n L
1i k(1 —p Yk — 2 oA
im (k)pn( Pn) €

n—oo

(Z)pﬁ(l _pgyrt = M2z k‘(” —k+1) <%)k (1 - %)nk

(D) (A

Ha egy 7 valészintiiségi valtozd lehetséges értékei a nemnegativ egész szamok és k =

hiszen

0,1,... esetén

IP(?? = k) = HG y
akkor azt mondjuk, hogy 7 eloszlasa A paraméterii Poisson—eloszlas.

5.3. Ha a £ : Q2 — R valésziniiségi valtozé nem feltétleniil diszkrét, akkor is szeretnénk
beszélni az {w : {(w) € [a,b]} alaki eseményekrdl, ahol [a,b] C R; ehhez pontosan az kell,
hogy {w : {(w) < ¢} € A teljesiiljon tetszileges ¢ € R esetén (ugyanis ekkor

{w:é(w) ela,b)} ={w: {(w) <bP\{w:&(w) <a} e A

és
o0

{w:éw) €la,b]} = Hw:éw) €lab+n)} €A

n=1

is teljestil).
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5.4. Definicié. Akkor modjuk, hogy a & : 0 — R leképezés egy valdsziniiségi viltozo, ha
tetszdleges x € R esetén {w : £(w) < z} € A teljesil. Ekkor az F : R — [0,1],

F(z) =P{¢ <z}
figguényt a & eloszldsfiuggvényének nevezzik.

5.5. Allit4s. Legyen F : R — [0, 1] valamely & : Q — R wvaldsziniiségi vdltozd eloszldsfiigg-
vénye. FEkkor

(a) F monoton novekvd
(b) F balrdl folytonos

(c) lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T——00 T—+00
Bizonyitas. (a) Ha z1, 25 € R és 27 < xg, akkor {w: &(w) < 21} C {w: &(w) < 22} miatt
F(x1) =P{§ <21} <P{€ < 22} = F(xs).

(b) Azt kell megmutatni, hogy ha zy € R és z — xg, ) < 1 < o, akkor F(zy) — F ().
Viszont ekkor az

{w:ié(w) <z} =q{w:€(w) <z} U (U{w cxp < €(w) < :L'k+1}>

diszjunkt felbontas alapjan

P{¢ <z} =P{{ <z} + Y Plzp <€ < zpnr},
k=1

azaZz

F(z0) = F(z1) + Y (F(zrs1) — F(z)),

o0
k=1

amibol

F(xy) = F(z) + nh_)nolo i:(F(x,H_l) — F(zy)) = F(x1) + lim (F(x,) — F(x1)) = lim F(z,).

n—oo n—oo

(c) Az el6z6hoz hasonléan x, — 0o, Tj < ZTpi1 esetén az

Q={w:&w)<m}U (U{w rxp <E(w) < $k+1})

diszjunkt felbontasbdl 1 = P(Q2) = klim F(zg).
— 00
Ha pedig xy — —00, xx = xky1, akkor az

o0

{w:éw) <z} = J{w: zpn <Ew) < 24}

k=1
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diszjunkt felbontés alapjan

= 3 (Fl) ~ Plowia)) = Jim (o) ~ Flaa)) = Fn) ~ lim Flan),
igy hm F(xk) = 0. O

Erdemes megjegyezni, hogy az utolsé 4llitds bizonyitasi médszerével beldthaté az is, hogy

P{¢ <

o} = lim OF(x), ugyanis Ty — To, Tp = Tpi1 = To esetén az
T—To+

{w:é(w) <z} ={w:{(w) <z} U (U{w txp S E(w) < xk}>

k=1

diszjunkt felbontas alapjan

Flor) = P{E< a0} + Z Florn)) = PE <20} + F(1) — lim F(a,).

Azt is be lehet latni, hogy ha egy F : R — [0,1] fliggvény rendelkezik az (a), (b) és
(c) tulajdonsdgokkal, akkor létezik olyan valésziniiségi valtozd, melynek éppen F' az el-

oszlasfiiggvénye.

5.6.

(a)

5.7.

Példak:

Ha £ : Q — R diszkrét valésziniiségi valtozé X = {x1,zs,...} lehetséges értékekkel
és pe(x;) = P{{ = z;} (1 = 1,2,...) eloszldssal, akkor ¢ eloszlasfiiggvénye egy olyan
balrél folytonos 1épcsosfiiggvény, melynek az ugrashelyei éppen az 1, x,,... pontok,

és az ugras nagysaga az x; pontban pg(z;).

Ha a [0, 1] intervallumon vélsztunk véletlenszeriien egy £ pontot gy, hogy egy A C
[0, 1] részhalmazba esés valGsziniisége az illet6 részhalmaz mértékével ardnyos, akkor &

eloszlasfiiggvénye nyilvan

0 haz<0
Flz)=<z ha0<z<1

1 haz>1.

Ekkor a & valészintiségi véaltozét egyenletes eloszlasinak nevezziik a [0, 1] interval-

lumon.

Definicié. Tekintsink egy (2, A, P) valdszinidségi mezén egy £ : Q@ — R wvaldszindiségi

vdltozét. Ha létezik olyan f : R — [0,00) fiigguény, melyre

=/;f(t)dt

teljestiil minden x € R pontban, akkor az f fligguényt a & striiségfiiggvényének nevezzik.
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(A definiciéban Lebesgue—integral szerepel.) Ha létezik is siirliségfiiggvény, az nem
egyértelmii, mert példdul egy tetszoleges pontban az értékét megvaltoztatva a fenti integral

értéke nem valtozik.

Ha a & valészintiiségi valtozonak van siirtiségfiiggvénye, akkor az eloszlasfiiggvénye nyilvan

folytonos, ezért

P{€ =x0} =P{{ <o} —P{{ <z} = lim F(z)— F(xy) =0

r—x0+0

/: f(t)de =1,

hiszen lim F'(xz) = 1; azt is be lehet litni, hogy ha egy nemnegativ f fiiggvényre teljesiil

T—>00
[22, f(t) dt =1, akkor létezik olyan val6sziniiségi valtoz6, melynek éppen f astiriiségfiiggvénye.

tetszOleges zy € R esetén. Tovabba

Ezenkiviil tetszoleges a,b € R, a < b esetén

P{a <€ <b} = F(b) — F(a) = / F(8) dt.

Ha az f stiriségfiiggvény folytonos az o € R pontban, akkor ott a F' eloszlasfiiggvény
differencidlhatd, és F'(xq) = f(zo).

5.8. Példak:

(a) Ha & egyenletes eloszlasi a [0, 1] intervallumon, akkor a stiriiségfiiggvénye

1 ha0<z<1
fz) = n
0 egyébként.

(b) Ha a & valésziniiségi véaltozé sirtiségfiiggvénye

1 _(z=m)?
e 27 xeR

flz) =

2o

alakd, ahol m € R, o > 0, akkor azt mondjuk, hogy £ normélis eloszldsi (m,o?)
paraméterekkel. Azt, hogy a fenti fliggvényre teljesiil ffooo f(z) dz = 1 abbdl kivet-
kezik, hogy

1) 2 0o )
(/ ew2/2dx) = / / e’(“2+y2)/2dxdy
2m 00 ) ) r=o0
= / (/ re”" ﬂdrd) =27 [—re" /2] = 2m.
0 0 r=0

(c) Jelolje a & valésziniiségi valtozo egy radioaktiv atom élettartamét. Ez rendelkezik az

ugynevezett orokifju tulajdonsaggal: ha ¢, At > 0, akkor
P{¢> 1+ At|€ >t} = P{E > At}
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vagyis annak ellenére, hogy tudjuk, hogy az atom mar megélt ¢ id6t, a még hatralevd
élettartam eloszldsa éppen olyan, mint a teljes élettartam eredeti eloszlasa. Be lehet
latni, hogy & eloszlasfiiggvénye

0 ha z<0

F(x) =
l—e™ haz>0

alaki, ahol A > 0 a bomlasi allandé:

1 1
: - < > — 3 . _ —)\At —
Amy P SEtranezn = I G- =2

ami azt jelenti, hogy kis At > 0 idétartam esetén P{t < & < t+ At | € >t} =~ A\At, azaz
a At idétartam alatti lebomlds valészintisége At-vel aranyos, és az ardnyossagi tényezo
A > 0. A suriségfiggvénye

0 ha <0
Ae™™ haz > 0.

flz) =

Ezt az eloszlast A paraméteri exponencialis eloszlasnak nevezziik. Felezési ido
alatt azt a T idétartamot értjiik, amennyi ido alatt % valészintiséggel bomlik el egy
radioaktiv atom; ekkor ugyanis a radioaktiv anyagnak kozelitoleg fele bomlik el. % =
P{¢ < T} = F(T) =1— e alapjan T = (In2)/), azaz a felezési idé forditottan
aranyos a bomlasi allandoval.

5.9. Egy valdsziniiségi vektorvaltozo eléall & = (&,...,&) alakban, ahol & : @ — R
valészintiségi valtozok; az F : RF — R,

F($1,... ,J?k) I:P{fl < T1y.-.- ;§k<xk}

fiiggvényt a ¢ eloszldsfiiggvényének nevezziik. Be lehet 14tni, hogy egy F : R? — R
fiiggvény akkor és csak akkor eloszldsfiiggvénye valamely & = (&,&) val6sziniiségi vek-

torvaltozonak, ha

(a) F(y1,y2) — F(x1,y2) — F(y1,22) + F(x1,21) > 0 tetszbleges x1 < yp és 1o < yo esetén;
(b) F balrél folytonos mindkét valtozéjaban;

() lim F(z1,22) = lm F(z1,22) =0, lim F(z1,29)=1.
T1——00 To—r—00 g;:ig

(Ez értelemszertiien dltaldnosithatd.)

Ha létezik olyan f : R¥ — [0, 00) fiiggvény, melyre

T1 Tk
F(,Z‘l,,l'k):/ / f(tl,,tk)dtldtk
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teljesiil minden (1, ... ,z;) € RF pontban, akkor az f fiiggvényt a ¢ siirtiségfiiggvényének
nevezzilk. Nyilvan

b1 by,
P{azg&gbl,zzl,,k}:/ f(tl,,tk)dtldtk,

k

s6t tetsz6leges B C R* Borel-halmaz esetén

P{(&,,. .. ,§k)eB}:/---/f(t1,...,tk)dtl...dtk,

tovabba ha F' folytonosan differencialhaté, akkor

_OFF(z,... ,x)

5.10. Legyenek & és n diszkrét valdsziniiségi véltozdk egy (€2,.A,P) valésziniiségi mezon.
Jelolje a lehetséges értékeik halmazit X = {z1,xq,...} illetve Y = {y1,v2,...}. Akkor
mondjuk hogy & és n fiiggetlenek, ha tetszlleges i és j esetén az A; = {§{ = x;} és B; =

flxy, ... xg)

{n = y;} alakd események fiiggetlenek, azaz P{{ = z;,;n = y,;} = P{{ = z;}P{n = y,}.
Altaldban a € és n valészintliségi valtozokat akkor nevezziik fliggetleneknek, ha tetszoleges
z,y € Resetén P{¢ < z,n < y} = P{€ < «}P{n < y}, azaz Fg,(z,y) = Fe(z)F,(y), ahol
Fe,, a (&, n) valésziniiségi vektorvéltozo eloszlasfiiggvényét jeloli. Ha létezik (€, n)-nak az fe,
stirtiségfiiggvénye, akkor ebben az esetben fe,(z,y) = fe(x)fy(y), z,y € R is ekvivalens a
fliggetlenséggel. Hasonléan lehet értelmezni tébb valdsziniiségi valtozé fiiggetlenségét is.

Ha a & és n valdszintliségi valtozok fuggetlenek, akkor azt mondjuk, hogy & + n eloszlésa
a & és n eloszldsanak konvolicidja.

5.11. Példak:

(a) Ha & és n fiiggetlen diszkrét valdszintliségi valtozék, és a lehetséges értékeik egész
szamok, akkor a

o0

{¢+n=kt=|J {c=n{n=k-3}
j=—00
diszjunkt felbontas alapjan
Pen(k) = Z pe(J)pn(k — 7).
Jj=—00

Péld4ul ha & és n fiiggetlen binomidlis eloszldstiak (nq, p) illetve (nq, p) paraméterekkel,
akkor ezek konvoliicigja ismét binomidlis eloszlds, mégpedig (n,+ns, p) paraméterekkel,

ugyanis

peli) = (’?)p«l oM, =01



alapjan

Pesn(k) = <nil)Pi(1 —p)m (7;.2>p"(1 —p)™I

ijriti=k
_ ni\ [ No ny + No _
=pf(L—pmtmt Y <Z>< ) = ( L >p'“(1—p)’“+”2 k.
iyjiti=k J

(b) Ha a & és n fiiggetlen valészintiségi valtozéknak léteznek az f¢ és f, stirtiségfiiggvényeik,

akkor
Fepp(z) =P{{+n<z} = Jen(u,v) dudv
v
= // fe(u) fr(v) dudv :/ </ ) fn(v) dv) fe(u) du
utv<z - -
alapjan

fen(@) = Flayle) = [ felu) oo = ) du

Péld4ul ha £ és  fiiggetlen normalis eloszldsiak (my, 0?) illetve (mo, 02) paraméterekkel,
akkor ezek konvoldcidja ismét normaélis eloszlds, mégpedig (my + my,0? + 02) pa-

raméterekkel, ugyanis

1 —eem)? 1 —ome)?
fe(u) = e 1, fylu)= e
2moy 210y
alapjan
[e%e] 1 _(u—m1)2 1 _(ﬁ—“—m2)2
fesn(z) = / e i e 2 du
oo V2Toy V2To,

1 7($—m21—77;2)2
= e 2oitod)

V2my\/0? + 03

6. Varhato érték

6.1. Tekintsiink egy £ : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozét X = {x1,... ,xy} lehetséges
értékekkel és p, = pe(zr) = P{& =2} (K =1,...,N) eloszldssal. Ha elvégziink n fliggetlen
kisérletet a & valdszintiségi valtozdval kapcsolatban, akkor az xj, értéket koriilbeliil npy eset-
ben kapjuk (hiszen az Ay = {£ = 1} esemény relativ gyakorisiga k,(Ax)/n =~ P(Ag), ezért
kn(Ag) = npy), igy a megfigyelt értékek dtlaga koriilbeliil

N
1
ﬁ(nplxl + -+ npyTy) = ;pkxk-

Ezért a varhaté értéket a kovetkezd modon értelmezzik.
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6.2. Definici6é. Ha & : Q — R egy diszkrél valosziniségi vdltozo, melynek lehetséges
értékekei X = {x1,2q,...} €s eloszldsa py = pe(zx) = P{€ = x} (K = 1,2,...), akkor

az
EE := Zplcfﬁk
k

mennyiséget a £ vdrhato értékének nevezzik, amennyiben a > pyxy sor abszolit konver-
k
gens.

Ha & : Q — R egy abszolut folytonos valdsziniségi vdltozo, melynek siriségfigguénye

f:R —[0,00), akkor az
E¢ ::/_ zf(z)dz

Ly ’ ’, 2, ’, ’ oo - o0 - .
mennyiséget a & vdrhatd értékének nevezzik, amennyiben az f_oo xf(x) dx improprius

integrdl abszolut konvergens.

Tetszbleges & valdszintiségi valtozd esetén a varhaté érték (amennyiben létezik) irhaté az

B = [ e Pd) = [ (@)

alakban is, ahol az els6 integrdl a & fliggvénynek az (92, A4, P) mértéktéren vett integrilja, a

masodik pedig az F fiiggvény szerinti Lebesgue—Stieltjes integral.
6.3. Példak:

(a) Ha & binomilis eloszldst (n, p) paraméterekkel, akkor P{¢ = k} = (})p*(1 — p)" %,
k=0,1,... ,n alapjan

= n! ok (n— 1 e
E&:Zk-mpk(l —npz k)'p T(1-p)" " =np.
— ! !

Tehat példdul ha egy p > 0 valdszinliségii A eseményre elvégziink n fliggetlen megfi-
gyelést, akkor a gyakorisdg varhat6 értéke E(k, (A)) = np.

(b) Ha egy egységnyi oldald négyzetben valasztunk egyenletes eloszlds szerint egy pontot,

és £ jeloli a pontnak a legkozelebbi oldaltél vald tavolsagat, akkor & eloszlasfiiggvénye

0 ha z <0
Flz)=P{{<a}=q1-(1-22)> haO<az<}
1 haz >1

ezért a slriségfiiggvénye
4—8z hal0<z<3;
flz) = o
0 egyébként,

igy a varhaté értéke

1/2 8 z=1/2
E = / z(4 — 8z)dx = [2362 - gx?’} =
0
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(c)

6.4.

Az A és B jatékosok a kovetkezd jatékot jatszak. Felvaltva dobnak egy szabdlyos
érmét; A kezd, és az nyer, akinek el6szor sikeriil fejet dobnia. Az elsé dobédsnal 2-2
forintot tesznek be, és minden dobés elott duplazzak a tétet, azaz ha az n-edik dobasra
sikeriil fejet dobni és n paratlan, akkor A nyer 2" forintot B-t6l, ha pedig n péros,
akkor B nyer 2" forintot A-t6l. Mennyi az A illetve B jatékos varhaté nyereménye?
Jelolje & az A jétékos nyereményét (mely pozitiv, ha A nyer, és negativ, ha A veszit).
Ekkor ¢ lehetséges értékei (—1)"t12" (n = 1,2,...) és P{¢ = (—-1)"*12"} = 27",
Mivel a i (=1)ntign2—n = i (—1)"*! sor nem konvergens, igy £ vdrhaté értéke nem

n=1 n=1
létezik! (Viszont P{¢ > 0} = Z P{¢ = 2%+1} = Z 2721 = 2/3, igy A nagyobb

valosziniiséggel nyer, tehat 1lyen szempontbol A-nak elonyosebb a jaték.)

Legyen & olyan valdsziniiségi valtozd, melynek striségfiggvénye

1
Ezt az eloszlast Cauchy-eloszlasnak nevezziik. Az f oo 7 ‘ff;Q) improprius integral
nem abszolut konvergens, mert
K K
d 1 1
/ = —In(1+2%)| =—In(1+K?) — oo, ha K — oo.
o m(1+z?) 27 o 2m

Ezért £-nek nem létezik varhaté értéke. Viszont az f stliriiségfiiggvény paros fiiggvény,
ezért tetszOleges [a,b] C R esetén P{¢ € [a,b]} = P{£ € [—b, —a]}; ekkor azt mondjuk,
hogy ¢ eloszldsa szimmetrikus.

A varhaté érték rendelkezik a kovetkezo tulajdonsagokkal:

Linedris: ha & és n valészintiségi valtozok és a,b € R, akkor E(a& + bn) = oK + bEn
Monoton: ha & <n, akkor E¢ < En

|EE| < E[¢| (hiszen —|€| < € < €] alapjan a monotonitdsbdl —E[¢| < EE < E[¢))

Ha P{¢ = ¢} =1, ahol ¢ € R, akkor E£ =¢

Ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor Eén = E€-En (legyenek példaul € és i diszkrét valdszintiségi
valtozdk p; = P{¢ = xz;}, illetve ¢; = P{n = y;} (j = 1,2,...) eloszldssal, és &n le-
hetséges értékeit jeldlje zq, 29, .. .; ekkor a fiiggetlenséget haszndlva

P{{n =2} =P U ¢==dn{n=v}|= > npug,

1,J 1 TiY; =2k 1,J 1 TiY; =2k
ezért
Er=Ya Y pa=% Y mae - (zp) (z qiyj) . m
k 5,J 1 TiY;j =2k k 4,j:Tiy;=zg [ i
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e Cauchy-Schwartz egyenlétlenség: E[én| < 4/E&2En? (hiszen tetszbleges A € R esetén
E(|€] — Aln|)? > 0, azaz \?’En? — 20E|én| + EE2 > 0, igy a diszkrimindnsa nem pozitiv:
A(AE[¢n|)? — 4EE*En” < 0)

e Legyen g : R — R. Ha & diszkrét valdsziniiségi valtozé py = P{¢ = x} eloszldssal,
akkor

Eg(&) = peg(ar)-

Ha £ : Q — R olyan valdsziniiségi valtozd, melynek stiriiségfiiggvénye f : R — [0, 00),
akkor

6.5. Definicié. A D?¢ := E(¢ — E€)? mennyiséget a & szérdsnégyzetének nevezzik.

Nyilvan
D*¢ = E(¢* — 26E¢ + (E¢)?) = B — (|E)?,

igy ha & diszkrét val6sziniiségi valtoz6 p, = P{€ = z;} eloszlassal, akkor

2
D¢ = Zpkﬂi - (ZPk%) )
k k

ha pedig £ : Q — R olyan valészinliségi véltozé, melynek siirtiségfiiggvénye f : R — [0, 00),

akkor
DPé = /Zx2f(x)dx— (/fo(x)dx)Q.

D? (¢ + ¢) = D?¢, D?(c€) = *D*¢

Nyilvan

teljesiil tetszoleges ¢ € R esetén, és ha & és n fiiggetlenek, akkor
D?* (€ +n) = D?¢ + DPn.

6.6. Példa: Legyen n standard normdlis eloszlasi, azaz normadlis eloszlasu (0,1) pa-
raméterekkel. Ekkor

1 o 2 /9 1 2 /9 z=L

En = —/ ze ™ /?dr = —— lim [—e‘x / ] =0,

vV 2 00 2T IL(:ZI&? =K
1 o 2 2

En? = —/ e 2dx
21 J oo
1 2 z=L L 2 1 ° 2 /9
=—— lim ([ :cef‘”ﬂ] +/ e$/2d:c>=—/ e T2 dr = 1.
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Ha pedig £ normalis eloszldst (m, o?) paraméterekkel, akkor & el8éll & = on + m alakban,
ahol 7 standard normaélis eloszldsu, hiszen n = (£ — m) /o alapjan n eloszlasfiiggvénye

Fy(z) =P{n <z} =P{(¢ —m)/o <z} = P{€ < oz +m} = Fe(ox +m),
igy n strtségfiiggvénye
fo(z) = F,I)(.T) = oFé(aw +m) =ofe(ox+m) = —e‘$2/2,
ezért K¢ = oEn +m = m és D?& = oD = o2,
6.7. Definicié. A

cov(&,n) = E((§ — EE)(n — En))

mennyiséget a £ és n valosziniségi vdltozok kovariancidjdnak nevezziik.

A
cov(&,m)

corr(§,n) = Wozaz

mennyiséget a & és n valdsziniségi viltozok korreldcios egyutthatdéjanak nevezzik.

Ha corr(€,n) = 0, akkor azt mondjuk, hogy £ és n korreldlatlanok.

Nyilvan cov(§,n) = EEn — (E)(En), ezért ha & és n fiiggetlenek, akkor korreldlatlanok;
ez forditva nem igaz: léteznek olyan & és n valdszinliségi valtozok, melyek korreldlatlanok,

de nem fiiggetlenek.

6.8. Allitds. Tetszoleges & és m valosziniségi valtozok esetén

|corr (&, m)| < 1,

és |corr(&,m)| = 1 akkor és csak akkor, ha valamely a # 0 és b valds szdmokkal P{n =
a&+b} =1 teljesiil; itt a > 0 illetve a < 0 aszerint, hogy corr(&,n) = 1 illetve corr(€,n) = —1.

Bizonyitas. A Cauchy-Schwartz egyenlotlenség alapjan

[cov (€, m)| = [E((€ —E)(n — En))| < VE(§ — E)2E(y — En)?,
igy corr(&¢,n)| < 1. Legyen tovabba

£ = §— K == En
VvID?E VD1

Nyilvan E£ = Ep = 0 és D§ = Dnp = 1 (ezért ezeket &, illetve n standardizdltjanak

nevezziik). Tovabbé ha corr(€,n) = 1, akkor EE7 = 1, {gy 2EE7 = EE2EA?, amibsl E(E —

)? = 0, ezért P{€ = 7j} = 1, azaz

D2 .
P%=m+ @%&@}:L
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Hasonléan, ha corr(€, 1) = —1, akkor EE7 = —1, igy —2EE7 = EE2Eq?, amibél E(€ +7)? = 0,
ezért P{€ = —7j} = 1, azaz

]P’{ﬁZIEn— %(5—5)}=1.

Konnyen ellendrizhetd, hogy tetszoleges € és n valdsziniliségi valtozok esetén

D? (& + ) = D?¢ + 2cov (€, n) + DPn.

7. Feltételes varhato érték

7.1. Definicid. Legyen A eqy pozitiv valdsziniiséqii esemény. Ha & diszkrét valdsziniiségi
vdltozo P{¢ = zx} (k = 1,2,...) eloszldssal, akkor £-nek az A-ra vonatkozo feltételes
eloszldsa

P{& =z | A}, k=1,2,...
feltételes vdarhato értéke pedig
E(¢|A) : me{g =z, | A}

amennyiben a Y xP{& = x| A} sor abszolit konvergens.
k

Eqy tetszdleges & valdszintiségi vdltozonak az A-ra vonatkozo feltételes eloszldsfiiggvénye
F(z|A) :=P{¢ < x| A}, z eR

Ha létezik olyan f(-| A) figgvény, melyre

F(a]A) = /_ Fu] A) du

teljestil tetszdleges x € R esetén, akkor az f(- | A) fliggvényt £-nek az A-ra vonatkozd feltételes
stirtiségfiggvényének nevezzik. FEkkor &-nek az A-ra vonatkozo feltételes wvdrhato
értéke
o
E(£]A) = / of (| A) da

amennyiben az ffooo xf (x| A) dx improprius integrdl abszolit konvergens.

Nyilvan ha & diszkrét valdsziniiségi valtozd, akkor a P{¢ = x| A}, k= 1,2,... szdmok
eloszlast alkotnak, hiszen nemnegativak, és Osszegiik 1:

ZP{f oy | A} = ZP {{=z}nA) = (A) (U({f =z} N A))

_P( ((U{g xk})ﬂA> (A)IP(QHA)—l
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Tovabba ha K& létezik, akkor tetszéleges A pozitiv valdsziniliségii esemény esetén létezik

E(¢ | A) is.

7.2. Tétel. (Teljes varhaté érték tétele) Ha az A;, As, ... pozitiv valdsziniségi ese-
mények teljes eseményrendszert alkotnak, és a & wvaldsziniségi vdltozonak létezik vdrhato
értéke, akkor

= E(£ | Ar) - P(A).

Bizonyitas. Legyen { diszkrét valdsziniiségi valtozo x;, j = 1,2,... lehetséges értékekkel.
Ekkor

D E(E|Ar) - P(A szm{g_%mk} P(Ay) sz] ({€ = 2;} N Ay)
ZZ%ZP({'SZ%}“AM=Z$J’P{§=%}=E§-

(A szummak felcserélhetségét az biztositja, hogy a & valészintiségi valtozé varhaté értékének

létezésébdl kovetkezik az illeté sor abszolit konvergencidja.)

Abszolut folytonos £ valdsziniiségi valtozo esetén a bizonyitas hasonléan végezhetd el. [

8. Nagy szamok torvényei

Eloszor két egyenlotlenséget bizonyitunk a varhatéértékkel kapcsolatban.

8.1. Allit4s. (Markov-egyenl6tlenség) Ha a £ valdsziniségi vdltozd nemnegativ, akkor

tetszdleges € > 0 esetén

P{£>e}<%

Bizonyitas. Példdul legyen & diszkrét valdszintiségi valtozd p, = P{€ =z}, £ = 1,2,...

eloszlassal. Ekkor

EE = Zpkivk Z PrTk 2 € Z pe =eP{{ > e}

k:xy>¢ k:xi>e

g

8.2. Allit4s. (Csebisev-egyenl6tlenség) Tetszdleges & valdsziniiségi viltozé és € > 0

esetén

D?
P{\S—E&|>6}<€—2
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Bizonyitas. A Markov-egyenl6tlenséget alkalmazva

P{|¢ — BE| > e} = P{(¢ — EE)? > €2} < E(¢ — K _ D¢

g2 g2’

g

A Bernoulli-féle nagy szamok torvénye azt fejezi ki, hogy sok kisérletet végrehajtva egy

esemény relativ gyakorisdga ,,kozel van” a valészinliségéhez.

8.3. Tétel. (Bernoulli-féle nagy szamok torvénye) Tekintsink egy p valdsziniiségli A

eseménnyel kapcsolatosan n figgetlen kisérletet. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén
kn(A
lim ]P’{ M—p‘ 26} = 0.
n—oo

n
Mivel ky(A) binomialis eloszldst, azaz P{k,(A) = k} = (})p*(1 — p)"*, ezért a fenti
azzal ekvivalens, hogy

n

Z (k>pk(1—p)nk—>1, ha n — oo.
k: |%—p|<a

Megjegyezziik, hogy a binomidlis eloszlds maximalis tagja k = [np] vagy k = [np] + 1, és a

megfelel6 valdszintiség P{k,(A) = k} ~ 1/1/27np(1 — p) — 0 ha n — oo, viszont az el6z6ek

szerint az (np — ne, np + ne) intervallumba es6 tagok Gsszege tetszélegesen kicsi € > 0 esetén

is 1-hez konvergal.

A k,(A) gyakorisdg el6éll k,(A) = & + & + - - - + &, alakban, ahol

£:(w) 1 ha az i-edik kisérletben A bekovetkezik,

(w) =

z 0 egyébként.

Nyilvan a &1, &, . .. , &, valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, azonos eloszldsiak, P{& =1} =
p, P{& =0} =1—p, és EE = p, D?& = p(1 — p), ezért az elézd 4llitds specidlis esete a
kovetkezo tételnek.

8.4. Tétel. (Nagy szamok gyenge torvénye) Legyenek &1,&s, ... pdronként korreldlat-
lan, azonos eloszldasu valdsziniségi vdltozok, melyeknek létezik a szordsuk. Jelolje S, :=
&+ &+ -+ &, n € N Ekkor tetszbleges € > 0 esetén

25}=0.

S\ 1 B
E(;) —E;E&c =B,

lim P{‘ﬂ—m
n

n—oo

Bizonyitas. Nyilvan

S, 1 1 — 1
D? (—) = —D?S, = EZW& = EDbe

n2
k=1
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ezért a Csebisev-egyenldtlenséget alkalmazva
|

A bizonyitas alapjan a Bernoulli-féle nagy szamok torvényével kapcsolatban azt kapjuk,

hogy
g

igy példdul ha azt akarjuk elérni, hogy egy szabdlyos érmét dobdlva a fejek szdmdnak relativ

Sh D?
= _E&, >g}< 621—>0, ha n — oo.
n ne

g

kdm-ﬂ+>s}<ﬂi:@

n ne? '
gyakorisaga legalabb 0.95 valésziniiséggel 0.1-nél kevesebbel térjen el a valésziniiségtol, akkor

\

igy a kovetelmény biztosan teljesiil, ha

a fentiek alapjan

kn(4) 1 >0,1p < L
n 21 77 S 4.012-n’

1
m < 005, azaz n = 500,

vagyis az érmével legaldbb 500-szor kell dobni. (Ez egy meglehetésen durva kozelités.)
Bizonyitas nélkiil kozoljiikk a nagy szamok erés torvényét.

8.5. Tétel. (Nagy szamok erls torvénye) Legyenck &1,&, ... teljesen figgetlen, azo-

nos eloszldsu valdsziniségi valtozok, melyeknek létezik a vdrhato értékik. Jelolje S, =

&+ &+ +&,, ne N Ekkor
P{lim &:]Efl}:

n—oo 1

9. Centralis hatareloszlas-tételek

Jelolje ¢, 2 az (m, o?) paraméterti normalis eloszlds stiriségfiiggvényét, azaz

1 _(@=m)®
e 2?2 zeR

s2() =
pm, () 2o

A kovetkezo tételeket bizonyitds nélkiil kozoljiik.

9.1. Tétel. (Lokdlis hatdreloszlas-tétel) Tekintsink egyp € (0,1) valdsziniségi A ese-
ménnyel kapcsolatosan n figgetlen kisérletet. Legyen {1} egy olyan wvalds szdmsorozat,

melyre lim, n_2/3¢n = 0. Ekkor

p [Pl = k)

— 1| =0, ha n — oo.
k:|k—np|<tn | Prp,np(1-p) (k)
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P{kn(A)=k}

e () B 1 egyenletesen teljesiil.)

(Vagyis az (np — ¢n, np + 1) intervallumban

Jelolje @ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét:

1 r 2
@(.Z‘) = E/ e /Qdu

9.2. Tétel. (Moivre-Laplace-tétel) Tekintsink egyp € (0,1) valdszindségii A eseménnyel
kapcsolatosan n fiiggetlen kisérletet. Ekkor

P{M € la, b)} —(@() - ¥(a))

— 0, ha n — oc.
np(l — p)

sup
—ooKa<bs oo

Ezért ha egy szabdlyos érmét dobalunk, akkor a fejek szamanak relativ gyakorisagara

tetszlleges a > 0 esetén érvényes

JLTOP{kniA) - % e [—ﬁ %)} = ®(a) — ®(—a) = 20(a) — 1.

Mivel a 2®(a) — 1 = 0.95 és ;%= = 0.1 Osszefliggésekbdl a ~ 1.96 és n ~ 96 adddik, igy

2vn
n(A 1

]P’{k( )—§‘<0,1}z0.95 ha n ~ 96,
n

tehat elég koriilbeliil 96-szor dobni egy szabdlyos érmével ahhoz, hogy a fejek szdmanak re-

lativ gyakorisaga legalabb 0.95 valdsziniiséggel 0.1-nél kevesebbel térjen el a valdsziniiségtol.
A Moivre-Laplace tételbol kovetkezik, hogy specialisan

n A) —

lim P M<x = &(x), zeR

np(1 - p)

Ennek a tételnek az altalanos alakja a kovetkezo.

9.3. Tétel. (Centralis hatareloszlas-tétel) Legyenek &,&,... teljesen fiiggetlen, azo-
nos eloszldsu valdosziniségi vdltozok, melyeknek létezik a szordsuk. Jelolje S, = & + & +
<-4+ &,, n € N. Ekkor

. Sn - nEgl
lim P{ 2 —— <z » = ®(x), eR
5, { e, } @, e
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